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ARITHMÉTIQUE 


4162. — L'expression 91H 8n+? est divisible par 73. 
ARR = 0. (0m 9.81% =" 073 1 8)" — m.1713 + 9.8n, 
SM — 82,87 — 64.87 — (73 — 9)87 — m'.713 — 9.8". 

En ajoutant membre à membre, il vient 
QIntI EE Qn+2 — mn" ,73. 

GC RD: 

(M. BERTIN-CONRADS, collège Chaptal.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Blondin, lycée de Sens ; O. Bouquey, à 
Saint-Emilion ; A. Bouzy, instituteur à Vervins ; M. Cryé ; J. Dejonc ; A. Desplat; 
C, Faivre ; E. Foucart ; R. Henry, à Maizières; G. Hiernaux, école normale de 
Châlons-sur-Marne ; H. Janois ; X. Lacreuse ; E. Le Maigre ; A. Maître : J. Mé- 
néchal ; A. Mirc, lycée de Dijon ; M. Oger, à Ste-Paterne ; P. Plisson, instituteur 
à Sens ; F. Pégorier ; F. Reisz, à Gyôr (Hongrie) ; A. Smântanêscu, lycée Internat, 
à Jassy, Roumanie ; L. Vignes ; P. Vinceut.] 


——————#— 
ALGÈBRE 





4098. — On a trois lingots différents formés d'un alliage d'or, 
d'argent et de cuivre. Ces lingots contiennent : 

Le 1°, 2567 d’or, 308" d'argent, 408' de cuivre ; 

D D 95 0 

TA LTD —: 32 Set RTE 

Quel poids faut-il prendre sur chacun d'eux pour former un 
4e lingot contenant 398° d'or, 598 d'argent, 818 de cuivre ? 

(Diplôme d'élève de 2° classe de la marine marchande, 1897.) 

Les poids des trois lingots sont respectivement 

| 25 + 30 + 40 — 95e, 

45 + 25 + 35 — 756", 
171 + 32 + 45 — Qusr. 

Soient x, y, + les quantités respectives de ces trois lingots 
qu'il faut prélever pour former le quatrième lingot. Comme 
chaque partie d’un lingot contient la même proportion d'or, 
d'argent et de cuivre que le lingot entier, en faisant successive- 
ment la somme des quantités d’or, d'argent et de cuivre fournies 
par les parties x, y, z de chaque lingot, on doit avoir 

25 15 17 


95 T8 YF 97 4 = 39, -(1) 
30 29 32 
95 gs V + 97 4 = 59, (2) 
40 35 45 
Retranchons (1) de (2), puis (2) de (3); il vient 
En on 20 (4) 
10 10 13 
En retranchant (4) de (5), y se trouve éliminé, et il reste 
fs] 2 
95 œ — 95 * HD, (6) 
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En portant dans (1) et (4) la valeur de x tirée de (6), on a 


15 27 
75 +57 5 = 29, (1) 
10 17 

LT y + <= 18. (8) 


Maultiplions (7) par 2 et (8) par 3, puis retranchons membre à 
membre ; nous aurons 


54 d1 


T0 OCT 58 — 54, 
d’où 2 — . —119561,933; 


En tenant compte de cette valeur de z, les équations (6) et (7) 
deviennent 


ù 8 a 19 x 14 
Er = — QQgr RE : 
gs miel d’où = 3 — 888,66 ; 
45 Fe à 
75 Y +386 — 2, d'où y = — 356. 


La valeur négative de y montre que le problème est impos- 
sible avec les données numériques fournies. 
(E. MÉNISSIER, instituteur-adjoint, à Troyes.) 


[Ont résolu la même question : MM. L. Bessoles ; R. Henry, à Maizières; 
M. Oger, à Saint-Paterne.] 


4164. — Si a, b, c sont des nombres en progression arithmé- 
tique el x, y, 3 des nombres en progression géométrique, on a 
abycz® — ayez, 
Les nombres a, b,c étant en progression arithmétique, on peut 
poser 
= br. 
Par suite, la relation à démontrer devient 


a—=b—7r, 


acbyb+rab-r — gb+ ryb-rab 


eysp(2)" = eys(E)"- 
y 


ou 


Comme les rapports et DE représentent la raison de la 


progression géométrique formée par #, y, +, ou l'inverse de cette 
raison, la dernière égalité devient évidente, ce qui entraine en 
même temps la vérification de la relation énoncée. 

(G. HIERNAUX, école normale de Châlons-sur-Marne. } 


[Ont résolu la même question: MM. E. Ardin-Delteil, à Montpellier; P. Barroué, 
lycée de Brest; A. Bastet ; O. Bouquey, à Saint-Emilion ; A. Bouzy, instituteur 
à Vervins ; M. Cryé, lycée de Laval ; E. Foucart ; R. Henry, instituteur à Mai- 
zières ; H. Janois, école normale du Mans ; A. Maitre ; F. Pégorier ; C. Pellion ; 
L. Perret ; P. Plisson, instituteur à Sens ; L, Vignes, à Boussan ; P. Vincent, 
école pratique d'industrie de Saint-Etienne; M. Oger; J. Petit.] 


4166. —On donne une circonférence de centre O et de rayon 
R. Soit AB une tangente en un point À de la circonférence. On 
demande de déterminer sur la circonférence un point M tel que le 


ul 
} 













re si 
me 


rapport de la surface du tronc de cône engendré par le segment de 


- tangente MB en tournant autour de OA à la surface du cercle de 


rayon AB soit égal à un nombre donné, k. 
(Bacc. lettres-math., Bordeaux, mars 1897). 


Menons MC perpendiculaire à OA et posons AB = BM — x. 
On doit avoir 
rMB(CM + AB) _ 
TAB? KE LE 

ou CM+x—Akx. (1) 

Pour calculer CM, égalons 
deux expressions de l'aire du 
triangle OAM ; il vient 


CM.R = AM.OD. 





OA RON 
NS DAME Re. 
> 2Rx 
t AME=PANE= re Ré RE 
e AD = 9V/R? — OD Tr 
2R?x 
Donc M 


En portant cette valeur dans (1) et supprimant le facteur com- 
mun #, qui n’est pas nul, on obtient 
2R? 


EMA AU CE 
Uk —1 


3— 
et 2 = RIT: 


La seule condition de possibilité est que x soit réel, c’est-à-dire 
que l’on ait 


—=ÀRk—1, 
d’où l’on tire 


x 





LESREC I: 
On construit facilement la valeur de + en la regardant comme 
: R(3 — À) 
une moyenne proportionnelle entre R et la longueur LM EU 


(A. BOUZY, instituteur, école primaire supérieure de Vervins.) 


SOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE. — Désignons par & l'angle MOC qui déter- 
mine le point M. On a, en observant que MOC — ABM (côtés perpen- 
diculaires), 

AB —= CM + MB cos a, 


ou CM = AB{1 — cos a). 
La relation (1) de la solution précédente devient alors 
AB(1 — cos à) — (k — 1)AB, 
d’où cos à — 2 — k, 
Cette valeur du cosinus ne correspond à un angle réel qu'autant qu'on a 
RCA D 
ou L'EST 


Lorsque £ — 2, on a cosa —0 et a — 90°; le point M coiïn- 
cide alors avec l'une des extrémités du diamètre du cercle O parallèle 
à AB. 

(M. BERTIN-CONRADS, collège Chaptal.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bastet; L. Curt; R. Henry; À, Maitre; 
F. ‘Pégorier ; ; L. Vignes; Ardin-Delteil.] 


————————#} ——— 


GÉOMÉTRIE 


4034. — Dans un cercle de rayon R et de centre O, on 
donne un point fixe P par lequel on fait passer deux cordes rec- 
tangulaires AC et BD. En projetant le point P sur les quatre 
côtés du quadrilatère ABCD, on sait qu'on obtient un nouveau 
quadrilatère EFGH à la fois inscriptible dans un cercle de rayon 
r et circonscriptible à un autre cercle de rayon r'. On propose de 
démontrer que : 


See es 


4o Les cercles de rayon r et r' restent fixes lorsque les cordes 


rectangulaires AC et BD pivotent autour du point fixe P. 
2° Les trois rayons R, r et r' sont liés par la relation 
4r? = R(R + 2r'). 
1° Joignons O et LS au milieu M de AB. On a 
OE = OM + ME° 


EP° — PM — ME? 
ou,enajoutant etobser- 
vant que PM = MA, 
OE? + EP = 

OM2 + MA = R2. 

Le point E appar- 
tient donc au lieu des 
points dont la somme 
des carrés des distances 
à O et P est constante 
et égale à R?, On sait 

C que ce lieu est un cer- 
cle ayant son centre 
au milieu 1 de OP. Son rayon, déduit de la relation 


9ÏE” + 210” —)h: 





est IE — . VIF — &, 


en posant OP = a. 


Ce que nous venons de dire par rapport au point E s'applique 


aussi bien aux points analogues F, G, H, de sorte que le qua- 
drilatère EFGH est inscrit dans le cercle 1, dont le rayon 


= _ VERT — «5, (1) 
est constant. 
Ce quadrilatère est d’ailleurs circonscrit à un cercle de centre 


P. En effet, en considérant successivement les quadrilatères 
inscriptibles PEBF, BCDA et PHAE, on a 

PEF = PBF = PAR — PEH, 
ce qui montre que P est situé sur la bissectrice de l'angle FEH. 


On verrait de même que ce point appartient aux bissectrices des 


trois autres angles F, G, H du quadrilatère. 
Par suite P est le centre d’un cercle inscrit dans le quadrilatère 


EFGH. En considérant le rayon 7’ de ce cercle comme égal à la 
hauteur du triangle PEH par exemple, on peut écrire 


réhAr=:PE.PEE 


puisque PA représente le diamètre du cercle PEH. 


On en déduit 
PE.PH 


Te pre. | 
Or, en considérant respectivement PE, PH, PA comme les 
hauteurs des triangles PAB, PAD, ABD, on a 
PE.AB = PA.PB, PH.AD = PA.PD, 
PAR = "ABrAD: 
En multipliant entre elles les deux premières égalités, il vient, 
en tenant compte de la troisième, 
PE.PH.PA.2R — PA°.PB.PD, 
PE.PH PB -.PDESREES : 
PR TS (2) 
Cette dernière expression montre que le rayon r’ est constant. 
20 En éliminant & entre les formules (1) et (2), on obtient la 
relation énoncée : 





d’où 


4r? = R?+92R7". 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 


[Ont résolu la même question : MM. P. Alcan ; J. d’Avillez ; Bayor, à Castel- 
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dti Me bent nt à due. 
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, naudary ; E. Bon, école normale de Lons-le-Saunier ; G. Delahaye, à Roye ; 


P. Duchesne-Fournet, lycée Janson-de-Sailly; A. Lochard; R, Manen, à Massals ; 
Marcenet, collège de Cosne ; M. Oger, à Saint-Paterne.] 





4168.— Dans un triangle rectangle isocèle ABC (AB—AC), on 
mène la médiane BD, qui coupe en E le cercle circonscrit, et l'on 
abaisse la perpendiculaire EF à AC. Démontrer que 

AF = 3EF. 
Généraliser. 
PREMIÈRE SOLUTION. — On à 
AF = AD +DF. 
Or, le triangle ABD ayant pour côtés AD et AB—2AD, son 
hypoténuse est 
BD —V/AD + 4AD — ADYS ; 
E de même, dans le triangle sem- 
blable DEF, 
DE = DFY5 ; 
Q égalons le produit BD.DE à AD.DC 
ou AD”: il vient 
"5AD-DE — AD, 
ou AD = 5DF. 

Donc AF = 5DF+DF = 6DF; 

mais, de même que dans le triangle ABD AD estla moitié de AB, 


de même dans le triangle semblable FED DF est la moitié de EF; 
donc 


A 


AF — 3EF. C0 Fab: 
(ED. ARDIN-DELTEIL, à Montpellier.) 


SECONDE SOLUTION. — Tirons la droite AE et la médiane AO: 
celle-ci rencontre la médiane BD au centre de gravité M du tri- 
AF _ BO 


angle. 
À Les angles inscrits EAC, EBC 
LR : ayant même mesure, sont égaux; 
7 par suite, les triangles rectan- 
AS gles .AEF, BMO sont semblables, 

LA 

B 0 C — 
FE. OM 
Mais M étant le centre de gravité du triangle ABC est au tiers 
de OA; donc 


et l’on a 


BO = OA = 30M, 
et légalité précédente devient 
AF 


= — 3. 


TE G. Q. F. D. 


(P. BARROUÉ, lycée de Brest.) 


GÉNÉRALISATION. — Supposons que la droite BD divise AC dans 
un rapport quelconque tel que 


À AD 7, p, 
| A CUT 
En tirant AE, on a 


AF 
TE — tg AEF = tg (AEB + DEF); 





B c d’ailleurs 
tg AEB = tg ACB — 1, 
ALDSXAD p 


né: SR = So 
En portant ces valeurs dans la relation connue 
— tga+tgb 
Dore 1—tg a tgb” 
il vient 
LE LE 
FE —q—p 


(Frépéric RIESZ, Gyor, Hongrie.) 


k Lee. ET. 


[Ont résolu la même St MM. R: Henry, instituteur à Maizières ; 
G. Hiernaux, école normale de Chàlons-sur-Marne ; M. Legras ; E. Le Maigre : 
A. Maître; A. Mire, élève au lycée de Dijon ; A. Nayel, à Thouars ; CG. Pellion ; 
L. Perret; P. Plisson, instituteur à Sens ; E. Vaicle ; L Vignes ; P. Vincent. 
école pratique d'industrie à Saint-Etienne; G. Blondin, à Sens; X. Lacreuze, à 
Belfort ; N. Plakhowo.] 


4171. — Construire un triangle connaissant une médiane, 
l'angle qu'elle fait avec la bissectrice issue du même sommet et 
le produit des deux côtés issus de ce sommet. 

Supposons le problème résolu : soit ABC un triangle dans 
lequel on connaît la longueur 2 
de la médiane AM, l'angle x 
formé par cette médiane avec 
la bissectrice AD et le produit 


AB.AC = r2. 


Traçons le cercle O circons- 
crit au triangle ; ce cercle coupe 
la bissectrice AD en un second 
point, E, situé sur la droite OM. 

Si l’on tire la droite BE, les 
triangles ABE, ADC sont sem- 
blables, car ils ont les angles 
en À égaux, ainsi que les angles en E, C. On a donc 





AB _ AD, 
AEUTIAQ 
ou AD.AE = AB.AC = 72. 


Le problème revient à déterminer le triangle MDE. Or le cer- 
cle I circonscrit à ce triangle coupe AM en un second point M’ 


tel que 
AM'.AM = AD.AE — x?, 


, k? 
AM' — Tr 

Le point M’ étant connu, le centre 1 du cercle est déterminé 
par l'intersection de la perpendiculaire élevée au milieu de MM’ 
avec la droite AD qui fait avec AM l'angle connu «. En décri- 
vant le cercle [, on a les points D et E, puis le point O en 
prenant l'intersection de la droite ME avec la perpendiculaire 
élevée au milieu de AE ; le cercle O est alors déterminé par son 
centre et le point A, et son intersection avec la droite MD 
fournit les deux autres sommets B et C du triangle cherché. 

La construction est toujours possible et ne fournit qu'une 
solution. 





d'où 


(ERNEST FOUCART, caporal au 103° d'infanterie.) 
[M. A. Maitre a résolu la même question.] 


—_— #8 ——  — 


PHYSIQUE 


3882. — Sur la poulie d'une machine d’Ahvood est enroulée 
une longue cordelette parfaitement flexible, qui porte un poids 
moteur à son extrémité libre. Sur l'axe de lu poulie, tournant 
sans frottement, est calé un disque, qui est percé de n trous équi- 
distants et rangés sur une même circonférence. Un tube porte-vent, 
par où arrive un courant d'air continu, est disposé de façon à 
souffler normalement au disque et sur la circonférence des trous. 
On laisse tomber le poids moteur à l'instant zéro. On demande : 

1° D’expliquer le phénomène acoustique qui va se produire pen- 
dant le mouvement du système ; 

20 De calculer la hauteur de la note qui serait émise à partir 
de l'instant t, si l’on supprimait le poids moteur ; 

3° De calculer la suite des instants t auxquels cetle hauteur 
correspondrait à la suite des notes de la 3° gamme ; 

4° De calculer l'accélération de la pesanteur dans un autre lieu 
du globe, étant donné que, la même expérience étant répétée dans 


192989 





ce lieu, on obtient, aux mêmes instants t, les mêmes notes que 
précédemment, mais dièzées. 

DonNÉES NUMÉRIQUES. — Longueur de la circonférence de là pou- 
lie, L—0",20; nombre des trous du disque, n = 10;  accé- 
lération de la pesanteur (dans le premier lieu du globe), 
g = 9,81; la dela3° gamme, la; — 435 V. d. 

(Concours général de Philosophie, départements, 1896.) 

1° Le phénomène acoustique qui se produit en laissant tomber 
le poids moteur est celui de la sirène. Dans sa chute, le poids fait 
tourner la poulie, et les trous du disque calé sur son axe passent 
successivement devant le tube porte-vent. 

A chaque coïncidence des deux ouvertures, l'air est comprimé ; 
à chaque interruption il revient sur lui-même, d’où une vibra- 
tion complète. La hauteur du son produit sera donc mesurée par 
le nombre de coïncidences du tube porte-vent avec les trous du 
disque. 

2° Au temps t, si l'on supprimait le poids moteur, le système 
prendrait un mouvement uniforme avec la vitesse v = gt. La 
cordelette de la machine parcourt donc en une seconde gt et fait 


gt 


accomplir à la poulie ca tours par seconde, L étant la lon- 


gueur de sa circonférence. Or, à un tour du disque, percé de n 
trous, correspondent # coïncidences de ces trous avec le porte- 
vent et par conséquent » vibrations. 

La hauteur N du son émis à l'instant t sera donc 


RON 
N=T (1) 
3° On sait que l'intervalle du la au do d’une même gamme 
est =: le Za; correspondant à 435, le dos correspond à 


435 XX ee 01 


En tenant compte des données numériques, la formule (1) 
devient 


RCE SUP dE 
N= 5 — = 490,5 xt, 
N 
où l’ t—= 2. 
d'où l'on tire 390,8 
Le do, correspondant à N — 261vib sera donc émis au bout 
du temps 
260 
t—= -—— — Osec,b3. 
490,5 use 


D'autre part, la formule (1) montre que la hauteur de la note 
émise est proportionnelle au temps t. Par conséquent, le temps 
correspondant à une note quelconque de la 3° gamme est égal au 
temps correspondant au do; multiplié par l'intervalle musical de 
la note considérée au do. — Le tableau suivant donne les ins- 
tants & correspondant à la suite des notes de la 3° gamme : 


























AEULE 0 ré; mi f sol 1 i 
de la 3° gamme 3 3 3 da; SOI3 43 Sl3 
Intervalles l 9 5 4 3 5 45 
musicaux 8 4 3 2 3 8 
In: t 
nsns E | 653 | 0,59 | 0,66 | 0,71 | 0,19 | 0,88 | 0,00 


(en secondes) 





4° Soit g' l'accélération de la pesanteur dans l'autre lieu con- 
sidéré du globe ; dans ce lieu, la hauteur du son correspondant 
au même instant t est : 


RE: : 
N—= LU (2) 
Des relations (1) et (2) on déduit la proportion 
N Eee 


IN nr 


Dans ce second lieu les notes étant diézées, on a 


EN VERRE 
N'nesse 
PRES 
donc FF ASE 


On tire delà g 98 se — 10m,2187. 
Telle est l'accélération due à la pesanteur dans ce second lieu 


du globe. 
(T. BOIS, collège Chaptal.) 
[M. P. Cornélis a résolu la question.] 


4147. — Dans une cuve renfermant un liquide de densité 1,5 
on plonge de 80 centimètres un tube de longueur totale 1 mètre, 
effilé à son extrémité inférieure. On ferme alors hermétiquement 
l'extrémité supérieure du tube et on le retire. La pression atmo- 
sphérique est 75 centimètres, la température 20°, On demande à 
quelle hauteur le liquide se maintiendra dans le tube, en supposant 
le liquide sans tension de vapeur appréciable à la température de 
l'expérience. — Mise en équation du même problème en supposant 
qu'à 20° le liquide a une force élastique maximum de 3cn, 

(Bacc. lettres-math., Caen, novembre 1896.) 


1° Il faut d'abord chercher la colonne x du liquide équivalente 
à la pression atmosphérique à la température de l’expérience. 
La densité du mercure à 0° étant 13,6, sa valeur à 209 est 


13,6 13,6 >< 5550 a Es 
De 20 ul 3810 En écrivant que la masse du liquide 
+ 

5550 


et la masse du mercure qui font équilibre à la pression atmos- 
phérique sur une même surface sont égales, on a 


15% 13,6 >< 5850 x 
D NEED 
d'où. & = 67700,5. 


Quand on retire le tube, une certaine quantité de liquide s'écoule, . 


la force élastique de l’air qui y est enfermé diminue et l’écoule- 
ment cesse au moment où la force élastique de l’air, augmentée 
de la pression de la colonne liquide qui reste, fait équilibre à la 
pression extérieure. En représentant par X la dénivellation pro- 
duite et par f la force élastique de l’air intérieur, on a 

20 x 677,5 — (20 + hf, 


: : 20 X< 677,5 
, , —_ Eh 
d’où l’on tire Mona 
20 x 677,5 
On a aussi (80 — }) + TE ME 671,5; 


ce qui donne 
RE + 617,5 h — 1600 — 0, 

équation dont la racine positive seule est admissible. Cette racine 
a pour valeur 2°%,5, 

Le liquide se maintiendra donc dans le tube à une hauteur 
égale à 

20—2,5 2125 

2° Supposons maintenant que le liquide a une force élastique 
maxima de 3°" à 20°. Cette force élastique équivaut à une 
colonne de liquide égale à 

3x 13,6 x 5530 


5510 < 1,5 TS 


et la force élastique de l'air, au moment où l’on ferme le tube, 


est 677,5 — 27,1 — 650,4, 

Une dénivellation se produit quand on retire le tube ; la hau- 
teur du mélange d'air et de vapeur devient 20<+#, la colonne 
de liquide qui reste n’est plus que 80—k', etl'ona 
20 x 650,4 


(80 — }") DRE ES RE Fr 


+271 = 677,5, 
















Due Li h? + 590,4h !— 1600 — 0. 
Telle est la mise en équation demandée. 


(ARDIN-DELTEIL.) 
[Ont résolu la même question : MM. L. Debrun; A. Mirc ; L. Tarrin.] 


a ————— } —————— 


CONCOURS DE 1897 (Suile) 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE FONTENAY-AUX-ROSES 


Mathematiques. 


I. — 4176. Par un point P pris sur la circonférence du cercle cir- 
conscrit à un triangle ABC, on mène des parallèles aux côtés BC, CA, AB 
de ce triangle. Ces droites rencontrent la circonférence aux points A, 
B', C’. Comparer le triangle A'B'C' au triangle ABC. 

Les triangles ABC et A'B'C' étant supposés connus, peut-on retrouver 
le point P? 

_ Peut-on supposer le triangle ABC déduit du triangle ABC par le 
même procédé, à l’aide d'un point P’? Quelle relation y a-t-il entre P 
Et is 

Peut-il arriver que les triangles ABC et A'B'C' aient un ou deux som- 

mets communs ? Dans ce cas, où doivent se trouver les points P et P'? 


Il, — 4177. Prouver que tout nombre entier ou décimal est com- 
pris entre 10% et 10"—'w, en désignant par w une unité de l'ordre du 
chiffre qui occupe le #° rang, en comptant de gauche à droite, à partir 
du premier chiffre significatif. Par exemple, si le chiffre de rang n 


représente des millièmes, le nombre considéré est compris entre je 
11 
Paie 
°° 1000 
II, — 4178. Trouver le plus grand commun diviseur des nombres 
2520 et 1195<1816><549 


sans effectuer le produit indiqué et sans faire aucune décomposition en 
facteurs premiers. 
(5 juillet, de S h. à midi.) 


Physique, Chimie et Sciences naturelles. 


I. — De la loupe. — Construction géométrique de l’image, — Grossis- 
sement. — Usages. 


II. — De la soude artificielle. 
II. — Étude comparée du squelette des vertébrés; insister sur les 
traits de structure connexes aux principaux types d'habitat. 
(7 juillet, de 8 h. à midi.) 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPERIEURE 
DE SAINT-CLOUD 


Mathématiques. 


L. — 4179. Démontrer que si a et b sont deux nombres entiers quel- 
conques, le plus grand commun diviseur de a et de b estle même que 
le plus grand commun diviseur des nombres 5a+3b et 13a+8b. 

I. — 4180. Dans un triangle ABC, on donne l'angle B— 300, le 

AC 
rapport TT 0e m, m étant un nombre positif donné, et la distance « 
qui sépare, sur le côté BC, le pied D de la bissectrice de l'angle A et le 
pied D’ de la bissectrice de l'angle extérieur adjacent en A : 10 Cons- 
truire géométriquement le triangle ; 2° Calculer les trois côtés du 
triangle ; discuter et chercher si l'angle en C du triangle est aigu ou 
obtus, si l'angle en A du triangle est aigu ou obtus. — Même problème 
en supposant l'angle B — 1500, 
(30 juin, de 8 h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


I. — Description et usage de l’électroscope à feuilles d'or. 





IL — 4181. Un objet est placé à 16 décimètres d'un tableau sur lequel 
on veut projeter son image avec une lentille convergente, dont la dis- 
tance focale est égale à 30m, Quelle position faut-il donner à la lentille 
et quel est le rapport de la grandeur de l'image à celle de l’objet ? 

IT, — Éthers. — Éther ordinaire. 

IV. — Sang : constitution ; propriétés. — Transformations qu'il subit 


dans les diverses régions du corps. 
(2 juillet, de 8 h. à midi) 


CERTIFICAT D'APTITUDE AU PROFESSORAT 


DES ÉCOLES NORMALES ET DES ÉCOLES PRIMAIRES SUPÉRIEURES 


Aspirantes,. 
Mathématiques. 
I. — Condition nécessaire et suffisante pour qu'une fraction soit irré- 
ductible. — Réduction d’une fraction à sa plus simple expression. 
Il. — 4482. 19 Réduire à leur plus simple expression les fractions 
56272 9764. 
263175 36615 ” 


20 Déterminer le plus petit nombre fractionnaire irréductible qui, 
divisé par chacune de ces fractions, donne des quotients entiers; 

3° Déterminer le plus petit nombre décimal, puis le plus petit nombre 
entier remplissant les mêmes conditions. 


III. — Inscrire un hexagone régulier dans un cercle donné. 


IV. — Les milieux des côtés d'un hexagone régulier ABCDEF sont les 
sommets d'un second hexagone convexe A'B'CD'E'F'. 
19 Démontrer que ce second hexagone est régulier ; 
20 Connaissant la surface du second hexagone, égale à 4 décimètres 
carrés, calculer à un millimètre près le côté du premier. 
(28 juin, de 8 h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


I. — 4183. On veut gonfler à l'hydrogène un ballon à parois souples 
et de masse négligeable, jusqu'à ce qu'il atteigne une force ascension- 
nelle F dans l'air ambiant. Le gaz est préparé par lélectrolyse d'eau 
acidulée, contenue dans un voltamètre de résistance électrique connue. 
Le courant électrolyseur vient d’une batterie d'accumulateurs, formée 
de q séries de p éléments associées en quantité, et il est amené au vol- 
tamètre par un circuit métallique de résistance électrique connue. On 
demande : 

19 Quel volume devra prendre le ballon pour atteindre la force ascen- 
sionnelle donnée ; 

20 Combien de temps il faudra faire passer le courant dans le volta- 
mètre pour opérer le gonflement néeessaire ; 

30 Quelle quantité d’énergie .sera enlevée à la source d'électricité et 
quelle quantité sera dépensée dans le voltamètre pendant l'opération. 

On donne : 

40 La température f, la pression atmosphérique H et la tension ac- 
tuelle f de la vapeur d’eau ; 

2 La quantité d'électricité Q nécessaire pour dégager 18r d'hydrogène 
dans un voltamètre ; 

3° La résistance spécifique o de l’eau acidulée, la surface s de chaque 
électrode et leur écartement {, ainsi que la force électromotrice de pola- 
risation e, engendrée dans le voltamètre par le passage du courant; 

4° La force électromotrice E et la résistance intérieure r de chaque 
accumulateur ; : 

50 La résistance spécifique p', la section s 
métallique. 

Application numérique (facultative) 


! 


et la longueur l’ du circuit 


F — 100 grammes-poids ; 


Q':— 96600" coulombs ; = f— 100 centigr.; H—760m ; ,f—5mn ; 
p—4ohm; [= 20m; s —4%cm'; e — 1,5 volt; p —10, q = 5, 

— 2ivolts, 104020: C0 ohne l' = 100, 
SÉ— SIN: 


II. — Actions des acides chlorhydrique et azotique sur les métaux, les 
différents genres d’oxydes métalliques et sur les principales matières 
organiques. 

(On se bornera aux réactions qui conduisent à des préparations impor- 
tantes ou à des applications.) 

IT. — Distribution générale des terrains secondaires en France. — 


Caractères prédominants de la faune et de la flore à l’époque secondaire. 
(29 juin, de 7 h. à midi.) 





Aspirants. 


Mathématiques. 


1. — 4184. Démontrer que le quotient entier d'un nombre entier N 
par un produit de facteurs entiers a, b, ce peut s’obtenir en divisant N 
par @, puis le quotient par b et ce dernier quotient par c. 

APPLICATION. — Les trois divisions successives ayant toutes donné un 
même reste r, et celui-ci étant le plus grand possible, on suppose que 
la division de N par le produit abc donne pour reste R— 19r et pour 


quotient 7, on suppose en outre que c—a+b; déterminer le 
nombre N. 

IT. — 4185. On donne une circonférence O de rayon R, on trace une 

tangente BAC, une corde DE parallèle à BC, 

B A C la droite DB tangente en D et la demi- 


circonférence qui à pour diamètre AIT; on 
fait tourner la figure autour du diamètre 
AA’: Déterminer la distance AI pour que le 
E Yolume engendré par le quadrilatère ABDI 
soit au volume de la sphère de diamètre AI 
dans un rapport donné m. — Entre quelles 
limites peut varier le nombre m ? Dans le 
cas particulier où m—6, quel est le rap- 
port des deux volumes B'CD'E', B"'C'D'E" 
ainsi trouvés? — À quels nombres entiers 
sont proportionnelles : 4° les trois parties 
de la surface de la sphère O ; 20 les trois 
parties du volume de cette sphère, séparées par les deux plans D'E et 
D'E”. 





A! 


(23 juin, de 8 h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


I. — Principes sur lesquels repose le fonctionnement des appareils 
utilisés dans le laboratoire et dans l’industrie pour faire le vide, 

IT. — Quels sont les procédés employés pour oxyder et hydrogéner 
les corps? Les préciser par des exemples choisis parmi les opérations 
pratiquées sur les corps inorganiques et organiques. 

III. — Les mollusques ; caractères généraux et classification. 


pour chaque terrain les principaux mollusques fossiles. 
(24 juin, de 7 h. à midi.) 


Citer 


ÉCOLES NATIONALES D’AGRICULTURE 


Mathématiques. 


Arithmétique ou Algèbre.— Un spéculateur achète un pré à raison de 
5000f l’hectare. Après l'acquisition, il s'aperçoit que son pré contient 
8 décamètres carrés de moins que ce qu'il a payé. Néanmoins, il ne fait 
aucune réclamation, car il trouve l’occasion de le céder de suite au prix 
de 60fr l’are (contenance exacte). En faisant cette vente, il gagne 120}, 
sur ce qu'il a déboursé. 

40 Calculer la contenance réelle du pré; 

20 Calculer ses dimensions, sachant qu'il est rectangulaire et que sa 

« diagonale vaut 1702, 


Géométrie. — Une pyramide a pour base un 
triangle ABC, dont les côtés AB, AC, BC valent 
respectivement 26 décimètres, 32 et 25,80. Son 
sommet $S est sur la perpendiculaire menée 

C par A au plan ABC et AS égale 1,80. 
A 49 Calculer le volume de cette pyramide en 
décimètres cubes ;: 
B 20 Calculer sa surface totale en mètres carrés. 


Physique et Chimie. 
I. — Poids spécifique des gaz (procédé de Regnault). 
IT. — Hydrogène sulfuré, — Sulfures. 

Sciences naturelles. 


I. — Appareils de la respiration chez les Vertébrés. 


Il. — Fleur, — Constitution, rôle. — On décrira la fleur en prenant 
comme exemple une cr ucifère, une papilionacée. 





ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES 
DE PARIS 


Mathématiques. 


I. — Exposer comment on reconnaît qu'un nombre est divisible 
par 11,et comment on peut, si le nombre n'est pas divisible, déterminer 
a priori le reste de la division. On prendra comme exemple les nombres 
72435 et 604853. 


IT. — La durée de la rotation de la planète Jupiter est de 9n 55m 37s ; 
quelle est la valeur en degrés, minutes et secondes de l'arc décrit en 
une heure par un méridien de la planète? 


JT. — 4186. 1° Résoudre le système 


3% +2y—3—=a+li, 
5 + 3y — 23 — 2a — 1, 
2T — y +33 = — a. 


2° Calculer à un centième près la valeur de a pour que les solutions 
æ, y, z satisfassent à la condition z2+ y = 0. 


IV. — 4187. Soient R; et R: les points de rencontre des médianes 
relatives à chacune des bases d’un tronc de prisme triangulaire quel- 
conque : 

49 Démontrer que la distance RiR: est la moyenne arithmétique des 
trois arêtes du tronc de prisme ; 

20 Un plan parallèle à l’une des bases décomposant le tronc de prisme 
en deux parties, on demande d’ exprimer aussi simplement que Pons 
le rapport des volumes de celles-ci; 

3° Un tronc de prisme triangulaire étant coupé par un plan passant 
par une des trois arêtes parallèles, on considère toutes les positions que 
peut prendre ce plan et on demande les lieux: 4° du point de rencontre 
des côtés non parallèles de la section; 2° de la ligne qui joint les milieux 


des mêmes côtés. 
(16 juillet, de 8 h. à midi.) 


Physique. 


1. — 4188. Trois piles Daniell, de force électromotrice 1",07, chargent 
un accumulateur A. e 
| | Li On réunit les pôles de la pile par une résistance 
R = 120hws9 telle que l'intensité du courant qui 
passe par l'accumulateur devient nulle. A ce 
moment la résistance R est parcourue par un cou- 
rant I de 0,18 ampères. 
Quelle est la force électromotrice de l’accumu- 
lateur et la résistance intérieure de la batterie de 
Fe charge ? 
A 
II. — Qu'est-ce que la dilatation ? — Lois du phé- 


nomène.— Citer quelques applications de la dilatation des gaz, liquides 


et solides. 
(17 juillet, de 8 h. à 11 h.) 


Chimie. 


I. — Acides : chlorhydrique, sulfurique, azotique ordinaires ; décrire 
brièvement leur préparation en formulant les équations rendant compte 
de leur formation, indiquer leurs propriétés physiques, leurs caractères 
chimiques et leurs applications. 


11. — 4189. On attaque 108 de plomb pur par de l'acide cn 
ordinaire jusqu'à dissolution complète ; formuler la réaction. 
On évapore ensuite à la température de 100° jusqu’à poids constant ; 
donner le poids du résidu sec. | 
Ce résidu est soumis enfin à l’action de la chaleur à une tERRSEE 
voisine du rouge. On demande : 

40 L’ ‘équation rendant compte de la décomposition qui a pu se pro= 
duire à cette température du rouge ; 

20 La composition qualitative et la composition Re en poids 
du produit gazeux qui à pu se former ; 

3° La nature et le poids du résidu après l’action de la chaleur au 
rouge. 

Poids atomiques : HN O0 AGEMATEENE 


(17 juillet, de 2h. a 5 h.) 


Ph=?0674; 


———————_— 











J'oreille à celui de l'œil. 


dont la grandeur est 0. Entre l'œil et l'objet, et à une distance æ de 


CONCOURS GÉNÉRAL 


Classe de Mathématiques élémentaires. 


Physique et Chimie (Paris). . 
I. — Propriétés des vapeurs. 


II, — 4190. Un tube de verre cylindrique, ouvert 
aux deux bouts, plonge verticalement dans un vase 
cylindrique complètement fermé contenant de l'eau 
et de l'air. La température étant 0° et la pression 
extérieure 760», l'eau s'élève dans le tube à une hau- 
teur h. On demande : 

19 Quelle sera la variation z de niveau dans le tube 
si la colonne barométrique extérieure varie de 1cm, 
la température restant constante ; 

20 Quelle serait la variation de température qui 
donnerait la même variation de niveau, la pression 
restant constante et égale à 76cm, 

On ne tiendra compte ni de la dilatation du verre, 
ni de celle de l’eau. 

On fera le calcul avec les données suivantes : 





DOCUOTIAUAIUDO en ed Or , + CE CL T 
OO D.  . o : S — 100cma ; 
HEURE PES CREER CE ER ET a —" 100n : 
Hauteur de la colonne d’eau, , ,. . . . h — 100cm ; 
Poids spécifique de l'eau. . :. . . . : = . 
Poids spécifique du mercure . . . . 0156. 


III. — Oxyde de carbone et gaz carbonique. 
(7 juillet, de 8h. 1/2à 2h. 1/2.) 


Classe de Première-Lettres. 


Histoire naturelle (Paris et Départements). 


Botanique. — Croissance de la tige et de la racine ; causes qui inter- 
viennent dans leur orientation et dans celle de leurs ramifications. 
Zoologie. — L'oreille, l'audition. — Comparer l'appareil sensitif de 


(6 juillet, de 8h. 1/2 à 2 h. 1/2.) 


Classe de Rhétorique. 


Mathématiques (Paris). 


4194. — On donne un carré ABCD, dont le côté est égal à 2a, et 
on considère un point M situé dans le plan de ce carré. 

1° Calculer la somme S$S des volumes engendrés par les triangles MAB, 
MBC, MCD, MDA tournant respectivement, le premier autour de AB, le 
second autour de BC, le troisième autour de CD, et le quatrième 
autour de DA. 

20 Démontrer que la somme S ne dépend que des quantités a et d 
en désignant par d la distance du point M au centre du carré, et trou- 
ver le lieu géométrique du point M, lorsque ce point se déplace de 
manière que la somme S reste équivalente au volume d’un cône de 
hauteur a et de rayon donné r. 

30 Déterminer sur le lieu précédent les positions de M pour lesquelles 
le rapport des volumes engendrés par le triangle MAB, tournant succes- 
sivement autour de MA et de MB, est égal à un nombre donné m. 

Discuter, en supposant 7? — 124°. 


(ouin, de Sth: 1/2 à 1 h°0172:) 


Classe de Seconde moderne. 
Physique et Chimie (Paris). 
ÏJ. — Action des courants sur les courants. 


I. — 4192. L'œil est placé à une distance invariable d d’un objet 


Vobjet, on place une lentille convergente dont la distance focale est 24. 
On demande : 1° de construire l'image de l'objet; 2° de trouver la 
grandeur de cette image; 3° de calculer la tangente de l'angle sous le- 


quel l'œil voit l’image; 4 de discuter la valeur de cette tangente lorsque 
æ varie de 0 à d. l 


HT. — Principaux composés de l'argent. 


IV. — 4193. On fait passer un courant de chlore : 

1° Dans une dissolution étendue et froide de potasse caustique; 

20 Dans une dissolution concentrée et chaude de la même base. 

Quel est le rapport des volumes de chlore qui, dans ces deux expé- 
riences, produiraient un même poids de chlorure de potassium ? 

La solution chaude et concentrée ayant été saturée par 101it de chlore, 
mesurés à 0° et sous la pression de 76cm, on l'évapore jusqu'à siccité et 
on calcine la masse solide ainsi obtenue. Quel sera le volume du gaz 
qui se dégagera et quel sera le poids du résidu solide? 

Poids atomique du potassium. , . 39 
DONnSIté AUCHIOTE SR 2,44 
Densité de l’hydrogène. . . . .  0,0695 


(12 juillet, de 8h. 1/2 à 1h. 1/2.) 


Classe de Troisième moderne. 


Mathématiques (Paris). 


L. — 4194. On donne un cercle (C) de centre (0) et de rayon R et un 
point M, On fait passer un cercle (C) par les deux points O et M. La 
corde commune aux cercles (C) et (C') coupe OM en un point M. Prou- 
ver que M’ est déterminé, quel que soit le cercle variable (C'). 
Trouver le lieu de M’ quand le point M se meut sur une droite donnée 
ou sur un cercle donné, 


II. — 4195. On donne un cercle (C) de centre 0 et de rayon R et 
un cercle (C') de centre 0’ et de rayon R’. On prend sur le cercle (C) un 
point M. Peut-on trouver sur le cercle (C') un point M' tel que la distance 
MM soit égale à {, L étant une longueur donnée? 

Entre quelles limites doit se trouver le pied P de la perpendiculaire 
MP abaissée du point M sur la ligne des centres 00'? Dans quel cas le 
problème est-il possible, quelle que soit la position du point M sur le 
cercle (C)? — On posera 00’ = d. 


(12 juillet, de8h. 1/2à1kh.1/2.) 


AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 


Mathématiques élémentaires. 


4496. — 1° Les droites A qui sont coupées harmoniquement par 
deux cercles donnés G et C’ enveloppent une conique; montrer que cette 
conique reste la mème lorsqu'on remplace les deux cercles G et C' par 
deux autres respectivement concentriques aux précédents et tels que la 
somme des carrés des rayons des deux nouveaux cercles soit égale à la 
somme des carrés des rayons des deux premiers. 

20 Trouver le lieu des centres des cercles S qui sont coupés harmo- 
niquement par deux cercles donnés G et C' et qui sont orthogonaux à 
un troisième cercle donné T. Ce lieu est une conique Ÿ dont on déter- 
minera les directions asymptotiques et dont on discutera le genre en 
admettant que le centre de F se déplace d’une façon quelconque dans 
le plan, tandis que les cercles C et C' restent fixes. 

On montrera que la direction des axes de Ÿ ne dépend que des posi- 
tions des centres des trois cercles donnés et nullement de leurs rayons. 
3° Trouver le lieu du centre de la conique ? dans les deux hypothèses 
suivantes : 4° on fait varier le rayon du cercle T en laissant fixes le 
centre de ce cercle et les deux cercles G et C’; 2° on laisse fixe le cercle F, 
ainsi que les centres de G et de C’, et on fait varier les rayons de ces 
deux derniers cercles de telle sorte que la somme de leurs carrés reste 
constante. 

4° Démontrer que les cercles S orthogonaux au cercle F et coupés 
harmoniquement par deux cercles C et C’ sont aussi coupés harmoni- 
quement par une infinité de couples de cercles que l’on cherchera à 
caractériser géométriquement. 


Nora. — On dit qu’un cerele S est coupé harmoniquement par deux cercles C 
et C!, lorsque le rapport anharmonique des deux points de rencontre de S avec C 
et des deux points de rencontre de S avec C’est, sur le cercle S, égal à — 1. 


(10r juillet, de 7 h.à 2h.) 


———————————" "<< ———————————————— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4197. — Établir les deux propriétés suivantes : 

4o Les nombres 1331, 1030301, 1 003 003 001, et en général tous ceux 
qu'on obtient en intercalant un mêmenombrede zéros entre les chiffres 
de 1331, sont des cubes parfaits. 

20 Les nombres 14641, 1040604041, 1004006004001, et en général 
tous ceux qu'on obtient en intercalant un même nombre de zéros entre 
les chiffres de 14641 sont des bicarrés parfaits. (G. Briccui.) 


4198. — Trouver un nombre de trois chiffres égal à 34 fois la 
somme de ses chiffres. (H. Liécer, à Jussey.) 


4199. — Si a+b+c+d+e+f—=0 
et S+P+e+d+e+f = 0, 
ona (a—+cla+ d)(a+e)(a + f) =(b+c)(b + d)(b + e)(b +f). 
(Examens de Cambridge.) 


4200. — Vérifier l'égalité 


TER SE spam Os encens À Le Fees <= 
VTar + V7 5 = V/20 + 14939 + Ÿ/20 — 145. 
(M. Fourmow, collège de Carpentras.) 


4201. — Résoudre le système des quatre équations 
x t/H el u DL 
RÉ ME io 


ux +vy +1 = 0, aly +v)+b(r+u) = c(uy+vx), 
æ, y, u, v désignant les inconnues, 4, b, c des quantités données diffé- 
rentes de zéro. Discuter le nombre des solutions ; montrer qu'on n'est 
jamais conduit à des racines imaginaires. 


(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1897.) 


4202. — Dans un triangle ABC, on considère les hauteurs BB’, CC, 
puis les perpendiculaires B'B", C'C" abaissées respectivement sur CC, 


BB’. Démontrer que BC? — BCG.B'C”. (E. Lemonr.) 


4203. — Trouver sur la base BC d’un triangle donné ABC un point 


AB At 
Del que e 9pC; 
DE DR DC 


(C. LEMarRE.) 


4204. — On donne un tétraèdre SABC. 

19 Démontrer que la section faite dans les quatre faces par un plan 
parallèle à deux arêtes opposées SA et BC est un 
parallélogramme. 

20 On donne les longueurs SA = d, BC—d 
de ces arêtes opposées, que l'on suppose rectan- 
gulaires. Soit M le sommet de la section qui est 
Située sur l'arête SB du tétraèdre. On pose 
SB—b et SM—#x. Calculer l'aire de la sec- 
tion. 

30 Déterminer æ de manière que cette aire soit 
maximum. 


(Bacc. lettres-sciences, Lyon, juillet 1897.) 





4205. — Démontrer que dans un tétraèdre dont les quatre faces 
sont équivalentes, les arêtes opposées sont égales. 


4206. — On considère un triangle ABC, le cercle inscrit DEF et les 
trois triangles curvilignes EAF, FBD, DCE, ayant chacun pour côté un 
arc de ce cercle. 

Calculer le volume qu'engendre chacun de ces 
trois triangles lorsqu'il tourne autour de la bissec- 
trice de son angle rectiligne, par exemple EAF tour- 
nant autour de la bissectrice AA", Comparer les trois 
volumes ainsi obtenus. 

Les données sont les angles A, B, C du triangle 
proposé et le rayon r du cercle inscrit. On supposera 


A<B< C. 
(Bacc. letires-math , Nancy, juillet 1897.) 








4207. — Trouver le lieu géométrique des points M du plan d'un 
triangle isocèle ABC (AB — AC) qui satisfont à la relation 


MB° + MC — "MA — be 


n et k étant des grandeurs données. 
(A. DE BolsFLEURY.) 


4208. — Deux cercles de centres O et 0' se coupent en A. Autour 
de À on fait pivoter un angle égal à la moitié de OAO’. Ses côtés ren- | 
contrent les cercles considérés en B et C. Trouver le lieu du milieu 


de BC. 
(E. Foucanr.) 


4209. — On donne un angle droit XOY et un point A situé sur OX 
à une distance de O égale à l’unité. Par le point A, on mène les deux 
sécantes AB, AC telles que les angles OAB, OCA soient 
égaux à x degrés : OAB — OCÀ — x. 

19 Trouver l'équation à laquelle doit satisfaire x 
pour que la somme des longueurs AB, AC soit égale 
à une longueur donnée m : AB + AC = m. 

20 Former les équations qui déterminent les va- 
leurs des angles inconnus y et z définis par les équa- 
tions 





T 
U—= TS æ, a Ph: 
30 [ndiquer la marche à suivre pour calculer x. 
Discussion. ft 
(Bacc. lettres-math., Toulouse, juillet 1897.) 
A C 4210. — Déterminer le centre de gravité 


de l'aire OCDEFA obtenue en supprimant dans 
un hexagone régulier donné ABCDEF, de centre 
O 0, le quadrilatère OABC. Calculer la distance 
v de ce centre de gravité au point 0. 
F 


E (Bacc. lettres-sciences, Toulouse, juillet 1897.) 


FONNNCEST 


4211. — Un vase vide pèse 1008; plein de mercure (densité : 13,5), 
il pèse 7:6,4, Déterminer sa capacité intérieure. 

On le plonge plein de mercure dans un liquide de densité 0,8; il pèse 
65708". | 

Déterminer le volume de parois du vase et la densité de la matière 
qui les forme. 

On veut que le vase supposé fermé ait la même densité moyenne que » 
l'eau, de façon à s'y maintenir immergé en équilibre sans aller au fond 
ni à la surface : quel volume de grenaille de plomb faut-il y introduire 
(densité du plomb : 11,3)? 

On suppose que l'air n'intervient pas dans les pesées. 

(Bacc. lettres-math., Toulouse, juillet 1897.) 
















4212. — Un manomètre à air comprimé est formé de deux branches 
cylindriques de même diamètre; le mercure est de niveau dans les deux 
branches quand la branche ouverte reçoit une pression de 760; Ja 
hauteur du tube occupée à ce moment par l'air est de 40cm, 

À quelle distance d du sommet se trouvera le mercure pour une . 
pression de 3 atmosphères? 


(Bacc. lettres-sciences, Lille, juillet 1897.) 


4213. — Le tuyau d’une pompe aspirante est plein d'air à la pres- 
sion atmosphérique, mesurée par une colonne H de mercure, et le 
piston est au bas de sa course. On donne un coup de piston. 

Calculer la hauteur à laquelle l'eau s'élève. 

Corps de pompe : section s—400%; hauteur ! = 50°2. 

Tuyau d'aspiration : section s' = 40%, hauteur l'= 7%. 

H— 76e, Densité du mercure — 13,6. 


(Bacc. lettres-math., Oran, juillet 1897.) 
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ARITHMÉTIQUE 


4197. — Etablir les deux propriétés suivantes : 

1° Les nombres 1 331, 1 030 301, 1 003 003 001, et en général lous 
ceux qu'on obtient en intercalant un même nombre de séros entre 
les chiffres de 1331, sont des cubes parfaits. 

20 Les nombres 14641, 10% 060 401, 1 004 006 004 001, et en 
général tous ceux qu'on obtient en intercalant un même nombre 
de séros entre les chiffres de 14641 sont des bicarrés parfaits. 


1° D’après les règles de la numération on peut écrire 
4331 = 1.10 +3.10+3.10+ 1 
1030304 = 1.102:5 + 3.102? + 3.102? +1 
et, en général, (1) 


n—1 n—1 ni 


101030, ..0300 01 — 1.10%:3 1 3,107? 1 3,107 + 4 


Comme les chiffres significatifs des nombres considérés, 1331, 
1030301, .... sont, quant à leur valeur absolue et à leur ordre, 
les coefficients du développement de la 3° puissance du binome, 
les seconds membres des identités (1) sont respectivement les 
développements de 

(10 + 1); 
(AD 4}, 
(407 + 1). CONED. 

20 La seconde propriété s'établirait par un raisonnement ana- 
logue en observant que les chiffres significatifs des nombres pro- 
posés (1, 4, 6, 4, 1) sont, quant à leur valeur absolue et à leur 
ordre, les coefficients numériques du développement de la qua- 
trième puissance du binome. 


RemarQUE Î. — Les nombres indiqués dans l'énoncé ne sont pas les 
seuls qui jouissent de la propriété en question et l'on peut à cet égard 
formuler la proposition générale suivante, qui n’est que l'inverse de la 
proposée : 

Dans tout système de numération, les puissances de nombres de la 
forme (10*—+1) dont l’exposant est inférieur ou au plus égal à un 
nombre » tel que le plus grand coefficient du développement de la 
puissance d'ordre m du binome soit inférieur à la base du système, 
c'est-à-dire soit un nombre simple, s'obtiennent en écrivant dans leur 


ordre naturel les coefficients numériques du développement de la puis- 


sance considérée et en les séparant par n—1 Zéros. 

11 résulte de cette proposition que, pour le système décimal, il y a 
lieu d'ajouter les carrés 121, 10201, 10020014, .... aux cubes et aux 
quatrièmes puissances dont il a été question, Mais on ne peut aller 
au-delà de la quatrième puissance parce que, dès la 5°, le plus grand 
coefficient du développement, 10 (ces coefficients étant 1, 5, 10, 10, 5, À) 
n'est plus un nombre simple. On voit, par contre, que cette 5° puis- 
sance jouirait encore de la propriété pour des nombres écrits dans le 
système duodécimal, parce que le nombre dix serait représenté dans ce 
système par un nombre simple. 

Remarque IL, — Les puissances des trinomes de la forme 


(10: + 40" -+ 1) 
D. 
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et, plus généralement, des polynomes complets de la forme 
(LOMPE A On (PT) EL OPE A + 10% 2 1092-2408 A), 
jouissent de la même propriété, aux mêmes conditions, c’est-à-dire 
pourvu que les coefficients numériques du développement de la puis- 
sance considérée soient tous des nombres simples, 
Exemples : Les carrés 12321, 1020302012 
Les cubes 1367631, 1030607060301..... 
du nombre 111 et de ses dérivés 10101... . 


Les carrés 1234321, 1020304030201..... 
123454321, 10203040504030201,.... 
12345618987654321, 1020304050607080908..... 1 
des nombres 1111, LA ERNEST AllAIAIIL et de leurs dérivés 
TONCAUIERPE : 101010101..... : 101010101010140101..... 


(A. BERTRAND, à Azillanet.) 
[Ont résolu la même question: MM. A. Bouzy ; H. Crozemarie; O. Faure ; 
E. Foucart; Fréchet ; G. Hiernaux ; H. Janois; de Mendiry ; F. Pégorier ; 
P. Plisson ; J. Wittner ; A. Maitre.] 


4198. — Trouver un nombre de trois chiffres égal à 34 fois la 
somme de ses chiffres. 


Soient x, y, + les chiffres exprimant respectivement les cen- 
taines, les dizaines et les unités du nombre cherché. On doit 
avoir 

100% + 10y + 3 = 34{x + y+ 32) 
ou 66% — 333 — 24y 
ou 11(2x — 3) = 8y. 

Dans cette dernière égalité, le premier membre, étant multiple 
de 11, le second membre, 8y, doit être divisible par 11, et 
comme 7 est inférieur à 10, il faut que l’on ait 

= et par suile re LE 

Tous les nombres de trois chiffres répondant à la question ont 
donc le chiffre des dizaines nul et le chiffre des unités double de 
celui des centaines ; ces nombres sont 

102, 204, 306, 408. 
(H. JANOIS, école normale du Mans.) 

[Ont résolu la même question: MM. F. d'Avillez; A. Bertrand ; G. Blondin ; 


C. Bourdet; A. Bouzy; V. Camburcanic; H. Crozemarie ; L. Curt ; A. Faure ; 
E. Foucart ; M. Fréchet ; P. Gervaiseau ; G. Hiernaux ; H, Liéger ; L. Magne; 
J. Méhu ; J. Ménéchal; F. Pégorier ; P. Plisson; J. Rongier; L. Vignes ; 
P. Vincent; Watrin ; J: Wittner ; Benbacite; H. Bosc ; N. Delhotel ; Feintuch; 
E, Le Maigre ; J. Maury ; P. Tribier; E. Chambaud ; Michel Henri: Jeannin.] 
4 —  ——— 
ALGEBRE 
4133. — Décomposer en fractions simples du premier degré 


l'expression 
(a + b + cjx? — 2{ab + bc + ca)}x + 3abc 
23 — (a + b + che? + (ab + bc + ca)x — abc 
- Le dénominateur de l'expression est le développement connu 









Ë du produit (æ—aKæ— b)x—c). L'expression peut donc se 


mettre sous la forme 


A ‘3 B + GC 
x — 4 Œ 0 æ—cC 











A, B, G étant trois coefficients indépendants de x qu'il s’agit de 
déterminer. 

En égalant les deux expressions, il vient, après suppression du 
dénominateur commun, 
(a + b + cha? — 2{ab + bc + ca)x + 3abc 

= A(æ—b)(x — c) + B(x — c)(x — a) + C(x — a)(x — db). 

Cette identité devant être satisfaite pour toute valeur de x l’est 
en particulier pour æ — a, et se réduit alors à 

(a + b + ca? — 2(ab + be + ca)a + 3abc = A(a — b(a— c), 
d’où l'on tire 
a[a? — a(b + c) + bc| 














AS Pen resp) = 

En faisant successivement æ —b et æ—c, on aurait de 

même 
DEN et CC: 

On a dès lors 1 

(a + db + ca? — 2(ab + be + ca)æ + 3abc ni 
@3 — (a+ b + c)x? + (ab + bc + ca)x — abc 

a b C 
— + + 
æ— a œ —b œ— C 


On peut d’ailleurs établir directement cette identité en remar- 
quant que le numérateur du premier membre s’écrit 
aa? —(b + c)x + bc]+b[x?— (c +a)e + ca]+c[a? — (a +b}x+ab] 
où  a(x— b\(xæ — c) + b(x — c)(x — a) +c(x — a)(x — b). 
(J, COURTINAT, collège de Cusset.) 
[Ont résolu la mème question: MM.J. F. d'Avillez, à Portalegre ; E. Beutel, 
école réale de Cannstalt ; J. Delpont ; J. Dunand, à Poligny ; E. Foucart. à 
Alençon ; A. Franqueville, à Rouen ; H. Janois, école normale du Mans ; G. Le- 


grand, collège Stanislas ; A. Marcenet, collège de Cosne ; F. Pégorier, à Cette; 
G. Picou, à St-Denis ; J. Wittner.] 


4163. — Le polynome 
(a— bb — cu + (D — ce — aÿ" + (e — a)"(a — D)" 
— (a — b}(b — c}" — (b — cc — aj" — (ce — a}(a — B}" 
est divisible par le produit 
(ce + a — 2b)(a + b — 2c)(b + c — 2a). 


Pour établir la divisibilité du polynome par le facteur 
c+a—?b = u—b—(b —c), 
il suffit de montrer que le polynome s’annule lorsqu'on y rem- 
place a—b par b—c. En effet, on a ainsi 
(b — cmd — c}" + (b — cc — a)" + (c — a)"(b — c)" 
ne (b Ex c)"(b La? +) Cr (b - c)"(c Es a)" + (c > ay" (b LS c}", 
quantité nulle, puisque les termes se détruisent deux à deux. 
On verrait de même que le polynome est divisible par les deux 
autres facteurs a+b—2c et b+c— 2. 
(PH. PLISSON, instituteur-adjoint, à Sens.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Blondin, lycée de Sens ; Carteron, 
lycée de Dijon ; J. Delpout; Feintuch ; E. Foucart; H. Janois, école normale 
du Mans; A. Maitre; F, Riesz, à Gyür, Hongrie ; L. Vignes, à Boussan ; 
P, Vincent, école pratique d'industrie de Saint-Etienne.] 


4165. — Inscrire dans un tétraèdre donné un prisme trian- 
gulaire droit reposant sur la base du tétraèdre et ayant une sur- 
face tolale donnée. | 


s ji ” " 40. 


22 Z A, 1 
4 rs .. RAT x * rh € V 
CT OR INR + 


« 


dv 


Considérons le prisme droit DEFD'EF"’, inscrit dans le tétraèdre 
donné SABC. 

I suffit de calculer la hau- 
teur DD'—#x de ce prisme 
de façon que sa surface totale 
ait une valeur donnée Z?, 
condition exprimée par l’équa- 
tion 

2p'æ + 2S' = R?, 


2p' désignant le périmètre et 
S’ la surface de la base DEF. 

Or les deux tétraèdres SDEF 
et SABC étant semblables, 
leurs éléments analogues sont 
dans le même rapport. Si 
donc on représente par la 
hauteur du tétraèdre SABC, par 2p et S le périmètre et la sur- 
face de la base ABC, on a 


p _h—3x S" 


PPRERQUUAX 





L'équation du problème est alors 
À ù — 2 
2 ERA AURSE 2° 
ou, en développant et ordonnant par rapport à x, 
2S — hp}x? — 2h(28S — hp}x + LS — k2) = 0. 
Discussion. — Pour qu’une valeur de x convienne au problème, 


y 


il faut et il suffit qu'elle soit réelle et comprise entre 0 et . 


Les racines de l’équation seront réelles si l’on a 
1228 — Rp} — AS — hp)R?(2S — A?) > 0, 
ou 2S — hp}? > 4S(S — hp) — (2S — hp}, 
ou enfin 2(S — hp)rR? > — h?p?. (1). 

En faisant successivement æ—0 et x —h dans le pre- 

mier membre, f(x), de l'équation, on a 
[(0) = R2(2S — 2), 
f(h) = — R2k?, 

Le coefficient 2(5— }p) du terme en x? pouvant être positif 
ou négatif, il faut distinguer deux cas principaux : 

19 S>> hp. f(h) est dans ce cas de signe contraire au pre- 
mier terme de f(x), et, par suite, À est compris entre les deux 
racines, qui sont ici toujours réelles. Pour que la plus petite soit 
positive ou nulle, on doit avoir 

f(0) > 0 ou k<,2S 

Lorsque cette condition est remplie, le problème admet une 
solution et une seule, 

2° S< hp. f(h) est de même signe quele premier terme en 
æ?; par suile À est extérieur aux deux valeurs de x, et d’ailleurs 
supérieur à la plus grande, car en comparant à la demi-somme, 
on a 


R(2S — hp) 
R> a —< ; 
17 28 — hp) 
puisque cette inégalité revient à 
— hp 
MS AAC 


Si k?<2S, f(0) est positif ou de signe contraire au terme 
en æ°?; donc 
DV a Ure solution. 
Si A? 2S, f(0) est négalif; 0 est en dehors des valeurs de 
æ, du côté de la plus petite ou de la plus grande suivant le signe 
de la demi-somme. Ainsi on a 


(IN ET | si 2S < hp 





















PU FN ie cle D ee hot à si => hp: 

Dans le premier de ces deux cas, les deux solutions sont 
acceptables dès que la condition de réalité (1) est remplie, c’est- 
à-dire quand on a 

: ESS Rp? 
Fe 2S — hp) 


La discussion précédente se résume ainsi : 


R3 < 25, une solution ; 
k — h?p°? ; 
2S << R? < TS — Hp)" deux solutions lorsque 2S < hp. 


Remarque. — On peut aussi déduire ces résultats de l’étude de 
la variation du trinome 
BR? — Q(S — hp}? — 2h(2S — hp)x +2SR2. 
(P. CORNÉLIS, à Paris.) 
(M. J. Delpont a résolu la même question.] 


4200. — Vérifier l'égalité 
D As — 
Vis + V7 493 = V/20 +14/2-+ V/20 — 14/3. 


Calculons successivement la valeur de chaque membre, 
En posant 


a=V1+43, 


ENT NE 


le premier membre est égal à a+b. Orona 
a? + b? = 14 
et ab ="{: 


donc a+ b = Va + b? + 2ab = 4. 
En posant de même 
20 14/2 — d, 


V 20 + 14/2 = c, 
le second membre est égal à c+d. Orona 
c3 + di = 40 
et CHi— 2; 
Si l'on porte ces valeurs dans l'identité 
(c+d) = © + di + 3cd(c + d), 
on a, pour déterminer c+d, 
(c + d) = 40 + 6(c+ d), 
équation visiblement satisfaite pour c+ d = 4. 
(F. PÉGORIER, à Cette.) 
AUTRE SOLUTION. — On à 
71+4ÿ3 =(2+V3}, 20 + 14/2 = (2+ V2), 
1—4ÿ/3 = (2— V3 }, 20 — 14/2 = (2—V2} ; 
l'égalité énoncée peut alors s’écrire 
DEV 2 3—2+/2+2— 1/2 
et se trouve ainsi immédiatement vérifiée. 
(M. FOURMON, collège de Carpentras.) 


[Ont résolu la même question ; MM. A. Bertrand; A: Bouzy, à Vervins ; 
NV. Camburcanic, à Berlad; Crozemarie ; J. Delpont, à Beaumont ; H. Janois, 
Le Mans ; A. Smantanescu, à Jassy ; L. Vignes, à Boussan ; P. Vincent, à Aix ; 
J. Wittner ; N. Delhotel; Feintuch; E. Le Maigre; À. Maitre.) 


4203. — Trouver sur la base BC d'un triangle donné ABC un 
T p2 rw) 
AB AG = 2BC. 





point D telque 


DE * Do 


Calculons la longueur æ du segment BD en fonction des côtés 
a, b,c du triangle. 





s'écrire 
ce b? 
FLOUE” 
ou, en simplifiant, 
2ax?—(2a?—b?+c?)x+ac? — 0. 
Discussion. — Une valeur 
de æ n'est acceptable qu’au- 
tant qu'elle est réelle et 
comprise entre 0 et «a, afin 
que le premier membre de la 
relation (1) ait ses deux ter- 
mes positifs. 
æ dans l'équation. Les résultats sont 





Ad" (E) 





bn 





Substituons 0 et a à 
respectivement ac? et ab? ; ils sont du signe du coefficient de x? ; 


donc O0 et a sont extérieurs aux racines. Si ces racines sont 
réelles et si leur demi-somme est comprise entre 0 et «, les 
deux racines conviennent au problème. 

Ces conditions de réalité et de grandeur se traduisent par les 
trois inégalités : 

(2a? — b? + ©}? — 8a?c? > 0 (1) 
942 __ pb? 2 
et En e (2) 
L’inégalité (1) s'écrit 
4a' — ka?(b? + c?) + (b2 — ce} > 0 
ou [2a2 — (b — c}?][2a? — (db + c}] > 0. 

La différence b—c étant inférieure à « en valeur absolue, 
le premier facteur entre crochets est positif, et l'inégalité se 
réduit à 

2 > (b + ch) 
ou aÿ2 > b+c. 

Cette condition comprend les inégalités (2). 
reviennent en effet : la première, à 2a? >> b?—c? ; 
à 2a? > c? — b?, 

Or, de 24 > (b + c}? 
et 2a? > c? — b?. 

Ainsi lorsque a/2 > b+c, il existe entre B et C deux 
points D répondant à la question, et ces points sont confondus 
en un seul quand aÿ2 = b+c. 


Ces inégalités 
la seconde, 


on déduit a fortiori 2a? > b?— 6? 


Remarque. — On peut considérer le cas où le point D serait 
pris sur l’un des prolongements de BC ; la mise en équations 
donne alors 

2ax?.— (D? + € — 2a?)x — ac? — 0 
ou 2ax? — (b? + «2? + 2a?)x + ac? = 0, 
suivant que D est supposé à gauche de B ou à droite de C. 

La première équation admet deux racines réelles de signes 
contraires, et la racine positive convient seule, La seconde 
équation admet deux racines réelles positives séparées par a, et 


la racine supérieure à a est seule acceptable. 
(A. MAITRE.) 


SoLuTION GÉOMÉTRIQUE. — En appliquant le théorème de Stewart au 
triangle ABÇ et à la droite intérieure AD, on à 
AB°.DC + AC.DB — BC{AD° + DB.DC), 
ou, en divisant par DB.DC, 
AB ACT S BC-AD: 
DB DC DE. 
La condition imposée revient alors à écrire 
AD° — DB.DC. 
Or, en traçant le cercle circonscrit à ABC et en prolongeant AD jus- 
qu'à son second point de rencontre, E, avec le cercle, on à 
DB.DC — AD.DE, 


à | 






Le LL 
dun b 


RE ES 


et par suite AD'— AD.DE, 
ou ADEYDE: 

Tout revient ainsi à mener une corde AE dont le milieu D soit sur 
BC. On peut déterminer cette corde par le point E ou par le point D. 


Dans le premier cas, le point E est l'intersection du cerele ABC avec, 


la parallèle à BC menée par le symétrique F de A par rapport à C; dans 
le second cas, le point D est à la rencontre de BC avec le cercle lieu des 
milieux des cordes issues de A, c'est-à-dire avec le cercle de diamètre 
AO, O étant le centre du cercle circonscrit à ABC. 

Il existe en général deux points E ou D. Lorsque les deux points E 
sont confondus avec le milieu de l'arc BC, la droite AD est bissectrice 
de l'angle A. Dans ce cas, on a 


AD — be — DB.DC, 











ac ab 
DB=— ; DU 2 
b+c b+c 
- puis, en portant ces valeurs-dans la relation AD — DB.DC, 
abc abc 

E bc me Lo D? 

(b+c}  (b+c} 
ou DU DEC) 


On retrouve ainsi la valeur limite de 24? obtenue plus haut. 
(P. VINCENT, école des Arts et Méliers, Aix.) 


[Ont résolu la même question : MM. FE. d'Avillez ; A. Bouzy ; H. Janois: E. Le 
Maigre; P. Plisson; L. Vignes ; Bourgogne ; B. Conrads.] 


Re 


GÉOMÉTRIE 


4169. — Sur les côtes d'un triangle comme bases, on construit 
les triangles semblables ABA', CBB', ACC' (les sommets homo- 
loques sont indiqués par les lettres de même rang), le premier 
triangle étant placé du même côté que le triangle ABC et les deux 
autres extlérieurement. Démontrer que la figure A'B'CC est un 
parallélogramme. 


Les triangles ABA’, CBB' étant semblables par hypothèse, 
on a 
sors ABS DA 
ABASE= (CRE CB = EE: 
Par suite, les triangles ABC, 
A'BB’ ont un angle égal com- 
pris entre côtés proportion- 
nels; ils sont donc semblables, 
et l’on peut écrire 
GBA AE UE 
AC AB 
Mais comme les triangles 
ABA', ACC’ sont aussi semblables, on a 
AD AU 
AB AC 
Des égalités (1) et {2), on déduit 
ARR TC 
E A COPA 
En comparant les triangles semblables ABC, AAC, puis les 
triangles semblables ABA, CBB’, on verrait de même que 
Et CE 
Le quadrilatère A'B'CC' ayant ainsi ses côtés opposés égaux 
deux à deux est un parallélogramme. 





(3) 


ou AIRIS 


(Lours DEBRUN.) 


[Ont résolu la même question : MM. Carteron; M. Cryé, lycée de Laval ; 
G. Delahaye, à Roye ; Feintuch; E. Foucart, à Alençon; G. Hiernaux ; A. Maître; 
A. Mirc, élève de philosophie au lycée de Dijon ; P. Plisson, instituteur à Sens ; 
M. Rebeix ; F. Riesz, à Gyor, Hongrie.] 


4170. — Sur les côtés opposés AB, CD d'un quadrilaière, on 
construit extérieurement, et sur les côtés DA, BC intérieurement, 





" + 


LS NÉ A 


ue sen E 


les quatre triangles semblables ABA', CDC, ADD’, CBB’ (les som- | 
mets homologues sont indiqués par les lettres de même rang). 


Démontrer que la figure A'B'C'D' est un parallélogramme. 
Tirons la diagonale BD. Les triangles AA'D', ABD ayant un 
angle égal 
(WAB + BAD 
compris entre côtés pro- 





portionnels, sont sem- 
blables. Par suite, 
A'D'Rma D: 
| BD NA DA 
De même, 
B'G268CH 
: BD ARCS 
Or ADR AC 
AD CD 
puisque les triangles ADD’, CDC’ sont semblables. 
Donc eu. = _ ou NDS 
On démontrerait de même que 


AD DC 
Le quadrilatère A’B'CD' est donc un pgrallélogramme. 
(Louis DEBRUN.) 


[Ont résolu la même question: MM. Carteron ; M. Cryé, lycée de Laval ; 
G. Delahaye, à Roye; Feintuch; E. Foucart ; G. Hiernaux ; A. Maître; P. Plisson, 
instituteur à Sens ; M. Rebeix ; F. Riesz, à Gyôr, Hongrie.] 


4173. — Par le point À, commun à deux cercles sécants, on 
mène deux sécantes quelconques ABC, AB'C. Lieu du second point 
de rencontre des cercles ABC’ et ABC. 

PREMIÈRE SOLUTION. — Soient 0O,, O:, O,, O0, les centres des 
cercles ABB’, ACC, AB'C et ABC. 





Les lignes des centres 0:0;, 020;, respectivement perpendicu- 
laires aux milieux de AB, AC, sont parallèles; il en est de même 
des lignes 0:03, 0:0,. La figure 0,0,0:0, est donc un parallélo- 
gramme, de sorte que la droite 0,0, passe par le point fixe I, 
milieu de 0102. Comme les cercles O0; et 0, se coupent en deux 
points A, A’ symétriques par rapport à la droite 0,0,, il en 
résulte que le lieu du second point commun A’ est un cercle de 
céntre I et de rayon IA. Ce cercle est entièrement décrit, puisque 


la droite 0,0, peut occuper toutes les positions possibles autour 


du point |. 
(Frépéme RIESZ, Gyür, Hongrie.) 












e à 
Be 20 
"= 


 Skcoxne sozoriox. — Transformons la figure par rayons vecteurs 
réciproques. 

En prenant le point À pour pôle, les deux cercles ABB', ACC! se 
F transforment suivant les deux droites 
D, D’, qui se coupent en un point P, 
inverse du second point commun aux 
deux cercles donnés. Les droites ABC, 
AB'C' ont pour inverses les droites AB:C, 
AB:C:. Par suite les cercles ABC, AB'C 
ont pour transformées les droites B:Ci 
et BiC1, et l’on est ramené à trouver le 
lieu du point M, commun à ces deux 
dernières droites. Or ce point décrit 
évidemment la polaire du point A par 
rapport à l'angle DPD’, Le lieu de M est 
C3 pr donc l'inverse de cette polaire, c'est-à- 
dire un cerele passant par le pôle A et 
le second point commun aux deux 

cercles donnés, inverse du point P. 


(Ernest FOUCART, caporal au 103° d'infanterie.) 





[Ont résolu la même question : MM. Carteron ; G. Hiernaux,; A. Maitre ; 
M. Rebeix ; L. Vignes.) 


4202. — Dans un triangle ABC, on considère les hauteurs 
BB', CC’, puis les perpendiculaires B'B", C'C” abaissées respecti- 


vement sur CC, BB’. Démontrer que B'C' — BC.B'C”. 


Soit H le point de rencontre de BB’ et CC’. 

Les angles BC'C, BB'G étant 
droits, le quadrilatère BCB'C' 
est inscriptible; les triangles 
HB'C et HCB sont donc sem- 
blables, et l’on a 

BEA 
ROM HGE 

En considérant le quadrilatère 

inscriptible B'C'C’B", on a de 





BTE 2 HC” 

RC ARENH Ce 

Mais, les triangles rectangles HB'C, HC'C’ ayant un angle 
égal sont semblables; par suite 


Here NHO 

HO HG 
ou, en vertu de ce qui précède, 

D'OR P'C7 

LED B'Ce 


ou enfin B'C” — BC.B’C’. 
G: QE D: 


(CH. BOURDET, lycée de Niort.) 


AUTRE SOLUTION. — Les deux quadrilatères BCB'C’ et B'B’C’C 
sont semblables comme formés de triangles semblables et sem- 
 blablement placés. En effet, ces quadrilatères étant inscriptibles 
dans un demi-cercle, les triangles HBCG et HC'B', HC'B' et HC'B" 
sont semblables ; de même les triangles rectangles HCB’ et HC'C”, 
HBC' et HB'B" ayant un angle aigu égal sont également sem- 
blables. 
En écrivant que deux côtés homologues des quadrilatères sont 
dans le même rapport, on a 


BC BC 
DC BC” = BC.B'C”. 


(A. BERTRAND, à Azillanel.) 





[Ont résolu la même question : MM. J. F. d'Avillez ; H. Beucler ; &: Blondin ; 

Bouzy ; E. Chambaud ; L. Debrun ; J. Delpont ; Desportes; A. Faure ; 
E. Foucart; P, Gervaiseau; G. Hiernaux ; H. Jaffré ; J. Méhu ; de Mendiry ; 
Ménéchal ; M. Oger ; Ph. Plisson ; G. Teulade; A. Vannier; L. Vignes ; 
Vincent ; J. Wiliner ; Benbacite ; H. Bosc ; Bourgogne ; Bourquin ; L. Curt ; 
. Damieu ; Feintuch ; E. Le Maigre ; A. Maître ; J. Maury ; A. Millet; A. Mire ; 
. Rongier ; Taralon.] 


peTHH> 


4204. — On donne un tétraèdre SABC. 

1° Démontrer que la section faite dans les quatre faces par un 
plan parallèle à deux arêtes opposées SA et BC est un parallélo- 
gramme. 


20 On donne les longueurs SA = d, BG=— d' de ces arêtes 
opposées, que l’on suppose rectangulaires. Soit M Le sommet de la 
section qui est située sur l’arête SB du tétraèdre. On pose SB = b 
et SM—#x. Calculer l'aire de la section. 


3° Déterminer x de manière que cette aire soit maximum. 


(Bacc. lettres-sciences, Lyon, juillet 1897.) 


1° Le plan sécant étant parallèle à l'arête BG coupe les faces 
SBG, ABC suivant deux droites MN, QP parallèles à BC et par 
suite parallèles entre elles; de même ce plan 
étant parallèle à SA coupe les faces BSA, CSA 
suivant les parallèles MQ, NP. Donc la figure 
MNPQ ayant ses côtés opposés parallèles est 
un parallélogramme. 

2° Lorsque les arêtes SA et BC sont rectan- 
gulaires, la section MNPQ devient un rec- 
tangle dont la surface est exprimée par 


MN >XMQ. 


Calculons MN et MQ en fonction de d, d’ 
et æ. Des triangles semblables donnent 





MN SM Le du 
BC — Sp! d’où MN — RE ; 
MQ _ BM 14 _ db— x) 
ANT TI d'où M = ——— ; 
On a donc pour expression de l’aire MNPQ, 
dd'x(b — x) 
b? 


3° Cette expression devient maximum en même temps que le 
produit æ(b—x). Or les facteurs æ et b—x ayant une somme 
constante, le maximum de leur produit est atteint lorsque ces 
facteurs sont égaux : 


GG —b — %, d’où Ti 


"oi . 
Ainsi, dans le cas du maximum, la section MNPQ est équidis- 


! 


4 
(G. HIERNAUX, école normale de Châlons-sur-Marne.) 


[Ont résolu la même question : MM. Alype Bertrand, élève à l'Institut Agro- 
nomique ; H. Beucler, à Bourogne ; G. Blondin ; A. Bouzy ; Carteron, à Dijon ; 
Crozemarie ; J. Delpont ; E. Foucart ; Fréclet ; H. Janois ; A. Maître ; 
J. Maury, à Laborie; de Mendiry ; Plisson, à Sens ; G. Teulade ; L. Vignes ; 
P. Vincent, à Aix ; Benbacite ; Bourgogne ; Feintuch ; M. Georgi.] 


a ——— "3 — 


tante des deux arêtes SA et BC, et a pour valeur 


PHYSIQUE 


4175. — Dans un récipient dont la capacité est de 6lit, main- 
tenu à 20°, on introduit 3lit d'hydrogène sec et 2lit d'oxygène 
sec mesurés à 10° et sous la pression de 765"m de mercure. 

On met le feu à ce mélange au moyen d'une étincelle élec- 
trique, et l’on demande quelle sera la pression lorsque l'équilibre 
de température sera rétabli. 








La force élastique maxima de la vapeur d'eau à 20° est me- 
surée par 18% de mercure. 


Coefficient de dilatation des gaz : 0,00367. 
(Bacc. lettres-math., Paris, mars 1897.) 


Le passage de l’étincelle électrique détermine la combinaison 
des 3lit d'hydrogène, avec 11,5 d'oxygène. 

Lorsque l'équilibre de température est rétabli, l'oxygène res- 
tant (01t,5) occupe la capacité du récipient à 20°. Pour avoir sa 
force élastique «, il suffit d'appliquer les lois de Mariotte et de 
Gay-Lussac réunies. On a 

0,5 X 763 a. XX 
1+10>x<0,00367 1 + 20 >< 0,00367 ” 
d'où l'on tire MUR, 

La combinaison de l'hydrogène et de l’oxygène a produit 3fit 
de vapeur d’eau dont la masse est donnée par la formule 


H) 765 l 
RESORT 

On trouve M=2er/55 

D'un autre côté, la masse de vapeur saturante qui occuperait 
à 20° un volume de 6!it est égale à 

6x 1,293x 5 >< 8 £ , 
8 2760 M 20000307 
c'est-à-dire à Osr,107. 

On voit d’après cela que le récipient est saturé de vapeur 
d’eau. Par suite, la force élastique dans le récipient, lorsque 
l'équilibre de température sera rétabli, est la somme des forces 
élastiques de l'oxygène et de la vapeur d’eau; elle est égale à 

66 + 18 ou See: 
(ADRIEN BASTET.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; R. Cayrol; M. Cryé; 
J. Delpont ; A. Maitre]. 








42114. — Un vase vide pèse 1005; plein de mercure (densité : 
13,5), 7 pèse 7X6,4. Déterminer sa capacité intérieure. 

On le plonge plein de mercure dans un liquide de densité 0,8 ; 
il pèse 657087. 

Déterminer le volume de parois du vase et la densité de la ma- 
tière qui les forme. 

On veut que le vase supposé fermé aït la même densité moyenne 
que l'eau, de façon à s'y maintenir immergé en équilibre sans 
aller au fond ni à la surface : quel volume de grenaille de plomb 
faut-il y introduire (densité du plomb : 11,3)? 

On suppose que l'air n'intervient pas dans les pesées. 

(Bacc. lettres-math., Toulouse, juillet 1897.) 


Le poids du mercure contenu dans le vase est de 
1400 — 100 = 73008. 
Le volume de ce mercure, et par suite la capacité intérieure 


71300 
13,5 —HD400 ve 
Quand on plonge le vase plein de mercure dans un liquide de 
densité 0,8, il subit une poussée égale à 
1400 — 6570 — 8308. 
Le volume extérieur du vase est de 


830 
Ts — 107,5. 
Le volume des parois du vase a donc pour valeur 
1037,5— 540,1 — 496°,8, 
et la densité de la matière qui les forme 
100 
496,8 





du vase, est donc de 


11220: 


‘+ 


EN VE PP D rer : Vis à 
À Fe LÉ de ES | — 1» AN à 
J. ; ; - 1 ce 0 2 
= r, K . de 
c PARA -AU 
7 ù : TS J 


APTE 





Pour que le vase supposé fermé ait la même densité moyenne 


que l’eau, il faut que le poids du vase soit égal au poids du vo- 
lume d’eau déplacé. Or le poids du vase est de 1008; le poids 
du volume d’eau déplacé est de 10378,5. Il faut donc ajouter 
1037,5 — 100 — 9375,5 de plomb, ce qui correspond à un vo- 
297,5 
11,3 





lume de == 8 200,07; 
(AzyPe BERTRAND.) 

[Ont résolu la même question : MM. G. Blondin ; H. Bonafé; M. Boucly ; 
A. Bouzy; Crozemarie; L. Curt; J. Delpont; E. Foucart ; P. Gervaiseau ; 
G. Hiernaux ; H. Janois ; J. Ménéchal ; RP. Plisson ; À. Vannier ; P. Vincent ; 
Watrin ; J. Wittner ; Th. Gramain.] 

————————_—___ 4} ————— 
BACCALAUREATS 
SESSION DE JUILLET 1897 





ACADÉMIE D'ALGER 


Baccalauréat lettres-mathématiques 
(classique et moderne). 


ALGER 


I, — 4214. Une droite AB de longueur donnée à, dont les extré- 
mités s'appuient à la fois sur les deux côtés d’un angle 
donné POS = à, peut occuper une infinité de posi- 
tions. On demande quelle est celle pour laquelle la 
surface du tronc de cône qu'elle engendre en tournant 
autour de l'axe OV, perpendiculaire.à OP, atteint une 
valeur donnée ma. 

Examiner spécialement le cas où l'angle « est de 600, 
0 À Pet déterminer le maximum de cette surface. 

Que devient ce maximum dans le cas où « — 900? 

Nota. — On pourra prendre comme inconnues OA = x, O0B = y. 





II, — 1er sujet. — Résoudre un triangle connaissant deux côtés ef 
l'angle opposé à l'un d'eux (discussion). 


II, — 2e sujet. — Résoudre un triangle con- 


B naissant les trois côtés. 
ab Il, — 3° sujet. — Problème de la carte : 
À G Rapporter sur une carte un point M d’où l’on 
M a vu sous des angles donnés + et $ deux droites 


AB et BC de longueurs données a et b et 
faisant entre elles un angle connu vw. 





I. — Un baromètre est enfermé dans un large tube de verre scellé à 
la lampe. A l'instant dela fermeture, la hauteur de la colonne est 76cm, 
et la température est 15°. Calculer la hauteur de la colonne lorsque la 


température est 400. 


Coefficient de dilatation du mercure. , . +. 


1 


D990 
Coefficient de dilatation de l'air. . . . . 0,00366. 

On ne tiendra pas compte de la dilatation du verre. 

IL. — 1er sujet. — Décrire et interpréter les expériences qui condui- 
sent aux notions de potentiel et de capacité électrique. 

II. — 2e sujet. — Condensation électrique. 

Il. — 3e sujet. — Énoncé des lois fondamentales des courants. — Uni- 
tés pratiques d'intensité, de résistance et de force électromotrice. 


ORAN 


I. — 4215. On donne un angle de 60° POQ, et sur l'un des côtés OP 
on porte à la suite l’une de l’autre deux lon- 
Q gueurs égales entre elles OA = AP = a; on 
demande de trouver sur l'autre côté OQ un 
# point M tel que le périmètre du triangle MAP 

ait une valeur donnée. 
F On prendra si lon veut pour inconnue 

OM 


À : .: 
RE II. — 42146. On donne deux points A et B 


horizontal et un point D dans le plan vertical. Sur le tétraèdre qui a 





sur la ligne de terre, un point C dans le plan 





+ 


. . V di ar f & 4 
ces quatre points pour sommets, on résoudra l'une des questions sui- 





> vantes : }/ 
1° Construction et évaluation des quatre hauteurs de ce tétrabdre; 
2° Mesure de ses six angles dièdres ; - 
3° Evaluation des angles que les arètes AB et BD font respectivement 
avec les faces DBC et DAC. 
Physique : Voir 4213. 


CONSTANTINE 


1. — 4217. Étant donné le rectangle SAS'A' dont la base AS’ estR, 
et dont la hauteur AS est k, on considère les cônes engendrés par la 
rotation de la diagonale SS' autour de SA puis autour 
de S'A’. e 
S a! On propose de couper l'ensemble de ces deux cônes 
par un plan perpendiculaire à SA ettel que lasomme 
des surfaces des sections obtenues soit équivalente à 
une surface donnée Æ?. 
Etudier la variation de cette somme lorsque le plan 
sécant prend toutes les positions possibles entre A 
A SE lets. 
1, — 1er sujet. — Montrer que toutes les lignes 
trigonométriques de l'arc &s’exprimentrationnellement 


en fonction de tg—- a. 


Il. — 2e sujet. — Transformer en produit la somme de deux lignes, 
trigonométriques, sinus, cosinus ou tangentes. 


Il, — 3e sujet. — Limite de 





lorsque æ tend vers zéro. 


[. — Deux points lumineux A et B, de même in- 

tensité lumineuse, éclairent une très petite surface D: 

B ces points peuvent se déplacer sur deux droites SA et 
SB également inclinées sur la surface S. 

À Etablir la relation qui doit exister entre les distances 


SA—zx et SB—Yy7y pour que la petite surface 
considérée conserve un éclairage constant. 


S 


Il. — 1er sujet. — Propagation de la lumière ; sa vitesse. 


Il. — 2e sujet. — Spectres des différentes sources lumineuses. — 
Expérience du renversement des raies. 
IL. — 3° sujet. — Chaleur rayonnante. — Expériences de Melloni. 
TUNIS. 


L.— 4218. On considère trois parallèles à des distances AP — AQ=h 
l'une de l'autre. Sur la parallèle du milieu, on donne les deux points 
P N: A et B dont la distance est a. Par le point A, 
on mène la perpendiculaire PQ sur AB, et l’on 
demande de faire passer par le point B une 


B droite MN telle que l’angle MAN ait une valeur 

A donnée ©. Onprendrapourinconnues PM = # 
et QN— y. — Discuter. 

Q N En faisant usage du point symétrique de A 


& par rapport au point B, trouver une solution 
graphique du problème. 


IL — 1% sujet. — Théorème des moments par rapport à un point 
pris dans le plan de deux forces concourantes. 


I, — 2° sujet. — Composition de deux forces parallèles. 
IT. — 3° sujet. — Théorie de la balance ordinaire. 


1. — Deux pendules électriques de longueur {, d'abord en contact, sont 
chargés d’une certaine quantité d'électricité. Is s’écartent alors de la 
verticale et chacun d'eux fait un angle 4 avec cette direction. 

On demande de calculer la charge æ de chaque balle de poids p, le 
poids des fils suspendant ces balles étant négligeable. 

IL — 49 sujet. — Courants thermo-électriques. 

IL — 2e sujet. — Mesure de l'intensité d'un courant par le voltamètre. 

IL — 3e sujet. — Lois d'Ohm. 





Baccalauréat lettres-sciences. 


PREMIÈRE SÉRIE DE CANDIDATS 


I. — Appliquer les propriétés des dérivées à la résolution de la ques- 
tion suivante : 

De toutes les boîtes cylindriques fermées de mème surface totale 
ra”, quelle est celle qui présente la plus grande capacité ? 

Quelles sont les dimensions de celle dont la capacité serait d’un 
hectolitre et qui remplirait les conditions de maximum indiquées ? 

IL. — 1° sujet. — Etant donnés deux points sur la ligne de terre, un 
point dans le plan vertical et un point dans le plan horizontal, faire 
passer une sphère par ces quatre points ; déterminer son centre et son 
rayon. 


Il. — 2e sujet. — Placer une sphère de rayon donné R de manière 
qu’elle soit tangente à la fois au plan horizontal, au plan vertical et à 
un plan donné par ses traces p'aq. 


IL. — 3e sujet. — Etant données une droite (ab, ab’) et une sphère 
(o, 0’), mener par la droite un plan qui coupe la sphère suivant un 
cercle de rayon donné r. 


I. — 10 sujet. — Transformations du travail en chaleur, — Prin- 
cipe de l’équivalence. — Détermination de l'équivalent mécanique de 
la chaleur : Expériences de Joule. 


I. — 2° sujet. — Principe de la machine à vapeur. — Condenseur; 
son utilité. — Mouvement du tiroir. — Détente. — Puissance d’une 
machine. — Unité pratique. — Unités C. G.S. 


I. — 3° sujet. — Densité des gaz; sa détermination par la méthode 
de Regnault dans le cas où le gaz n'attaque pas les métaux. — Comment 
varie la densité d’un gaz avec la température et la pression? 


II. — On donne n éléments de pile identiques dont la résistance inté- 
rieure est r. Quelle doit être la résistance extérieure R pour qu’il n’y 
ait aucun avantage à les associer en série ou en batterie? 

On donne r — 2 ohms, R — 10 ohms. Quelle est la disposition la 
plus avantageuse ? 


DEUXIÈME SÉRIE DE CANDIDATS 


I — 1er sujet. — Combien peutil y avoir de relations distinctes 
entre les six lignes trigonométriques d’un même arc? Etablir ces rela- 
tions et en déduire les valeurs du sinus et du cosinus en fonction de la 
tangente. 

I. — 2° sujet. — Enoncer le théorème des projections, en déduire 
les formules qui donnent le sinus et le cosinus de la somme de deux 
arcs. 

I. — 3° sujet. — Etablir les formules qui donnent le sinus et le 
cosinus d'un arc en fonction de la tangente de l'arc moitié et expliquer 
pourquoi ces formules sont rationnelles. 

I. — Etudier les variations de la fonction 

m4 q—— 6) 
PE ri 

Construire Ia courbe représentative des variations de cette fonction 
et déterminer l'angle que fait avec l'axe des æ la tangente en chacun 
des points où la courbe coupe cet axe. 





I. — Voir 4229. 

II, — 1e sujet. — Lampes à arc et à incandescence. 
I. — 2° sujet. — Galvanoplastie, 

H.— 3° sujet. — Téléphone. — Microphone. 


———————————————— 4} ————— 


EXAMENS ET CONCOURS DE 1897 (Suite) 





CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES 


Mathématiques. 


4219.— On donne un triangle isocèle OAB, dans lequel UA= 0b=N0 
et on considère un point M situé dans le plan du triangle. 


dl 


1° Construire le point P, situé sur la droite OM, pour lequel on a 
MA _ PA 
MB PB 


20 Trouver la relation qui relie les quantités OM et OP. 

3° Trouver le lieu du point P lorsque le point M décrit une circonfé- 
rence donnée S, — Peut-on choisir la circonférence S de manière que 
le lieu du point P soit cette circonférence ? 

40 Le point M se déplacant sur une circonférence de rayon donné R, 
tangente à OA au point 0, trouver pour quelles positions de ce point M 
l'aire du triangle AMP a une valeur donnée m>°. 

(8 juillet, de 8h. 1/2 à midi 1/2.) 





Physique et Chimie. 


1. — Énoncer les lois de la dissolution des gaz et des mélanges gazeux 
dans les liquides. — Proposer et résoudre un problème destiné à fami- 
liariser les élèves avec l'application de ces lois. 

IT. — Un circuit conducteur fermé, A, est placé dans le champ d'un 
courant électrique B. — Étudier les courants produits en A : 

19 Quand on déplace le courant B ; 

20 Quand on fait varier son intensité ; 

3° Quand on répète fréquemment l'un ou l'autre phénomène, en 
renversant chaque fois le sens de le variation. 


III. — Définition des sels ammoniacaux. — Action de la chaleur sur 
ces sels. 
Définition des amides. — L'urée. 


(9 juillet, de S h. 1,2 à midi 1/2.) 


AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES 


Ordre des sciences mathématiques. 
Arithmétique et Algèbre. 
I.— Expliquer comment la recherche de la racine carrée d’un 
1 : NEC a : 
nombre quelconque, à près, se ramène à la recherche de la racine 
carrée d'un nombre entier, à une unité près. 
II. — 4220. 1° Résoudre les équations 
(24m° + 8m + 1) x + (15m? + 8m + 1)y + 3m° = 0, 
(8m + 2)}x +(dm + 1)y — m = 0, 
dans lesquelles m désigne un nombre donné. 
20 Déterminer les valeurs de m pour lesquelles ces équations forment 
un système indéterminé ou impossible. 
3° Etudier les variations de y et du produit æy lorsque ’»m croit de 


— © À +, 


(8 juillet, de 8 h. 1/2 à midi 1/2.) 
Géométrie et Cosmographie. 


4221. — On considère toutes les circonférences telles que le rapport 
du rayon de chacune d'elles à la distance de son centre à une droite 
fixe D soit un nombre constant m. 

19 Démontrer que deux quelconques de ces circonférences ont un de 
leurs centres de similitude situé sur la droite D. 

20 Le nombre # étant supposé plus petit que l'unité, démontrer que 
toutes celles de ces circonférences qui ont leurs centres situés sur une 
droite donnée D’ sont tangentes à deux droites fixes, — La proposition 
subsiste-t-elle quand m surpasse l'unité ? 

3° Chercher et discuter le lieu géométrique des centres de celles de 
ces circonférences qui sont tangentes à un cercle donné, de centre O0 et 
de rayon 7. - 

Construire ce lieu en supposant 0 situé sur la droite D, et m — 2 : 
distinguer les parties du lieu qui correspondent à un contact extérieur 
ou à un contact intérieur entre le cercle 0 et les circonférences variables. 

(9 juillet, de S h. 1/2 à midi 1/2.) 


Ordre des sciences physiques et naturelles. 


Sciences physiques. 


I. — Production des courants par les machines dynamo-électriques. 
— On énoncera d'une manière précise les principes sur lesquels est 
fondé le fonctionnement de ces machines, et on indiquera les expé- 
riences de cours qui permettent de les vérifier. 

Principales applications industrielles des machines dynamo-électri- 
ques. 


16 UE 


= 1 





NS ct Fe 


II. — 4222. Dans un tube eudiométrique qui plonge dans une cuve 
à mercure, on mélange 20cc d'oxyde de carbone, mesurés sous la pres- 
sion de 76cm de mercure et à 0°, avec 50cc d'oxygène, mesurés sous la 
pression de 38cm et à 0°. On fait passer dans le mélange une étincelle 
électrique, puis on amène le résidu gazeux à occuper un volume de 
35cc, Quelle sera la pression finale du mélange? 

Si l'on fait passer ensuite dans le résidu gazeux .une solution de po- 
tasse, en quantité suffisante pour absorber tout l'acide carbonique, à 
quelle hauteur s’élèvera le mercure dans le tube eudiométrique ? 

(8 juillet, de 8h. 112 à midi 1/2.) 


Sciences naturelles. 


I. — Les Mollusques : caractères généraux. — Principaux types 
actuels, — Mollusques céphalopodes de la période secondaire. 
IL. — Les échanges gazeux entre les plantes et le milieu extérieur : 


respiration, assimilation du carbone, émission de vapeur d’eau. 
(9 juillet, de 8 h. 1/2 à midi 1/2.) 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


4223. — Trouver trois nombres entiers positifs sachant que leur 
somme est 10 et la somme de leurs produits deux à deux 31. 
(Crapier, à Clich y.) 


422%. — Simplifier l'expression 


VC + ab + V/t° + $/ab, 


(Bropsecx, à Isigny.) 





4225. — Extraire la racine carrée du polynome 
(a? — y) + (y — 20) + (27 — my) — 3(2? — yz)(y? — 2%)(2 — ay). 
(F. Péconier, à Toulouse.) 


4226. — Si a, b, ce sont les côtés d'un triangle et ma la médiane 
;ssue de A,on a : 
a” ; 
m2 + bc > rs m2— bc. 
(E. BERNARDINI, à Fermo.) 


4227. — On donne deux cercles se coupant en A et A’. Construire 
un parallélogramme ABCD sachant que l'un des côtés passe par A’, » 
l'un des sommets est en A et les trois autres sur les cercles donnés. 


(M. Eire, aux Gaudines.) 


#228. — Par un point À donné sur un cercle donné C, on fait passer 
deux autres cercles C et C” tangents entre eux et égaux au cercle €, 
qui les rencontre en deux points M et M' autres que A. Lieu de la 
projection du point A sur MW. 

(J. Pasrour, à Antibes.) 


4229. — Deux cordes de même longueur mais inégalement tendues, 
l'une de fer et l’autre de cuivre, sont à l'unisson. 

Sachant que la corde de cuivre est trois fois plus tendue que celle 
de fer et que le rapport des densités des deux métaux est égal à 1,15, 
on demande de calculer : 

40 Le rapport des diamètres des deux cordes ; 

20 La tension à donner à la corde de fer, — par rapport à celle cor- 
respondant à l'unisson, — pour que l'intervalle entre les notes rendues 


RP 
par les deux cordes devienne égal à ai 


(Bacc. lettres-sciences, Alger, juin 1897.) 


4230. — Un morceau de glace pesant 7258" est placé dans un vase 
contenant 25008" d’eau à la température de 5°. L'équilibre thermique 
étant établi, on trouve que la glace pèse 648" de plus qu’au début. On 
demande quelle était la température initiale de la glace. 

La chaleur spécifique de la glace est 0,5 ; sa chaleur latente 80. La 
capacité calorifique des parois du vase est considérée comme négli- 
geable, ainsi que les échanges de chaleur avec l'extérieur. 

(Bacc. lettres-math., Lyon, juillet 1897.) 
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4148. — Par la circonférence d'un cercle de rayon r on fait 
passer une sphère que l’on coupe par deux plans P, P' parallèles 
au plan du cercle donné et situés, de part et d'autre, à une dis- 
tance h de ce plan. 

1° Trouver à quelles conditions on peut déterminer le rayon R 
de cette sphère, de façon qu'elle soit coupée par chacun des deux 

plans P, P' et déterminer entre quelles limites varie KR. 

20 Évaluer le volume du segment sphérique déterminé par les 
deux plans P, P' et la sphère. 


1° Soient AB, MN, M'N' les traces sur un grand cercle de la 
sphère du cercle donné C et des petits cercles 1, l déterminés 
par les plans P, P’ parallèles au 
plan du cercle C. 
Pour que la sphère O existe, il 

faut d’abord qu'on ait R > 7r. 
Cette sphère coupera d’ailleurs les 
plans P et P’ lorsque les points 
I et l’ situés à une distance k de C 
tomberont à l’intérieur du cercle O, 
ce qui revient à écrire 
| OI <R, QE R 
ou [h— JR | LR, h+YRI—7r <R. 
Comme |h—YRT— 7 | <h+y/R 7, 





| la première 
_inégalité est comprise dans la seconde, qui s'écrit 

| VR—TE LR—H. 

_ Cette inégalité n’est possible qu'’autant que son second membre 
est positif comme le premier ; on doit donc avoir R > A, En 
_élevant au carré les deux membres positifs de l'inégalité, elle 
devient 

R?2— 7? < R?2—2Rh+ /?, 


| 

| 

| 

We Lo mi 

d’où Er Re 

| MST on 

| Pour que ce dernier résultat s'accorde avec R > A, il faut 

qu'on ait 

h? + r?2 
2h 


RE ou à Vas 2 





_ En résumé, la Sphère O rencontre à la fois les deux plans P- 
et P'sil'ona 


| 








BE et FRERURUET 





RE + r? 

HER 
Cas particuliers. — Lorsque —7r, ona R—7#r; dansce 

cas, il n'existe qu’une seule sphère O, tangente à la fois aux 

plans P, P’, 

_ Lorsque R —7, la sphère O a son centre en C et coupe 

visiblement les plans P, P' si h <r. 
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2 2 
Lorsque R — h D — la sphère O touche le plan P’ et 
rencontre alors le plan P sil'ona 2R > 2% ou FT > h 


ouenfin h<r. 
2° Le volume du segment sphérique MNN'M' a pour expres- 
sion 
V= nil + + R(ME + Mir. 
Or FI ER: 
MI —R2— OI = Rè—(h—YR =), 
MT RO Rp? (4+/R—n), 
d'où, en ajoutant, 
ML MT — 2R2— 272 — 2(R? — 7?) — 9(r? — R). 
En remplaçant dans V, il vient 
Vie + T 8h + _ tm 2(r2 — h?)2h — Er + 2rh(r° — hi?) 
2 
ra 
(M. OGER, à Tours.) 


Trh(3r? — h?), 


[Ont résolu partiellement la question : MM. E. Ardin-Delteil ; P. Barroue ; 
A. Maître ; A. Nayel; F. Pégorier ; P. Vincent.] 


4149. — Sur une droite indéfinie AB, on prend un goint O0 
tel que _ = k?, et de O comme centre on décrit un cercle 
ayant pour rayon la moyenne géométrique de OA et OB. Évaluer 
Fe: M étant un point quelconque de la circonfe- 
rence de ce cercle. 


le rapport 


Tirons le rayon OM. Par hypothèse 
OM = O0A.0B, 
d'oi COMPARE UD 
CERN CAMSETINE 
donc les triangles OMA, OBM, 
] qui ont un angle commun com- 
‘pris entre côtés proportionnels, 
sont semblables, et l’on a suc- 
cessivement 
VOA OBS / OA 


MAD ORS ESC Op NP OT 
(pe MENDIRY.) 





MA _ OM 





[Ont résolu la même question : 
G. Hiernaux ; M. Legras; A. Maitre; P. Plisson ;. M. 
L. Tarrin; P. Vincent.] 


MM. H. Crozemarie ; M. Cryé; Feintuch; 
Rebeix ; F. Reisz ; 
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4152. — On trace dans le plan horizontal un carré abcd dont 
le côté ab —5m; la diagonale ac fait avec la ligne de terre 
un angle de 60 degrés; le centre o du carré est à une distance de 
la ligne de terre égale à 10°%. Déterminer sur la verticale passant par 
le centre du carré deux points $S, Si tels que les triangles ayant 
ces points pour sommets et les côtés du carré pour bases soient des 
triangles équilatéraux. Cela fait, 
mutuelles des quatre plans Sad, Sbc, 
le solide formé par ces quatre plans. 

On fera la même chose pour les quatre plans Sab, Scd, Sad et 
Side, mais après avoir préalablement fait subir au solide SabcdS: 
une translation parallèle à æy de gauche à droite et de 12%. 


les intersections 
S1cd et S1ab, et représenter 


déterminer 


Par le point o situé à une distance o0!— 10°" de æy, menons 
la droite oi qui fait un angle de 60° avec æy ou de 30° avec 00’. 
La diagonale ac, hypoténuse du triangle rectangle isocèle abc 
dont le côté ab — 5cm, 
est connue en gran- 
deur, ce qui permet de 
tracer le carré abcd. 

Pour trouver la cote 
des points $ ou S4, re- 
marquons que si l’on 
rabat le triangle de 
l’espace Sao autour de 
ao, le point S vient en 
b, puisque par hypo- 
thèse Sa — ab. Les 
projections verticales 
de S et S, sont donc 
sur la ligne de rappel 
de o, en des points tels 
que 00 S = "0b) 

. Les plans Sad, Sbc 
ayant leurs traces ho- 
rizontales parallèles se 
coupent suivant une 4 
parallèle à ces traces # 
menée par le point 
(s, s'); de même les 
plans analogues Sicd, 
Siab se coupent sui- 4 

vant une parallèle à ab ou cd issue du point (s1, si). L'inter- 
section des plans Sad et Sicd est une droite passant par le 
point (d, d') et parallèle aux droites parallèles SA, SC conte- 
nues dans ces plans ; on déterminerait de même l'intersection 
des plans Sad et Siab et les intersections du plan Sbc avec les 
plans S;cd et Siab. Les quatre plans considérés déterminent 
ainsi le tétraèdre (efgh, e’fg'h'), dont la partie située au-dessous 
du plan horizontal est cachée par ce plan. 

En considérant les quatre plans Saibi, Scidi, Siaida, Sibaca, 
on obtiendrait de même le tétraèdre (e1figihs, eff{yih}), qui ne 
diffère du premier que par une rotation de 90° autour d’une ver- 
ticale. 


U 4! F4 
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(L. CURT, école normale de Bourg.) 


[M. de Mendiry a envoyé une épure exacte.] 


4150. — Calculer la valeur numérique de h—C, C étant 
donné par la formule 
LME = AR 
1 + pt 


sachant que 
pe — 0,0001818, À — 0,0000184, 4 — 16, 
Nous calculerons d’abord p—} et pt. On a 


h = 736mn 1, 






u— À — 0,0001818 — 0,000018% — 0,0001634: 


puis log a — log 0,0001818 — 4,25959, 

log t — log 16 — 1,20412, 
d'où log pt — log p + log t — 3,46371 
et ut — 0,0029088. 

Pour obtenir le logarithme de C, il suffit de faire la somme 
des logarithmes des facteurs m—), #, h et Lu A dont le 
produit est égal à C. On a ainsi 

Den) — log 0,0001634 — 4,21323 
IOAT— = 1,20412 
log h — log 736,1 = 2,86694 
1 _ (log1—log 1,0029088)  - 
Br NN 0 C0 00e le 
log C = 0,28305 
—4°91809 
Donc 
h—C = 736,1 —1,9189 
— 734mm 1811. 


(A. SMANTANESCU, 
de Jassy.) 


lycée 


[Ont envoyé des calculs 
exacts: MM. E. Ardin-Del- 
teil; A. Bastet; R. Cayrol ; 
2e Gervaiseau ; J. Guillau- 
me: R. Henry : A. Nayel ; 
F. AUDE L. Perret ; 
P. Vincent; J: Wittner.] 


4151. — Un aéros- 

t, du volume de 60. 
mètres cubes, est com-. 
plètement rempli d'hy- 
drogène, dont la den- 
sité, par rapport à l'air, 
4 est de 0,07. On de-! 
mande quel doit ! être 
le poids de l'enveloppe 
et des accessoires pour 
qu'il puisse atteindre 
une hauteur où la pres- 
sion est de 152 millimètres et la température de — 60 degrés (*). 

(On ne tiendra pas compte de la poussée de l'air sur les acces- 
soires.) 


SR = 
SEVEN 


Comme l’aérostat est complètement rempli d'hydrogène au 
départ, son volume demeure invariable pendant l'ascension ; 
mais à mesure que le ballon s'élève, la force élastique de l'air 
qui l'entoure diminuant, l'hydrogène tend à augmenter de vo 
lume, et l'excès de ce gaz s'échappe par la manche d’appendice 
Il'en résulte que, dans une région quelconque, la force élastique 
du gaz intérieur reste à peine supérieure à celle de l’air ambiant 

D'autre part, le volume d’air déplacé restant le même tandi 
que sa densité devient moindre, la poussée diminue ; la fore 
ascensionnelle décrott et finit par devenir nulle : le ballon es 
alors en équilibre dans l’atmosphère. 








(*) Les feuilles imprimées qu'on a envoyées dans les différents centr 
d'examens portaient 600 au lieu de — 60°, mais la faute d'impression éta 
tellement manifeste qu'aucun candidat ne s'y est laissé prendre. Il est bi 
évident en effet que c’est à une altitude considérable que la pression atm 
sphérique u’est plus équilibrée que par une colonne de mercure de 4152mm,. 
comme la température baisse de 10 par 182% (environ) d'élévation, il sera 
absurde d'admettre qu'à une pression de 152mm peut correspondre une te 
pérature de + 600. 












pue 


Le problème revient donc à écrire que, 
pression est de 152mm et la température de — 60°, le poids de 
_ l'air déplacé par le ballon fait équilibre au poids de l'hydrogène 
augmenté du poids de l'enveloppe et des accessoires. 
Le poids P de l'air déplacé, exprimé en kilogramines, est 
152 1 
TÉOM AE > 00 | 
THE 
L'hydrogène se trouvant sensiblement dans les mêmes condi- 
tions, son poids P', également exprimé en kilogrammes, est 
60 x 1,293 X< 0,07 x e —_— cn: 
7273 
Appelons + le poids de l'enveloppe et des accessoires. Nous 
pouvons écrire 


60% 1,293 — 





P = P'+x, 
d'où 
D D 60 tobses  lt. 4 60 
a D EL 60 AS 
LES er 
273 


ce qui donne a — 18%6,494. 


[Ont résolu la question : MM. A. Bastet ; Crozemarie; R. Henry; À. Mirc ; 
L. Sylvestre.] 


Remarque I. — Le ballon dont il s’agit dans ce problème appartient 
à la catégorie des ballons-sondes, ballons non montés dont on se sert 
pour explorer les hautes régions de l'atmosphère. Un de ces ballons à 
pu atteindre, cette année, jusqu’à 17000, et à cette hauteur, où la 
température était de — 63°, exécuter automatiquement une prise d'air ; 
la prise faite, un autre appareil automatique produisait la fusion d'une 
pointe de verre effilée et permettait de rapporter intact l'air recueilli à 
cette hauteur. 


REMARQUE IL. — Nous avons reçu de deux régions éloignées deux solutions 
identiques, également détestables, ce qui nous fait supposer qu’un même 
mauvais souffle a passé sur leurs auteurs. Nous n’en parlerions pas si les idées 
fausses qui se font jour dans ces copies n'étaient communes à beaucoup 
d'élèves. 

Les auteurs de cette solution régentent Ur qui a donné le pro- 
blème et lui font observer, notamment, qu'il a oublié d'indiquer si le ballon 
était ouvert pour éviter la rupture de l'enveloppe pendant l'ascension; ils 
concluent, cependant, à la lecture attentive de l’énoncé, que le ballon doit 
être fermé. 

C’est une erreur assez répandue de croire qu’on ferme les ballons après 
_ les avoir remplis de gaz : un ballon n’est jamais fermé. De même que dans 
une éprouvelte pleine d’hydrogène, placée l’ouverture en bas, le gaz ne 
s'échappe pas, de même dans un ballon le gaz est toujours en libre commu- 
nication avec l’atmosphère; il ne s'échappe que quand il faut, c’est-à-dire 
quand sa pression est supérieure à celle de l'air environnant. 

Si certains auteurs croient que les ballons sont fermés — erreur qu'il faut 
absolument déraciner, parce qu’en partant de là un élève ne peut plus rien 
comprendre à la théorie des aérostats (*),— d'autres auteurs, moins éloignés de 
la vérité, disent que les ballons communiquent avec l'atmosphère par un 
« étroit orifice ». Nous demandions à des élèves l'idée qu'ils se faisaient de 
cet « étroit orifice », et ils estimaient qu’on devait pouvoir y passer le doigt. 
L'idée n’est pas tout à fait exacte : pour un ballon de 4 800mc par exemple, 
un bœuf y passerait : le diamètre de l’orifice est le vingtième de celui du 
ballon; c'est donc, pour un ballon de 1 800mc, un cercle de 75cm de diamètre 
environ. 

Ce grand orifice ne peu pas rester absolument béant : il communique 

a ement avec l'atmosphère par l'intermédiaire d’une 

che d’appendice (fig. A). Cette manche serait peu 
dde si le ballon devait A avoir son ouverture au 
peint le plus bas; mais par les coups de vent (fig. B) 
cétle manche, qui est souple, relombe et ne Le 


A B pis au gaz de s'échapper facilement. 





(*) Les auteurs qui disent explicitement ou qui admettent implicitement que 
les ballons sont fermés, ont soin d’ajouter qu’on ne les gonfle pas complète- 
ment au départ : on ne leur donnerait que la quantité de gaz qui, en se dila- 
tant à mesure que la pression extérieure décroîit, doit emplir complètement 
le ballon quand il atleint sa plus grande hauteur. C’est admissible en théorie; 
ce serait dangereux dans la pratique; en tout cas, ce n’est pas conforme à la 
réalité des faits : on gonfle. F'HEEERE les ballons au départ, au moins 
pour les véritables voyages aériens. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE RHÉTORIQUE (1897) 


A1A914.— On donne un carré ABCD, dont le côté est égal à 2a, et on 
considère un point M situé dans le plan de ce carré. 

40 Calculer la somme S des volumes engendrés par les triangles MAB, 
MBC, MCD, MDA tournant respeclivement, le premier autour de AB, le 
second autour de BC, le troisième autour de CD, et le quatrième autour 
de DA. 

20 pémontrer que la somme S ne dépend que des quantités a et d, en 
désignant par d la distance du point M au centre du carré, et trouver 
le lieu géométrique du point M, lorsque ce point se déplace de manière 
que la somme S reste équivalente au volume d'un cône de hauteur « et 
de rayon donné r. 

30 Déterminer sur le lieu précédent les positions de M pour lesquelles 
le rapport des volumes engendrés par le triangle MAB, fournant suc- 
cessivement autour de MA et de MB, est égal à un nombre donné m. 

Discuter, en supposant Tr? = 124. 


Solution par M. Pierre Boutroux, élève du lycée Henri IV, 
lauréat du concours (1 prix). 


10 Si les triangles MAB, MBC, MCD, MDA ont respectivement pour 
hauteurs MH, MK, MI et ML, on a 





1 prT | 2ax 2 
Vol. MAB = — 7 x ABX<MH = x MH, 


3 3 
Vol. MBC — 2. SK’, 
Vol. MCD — “2e x MF, 


Vol. MDA = 247 XML’; 


d'où, en additionnant membre à membre, 


S = AE Se (MR + NK° + ME + ML). 
20 Je dis qu'on peut exprimer la somme 

S en fonction de «& et de la distance 4 du 
point M au centre O du carré. En effet, si 
P est le milieu de HI, N le milieu de KL, 
on a HP = NL—\ x. Par suite, 

MH = MP — aq, MI — MP + a, 

MK = a+MN, ML— a—MN. 
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Or on sait que 
(MP + a + (MP — a) = 2MP° + 24°. 
(a + MN} + (a — MN} = 24° + 2MN . 
Donc NA + MR + MI + ML — 4a° + 2MP° + 2NN. 
Mais, comme MN = OP, le triangle rectangle POM donne 


ME° + MN° — OM — d, et finalement on voit que la somme S peut 
se mettre sous la forme 


De même 


LE 


S = —— (4a°? + 24°). 


Il est bon de remarquer que ne démonstration ne suppose nulle- 
ment le point M extérieur au carré. En effet, s’il était à l'intérieur, les 

valeurs de MH et de MI seraientexprimées par (a+ MP) et (a — MP), 
et on aurait toujours 

TR + N° = 20° + 2MP°. 

Si maintenant le point M se déplace de manière que la somme S 

reste équivalente au volume d'un cône de hauteur & etderayon donné r, 
1 

c'est-à-dire reste égale à ge on à, pour toutes les positions du 


point M, 


= 


9 à 
LE (4a? + 24?) = g TOT 


= La communication avec l'atmosphère étant toujours largement assurée, il 
n'y à pas à Craindre qu'un ballon bien construit éclate. Aussi, quand on dit 
qu'un ballon est complètement rempli au départ, cela veut dire, explicitement, 
qu'il est ouvert ; autrement, il éclaterait à une faible hauteur. 





RECENT, jrs re ne ; 
, en réduisant, 
Le lieu du point M est 


Vr?— Ba? 
2 


d'est done constant et égal à 


par suite la circonférence de centre 0 dont le rayon est égal à 


Ce lieu n'existe que tant qu'on a #r?—8a > 0, c'est-à-dire 
r > 9av2. 
Si r—%ay2, ona d—0, et le lieu du point M se réduit au 


8 
centre O du carré. Dans ce cas la valeur de S est + ra. 


Remarque. — Le résultat précédent permet d'énoncer le théorème 
suivant : Si O est le centre d’un 
carré ABCD, la somme des vo- 
lumes engendrés par les trian- 
gles OAB, OBC, OCD, ODA tour- 
nant respectivement autour de 
AB, de BC, de CD et de DA est 

F'le double du volume de la 
sphère qui aurait pour centre 0 
et pour rayon l'apothème du 
carré. 

30 Abaissons, dans le triangle 
MAB, les hauteurs BG et AQ 
relatives aux côtés MA et MB. 

Le volume du triangle MAB 
tournant autour de MA à pour 





À ee 
expression pi ba MA x BG: 
Le volume du même triangle tournant autour de MB a pour expres- 
Â Des 
sion 37 X MB x AQ. 
MA >< BG 
MB x 4Q° 
Or les produits MAXBG et MB>XAQ sont égaux comme expri- 
mant tous les deux le double de la surface du triangle MAB. Cette 
SM 
AQ MA 


Le rapport de ces deux volumes est 


égalité montre de plus que Par suite, le rapport pré- 


cédent s'écrit 
MA>XBG MB 


MB>xAQ MA 

Si donc le point M est tel que ce rapport soit égal à un nombre 
donné #”, il doit appartenir au lieu des points dont le rapport des dis- 
tances aux deux points B et A est constant et égal à m. Or ce lieu, on 
le sait, est la circonférence qui a pour diamètre la portion de AB com- 
prise entre les deux points conjugués harmoniques F et F’ qui divisent 
BA dans le rapport m. Les points demandés devant être sur cette cir- 
conférence et devant être de plus sur la circonférence déterminée plus 
haut, seront les points d'intersection de ces deux circonférences, 

Discussion. — Dans cette discussion on suppose r?— 124. Dans ce 
cas, d prend la valeur à, et le 
premier lieu du point M devient le 
cercle inscrit dans le carré. 
Pour que le problème ait deux 
F° solutions, il faut et il suffit que ce 
cercle soit coupé par le cercle de 
diamètre FF', ou en d’autres termes, 
si Test lemilieu de FF’ et R le pied 
de la perpendiculaire abaissée du 
point O sur AB, il faut et il suffit 
que l'on ait 

OR —TF < OT <OR+TF. 

Mais, le point T étant toujours 
extérieur à la circonférence de rayon 
OR, les deux circonférences ne peu- 
vent pas être intérieures. Par suite, la première condition posée est 
toujours réalisée. Reste à examiner la seconde. 

Remarquons que nous pouvons considérer # comme inférieur à 1, 
En effet, quel que soit m, à la circonférence de diamètre FF’ corres- 
pond une circonférence symétrique par rapport au milieu R de BA, 
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: FREE 1 + 
qui coupe BA suivant un diamètre, dans le rapport — . Donc si l'une de 
m 


ces deux circonférences coupe le cercle derayon OR, l’autre le coupera 
certainement. 

Cela posé, cherchons dans quelles conditions a lieu l'inégalité 
OT < OR +TF. Nous savons que OR — «a. Reste à calculer TF 
et OT. 

























PR OA ie MES AN NRC UE 
Or on à LE —m, et comme FA — AB FB, on peut écrire 
FB m 24m Ca 
— = —— et par suite FB= ! 
AB 1m TT Ttm 
F'B 
De même, de l'égalité pa — % on déduit 
F'B m : à rm _ 24m 
AT Mere et par suite EN qe 
Il résulte de là 
x ; 2am 2am _ 4am 
DURE URE Am 1m 1m 
2 2am 
d'où LHE— RES 


D'autre part, le triangle rectangle ROT donne ÔT OR +RT —a-+RT°. 








Or RT=RF+TF— SE +RF. Tout revient donc à calculer RF. 
FB ; ; 
R étant le milieu de AB, le rapport ter m s'écrit 
BR=RFP e 
BR" RE) Me 
loi BR _1+m 
CR RO A me | 
: __ BR>X(1—1mn) _ al —m) 
et par suite = FL RCA 
Nous pouvons ainsi exprimer OT en fonction de a et de m, carona 
—— a(l — m 2 2 
De ere MAG 
1+m 1—m 


La quantité entre crochets s'écrit ; 
É — M)? + —] MIT EHm} 


1—m° “H Um} ? 
—2 a{1 + m°} 
T = + ——— 
donc 0 QE (1 — m2} ? 


ou, en réduisant au même dénominateur, 
24a*(1 + m!) 


a1 — m°} + a’(1 + m°) 


2 





— 2 
Ben (Ut —m} Amp 
ay2ti 3 
On en déduit = QE mr), 
1—m° 
Si nous revenons maintenant à l'inégalité OT<OR+TF, nous 


voyons qu'elle suppose 








ay2ti + m!) Da a 2am 
1—m? 1m 
ou, en divisant par &@, 
2 + 2m" 2m 
v CR RES ee il —+- . 
1 — m° À — m° 


Réduisons au même dénominateur et multiplions par la quantité 

positive (1— 3m?) (on a supposé m < 1). Il vient 
V2 + 2m < 1 + 92m — m°. 

Le premier membre de l'inégalité est essentiellement positif; le se- 
cond l’est aussi, puisque 7%” << 1. On a donc le droit d'élever ces deux 
membres au carré, et on obtient 

2 + 2m" << 1 + 4m + 4m — 2m? — km + m!, 
ce qui donne, après réductions faites, 
M + 4m — 2m? — 4m HA < O0. 
Or le premier membre peut s'écrire 
mi — 2m +1 +hkmim — 1) = (A — m2} + 4 m(m? — 1). 
On peut donc le mettre sous la forme 
(L— m2) — 4m — 0m). 

Pour que ce produit soit négatif, il faut que ses deux facteurs soient 
de signes contraires. Or le premier est toujours positif : le second doit 
donc être négatif. Le Le 

Letrinome (—m?—4m+1) apourracines (--2—V5) et ÿ5—2. 
Pour qu'il soit négatif, il faut que "m soit extérieur à l'intervalle de 
ces racines, et comme ” est un rapport essenticllement positif, on doit 
avoir mMm > V5 —2, | 

Des résultats précédents résulte la discussion suivante : 

Si m<V5—2, pas de solution ; 

Si m—V5—2, on a OT —0OR+TF. Les deux circonférences 
sont tangentes extérieurement, et il y a une solution ; 

Si V5—2< m <1, deux solutions ; 
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S , lepoint F' est reje 
“milieu de AB, sur la circonférence inscrite dans le carré; on peut dans ce 
_ cas considérer le point R commeun des pointsdemandés, le triangle MAB 
se réduisant à AB. Le milieu R' de DC répond également à la question, 
car le triangle R'AB est isocèle, et par suite les volumes qu'il engendre 
en tournant successivement autour de R'A et de R'B sont bien égaux : 
donc leur rapport est 1. On explique ce résultat en remarquant que 
dans le cas considéré le diamètre FK' devient infini et que par suite la 
circonférence de diamètre FF’ prend en R la direction de la perpendi- 
culaire à AB et va passer par le milieu R' de DC. 
Si m >1, le point F se trouve entre A et R, et on a une discus- 
sion symétrique de la précédente, d'après la remarque faite plus haut. 





1 sn. ne _ 
Si 1<m<——,; ona m(/5—2)<1 et par suite F-23200 
Vv5—2 m 


. " 1 ; 
Il y a donc deux solutions pour le rapport Al et par suite deux solu- 








tions pour le rapport inverse m. 
Si m : il y a une solution 
= — , ë . 
eo ot 
4| 
Si m il n'y à pas de solution. 
rs 


[Ont résolu la même question ; MM. G. Blondin, lycée St-Louis ; A. Maître ; 
P. Vincent, école des Arts et Métiers d’Aix.l 


€ — 
GÉOMÉTRIE 


4207. — Trouver le lieu géométrique des points M du plan 
d’un triangle isocèle ABC (AB = AC) qui satisfont à la relation 
MB +MC —»#MA° = #?, 

n et k étant des grandeurs données. 
Joignons M au milieu D de BG. Dans le triangle MBC, la 
médiane MD permet d'écrire 
MB +MC —2MD +2BD. 
En posant BC — 2a, la relation don- 
née revient alors à 
2MD —nMA —zX— 2. (1) 
On est ainsi ramené à chercher le 
lieu des points dont les carrés des dis- 
tances à deux points fixes D et A, mu- 
tipliés respectivement par des coeffi- 
cients donnés (qui sont ici 2 et n), ont 
une différence constante. Ce lieu est 
connu : c'est une circonférence ayant 
son centre sur DA prolongée, en un 





£.- OA: a 
: | point O tel que OD =: (le cas de 
_ figure suppose n > 2). 
_ Ce résultat s’établit d’ailleurs comme il suit : 
Tirons OM et abaissons MP perpendiculaire sur AD. On a 
MD° = OD'+OM —20D.0P, 
4 2 


| MA° = OA°+ OM? —20A.0P; 
la relation (1) devient par suite 


à 20D° +20M°— 40D.0P 
nOA —#nOM + 2n0A.0P 
ou, puisque par hypothèse 20D = n0A, 
20D —n0A "+ (2 — n)OM” — R? — 24°, 
— k?+ 24° +20D —n0A° 
n — 2 ñ 
On obtient ainsi pour OM une valeur constante, qui représente 
rayon du cercle du lieu. On peut donner à cette valeur une 


ZA — 2%, 








l’où OM = 


t F vient en R au 


n 
n — 2° 





autre forme en remplaçant OD par 
2 


n—2 


AD et OA par 








AD, ce qui donne 
où — V2r AD" — (n — 2)(42 — 20) 
n — 2 ‘ 
On voit que le rayon du cercle n’est réel que si l'on a 


.AD°. 


2n 





R2 — 20? K 


n — 2 

Lorsque n—2, le point O est rejeté à l'infini et OM prend 
une valeur infinie ; le cercle se réduit à une droite perpendicu- 
laire à AD; si, de plus, X?— 2a?, la relation (1) montre que 


MD — MA, et la droite est alors perpendiculaire au milieu 
de AD. 
: ER EE PU 2 
Lorsque n<%, le point O, défini par l'égalité Où Ta 
n 


est sur AD prolongée du côté de D; la valeur de OM est dans 
ce cas 





V/2nAD° + (2 — n)(k2 — 24?) 
cette valeur n'est réelle qu'autant qu'on a 


OM = 


} 


2n  —:2 


AD : 





R? — Do << — 


he 
(G. BLONDIN, lycée Saint-Louis.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ch. Bourdet, lycée de Niort ; R. Cordier ; 
J. Delpont, à Beaumont ; A. Maître ; L. Vignes, à Boussan.] 


4208. — Deux cercles de centres O et O' se coupent en A. 
Autour de À on fait pivoter un angle égal à la moitié de OA’. 
Ses côtés rencontrent les cercles considérés en B et C. Trouver le 
lieu du milieu de BC. 


Soit M un point du lieu. Par hypothèse, 


BAC = 


1 open) 


OAO'; 


€ 


NO 


d’ailleurs, en menant la 

droite AD symétrique de 

OA parrapport à AB, ona 
BAD = _ OAD ; 

et par suite, en retran- 

chant cette égalité de la 

précédente, 


BAG — 5 DAD’, 





ce qui montre que DA est aussi symétrique de AO’ par rapport 
à AC. PAU PARU 

Cela posé, comme OBA—O0AB=—BAD, le rayon OB estparallèle 
à AD; de même pour le rayon 0’G. La figure OBCO' est donc un 


trapèze; dès lors le lieu de M est un cercle ayant son centre au : 


OB + O'C 
milieu 1 de 00)’, et pour rayon IM= ——. 


Toute la circonférence de ce cercle appartien au lieu énoncé, 
En effet, lorsque les rayons parallèles OB, OC tournent d’un 
certain angle « autour de O ou 0’, les cordes AB, AC pivotent 

4 
autour de A, dans le même sens, de l’angle 3? de sorte que 
’angle BAC demeure constant. 
HAS (Ernest FOUCART.) 


(Ont résolu la même question: MM. Ch. Bourdet, lycée de Niort ; G. Hiernaux; 
école normale de Chälons-sur-Marne ; L. Vignes, à Boussan ; A. Maître. ] 


4 






dia 





De FUN ET ST 


PHYSIQUE 


« 


4212. — Un manomètre à air comprimé est formé de deux 
branches cylindriques de même diamètre ; le mercure est de niveau 
dans tes deux branches quand la branche ouverte reçoit une pres- 
sion de 760%m; la hauteur du tube occupée à ce moment par l'air 
est de 40cm, 

A quelle distance d du sommet se trouvera le mercure pour 
une pression de 3 atmosphères ? 

(Bacc. lettres-sciences, Lille, juillet 1897.) 


Quand le mercure monte de (40— d)°" dans la branche 
fermée, il baisse d'autant dans la branche ouverte, et les deux 
niveaux sont à une distance verticale de 2(40 — d)cm, 

Le tube étant cylindrique, on peut représenter les volumes de 
l'air dans la branche fermée par les longueurs qu’il occupe. Au 
début, l’air occupe une longueur de 40°" sous la pression de 
76%; lorsque la pression de 3** s'exerce sur la branche ou- 
verte, le volume de l'air est d, et la pression qu'il supporte est 
égale à 376 — 2(40 — d). 

Appliquons la loi de Mariotte ; il vient 

40 >< 16 = d[3x 76 — 2(40 — d)], 
ou d? + 74d — 1520 = 0. 

La racine positive convient seule. Elle a pour valeur 16°,74 

Donc le mercure se trouve à 16°2,74 du sommet pour une 
pression de 3". 

(WATRIN, à Charleville.) 


[Ont résolu la question : MM. P. Alcan ; Ardin-Delteil; J. Bordas ; Benbacite ; 
G. Blondin ; J. M. Chalvin ; L. Curt; L. Delavergnas ; N. Delhotel ; M. Drovin; 
E. Foucart; E. Fourmond :; P. Guarnieri ; E. Héteau ; G. Hiernaux ; A. Liron ; 
J. Maury ; N. Mollon; Raynaud.] 


42143. — Le tuyau d'une pompe aspirante est plein d'air à la 
pression atmosphérique, mesurée par une colonne H de mercure, 
el le piston est au bas de sa course. On donne un coup de piston. 

Calculer la hauteur à laquelle l’eau s'élève. 

Corps de pompe: section s — 400% ; hauteur 1 — 50e, 

Tuyau d'aspiration : section s' = 40°; 

H = 76°, 


hauteur L' = 7n, 
Densité du mercure — 13,6. 
(Bacc. lettres-math., Oran, juillet 1897.) 


À mesure que le piston monte, l'air qui remplissait le tuyau 
d'aspiration se répand dans le corps de pompe. À cette augmen- 
tation de volume correspond une diminution de force élastique, 
et l’eau s'élève dans le tuyau d'aspiration à une certaine hau- 
teur x. 

Ecrivons que le produit du volume primitif de la masse d'air 
par sa force élastique initiale est égal au produit du second vo- 
lume de cette même masse d’air par la force élastique finale : 

Volume primitif de l’air : s'?’, force élastique initiale : H; 

Second ni de Pair: s(/—x)+s, force élastique 
finale : H— CE 

L'équation du problème est donc 


) +0(u ES), 


et, après calculs effectués et simplification, 
sx? — (st + sl + s'H >x<13,6) + 13,6 SH = 0. 
templaçons les lettres par leur valeur; il vient 
40x? — 89 344x + 20672000 = 0, 
2233,6æ +516800 — 0. 





SUH = [s'(1 


ou Œ— 


; : ' PE ERP OT UOTE TOR PES, VTT LR s 
La plus petite racine est seule acceptable, car l’autre repré- 
sente une hauteur supérieure à celle du corps de pompe et du 
tuyau d’aspiration réunis. On a donc 
m2 02022: 
L'eau s'élève à 2,622 dans le tuyau d'aspiration. 
(N. DELHOTEL, à Commercy.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; E. Baudoin ; G. Blondin ; 
J. Bordas ; L. Curt ; L. Delavergnas ; J. Delpont ; E. Foucart ;, P. Gervaiseau ; 
R. Henry; E. Héteau ; G. Leclerc; L. Lesieur; A. Liron; A. Maitre; N. Mollon; 
Morin-Letessier ; P. Plisson : P. Vincent.] 
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BACCALAURÉATS 


SESSION D'OCTOBRE-NOVEMBRE 1897 


PARIS 
Baccalauréat lettres-mathématiques. 


I. — Connaissant le rayon R d'une des bases d’un tronc de cône, 
calculer le rayon x de l’autre base sachant que l'aire de la section faite 
dans le tronc, parallèlement aux bases et à égale distance des bases, est 
égale à m fois la somme des bases, Discussion. 


IL. — er sujet. — Tout nombre qui divise un produit de deux fac- 
teurs et qui est premier avec l’un d'eux divise l’autre. 


IL, — 2e sujet. — Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fraction puisse être convertie exactement en fraction décimale ? 
Démonstration. 


IL. — 3e sujet. — Définition et extraction de la racine carrée d’une 
fraction à une approximation donnée. 





1. — 4231. Un tube en U vertical à branches égales de 10cq de section 
est ouvert d’un côté et fermé de l’autre par un piston sans frottement 
et sans poids. Il contient du mercure qui s'élève au même niveau dans 
les deux branches et, dans la branche fermée, 200cc d'air. 

On charge le piston de 9528r et l'on demande : 1° la nouvelle pres- 
sion æ de l'air de la branche fermée; 2° la différence de niveau y du 
mereure dans les deux branches; 39 la hauteur z dont s'est abaissé le 
piston, La pression extérieure, au moment de l'expérience, est équilibrée 
par une colonne de mercure de 76°" de hauteur. 

Densité du mercure : 13,6. 


IL. — 1e" sujet. — Mesure de la force élastique maximum de la 
vapeur d'eau au-dessus de 100 degrés, 


II, — 2e sujet. — Expliquer l'usage du condenseur dans une machine 
à vapeur. 


IL. — 3° sujet. — Mélange des gaz et des vapeurs. 


Baccalauréat lettres-sciences. 
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bide 
2ax +3b ? 
de b et calculer ces valeurs de façon que cette fraction ait un maximum 


I. — 4232. Étant donnée la fraction disposer de a et 
égal à —1 et un minimum égal à + TT Prendre la valeur positive, 


de a et calculer les valeurs de æ qui correspondent à ces Re parti 
culières de la fraction. 


I. — 1er sujet. — Rotations autour d'un axe perpendiculaire au plan 
vertical : applications au point, à la droite et au plan. 


IL, — 2° sujet. — Méthode des plans cotés; représentation d’une droite 
et d’un plan. — Intersection de deux plans. | 


IT. — 3e sujet. — Premières notions de perspective, — Mettre en pers- 
pective un carrelage hexagonal. 








LA 


I. — Un vase cylindrique en verre est gradué en parties d'égale capa- 
cité. Il contient du mereure qui, à la température de 00, arrive à la 
division 1150. A quelle température faut-il porter l'appareil pour que le 
mercure arrive à la division 1151? Coefficient de dilatation cubique du 
verre, 0,000026 ; coefficient de dilatation absolue du mercure, 0,00018. 


Il, — 1er sujet. — Intervalles musicaux, — Gamme. 


IL. — 2e sujet. — Lois expérimentales des vibrations transversales des 
cordes. 


Il. — 3° sujet. — Bobine de Ruhmkorff. 


a ————— 8} —————— 


CONCOURS DE 1897 (Suite) 


ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 
Section d'architecture. 


1. — Trouver les expressions de l'aire et du volume engendrés par 
un hexagone régulier inscrit dans une circonférence de rayon R en 
tournant autour de la tangente menée à la circonférence en l'un de ses 
sommets; ceci fait, calculer à un décalitre près le volume engendré, 
sachant que l'aire engendrée est égale à 2891; mettre tous les calculs. 


I. — Résoudre, par rapport à æ, y, z, le système des trois équations 
DE UE BAT, 
82 + 13y + 117 — 27 — m3 — 5y — 32), 
82 + 8y +2 —1 = m(2z — 5y — 2); 
mettre tous les calculs. 


HT. — On donne par ses traces un plan PaP' tel que la ligne de terre 
fait avec la trace horizontale «P un angle de 45°, avec la trace verticale 
un angle de 30° : 

19 Trouver la droite d'intersection du plan bissecteur du dièdre que 
fait le plan donné avec le plan horizontal et du plan bissecteur du 
dièdre que fait le plan donné avec le plan vertical; 

20 Ceci fait, on coupe le plan donné et les deux plans de projection 
par un plan perpendiculaire à la droite trouvée ; déterminer la vraie 
grandeur du rayon de la circonférence inscrite dans le triangle ainsi 
déterminé ; expliquer et faire l'épure. 

(17° session, 26 mars. — Durée : 3 heures.) 


I. — Étant donnée une circonférence de rayon R, on demande l’ex- 
pression du côté de l'octogone régulier convexe inscrit dans cette cir- 
conférence, l'expression de l'aire engendrée par chaque côté de l'octo- 
gone lorsque cet octogone tourne autour d'un de ses côtés AB, ainsi 
qué la somme S de ces différentes aires ; calculer ensuite $S à 1 cen- 


limètre carré près, sachant que R—1 décimètre; mettre tous les 
calculs. 
11. — Résoudre le système des deux équations 
(2m° — 6m)x — 4m = 9 + (5m — 15)r — my, 
; 2m — 2 
2m{m — Le + my +9 = y + Im — Ed + (6m — 6)r ; 
AT 9 


mettre tous les calculs. 


HIT. — On donne par ses traces un plan PaP’ perpendiculaire au plan 
vertical et faisant avec le plan horizontal un angle de 45°, puis une 
droite ab, a'b' parallèle au second plan bissecteur et dont la projection 
verticale fait avec la ligne de terre un angle de 22° 30’; on demande de 
mener par cette droite un plan faisant avec le plan Pal’ un angle de 45°: 
le problème admet deux solutions, trouver l'angle des deux plans 
obtenus ; expliquer et faire l'épure. 

(2° session, 26 juin. — Durée : 3 heures.) 


ÉCOLES NATIONALES D'ARTS ET MÉTIERS 





Mathématiques. 


ARITHMÉTIQUE 
(1er juillet, dd 8h. à 10h.) 


L — Un observateur, voulant calculer la distance qui le sépare du 
point d’explosion d'une torpille, compte 40 secondes entre l'instant où 





il entend le bruit de l'explosion transmis par l’eau et celui où il entend 
le bruit de l'explosion transmis par l'air. 

Dans les conditions de lempérature où l'on se trouve, la vitesse du 
son, par seconde, est, dans l'air, de 340 mètres, et, dans l’eau, de 
1430 mètres. 

Déterminer d’après cela, et à une unité près du 2° ordre décimal, à 
combien de kilomètres de l'observateur se trouvait la torpille. 


Il, — Sachant que le mille anglais équivaut à 1760 yards et le yard à 
914 millimètres 4 dixièmes, on demande de convertir en milles et vards 
une distance de 75 kilomètres 85 mètres. 

GÉOMÉTRIE 


{2 juillet, de 3 h. à 5h.) 


ÏJ. — Construire un triangle dans les deux cas ci-après : 
40 Etant donnés chacun des angles et le périmètre de ce triangle ; 
2° Connaissant sa surface et chacun de ses angles. 


IT. — Trouver le volume d'un segment sphérique à une base, dont la 
hauteur est de 42 et situé sur une sphère de 9m de rayon. 





ÉCOLE NATIONALE PRATIQUE DE CLUNY 


Arithmeétique et Géométrie. 


I. — Décomposition d'un nombre en facteurs premiers. Opérer sur 
le nombre 792. Enoncer la règle. 


II. — Démontrer que dans toute proportion la somme des deux pre- 
miers termes est au premier ou au deuxième terme comme la somme 
des deux derniers est au 3° ou au 4e ; et que la somme des deux pre- 
miers termes est à leur différence comme la somme des deux derniers 
est à leur différence. 


IH. — Mener une tangente commune à deux circonférences. — Deux 
cas à considérer. 


IV. — Démontrer que la somme des angles extérieurs d'un polygone 
convexe est égale à quatre angles droits. 
(30 septembre, de 2h. à 5 kh.) 


Problèmes d’arithmétique. 


I. — Un orfèvre possède quatre lingots d'or dont les titres sont res- 
pectivement 0,675 ; 0,750 ; 0,805 et 0,915. II désire former un lingot du 
poids de 0ks,158, et au titre de 0,840. Combien devra-t-il prendre de 
matière dans chacun des quatre premiers lingots ? 


II. — Trois vélocipédistes exécutent sur une route un parcours de 
100km, Le premier, qui marche avec une vitesse de 25km à l'heure, 
part à 8: du matin; le second, avec une vitesse de 30km à l'heure, 
part à 8h,15’; le troisième, à une vitesse de 40m à l'heure, part à 81,30". 
On demande à quelle distance du point de départ et à quelles heures 
se feront les croisements, et l'heure d'arrivée de chacun des trois 
vélocipédistes au bout du parcours. 

(30 septembre, de S h. à 10h.) 


Problèmes de Géométrie. 


L — Construire deux droites connaissant leur rapport et leur 
produit. 


Il. — Deux circonférences se cou- 
pent en deux points A et B. Par le 
point À on mène une sécante limitée à 
sa rencontre avec les circonférences aux 
points C et D. On joint C et B, Bet D. 
Démontrer que l'angle CBD est constant 
quelle que soit la direction de la sé- 
cante. 

(1°r octobre, de 8 h. à 10 h.) 
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ÉCOLES NATIONALES VÉTÉRINAIRES 


Mathématiques. 


I. — Divisibilité par 9. 

Théorie de la preuve par 9 de la multiplication et de la division. 

Peut-on également faire la preuve par 9 de l'addition et de la sous- 
traction ? 


IT. — On donne un triangle équilatéral inscrit dans une circonférence 
dont le rayon est égal à 12 et l'on demande de trouver : 

49 Le volume engendré par ce triangle; 

20 La surface engendrée par son périmètre dans sa rotation autour 
d'un axe qui est mené, dans son plan, par un de ses sommets, exté- 
rieurement à sa surface, et qui fait un angle de 30° avec l'un des côtés 
aboutissant à ce sommet. 

(20 août, de 2 h. à 4 kh.) 


Physique et Chimie. 


I. — Le siphon. 
IT. — Lois des combinaisons en poids et en volumes. 
(20 août, de 10 h. 1/2 à midi.) 
Histoire naturelle. 
1. — Appareil digestif des ruminants ; rumination. 
Il. — Structure primaire de la tige. 
IT. — Des roches argileuses ; leurs caractères ; leurs principales 
variétés. 


(20 août, de 4h. à 5 h. 1/2.) 


ÉCOLE D'ADMINISTRATION DE LA MARINE 


Arithmétique et Géométrie. 


J. — Un travail est mis en adjudication et le cahier des charges 
stipule que tous les paiements à faire à l'entrepreneur seront passibles 
d'une retenue de 2fr,75 pour cent. 

A quel prix doit être établie la soumission d'un industriel qui consi- 
dère le travail à exécuter comme valant réellement 31606fr,25 ? 


{ 
IT. — Partager le nombre 1850 en deux parties telles que de la 


première partie ajouté à ne de la deuxième forme un total égal 
à 422. 


HT. — Une rondelle de fer, dont le diamètre est 02,25, est percée en 
son milieu d’un trou rond dont le diamètre est 0,12, On demande : 
19 Quelle est la surface de la partie non évidée de cette rondelle ; 
20 Quel est le poids de la rondelle si son épaisseur est 2mm, étant 
admis que le poids spécifique du fer est 7. 
(30 septembre. — Durée: 3 heures.) 


ÉCOLES SUPÉRIEURES DE COMMERCE RECONNUES 
PAR L'ÉTAT 


MATHÉMATIQUES 
(11 octobre. — Durée: 3 heures.) 
Arilhmétique. 

I. — 4233. Trois lingots d'argent ont pour titres : 0,95 pour le pre- 
mier, 0,80 pour le second et 0,53 pour le troisième. 

Le poids du premier lingot et le poids du second sont proportionnels 
à 4 et à 5. 

Le poids du troisième lingot est le triple du poids du second lingot. 

Les trois lingots fondus ensemble forment un lingot total pesant 
28808r. 

On demande : 

19 Quel poids de cuivre ou quel poids d'argent pur il faut ajouter au 
lingot total pour fabriquer un alliage pouvant servir à frapper des 
pièces de 1 franc en argent ; 

20 Quel sera le nombre de pièces de 1 franc frappées. 


IT. — 4234. Un commanditaire a placé dans une maison de commerce 
une certaine somme d'argent à intérêts simples à un certain taux. 

Si la commandite était retirée au bout de 11 mois, le commanditaire 
toucherait 69664fr. Si la commandite était retirée au bout de 2 ans et 
demi, le commanditaire toucherait 73920f. 

Calculer la somme placée et déterminer le taux du placement. 





Algèbre. 
Démontrer que l'équation 
a—1172+28 __ x — 
d'—Ix+A4  x— 


(CES 


est une identité. 
Calcul logarithmique. 


“Î RTS TRI TT PRE ES 1 

= \/ 687 >< V0, J 

_ >< 7255 %X V 0,618 1 

Chaque candidat doit calculer cette expression avec FapptOnM Rens | 


que comporte la table dont il se sert. 
Il est tenu compte de la bonne disposition et de l'ordre des caletls. 





QUESTIONS PROPOSÉES | 


4235. — Si n est un nombre entier premier avec 12, le polynome 
D ntm 
est divisible par 12. (Loïc, à Rennes.) 


4236. — Déterminer le plus grand commun diviseur des deux expres- 
sions 


(a — bd +(b— cp +(c—a) 
et (a? = D?) + (D? — c?)5 + (ec? — a?}. 
4237. — Si l'on a 
T en y vr z 
DE a UT cr 0-2 VO GET 


on à aussi (b— c)x + (ce — a)y + (a — b)z = 0. 


4238. — Trouver x nombres entiers consécutifs dont la somme 
SOI T° 
(E. BERNARDINI.) 


4239. — Résoudre le système d'équations 


T+HY— LY, 
LH Y = — (2 +). 
42h40. — Sur chacun des côtés d’un quadrilatère convexe ABCD on 


construit extérieurement un carré. Démontrer que le quadrilatère 
ayant pour sommets les centres de ces carrés a ses deux diagonales 
égales et perpendiculaires. 


42414. — Dans un triangle ABC, on mène la bissectrice intérieure 
AD de l'angle A, limitée au côté BC. 

Démontrer que la somme des rayons des cercles circonscrits aux 
triangles ABD et ACD est égale à la distance de l’un des sommets B ou C 
au milieu I de l'arc BAC du cerele circonserit au triangle ABC. 

Que devient la propriété lorsque AD est bissectrice extérieure ? 

(E. Féuix, à Marseille.) 


4242. — Construire un cercle connaissant un point A de la circon- 
férence, un point B d'où ce cercle soit vu sous un angle donné 2x, et 
un point G tel que la tangente au cercle issue de ce point ait une lon- 
gueur donnée |. 

(P. Vaxoeuren, Institut Dupuich.) 


4248. — Une tige rectiligne indéfinie est fixée de manière à faire 
un angle de 450 avec la verticale. Un anneau pesant 20k8 peut glisser 
le long de cette tige ; on l’abandonne à lui-même et on lui laisse par- 
courir une longueur de tige de 27,75. Quelle serait, à ce moment, sa 
vitesse si le frottement était nul ? 

On constate que, à cause du frottement, cette vitesse n’est, en réalité, 
que de 2m, On demande quelle est la quantité de chaleur ‘qui a été 
produite par le HOREL sachant qu'une calorie équivaut à 425 kilo- 
grammètres. 

On prendra g = gm 84. 

(Bacc. lettres-sciences et lettres-math., Nancy, juillet 1897.) 
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SUR LA BALANCE ROMAINE 


La théorie sommaire de cet instrument est, en général, pré- 
sentée de la façon suivante : 


O étant le point fixe (axe), L et M les points d'application du 
poids inconnu P et du poids 
connu mobile (, on suppose ces 
trois points en ligne droite et, de 
plus, le centre de gravité du 
fléau, sur cette droite, en G. 
On imposé alors (du moins en 
apparence) à la ligne des cou- 
teaux LOM la condition d’être 
horizontale dans la position 
repérée ou normale à laquelle 
elle sera toujours amenée dans 
les pesées. On trouve ainsi la condition d'équilibre 


ROË—= QEAM: 


Cette relation contient la théorie de la graduation de l'instru- 
ment, l’origine A de cette graduation étant déterminée par la 
valeur de OA : F 


. OA = 





té 


dans laquelle + représente le poids du fléau. 


06, 


Il se trouve que ces résultats sont exacts. Mais l’instrument 
qui répondrait à l’hypothèse faite, s’il était réalisable, présen- 
terait les deux propriétés suivantes, presque évidentes : 

1° Une fois le fléau en équilibre dans la position horizontale, 
il y serait encore dans une position quelconque. 

20 11 chavirerait complètement, prenant la position verticale, 
dès que le curseur ne serait pas rigoureusement au point M 
déterminé par l'équation d'équilibre. 

En d’autres termes, cet instrument serait inutilisable. 

Quel que soit le dédain avec lequel est trop souvent traitée la 
balance romaine, type le plus simple des bascules et d’un 
emploi si commode, elle est loin de présenter un tel vice essen- 
tiel. C'est que le centre de gravité de son fléau est, comme dans 
la balance ordinaire, en un point G, au-dessous et à une dis- 
tance GG’ de la ligne LOM des couteaux. 

L’angle © de cette ligne avec l'horizontale HH' est alors 
donné, pour une valeur quelconque de P et une position quel- 
conque de Q, par l'équation , 

P.OL — Q.AM 
r.GG 
« étant l’angle (avec l'horizontale) déterminant la position 
d'équilibre prise comme repère (P —0); la position de A, 
origine de la graduation, est définie par l'égalité 


OA = + (06 —GG' ta]. 





(go = tg a+ , 


Ds. | 





L 3 


Pour que le fléau revienne à la même position sous l’action 

d’un poids P différent de zéro, il faut que © — 4, d'où 
P.OL — Q.AM — 0. 

Si l’on veut enfin, avec raison d’ailleurs, choisir comme 
position de repère la position horizontale du fléau, on fera 
x —,0, et l’origine A sera déterminée par 

Qi CES O0GÉ 
Q 

Ces deux dernières équations sont précisément celles aux- 
quelles on arrivait précédemment ; elles s’établissent par un 
calcul tout aussi élémentaire, et plus conforme à la réalité des 
choses. 

Il est facile de reconnaitre qu’alors l'équilibre est stable, et 
qu'un déplacement du curseur, tant que celui-ci ne « dérape » 
pas, à pour effet d'amener le fléau dans une position plus ou 


moins inclinée. 


D. 
VE EE 


ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES DE PARIS (1897) 


4186. — 1° Résoudre le système 
3G + 2y — 3 = a+ 1, 
Dax + 3y — 23 — 2a — 1, 
IG —y+Izs = — Aa. 

20 Calculer à un centième près la valeur de a pour que les solu- 
tions æ,y,z satisfassent à la condition 2? + xy = 0. 

1° En ajoutant membre à membre les trois équations, 3 dis- 
paraît, et il vient, après suppression du facteur commun 2, 

0& + 2y = 4. (1) 

De même, l'élimination de 3 entre les deux premières équations 

donne 





G+y = 3, (2) 
Des équations (1) et (2), on déduit facilement 
a — 6 15 — a 
TG — 3 , y —— 7 3 me À: 


puis, en portant ces valeurs dans l'expression de 2 tirée de la 
première équation, 
2 9 — 2a 
D+— (U5—a)—a—1 = ——.: 
3 ) 3 
20 La condition 2?+xy —0 exprimée en fonction des valeurs 
précédentes devient 


(==) (a— 6)(15—a) _ 0 
, , 


3=a—60+ 








+ 
3 9 
ou, en simplifiant, 
a? —5a —3 = 0. 


+7 A te 
r LE 
LUS PORTES SN di 
ER + FA © Le * 
| re" 
DE 


En résolvant cette équation, on obtient pour a les deux solu- 
tions 
ax pe 5 : 
Il suffit d'évaluer /37 à 0,01 près. En prenant la valeur 6,08, 
approchée par défaut, la valeur 


a’ 0 HUE == 5,54 
est approchée par défaut, et la valeur 
(A cime Dr — 0,54 


Al 


est approchée par excès. cp 
(F. PEGORIER, à Cette.) 


[Ont résolu la même question : MM. F. de Abreu; E. Baudoin ; F. Bouquet; 
J. Bordas ; A. Brodbeck; E. Charpentier ; B. Conrads ; H. Crozemarie ; LI, Gurt: 
M. Dacquinis; L. Delavergnas ; N. Delhotel ; J. Delpont. A. Desplat; E. Foucarl; 
E. Fourmon ; Th. Gramain : 31 Guillaume ; R. Henry; E. Héteau ; Kalis ; 
E. Louvet ; A. Maître ; J. Méhu; A. Mirc; A. Nayel ; Niel ; M. Oger ; H. Perdrix; 
P. Plisson; E. Roncaglia ; F. Sabathe ; H. Tourrette; P. Tribier : H. Valdenaire; 
L. Vignes ; P. Vincent ; J. Wittner.l 





4187. — Soient R1 et Ro les points de rencontre des médianes 
relatives à chacune des bases d'un tronc de prisme triangulaire 
quelconque : 

40 Démontrer que la distance R1R2 est la moyenne arithmétique 
des trois arêtes du tronc de prisme; 

20 Un plan parallèle à l’une des bases décomposant le tronc de 
prisme en deux parties, on demande d'exprimer aussi simplement 
que possible le rapport des volumes de celles-ci; 

30 Un tronc de prisme triangulaire étant coupé par un plan 
passant par une des trois arêtes parallèles, on considère toutes les 
positions que peut prendre ce plan et on demande les lieux : 
{o du point de rencontre des côtés non parallèles de la section ; 
20 de la ligne qui joint les milieux des mêmes côtés. 


1° Soit A1B1C1A°B>C> le tronc de prisme considéré. 

Le point de rencontre R; des médianes de la base ABC; est 
au tiers (à partir de la 
base) de l'une quel- 
conque de ces médianes, 
au tiers de M;A: par 
exemple; de même R: 
est au tiers de M2A°. La 
droite MiM2 joignant 
les milieux des côtés 
non parallèles du tra- 
pèze B:iC1C2B, est pa- 
rallèle aux deux autres 
côtés BiB», CaCs, et par 
suite à A;A>. La figure 
A1M,M>A2 estdoncaussi 
un trapèze; par suite, 
la droite RiR2 est pa- 
rallèle à AiA: et à 
MiM:. Traçons alors la diagonale A>M;, qui coupe RiR: en I; 
on à 


Ce 





o 
RiR5 = RIRIREEE= A1 9 + MiM. 


Or MM: — — (B1B2 + CC). 


1 
RITES 7% 

90 Si l'on coupe le tronc de prisme par un plan tel que ABC, 
parallèle à la base A1B:G, on le décompose en deux parties. Le 
volume de chaque partie est égal, comme l’on sait, au produit 


Donc (A9 + BiB2 + CC). 


st de n = - és DEx e {à { Ya n À x F 


| de 4 section rot du tronc de prisme par le tiers ts Te somme 


des arêtes latérales. Or, le tiers de la somme des arêtes latérales, 


c’est la moyenne arithmétique des arêtes, et cette moyenne, on 


vient de le voir, est égale à la distance des centres de gravité 
des bases. Si donc R est le centre de gravité de la base ABC, les 
deux volumes ABCA;B:C et ABCA2B:C> sont dans le rapport de 
R1R à RRe. ” 

On peut remarquer qu'il n'est pas nécessaire, pour qu'il en soit 
ainsi, que le plan ABC soit parallèle à l’une des bases du tronc : 
le rapport des volumes sera le même avec tout plan passant 
par R; parce que R sera toujours le centre de gravité du triangle 
suivant lequel un plan quelconque coupera le tronc de prisme. 

3° Soit A1A2D:D; la section faite dans le tronc par un plan 
mené par l’arète A1Ao. 





Pour trouver le lieu du point de rencontre M des droites non 
parallèles AD; et A2, remarquons que ces droites étant situées 
dans les plans des faces A:B:C1 et A2B2C>, leur intersection M 
est sur la droite commune aux deux plans. 

Tout plan sécant coupant le tronc de prisme étant compris 
entre les faces A1A2B2B; et A1A:CC;, la portion utile décrite par M 
est le segment de droite BC. 

Les milieux N; et N2 des côtés non parallèles A1D; et A,D» 
décrivent respectivement les parallèles bics, Docs à B1C, BC; 
donc la droite NiN: engendre la partie d’un plan fixe délimitée 
par le trapèze bibacico, 

(J. DELPONT, à Beaumont.) 


[Ont résolu la même question : MM. Carleron ; B. Conrads ; H. Crozemarie ; 
L. Curt; L: Debrun ; P. Dégeilh ; N. Delhotel ; E. Foucart ; Th. Gramain ; 
G. Hiernaux ; A. Maître ; M. Oger; Ph. Plisson ; L. Vignes ; P. Vincent.] 


s 


4188. — Trois piles Daniell, de force électromotrice 1volt,07, 
chargent un accumulateur A. 
| | | | On réunit les pôles de la pile par une résis- 
tance R — 120hms9 telle que l'intensité du 
courant qui passe par l'accumulateur devient 
nulle. À ce moment la resistance R est parcourue 
par un courant | de 0,18 ampères. 


Quelle est la force électromotrice de l'accumu. 


n lateur et la résistance intérieure de la batterie de 
charge ? 


La différence de potentiel aux extrémités de la résistance R 
introduite s'obtient, d’après la loi d'Ohm,en multipliant cette 
résistance R par l'intensité du courant qui la parcourt. Elle est 
donc de 

42,9 5<0,18 — 2volts 322, 

Comme il ne passe alors aucun courant dans l’accumulateur, 

ce dernier a une force électromotrice égale à 2volts,322, 






POS SE 7 





. D'un autre côté, on a 


018 — 3 >< 1,07 


3r + 12,9 ? 
d'où on tire 3r — 4ohms,932. 


Telle est la résistance intérieure de la batterie de charge. 
La résistance intérieure de chacune des piles, lesquelles sont 


9 
ne = 1ohm,644, 
(A. MAITRE.) 





nécessairement disposées en série, est 


{[M. Crozemarie a résolu la question .] 





4189. — On attaque 102 de plomb pur par de l'acide asotique 
ordinaire jusqu’à dissolution complète ; formuler la réaction. 

On évapore ensuite à la température de 100° jusqu'à poids 
constant ; donner le poids du résidu sec. 

Ce résidu est soumis enfin à l'action de la chaleur à une tempé- 
rature voisine du rouge. On demande : 

1° L'équation rendant compte de la décomposition qui a pu se 
produire à cette température du rouge ; 

20 La composition qualitative et la composition quantitative en 
poids du produit gazeux qui a pu se former ; 

3° La nature et le poids du résidu après l'action de la chaleur 
au rouge. 


Poids atomiques : AZ = 14. 


Ph 200,800 TOP") 6: 


Le plomb se dissout dans l'acide azotique avec formation 
_ d'azotate de plomb et dégagement d'oxyde azotique, d’après la 
formule 
8AZOSH + 3Pb — 3(Az0* Pb + 4H20 + 2470. 

Si l’on évapore à la température de 1000 jusqu'à poids cons- 
tant, le résidu est constitué par l’azotate de plomb. Or la formule 
précédente montre que, pour 2065",4 de plomb, on obtient 3305",4 
d’azotate. 

Le poids du résidu sec d’azotate obtenu est donc de 

330,4 %< 10 | 
7 206,4 

A la température du rouge, cet azotate se décompose d'après 

l'équation 


= 168r,007. 


(AzO®Pb — PbO + 0 + 2Az0?. 
Le produit gazeux de cette décomposition est constitué par de 
l'oxygène et du peroxyde d'azote. 


ONE ER 16546,007 MERE 
Le poids de l'oxygène est de 0e De175, 
M nes 925 16,007 
| et celui du peroxyd = her,457. 
celui du peroxyde, de 330.4 48,457 
_ Le résidu final est l’oxyde de plomb PbO, dont le poids est de 
| 222,4 <16,007 
fr GREEN — 108 , 114. 


k: (J. DELPONT.) 


L à 4 A 

NE la question : MM. Bouquet; L. Calais; B. Conrads; Crozemarie; 

| Curt; N. Delhotel ; Georgi; R. Henry; E. Héteau: L. Lesieur; D. Limon- 
“its Maitre; A. Maniez; J. Ménéchal ; N. Mollon; A. Rongier; H. Valde- 
naire.] 








ÿ __ ALGÈBRE 







4113. — Une droite FF', de longueur ?c, étant donnée, on 
écrit une circonférence sur cette droite comme diamètre et on 
onsidère les deux points F et FK' comme les foyers d'une ellipse 


ul : + 





10 D'établir l'équation qui permet de calculer ou construire le 
demi-grand axe a de cette ellipse en supposant que le rectangle 
ABCD inscrit à la fois dans le cercle et dans l'ellipse ait une sur- 
face donnée R? ; 

2° De faire connaitre les conditions de possibilité du problème 
et, pour la limite supérieure de k? ainsi trouvée, d'exprimer la 
valeur de à ; 

3° De calculer le rapport de la valeur limite R? à la surface de 
l'ellipse correspondante. 

(Bacc. lettres-sciences, Paris, avril 1897.) 


1° Le cercle et l’ellipse se coupent en quatre points A, B, C, D, 
symétriques deux à deux par 
rapport aux axes de l’ellipse. 
Si æ et y sont les coordon- 
nées du point À par rapport 
aux axes de l’ellipse, on a le 
système 








a? DRE 


Nous pourrions chercher à oblenir directement & en portant 
les valeurs de x et y tirées de (2) et (3) dans (1), mais l'équation 
résultante serait alors du huitième degré en a. On évite cette 
difficulté en procédant comme il suit : 

En éliminant y entre (1) et (2) on a 





x? LES ce 
RE M 1e 
ou 16@* — 16c2%2 + kit — 0, (4) 


équation qui détermine la valeur de x. 
Eliminant ensuite y entre (2) et (3),on a 





0 ELA 
a? are 
ou at — 2c?a? + c?x? — 0, (5) 


équation qui fait connaître a en fonction de c et de la valeur 
connue &. 
2° Pour que l'équation (4) ait ses racines réelles, on doit avoir 


Gkct — 1644 > 0, 


ou RASE : 

dans ce cas, il existe deux valeurs de x? réelles, positives et infé- 
rieures à c?, puisque leur somme est c? et leur produit toujours 
positif. 

En remplaçant dans l'équation (5), x? par l’une des deux valeurs 
de æ?, on obtient pour a? deux valeurs réelles et positives. En 
effet, la condition de réalité de ces valeurs : 

ct — ca? > 0 
est toujours satisfaite, puisque x? < c?. 

Ces deux valeurs positives de a? ayant c? pour demi-somme, 
la plus grande est supérieure à c?, et par suite convient seule ici. 

En particulier, lorsque A? atteint sa limite supérieure, 2c°, on à 


>» 


Vo 9 


et l'équation (5) devient 
at — 20e? + © = 0, 


d'où, en écartant la plus petite racine, 


ec? 
a? = c? _— 
+ — 


CA 








el «= e\/ JE 


| 
V2 





3° Dans le cas précédent, la surface de l’ellipse correspondante 
a pour expression 


a Â c? 
ab = ra8 ES = r0\/1 Le TUE 


/ 
rss AN Nr RCE 
Le rapport demandé est donc 


2c? 2/2 


— AV à 


w| 





re /— + AE V1 + V2 
VEL A 
; (A. BONNEMAIN, lycée de Toulon.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor, à Castelnau ; Benoist-Daubray, 
école profll® de St-Aignan ; G. Bernard, lycée de Rennes ; G. Costey ; J. Courti- 
nat, collège de Cusset ; L. Echeman ; G. Fontaine, institution Lelarge, à Paris: 
A. Franqueville, à Rouen ; H. Janois. école normale du Mans ; M. Legras, lycée 
d'Orléans; de Mendiry; A. Nayel, à Thouars; P. Vincent, école pratique d'in- 
dustrie de St-Etienne; E. Waibel, école polytechnique de Stuttgart.] 





4217. — Etant donné le rectangle SAS'A' dont la base AS 
est R et dont la hauteur AS est h, on considère les cônes engen- 
drés par la rotation de la diagonale SS' autour de SA puis autour 
de S'A'. 

On propose de couper l'ensemble de ces deux cônes par un plan 
perpendiculaire à SA et tel que la somme des surfaces des sections 
obtenues soit équivalente à une surface donnée R2. 

Etudier la variation de cette somme lorsque Le plan sécant prend 
toutes les positions possibles entre A et S. 

(Bacc. lettres-mathématiques, Constantine, juillet 1897). 


Soit BCB' la trace du plan sécant, situé à une distance 
SB = x du côté SA’ du rectangle. 





S À Les sections déterminées par ce plan dans 
2 les deux cônes sont deux cercles de centres 
B, B’ et de rayons BC, B'C. La condition im- 
B B' posée s'écrit donc 
rBC + rB'C = A2. 
Or on a 
BC SB R 
À s! — = -—, VAR eh nr . 
AS ae d'où 10 — +. 
D'OR S EP + ; R(A — x) 
AE SUV ONCE ESS 
L'équation du problème est alors 
rR?x? TR} — x)? as 
h2 h? É 
22 
ou Bi op = LE, 
T 
ou 2 — Dh + N(1 — —10 
cd ère 


En raison de la symétrie de la figure, l'équation précédente 
admet aussi bien pour racine SB que S'B' ou AB. Cette équa- 
tion doit donc avoir ses deux racines réelles et positives. 

La condition de réalité est 


9 9 k° 
k2? — 2e (1 == F6) > 0 
TR? 


9 


Les deux valeurs de x, dont la somme est X, sont positives 
en même temps que leur produit, c'est-à-dire lorsque 


RÉSTR?, 


Ainsi, pour une valeur de X? comprise entre 


ou kR > 





TR? 
Smet. The 


les deux valeurs de x sont réelles et positives, et, par suite, in- 





férieures à leur somme X: ces valeurs fournissent donc deux 
solutions équidistantes des sommets S et S' des deux cônes, — 
résultat évident a priori. 
Variation de k? lorsque æ croît de 0 à h.— On a 
2 « 
RU ie [a + (h—x)]; 

ou, en ajoutant et retranchant x(h—x) à la quantité entre 
crochets, 





- he 
ke e. [a + h — x)? — 2x(h — x)], 
; 2rR? 
ou k? == TR? — MEITP a(h — œ). 


L'étude de la variation de X? est ainsi ramenée à celle de la varia- 
tion du produit æ(h— x). Or ce produit, pour des valeurs crois- 
santes de æ, part de zéro, croît jusqu'à un certain maximum 


à l 
égal à (+) et qu'il atteint pour x = _ puis décroit en- 
suite jusqu’à zéro. : 


Par conséquent la valeur de k? décroit de 7R°? à er 


(mini- 
ë RER ; 
mum) lorsque x varie de 0 à CE k? croît ensuite, en repas- 


: s h 
sant par les mêmes valeurs, pour x compris entre —- et A. 


(Ernest FOUCART.) 


{Ont résolu la même question : MM. E. Beynas; P. Bonnot ; J. Bordas; 
A. Brodbeck; G. Charpentier ; H. Crozemarie; L. Curt ; J. Delpont; G. Digne; 
Georgi ; P. Gervaiseau ; A. Gourdin ; H. Guillaud ; G. Hiernàux ; H. Janois; 
Ph. Jumaud; P. Le Hénaff; A. Maitre; J. Maury ; J. Ménéchal, A. Mirc ; 
A. Nayel; Ph. Plisson ; Raynaud; A. Rongier ; L. Tarrin ; H. Valdenaire ; 
P, Vincent.] 





4223. — Trouver trois nombres entiers positifs sachant que 
leur somme est 10 et la somme de leurs produits deux à deux 34. 


Si æ désigne le plus petit des nombres cherchés, on peut 
représenter les deux autres par æ+m et x+n, metn 
étant des nombres entiers positifs, On doit alors avoir 

c+x+m+ax+n—= 10, 
a(æ + m) + a(æ+n)+{(x+ mx + n) = 34, 
ou, en simplifiant, | 
3æ+m+n—= 10, 
3x? + Q{m<+n)x + mn = 31. 
On déduit de là 
m+n = 10 — 3x, 
mn = 32? — 20x + 31. 
mæ+n soit positif, il faut qu’on ait 
3% 40 ou CE <QE E 

Les seules valeurs possibles de x sont donc 1, 2, 3; en calcu- 

lant les valeurs correspondantes de m—+n et mn, on obtient : 


Pour que 


pour = À, m-ktn = 71, mn = 14; 
pour æ — 2, m+n—=k, MA =; 
pour æ — 3, MN, mn = — 2. 









Dans l'hypothèse x — 1, les valeurs de m et n sont ima- 
ginaires, et pour x — 3, elles sont de signes contraires. Pour 
Gl—12, ON - 


MINS TER: 


Les nombres 2, 3, 5 sont donc les seuls qui répondent au 
problème. 
(CRAPIER, instituteur à Clichy.) 


[Ontrésolu la même question: Mie: C. David; M. Pont; MM. Allanic; J. Amboise; 
E. Baudoin ; Benbacite; A. Bertrand ; F..Beynas ; P. Bonnot; J. Bordas ; 
H. Bosc; Bouquet; A. Bouzy; C. Brunet ; Burgat; E. Chambaud ; J. Condemine ; 
Costes ; L. Delavergnas ; J. Delpont; G. Digne ; J. Douménach; Eldin; Feintuch ; 
E. Foucart; E. Fourmon; P. Gervaiseau; A. Gipoulou; L. Gourdet; A: Gourdin; 
À. Grosz ; À. Gruny ; H. Guillaud ; G. Hiernaux ; H. Janois ; Jarrige ; Jouan- 
neau ; G. Leclerc ; J, Legrand ; P, Le Hénaf; E, L'Hoste ; L: Magne; A. Maître ; 





C. Marie; H: Martiny ; F. Masbœuf : J. Maury ; J. Ménéchal ; E. Ménissier ; 
H. Michel ; A. Mirc; Niel; M. Oger; E. Paris; F. Pégorier; Ch. Pellion; 
G. Perdrizet ; J, Peyret ; Ph. Plisson ; Raynaud; M. Rivière ; Roussel ; 
A. Sarteel ; P, He ; E. Sevin ; E. Sinturel ; A. G. Strasser ; L. Sylvestre ; 
Ch. Szabo ; T. Taralon ; P. Tribier; V. R. T.; H. Valdenaire ; J. Vidal; 
L. Vignes ; P. Vincent; J. Wittner.] 





4224. — Simplifier l'expression 
V/a + Vase + V6 + Var. 

On peut écrire successivement 

Va + Yan = ya + yat | 
= Vie + V0) = Ve Vie + ve. 
Par analogie, on a 
V6 + Vars — JV + Ve. 
L'expression devient alors 
(Ve + Ve) VVe + Ve 
ou, en observant que AVA = ÿA2.ÿA = YAï, 
VE + Ye). 
(L. GAMET, lycée de Clermont-Ferrand.) 


AUTRE SOLUTION, — On peut aussi arriver plus rapidement au même 
résultat à l’aide des exposants fractionnaires. On a 
1 1 


LATE RENTE 
\a+asos) +\w+ares 


(+) (at) 


1 3 

CAS NOR UTC UE 

—=\ a + D: a +b3)—\as +bs) . 
(Ernnesr FOUCART.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; G. Amouroux ; Brod- 
beck ; V. Cambureanu ; Chambeau ; L. Delavergnas ; Feintuch ; G. Fontaine ; 
A. Gourdin ; À, Grosz ; G. Hiernaux ; H. Janois ; Jarrige ; A. Maitre; 
J. Maury ; M. Oger ; F. Pégorier ; F. Riesz ; E, Sinturel ; Strasser ; C. Szabo ; 
P. Vincent ; J. Wittner.] 


ef 


UE 
PTS 
© 
col 
SRE 
w|= 
ns 
er 
w| 172 
& 
æ| 29 
- 
w| 


4225. — Extraire la racine carrée du polynome 
(a? — y) + Qu — 20) + (SP — œy) — Ha —ys)(y?— 3%) 5° — y). 
Le polynome peut s’écrire 
(a? — ya) (a? — ya) — (4? — s2)(s? — ay) 
HU — 0 (y? — 30) — (2 — œy)(a? — ya)] 
(2 — œy (2? — ay)? — (a? — ys)(y? — 2), 
ou, après avoir effectué les opérations indiquées entre crochets, 
(a? — ys)a(et + y + 33 — 3xyz) 
+ (2 — 2œ)y(a° + y} + 3° — 3xys) 
+ (32 — œy)s(a + Y9 + 35 — Boys), 
ou, en mettant le facteur commun en évidence, 
(a y + 2 — Day z)(a — dy + y — xys + 28 — vyx) 
ou encore (a + y + 33 — 3xys)°. 
Sous cette dernière forme, on voit immédiatement que la 
racine carrée du polynome est 
D + YŸ + 33 — 3xyz. 
(Pa. GERVAISEAU, à Loué.) 


[Ont résolu la même question : MM. C. Brunet ; E. Chambaud ; Costes ; 


G. Digne ; Feintuch ; E. Fourmon ; L. Gamet ; A. Grosz ; H. Janois ; Jarrige : 
A. Liron ; L. Magne ; J. Méhu; E. Ménissier ; F. Pégorier ; F. Riesz ; 
A. Strasser ; P, Vincent.] 
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AD 


GÉOMÉTRIE 


Solution de la question 4205 et Compléments, 


par M. A. Vacquant, professeur au lycée de Nancy. 


Démontrer que dans un tétraèdre dont les quatre faces sont 
équivalentes, les arêtes opposées sont égales. 


Lemme.— Le lieu géométrique des droites qui passent par un 
point pris dans le plan bissecteur d'un dièdre et qui sont parta- 
gées par ce point et les faces du dièdre en parties égales est un 
plan parallèle à l'arête du dièdre et perpendiculaire au plan 
bissecteur. 


Soient (fig. 1) deux demi-plans P et Q se coupant suivant wl, 
et O un point quelconque pris dans le plan bissecteur 5 du 
dièdre wl. Je considère le plan passant par O et perpendicu- 
laire à wl, déterminant l'angle 
plein AwB du dièdre wl; soient 
AOB la perpendiculaire en O à 
la bissectrice wO de l'angle Awb, 
et OL parallèle à wl. Le plan 
(AB, Ol) contient toutes les 
droites indiquées. En effet, soit 
COD une droite différente de 
AB, coupant P et Q en Cet D 
tels que OC — OD. Le qua- 
drilatère ACBD est un parallé- 
logramme, car les diagonales 
AB et CD se coupent en parties 
égales; donc AC et BD sont pa- 
rallèles; il en résulte que Île 
plan ABCD ne peut rencontrer 
wl en un certain point M, car AC et BD se couperaient en M; 
donc le plan ABCD est parallèle à wl, c’est-à-dire que la droite 
CD est dans le plan (AB, Ol') parallèle à wl et perpendiculaire 
au plan bissecteur 6 du dièdre wl puisque AB est perpendicu- 





Fig. 1 


T 


laire à 6. Réciproquement, toute droite du plan (AB, Of) passant 

par O répond à la question, et la proposition est démontrée. 
Soit maintenant un tétraèdre SABC ayant ses quatre faces 
équivalentes. Je considère (fig. 2) le prisme de base ABC, d’arète 
latérale SA; le plan SBCG par- 


: NÉ tage ce prisme en deux pyra- 







LA mides, l’une triangulaire SABC 
4 Fa qui est le tétraèdre donné, et 
f À l’autre quadrangulaire SBB:CG, 

Î desommet $S, ayant pour base le 

à parallélogramme BCB;C.; cette 

1 pyramide a ses quatre faces laté- 
rales équivalentes. Dans le té- 

c traèdre SBB:1C1 les faces SBB: 


et SBiCx du dièdre SB: étant 
équivalentes, le plan bissecteur 
du dièdre SB1 qui partage l’arête 
BC en parties proportionnelles 
à ces faces, et par suite en par- 
ties égales, passe par le milieu O de BG; on voit de même, 
dans le tétraèdre SBCC: que le plan bissecteur du dièdre SC 
n’est autre que SCO; de sorte que dans la pyramide SBCB:Ci 
les dièdres SB1 et SC ont même plan bissecteur SBiG; de même 
les dièdres SG et SB ont même plan bissecteur SBC«. 

Cela étant, considérons seulement le plan bissecteur SBiC 
commun aux dièdres SB: et SC; d’après le lemme, la droite 
BC, qui passe par le point O de ce plan bissecteur doit être 


Fig. 2 





ri sf 


située dans deux plans distincts passant par O et perpendicu- 
laires à SB,C (distincts puisque SB; et SC ne sont pas paral- 
lèles); donc BC, est perpendiculaire au plan SBC et par suite 
à la droite BC de ce plan; le parallélogramme BCB;:C ayant 
ses diagonales orthogonales est un losange, donc BC—BB:= SA. 
On verrait de même, à l’aide des prismes de base ABC, d’'arête 
latérale SB ou SC, que AC = SB et AB — SC; la question est 
donc résolue. 

De ce qui précède on déduit les résultats suivants : 

Théorème I. — Dans un tétraèdre SABCG, si les faces du dièdre 
AB sont équivalentes et s'il en est de même des faces du dièdre 
opposé SC, les arêtes opposées BC et SA, AC et SB sont égales 
et les faces équivalentes sont 
égales. 





Cela résulte immédiatement 
de la démonstration précédente 
faite avec le prisme ABCSBiCu 
(fig. {2) et le prisme ABCSAiC: 
(fig. 3). Alors les faces équiva- 
lentes ASC et BSC sont deux 
triangles égaux comme ayant les 
trois côtés égaux chacun à cha- 
cun : SC commun, SA — BC 
et AC — SB. On voit de même 

que les faces équivalentes ABC 
ig- 3 et ABS sont égales. 

Dans le cas où les quatre faces du tétraèdre SABC sont équi- 
valentes, on peut considérer un troisième prisme de base ABC, 
d’arête latérale SC et on a le résultat indiqué par l'énoncé ; alors 
les quatre faces équivalentes sont égales, puisque ce sont des 
triangles ayant les côtés égaux chacun à chacun. Donc, en com- 
plétant l'énoncé de la question, on a : 





= 


Théorème II. — Dans un tétraèdre, si les quatre faces sont 
équivalentes, les arêtes opposées sont égales et les quatre faces sont 
égales. 

Ce théorème a été démontré déjà par M. Emile Lemoine 
(Association française pour l'avancement des sciences, Nantes, 
1875). La démonstration de l'auteur est toute différente de celle 
qui précède. 

Corollaire. — Pour qu'un tétraèdre ait ses quatre faces équi- 
valentes, il faut et il suffit que les arêtes opposées soient égales. 


CONSTRUCTION D'UN TÉTRAËÈDRE RÉPONDANT AUX CONDITIONS INDIQUÉES 
DANS LES THÉORÈMES Î ET Il. 


IL. On prend deux triangles égaux ASC et BSC ayant SC 
commun, SA—BC et SB— AC; alors les deux triangles 
ABS et ABC sont égaux comme ayant les trois côtés égaux 
chacun à chacun. On peut donc construire là figure d'une infinité 
de manières. 

IL. On prend deux triangles égaux ASC et BSC ayant SC 
commun, SA — BC, SB— AC. On fait tourner le ‘triangle 
BSG autour de SC, la hauteur BD de ce triangle décrit un plan 
P perpendiculaire à SC et B décrit un cercle ©. Du point A comme 
centre, on décrit une sphère Q de rayon SC; si le plan P coupe 
cette sphère suivant un cercle X’, un point commun à set X’ sera 
un point B, quatrième sommet d'un tétraèdre cherché. 

On voit assez facilement qu'une condition nécessaire à l’exis- 
tence d’un point B est que chacun des triangles égaux constituant 
les faces du tétraèdre ne possède que des angles aigus. On peut 
alors énoncer la propriété suivante : 

Dans un tétraèdre SABC dont les arêtes opposées sont égales, 
les faces sont égales et chacune d'elles est un triangle qui ne peut 
être obtusangle. 


di T Malais # 7 LA SPA CE va . 
TA de à- * LR LE NI, à + He né Cp d: PV: 


cùé?, 
# : 
3 


0 


LE 


’ … LIPTTS 
1Y ae 
— U 





Cette propriété a encore été démontrée autrement (par le 
calcul) par M. E. Lemoine dans l’articke indiqué. ° 

J'indiquerai dans une autre note quelques propriétés, faciles à 
établir géométriquement, d'un tétraèdre dont les arêtes opposées 
sont égales. 


4226. — Si a, b, ce sont les côtés d'un triangle et ma la mé- 
diane issue de À, on à 


2 
m? + bc > _ > mi— bc. 


Dans tout triangle, on a 
b+c>œa>œ|b—c| 
ou, en élevant chaque membre positif au carré, 
DENAIN Th EC 2 bo: 


Or, d’après un théorème connu, 
3 


Bi @ mie: 


Portors cette valeur de 62 c? 
précédente ; il vient 


dans la double inégalité 


2 2 
Qi a : a 
Imnè+ mo +6 > & > 2m2 + A 2bc, 


9 


a Da 
et, en retranchant —- de chaque membre, puis divisant par 2, 


2 
ma LDC _. ne 0: 


CO NFAD 
(G. AMOUROUX, lycée de Toulouse.) 


{Ont résolu la même question : MM. P. Alcan ; J. Amboise ; E. Ardin-Delteil; . 
Baudoin-Legros ; E. Baudot; E. Bernardini ; F. Beynas ; J. Bordas ; C. Brunet; 
Costes; L. Danjou ; F, Dégeilh ; G. Delahaye ; L. Delavergnas ; N. Delhotel ; 
J. Delpont : J. Douménach ; Eldin ; J. Fabre ; G. Fauvernier ; Feintuch ; 
E. Foucart ; E. Fourmon ; P. Fournel ; L. Gamet; P. Gervaiseau : A. Gipoulou; 
À. Grosz : A. Gruny ; H. Guillaud ; G. Hiernaux ; H. Janois ; Jouanneau ; 
À. Larue ; Ch. Lefebvre; Le Hénaff ; L. Magne ; A. Maître ; C. Marie ; F. Mas- 
bœuf ; J. Maury ; J. Ménéchal ; E. Ménissier ; Meynier ; H. Michel ; A. Mirc ; 
F. Pégorier ; Ch. Pellion ; A. Perrissond ; J. Pillard ; Ph. Plisson ; Raynaud ; 
F. Riesz ; M. Rivière; A. Rongier; E. Sinturel ; A. Strasser ; L. Sylvestre ; 
Ch. Szabo; L. Tarrin; L. Vignes ; P. Vincent ; L. Vollaire.] 





4227. — On donne deux cercles se coupant en A et A'. 
Construire un parallélogramme ABCD sachant que l’un des côtés 
passe par A’, l’un des sommets est en À et les trois autres sur les 
cercles donnés. 


Supposons le problème résolu 


soit ABCD un parallélo- 
gramme remplissant les 
conditions énoncées. 
Traçons la corde com- 
mune AA’. Les deux cor- 
des AD et A'C du cercle 
0" étant parallèles sous- 
tendent des arcs el des 
cordes égales. Donc 


AAA 


et, puisque 





CD — AB, 
AA' — AB. ” 


De là cette construction : De A comme centre, avec AA’ pour 
rayon, on décrit un cercle qui coupe le cercle O en un point B 
autre que À’ ; on trace la droite BA’, que l’on prolonge jusqu’à 
sa rencontre, en C, avec le cercle 0’, puis on mène dans ce 
cercle la corde CD parallèle à BA, et l’on tire AD. 

Le point B pouvant aussi bien être pris sur le cercle O0’ que 











sur le cercle O, la construction précédente fournit une seconde 
solution, AB'CD'. : 
Le problème est toujours possible, car la corde commune AA’ 

* est toujours inférieure au diamètre d'un des cercles O ou 0. 
On peut remarquer que le côté AD du parallélogramme est 
tangent en A au cercle O, de même que AD’ est tangent en A 


au cercle ©’. 


FE 


(A. GOURDIN, école primaire supérieure de Saint-Aignan.) 


[Ont résolu la même question : MM. L. Bolzinger ; P. Bonnot ; H. Bosc; 
* A. Brodbeck ; C. Brunet ; J €Condemine ; R. Cordier ; Debrun ; P. Dégeilh ; 
L. Delavergnas ; A. Delcambre ; Eldin ; M. Emile ; G. Fauvernier ; E. Foucart; 
L. Gourdet ; G. Hiernaux : G. Ithier ; H. Janois; H, Lévy ; L. Magne ;#J. Mé- 
néchal ; E. Ménissier ; Raynaud ; P. Ségala ; — en partie seulement : 
Mlle Clémence David; MM. J. Amboise ; E. Ardin-Pelteil ; Audriot ; E. Baudoin; 
Baudoin-Legros ; Cantin ; N. Christoff; Costes ; M. Drovin ; R. Durand; 
Feintuch ; E. Fourmon ; P. Fournel ; AsFranchi ; L. Gamet; E. Garès ; P. Ger- 
vaiseau; A. Gipoulou ; A. Grosz; A. Gruny ; Jouanneau ; A. Larue ; E. Le Mai- 
gre ; E. L'Hoste ; A. Liron ; Lœwy ; E. Louvet ; A. Maitre ; J. Martin ; H. Mar- 
tiny ; F. Masbœuf; A. Mirc: A. Perrissond ; J. Peyret ; J. Pillard; F. Riesz ; 
M, Rivière; A. Robinet; A. Rongier; E. Routier; A. Sarteel ; E‘ Sevin ; 
À. Slivueano ; H. Soulé ; A. Strasser ; CG. Szabo ; T. Taralon ; P. Tarmer ; 
LTarrin ; V. R. T.; H. Valdenaire ; L. Vignes ; P. Vincent.1 





4228.— Par un point À donné sur un cercle donné C, on 
fait passer deux autres cercles C et C” tangents entre eux et 
égaux au cercle C, qui les rencontre en deux points M et M 
autres que À. Lieu de la projection du point A sur MM’. 


Les deux cercles C’ et C” étant tangents, la ligne des centres 
C'C" passe par le point de contact A. 

Tirons les droites MUC’, 
MC’, M'C, M'C’. Le qua- 
drilatère MCAC' ayant ses 
quatre côtés égaux, est an 
losange ; il en est de même 
du quadrilatère M'CAC. 
Par suite, les droites CM 
et CM’, qui ont un point 
commun et sont parallèles 
àladroite C’C'sont en pro- 
longement l’une de l’autre. 

Le lieu cherché n’est donc autre que celui de la projection du 
point À sur une droite pivotant autour du point C. L'angle 
APC étant toujours droit, le lieu est le cercle décrit sur AC 
comme diamètre. 





(J. PILLARD, lycée d'Orléans.) 


[Ont résolu la même question : Me C. David ; MM. J. Amboise ; Audriot ; 
Baudoin-Lezros ; L. Bolzinger ; J. Bordas ; A. Brodbeck ; Burgat ; Cantin ; 
E. Charpentier ; N. Christoff ; J. Condemine ; R. Cordier ; Gostes ; G. Damien : 
L. Debrun ; P. Dégeilh; L. Delavergnas ; A. Delcambre ; G, Digne ; M. Drovin: 
R. Durand ; Eldin,; G. Fauvernier ; Feintuch; G. Fontaine ; E. Foucart ; 
L. Gamet ; A. Gipoulou ; A. Gourdin; A. Gruny ; G. Hiernaux ; G. Ithier ; 
H. Janois ; Jouanneau ; A. Larue ; E. Le Maigre ; H. Lévy; Lœwy; L. Magne ; 
À. Maitre ; H. Martiny ; F. Masbœuf ; E. Ménissier ; H. Michel ; A, Mirc ; 
- Pajot ; J. Pastour ; A. Perrissond ; J. Peyret ; P. Plisson ; Raynaud; À. Riche ; 
. F. Riesz, J. Rigal ; M. Rivière ; E. Routier ; E. Sevin ; A. Strasser ; T. Ta- 
Talon, P- Tarnier ; L° Tarrin ; V. R. T. ; L. Vignes.] 
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PHYSIQUE 





de 4124. — Une sorte de gros thermomètre à mercure, contenant 
13,6 de mercure, porte latéralement une éprouvette en 
verremince,soudée à laparoi, pénétrant jusqu'aucentre 
du réservoir. La température du mercure étant 10, 
on introduit dans l'éprouvette 108" de glace à 0° qui 
pénètre jusqu'au fond et y entre en fusion. Sachant 
que la tige du thermomètre a une section de 1 milli- 
mètre carré, on demande de combien le niveau du 
mercure se déplacera dans cette tige. 

On ne tiendra pas compte du poids de l'enveloppe 
| du thermomètre, et on supposera qu'il n'y a pas 
d'échange sensible de chaleur entre lui et les corps environnants. 











Densité du mercure, 13,6. 

Chaleur latente de fusion de la glace, 80 calories. 

Chaleur spécifique du mercure, 0,033. 

Coefficient de dilatation apparente du mercure dans le verre, 

{l 
6480 

(Bacc. lettres-math., Marseille, novembre 1896.) 

Cherchons d'abord la température finale x du mercure con- 
tenu dans le thermomètre. 

La glace absorbe 80 X 10 — 800 pour fondre sans changer 
de température, et l'eau provenant de la fusion absorbe 40x°* 
pour s’échauffer de 0° à x°. D'un autre côté, le mercure cède 
13600 X 0,033(10— x)" pour se refroidir de 10° à xo. 

Ecrivons que la chaleur gagnée est égale à la chaleur perdue ; 
il vient 

800 + 10% — 13600 >< 0,033 10 — x), 





d’où æ — 80,038. 
Le volume apparent du mercure contenu à 10° dans le ther- 
s 13600 2% 
momètre est TE 1000. Soit V le volume apparent oc- 


cupé par le mercure à 8°,038; les volumes apparents du mercure 
à 0° étant égaux, on a 





1000 V 
UT AE 8,038 ” 
T 5480 6480 


d'où V9 9905607; 
Le volume ayant diminué de 1000 — 999,697 — 0,303, le 


niveau du mercure dans la tige s’est abaissé de 


0,303 
— = 30cm,3, 
0,01 : 

(M. OGER .) 


[Ont résolu la mème question : MM. O. Bouquey ; L Bruhais: J. Condemine : 
J. Dunand ; À. Franqueville ; J. Longe ; J. Ménéchal ; Mire ; R. Vasselin.] 


4229. — Deux cordes de même longueur mais inégalement 
tendues, l'une de fer et l'autre de cuivre, sont à l'unisson. 

Sachant que la corde de cuivre est trois fois plus tendue que 
celle de fer et que le rapport des densités des deux métaux est 
égal à 1,15, on demande de calculer : 

1° Le rapport des diamètres des deux cordes ; 

2° La tension à donner à la corde de fer, — par rapport à celle 
correspondant à l'unisson, — pour que l'intervalle entre Les notes 


: | Ab 
rendues par les deux cordes devienne égal à —. 


s 


(Bacc. leltres-sciences, Alger, juin 1897.) 


1° Appelons » Le nombre de vibrations du son que produisent 
les deux cordes de longueur l. 

Soient r, p et d le rayon, le poids tenseur et la densité de la 
corde de fer ; r’, 3p et d>x<1,15 seront le rayon, le poids ten- 
seur et la densité de la corde de cuivre. 

La formule qui résume les lois des vibrations transversales 
donne pour la corde de fer 


Le 
De 


et, pour la corde de cuivre, 


DRE: IX 3p 
MÉCPT VE 











_ 3e 


On a donc 
1 gp PE v 9 X<3p 
Qrt V md  9rl V rad x< 1,15 


2r' 3 
ee — a — DIS 
2r 4,45 à 


d'où on tire 


20 L'intervalle entre les notes rendues par les deux cordes 


; , le nombre de vibrations de la corde de fer, par 


devant être FS 


k 3 
rapport à #, devra être de -—- 7. 


Or, lorsque deux cordes formées de la même substance ont 
même longueur et même diamètre, les nombres de leurs vibra- 
tions sont proportionnels aux racines carrées de leurs poids 
tenseurs. En appelant p et p’ les poids tenseurs de la corde de 


fer, on a 


| 





Mono 

n Ar: 
CES. My 9 
d'où PE Te 


Telle est la nouvelle tension à donner à la corde de fer. 
(BENBACITE, à Alger.) 


[Ont résolu la question : MM. P. Alcan; Ardin-Delteil; E. Baudot; F. Bois- 
nard ; J. Condemine; Costes; Grozemarie ; L. Curt; R. Dautry; N. Delhotel; R. 
Durand ; G. Fauvernier; P. Fournel; A. Gipoulou; G. Hiernaux; G. Leclerc; 
E. l'Hoste; P. Le Hénaff; J. Maury; E Ménissier ; Meyrier, A. Mirc; Nayel; 
Niel:; A. Périmond ; J. Peyret; Raynaud ; J. Rigal; V.R.T ; À. Maitre ; F. Pé- 
gorier.] 


QUESTIONS PROPOSÉES 


42%. — Si a et b sont deux nombres entiers quelconques, le quo- 
a + b° : HÉRRE k 
tient Ft n’est jamais égal à un nombre entier. 
DE 
(J. Pasrour, à Antibes.) 
4245. — Si a, b,c, d sont quatre nombres en progression géomé- 


trique, on à 
(a-b+c—d} =(a- db} + 2(b — c} +(c—d). 


étant un nombre entier quelconque, l'un des deux 
33 se Din et 35" SE 93n 


4246. — n 
nombres 
est divisible par 35. 


42/7. — Soit O le centre du cercle circonscrit, H le point de concours 
des hauteurs d'un triangle ABC ; sur AB et sur AG on prend respecti- 
vement AD— AH et AE — AO; démontrer que DE est égal au 
rayon du cercle circonscrit. 

(P. MASCARET.) 


4248. — Dans un triangle isocèle ABC (AB = AC), on prend le 
symétrique D par rapport à AB du centre O du cercle circonserit, et 
par D on mène à AC une parallèle qui coupe BG en E. Démontrer que 
l'angle DOE est droit. 


4249. — On partage l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle ABC 
en trois parties égales par les points D et E. Démontrer que 


7 


LE} dE 2 
AD + DE +ÂE — 7 BC. 





(J. LAGAR»E, collège de Tournus.) 





4250. — Soient H le point de concours des hauteurs et G le centre 
de gravité d’un triangle ; 1 et O les centres des cercles inscrit et cir- 
conscrit. Démontrer que 


HT + 201 — 3iG + 660 . 


4251. — On joint les sommets d'un triangle équilatéral ABC à un 
point quelconque P de son plan par des droites qui coupent le cercle 
circonscrit ABC en A', B', C'. Démontrer la relation 


TR? 


AP .AA' + BP.BB' + CP.CC' = 24B . 


4252. — On donne deux droiteserectangulaires X'X, Y'Y, se coupant 
au point 0, et un point A situé sur OY à une distance OA =@ du 
point O0. On donne aussi une troisième 
droite Z'’Z passant par le point 0. Mener 
par le point À une sécante AT telle 
que l’on ait, en désignant par M le point 
où elle coupe X’X et par P le point où 
ellecoupe Z’Z, la relation AM<AP=—ma, 
où m est un nombre donné. — Dis- 
cuter. 





I. — Traiter ce problème par le cal- 
cul, en prenänt pour inconnue l'angle % 
de AO avec AT. On désignera par 6 l'angle connu XOZ. 


Il. — La sécante AT étant supposée répondre à la question, soit Q 
le point où la perpendiculaire menée à cette sécante au point P ren- 
contre la droite Y'Y. Démontrer que AQ = ma. — Déduire de là une 
solution géométrique du problème. 


(Bacc. leltres-math., Lyon, juillet 1897.) 


4253. — Étant donné un hexagone régulier ABCDEF, on suppose que 
le sommet A est attiré par les autres sommets avec des intensités res- 
pectivement égales aux inverses des distances : È 

1o Déterminer la résultante de ces attractions. 

20 Même question, en substituant à l'hexagone un polygone régulier 
convexe de n côtés. (T. CaronxerT.) 


4254. — On suspend au-dessous du plateau d'une balance un poids 
cylindrique en métal de poids P ; l'équilibre étant établi, on immerge 
le poids complètement dans un liquide de densité D, son poids diminue et 
devient égal à p ; on immerge ensuite la même masse métallique dans 
un autre liquide, son poids devient alors égal à p' ; on demande : 

1° la densité du second liquide; 

20 Ja densité du poids cylindrique. 

Application : P—1%8,452, p—1ks,382, p'—1%5,397, D — 1,115. 


(Bacc. lettres-math,, Lyon, novembre 1896.) 


4255. — Dans une sphère de grand diamètre 2r, on découpe deux 
miroirs concaves identiques AB et CD diamétrale- 
ment opposés Un objet pq est placé près du 
centre ; construire géométriquement les deux 
images dues à deux réflexions successives, c'est- 
à-dire l’image pig provenant des rayons réfléchis 
d'abord sur AB puis ensuite sur CD, et l’image 
P:G provenant des rayons réfléchis d'abord sur 
CD puis ensuite sur AB. x 





n 


: 0 
On supposera ensuite Op — cn et on calcu- 
lera les distances au centre O des images pig et pis. 


(Bacc. letires-math., Lille, juillet 1897.) 
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MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 


4196. — 1° Les droites À qui sont coupées harmoniquement 
par deux cercles donnés G et C' enveloppent une conique ; mon- 
trer que cette conique reste la même lorsqu'on remplace les deux 
cercles C et C par deux autres respectivement concentriques aux 
précédents et tels que la somme des carrés des rayons des deux 
nouveaux cercles soit égale à la somme des carrès des rayons des 
deux premiers. 

20 Trouver le lieu des centres des cercles S qui sont coupés har- 
moniquement par deux cercles donnés GC et ( et qui sont ortho- 
_gonaux à un troisième cercle donné T. Ce lieu est une conique X 
dont on déterminera les directions asymptotiques el dont on discu- 
tera le genre en admettant que le centre de T se*déplace d'une 
façon quelconque dans le plan, tandis que les cercles G et ( res- 
tent fixes. 

On montrera que la direction des axes de Y ne dépend que des 
positions des centres des trois cercles donnés et nullement de leurs 
rayons. 

3° Trouver le lieu du centre de la conique S dans les deux 
hypothèses suivantes : 1o on fait varier le rayon du cercle T en 
laissant fixes le centre de ce cercle et les deux cercles C et C'; 
20 on laisse fixe le cercle T, ainsi que les centres de Cet C!, et on 
fait varier les rayons de ces deux derniers cercles de telle sorte 
que la somme de leurs carrés reste constante. 

4 Démontrer que les cercles S orthogonaux au cercle T et 
coupés harmoniquement par deux cercles Get C' sont aussi coupés 
harmoniquement par une infinité de couples de cercles que l’on 
cherchera à caractériser géométriquement. 





Nora. — On dit qu'un cercle S est coupé harmoniquement par deux 
cercles C et C', lorsque le rapport anharmonique des deux points de 
rencontre de S avec C et des deux points de rencontre de S avec C 
est, sur le cercle S, égal à — 1. 


. 1° Partie. — Remarquons d’abord que si deux couples de points 
A, B ; C, D sont conjugués harmoniques, les milieux E et F des 
deux segments AB et CD forment une involution avec les deux 
couples donnés ; si l’on considère en effet le point central I de 
L Hé nninée par AB et CD, on a, en grandeur et en 


signe 
d IA .IB — IC.ID : 


lautre part, le rapport (ABCD) étant égal à — 1,ona 

2(IA .1B + IC.ID) = (IA + 1B)(IC + ID), 

u, en remarquant que le second membre est égal à 4IE.IF, on a 
! IA.IB = IE.IF ; 

par suite E et F appartiennent à l'involution de centre 1 et dont 
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font partie A et B, ce qui démontre la propriété énoncée; la 
réciproque est immédiate. 

Appliquons cette remarque à une droite A coupant harmoni- 
quement deux cercles suivant les couples de points A, B; C, D; ces 











points forment une involution dont le point central 1 est situé 
sur l’axe radical des deux cercles; les milieux E et F des segments 
AB et CD sont les projections des centres O et O’ sur 14; 
comme on à 
1E.LF = IA.IB = IC.ID, 

ces points E et F sont sur un cercle ayant avec les premiers 
même axe radical MM; le centre 0” de ce cercle est le milieu de 
00, et est fixe, et le cercle lui-même est fixe; dès lors l’enve- 
loppe de A est, comme on le sait, une conique ayant pour foyers 
O et O’ et pour cercle principal le cercle de centre 0” dont 
nous venons de parler ; nous appellerons x, cette conique. 

En désignant par d la distance O0 et par r, r’, r" les rayons 
des cercles de centres 0, 0’, 0”, on obtient le rayon 7” par le 
théorème de la médiane dans le triangle OMO0"’ ou, si les cercles 
O et O’ ne se coupent pas, par un calcul simple, et l’on a dans 
tous les cas 


[2 


d 
a 

On voit que r” ne change pas lorsque r et r’ varient de façon 
que r?+r? reste constant ; il en est de même de l'enveloppe 
de À, 

Le cercle 0”, et par suite l'enveloppe, n'existent que si 

s dd <LIr+2r?; 

l'enveloppe est une ellipse ou une hyperbole suivant que O et 0 
sont intérieurs ou extérieurs au cercle 0”, c’est-à-dire suivant 
que d? est inférieur ou supérieur à la somme 7?+7r?; dans 
le cas particulier où d? est égal à cette somme, c’est-à-dire où 
les deux cercles C et C’ sont orthogonaux, l'enveloppe se réduit 
aux deux centres O et 0’. 





2r"2 = r? + 72 — 


2% Partie. — Soit S un cercle de centre O, et de rayon 1 
coupant harmoniquement les cercles G et C, de centres O et (, 
aux points A, B, C, D; le couple CG, D fait partie sur S d’une 
involution dont A et B sont les points doubles, par suite la 
corde CD passe par le pôle P de la corde AB; cette condition 









que les cordes AB et CD soient conjuguées par rapport à S est 
du reste suffisante pour que les quatre points A, B, C, D forment 
une division harmonique. 

Je vais exprimer cette condition en écrivant que le pôle de l’axe 
radical AB de O et O1 se trouve sur l'axe radical CD de O’et O1, 
je désignerai par di, d, et a les longueurs 010, O0’ et l'angle 
qu’elles font entre elles, et, comme précédemment, par r, r' et d 
les rayons des cercles G et C et la distance O0”. 








Fig. ? 
On sait que les distances de O1 aux axes radicaux AB et CD 


» 


sont 


2 SENS 19 CRUE 
ox ? NT EL er ve 
2d1 È 2di $ 


en écrivant que OP.OE —r?, que OF doit être égal à 
OP cos «, et que cos « est donné par la relation 
& = d? + d} — 

on est conduit par élimination de « à la relation suivante entre 
les rayons et les distances des centres des trois cercles CC' et S 

A) 2r(d+ did) = (+8 Pr + dir). 

Il ne reste plus qu'à exprimer que S est orthogonal à un cercle 
donné T de centre w et de rayon p; en désignant Oiw par &, 


2d1d, cos &, 


on a ri 0? p° 


et, en remplaçant r? par cette valeur, on a la relation 
(2) 2(02—02)(d2+di2—d?) = (d2+dé—p—r2)(2+-di—p—7r?). 
C’est la condition à laquelle doivent satisfaire les distances 
à, di, d, de O, aux trois centres w, O0, O’ pour que le cercle S 
satisfasse à la question. 


Pour interpréter cette condition, je remarque d’abord que les 
points communs au 


cercle T et à chacun 
des cercles G et C’ sa- 
tisfont à la relation 
précédente, car les 
deux membres s’annu- 
lent lorsqu'on fait 

Chez 0) et MN 
ou’ di =1irl; je /suis 
ainsi amené à consi- 
dérer les axes radicaux 
du cercle T et des cer- 
cles CG et C. En dé- 
signant par a et a 
les distances wO et w0', ils sont perpendiculaires à ces droites, 








V1 RER ART D ect e à LS UE | 
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en ts ne H et tels que one ait 


Jp Pr : DH GENE » 12 
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si O1P et O,P’ sont les perpendiculaires abaissées de O0, sur ces 
axes radicaux, prises positivement si 0, est du même côté que w 
par rapport à ces droites, les différences des carrés des distances 
de O; aux points w, O et O’ s'expriment par les TORHOTSEUS 
vantes que l’on trouve facilement : 5 
d— = r2— 0? +2a.O:P, 

d——=r?—p ?+ 2". Due je 
de sorte que la relation (2) devient, après l'élimination de di 
et d, et développement des calculs : 5 

(3) (92 — p2){r2 + r2 — d?) = 2aa',01P.01P”. 

Elle exprime que la puissance de O0; par rapport au cercle P 
est proportionnelle au produit des distances de ce point aux deu 
axes radicaux. k 

Lorsque les deux cercles C et C’ sont orthogonaux, le premier 
membre de l'équation (3) étantnul,ona OP —0 ou OP = 0, 
de sorte que le lieu du point 0; se réduit aux deux axes radicaux 
dont on vient de parler. En laissant ce cas de côté, je vais dé- 
montrer le théorème suivant, qui est la généralisation de la pro- 
priété des cercles focaux des coniques : 

Le lieu d'un point tel que sa puissance par rapport à un cercle 
fixe soit proportionnelle au produit de ses distances à deux droites 
fixes est une conique. 

Je commence par rappeler la propriété bien connue des points 
d’un cercle circonscrit à un quadrilatère, propriété au j'énonce- 
rai de la manière suivante : à 

Si ABCD est un quadrilatère inscrit dans un cercle et si l'on 
suppose ses côtés dirigés de façon que 
les angles formés en deux sommets 
opposés soient supplémentaires, il 
existe entre les valeurs älgébriques des 
distances Ma, M6, My, M5 d'un point M 
du cercle circonscrit aux côtés succes- 
sifs (*) la relation 

(4) Ma.My + M6.M5 = 0. 

Je vais généraliser cette propriété et 

Fig. 4 démontrer ce lemme : 

La somme des produits des distances d’un point aux côtés oppo- 
sés d’un quadrilatère inscrit dans un cercle est dans un rapport 
constant avec la puissance du point par rapport à ce cercle. 

Soit M le point considéré, M; et M: les points de rencontre 
avec la circonférence du dia- 
mètre passant par M, w le centre 
du cercle et o son rayon ; si 
Ma, Mix, Mo, was sont les per- 
pendiculaires abaissées de ces 
points sur un des côtés du qua 
drilatère, on a la relation 

20Mo = (0 + Mw)Miu | 
| + (p — Mw)Mouo. 

Si l’on considère les relations analogues relatives aux autres 
côtés du quadrilatère, et si l’on forme les produits des distances 
aux côtés opposés, il vient, en remarquant que l'équation (LE est 
satisfaite pour M, et pour M:,. 


40%Ma. My MB. Mo) = (92 — Mu )[Mie Mayo + Mono. Mis 
” + Map. Modo + Mob. Midi] $ 


v' 4 











Fig. ÿ 


‘1 





(*) Je dirai avec M. Fontené (Géométrie dirigée, p. 32) qu’ ne distance 
telle que Ma a une valeur algébrique positive ou négative suivant que le seg- 
ment AB a par rapport à M un moment positif ou EE | 





la ‘dernière parenthèse A égale, d’après la même remarque, à 
u (Mic Fra Mo)(Miyi + M2) + (Mb + Mob) (Mid À M:5 2) 
ou à &(w%0 . yo + wÉo.wÈ0), 
de sorte qu'elle a une valeur constante, et le rapport 
Ma.My + M5.M5 

u Mu? — 0? 
est constant, C.Q.F.D. 
_ Le théorème énoncé en découle immédiatement, car si l’on 
considère un quadrilatère inscrit dans le cercle donné et dont 
deux côtés opposés soient situés sur les deux droites données, la 
puissance d’un point du plan par rapport à ce cercle peut être 
remplacée, d’après le lemme précédent, par une quantité pro- 
portionnelle à la somme des produits des distances du même 
point aux côtés opposés du quadrilatère; le point jouit alors de 
la propriété qu'il existe entre ses distances à ces quatre côtés une 
relation de la forme 

AMa.My + pM6.M5 — 0 

et, d’après le théorème de Pappus, le lieu qu'il décrit est une 
conique circonscrite au quadrilatère. 

Nous avons ainsi démontré que le centre O, du cercle S décrit 
une conique 2 passant par les points communs au cercle T et à 
chacun des cercles GC et C’; pour trouver ses directions asympto- 
tiques, nous remarquerons que 0, ne peut s'éloigner à l'infini 
que si le cercle S se réduit à une droite; cette droite doit passer 
par w et couper harmoniquement les cercles CG et C, par suite 
être tangente à la conique Y% que nous avons trouvée dans la 
première partie, et dont les foyers sont O et 0’; nous sommes 
amenés à tracer de w des tangentes à cette conique; ce seront 
des cercles S dont le centre est à l'infini dans la direction per- 
pendiculaire à chacune de ces tangentes. 

Si w est extérieur à la conique X,, ces tangentes sont réelles, 
et la conique Z est une hyperbole dont les directions asympto- 
tiques sont perpendiculaires aux tangentes dont on vient de 
parler: Les directions des axes de Z sont parallèles aux bissec- 
trices des angles de ces tangentes; d’après un théorème connu 
sur les tangentes issues d’un point à une conique et les droites 
joignant ce point aux foyers, elles sont parallèles aux bissec- 
trices de l’angle OwO' et de son supplément; on voit bien que ces 

directions restent les mêmes quels que soient les rayons des 
| cercles $, S'et T. 
_ Si w est intérieur à la conique ©, © est une ellipse, car elle 
n'a pas de point à l'infini; les directions des axes sont les mêmes 
que précédemment. Cela résulte, soit de la raison de continuité 
lorsque l’on passe du cas d’une hyperbole au cas d’une ellipse, 
soit de cette remarque que la conique © passe par les points de 
rencontre du cercle l avec les axes radicaux de T avec S et S’. 
On sait que les axes de E sont parallèles aux bissectrices des 
angles formés par ces deux dernières droites, et ces bissectrices 
sont parallèles à celles de l'angle Ow0’. 



















… 3° Partie. — Le centre de © se trouve à l'intersection de deux 
amètres; nous choisirons ceux des axes radicaux HK, H'K de FT 
“avec S et S'; nous savons déjà que les points de rencontre H 
Let H' de ces droites avec les lignes des centres sont les milieux 
“des segments quelles déterminent sur la conique Ÿ, par suite les 
“diamètres passent respectivement par ces points H et H'; leur 
direction est déterminée par la propriété suivante qui est bien 
“connue : Deux directions conjuquées d’une conique forment un 
faisceau harmonique avec les directions asymptotiques. 

- 11 suffit donc de mener par w une parallèle K1 à HK, et de 
prendre la conjuguée wL de cette droite par rapport aux per- 
pendiculaires aux tangentes wT, wT’ à la conique X,, car ces 


FN 


_perpendiculaires sont les directions asymptotiques de ©. La 


, us 2 pol », 


le à wf, menée par H sera le diamètre de HK par rap- 
port à >; une construction 
analogue donne le diamè- 
tre de H’K', et le point s 
commun aux deux diamè- 
tres est le centre de la co- 
nique >. 

Lorsque les centres des 
cercles FT, S et S’ restent 
fixes, et que leurs rayons 
varient, de façon toutefois 
que r?+r? reste cons- 
tant, le point w et la co- 

Blais nique >, restent fixes, et 
alors Hs et H's restent parallèles à des directions fixes. Les 








relations 
a? 2 — y? a? + 0? ns r'2 
wH = mi CE , of —= : 7 
Pas 24 
donnent 
2a.oH — 2a.wH! — a? — r? — a? +r?, 


2a.wH +20 .wH' = a? + a? + 20? —(r? +r?), 

de sorte que, dans les deux cas indiqués dans l'énoncé, les 
points H et H' décrivent sûr wO et w0’ des divisions homogra- 
phiques semblables, et HH’ enveloppe chaque fois une parabole. 
Les droites Ho et H'o décrivent autour des points à l'infini dans 
leurs directions respectives des faisceaux homographiques ayant 
en commun la droite de l'infini; on en conclut que dans l’un 
et l’autre cas le lieu du point s est une droite ; il suffit de deux 
points de chacune de ces droites pour les construire. 


& Partie. — Cherchons les couples de cercles C et C; pouvant 
remplacer les cercles G et C’; les cercles S sont complètement 
caractérisés par le cercle T auquel ils restent orthogonaux et par 
la conique © lieu de leurs centres ; il suftit dès lors de chercher 
les cercles C1 et C, qui peuvent donner lieu à la mème conique E. 

Comme cette conique passe par les points communs à T et aux 
cercles CG et C', une première condition nécessaire imposée aux 
cercles cherchés est de passer par les points communs à l'età E 
c’est-à-dire par Les points communs à T et à S et S”. 

Mais ceci peut avoir lieu de trois manières différentes, suivant 
le choix que l’on fait du couple de sécantes communes au cer- 
cle l'et à la conique ©; un de ces couples est toujours réel, c’est 
celui qui est constitué par les axes radicaux HK, H’K' déjà consi- 
dérés ; les deux autres ne seront réels que si ces axes radicaux 
coupent l en des points réels. 

Considérons plus généralement une conique quelconque Ë, 
un cercle T de centre w, et un des couples de sécantes com- 
munes à ces deux courbes, soit AB, CD ; abaissons de w les per. 
pendiculaires wH, wH sur ces deux droites, et désignons par m, 
m' et les longueurs de ces perpendiculaires et l’angle qu'elles 
font entre elles. Considérons sur ? un point quelconque 0, et 
abaissons de ce point les perpendiculaires O1P et OP’ sur 
AB et CD, désignons enfin par À la valeur du rapport 

O1P.0: P 

AOL pa 
en comptant OP; positivement si 0, et w sont du même côtéde 
AB, négativement dans le cas contraire, et de même O,P’. 

Si l’on considère alors deux cercles C et C’ dont les centres O0 
et O’ sont respectivement sur wlHet wI}, dont les axes radicaux 
avec F soient AB et CD, et tels enfin que leurs rayons r, r’ et la 
distance d deleurs centres satisfassent à la relation 

r2+r? — d 
2aa' 





= 


ces cercles répondent à la question ; en effet, les cercles ? qui les 
coupent harmoniquement et sont orthogonaux à I ont leurs 
centres sur une conique définie par l'équation (3) : 

(82 — p?)(r2+ 72 — d?) = 2aa'O,P.O:P", 
Cette conique passe par A, B, CG, D et par le point particulier O: 
qui a servi à calculer la valeur de À, dès lors elle se confond avec 
la conique donnée © qui passe par les cinq mêmes points. Pour 








Fig. 1 


chercher comment sont disposés les cercles C et C/ satisfaisant 
aux conditions précédentes, je remarque qu’en désignant par a 
et a’ les valeurs algébriques de wO et 0’, on doit avoir 

a? 2e p? — y? a? a p? — y'2 


l ! 
; wH' = m! — 
2a 2a/ 








oH = m = ; 


d = a? + a? — 2aa! cos v, 
À V2 + 72 — 
} RS Er RE Er (n 


F: 2aa’ £ 
l'élimination de r?, r’? et d? entre ces équations donne la rela- 


tion suivante entre a et a: 
aa'(À— cos ?) + am + dm — p? —=0; 

c’est une relation homographique. 

Ainsi donc à chacun des couples de sécantes communes à r et 
2 correspondent uneinfinité de cercles C et C’ ; ils admettent les 
deux sécantes considérées comme axes radicaux avec le cercle Tr, 
et leurs centres décrivent deux divisions homographiques. 

Have 


.. M. Barthélemy, élève de Mathématiques spéciales au lycée de Rennes, a résolu 
la question.] 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE PREMIÈRE-SCIENCES 
(1897) 


PHYSIQUE ET CHIMIE 
Solutions par M. Rocheray, élève du lycée d'Évreux, 
lauréat du concours (1° Prix*). 
[M. Mathieu, professeur.] 


4140. — Un fil de dérivation, qui renferme un galvanomètre 
et un élément Daniell, réunit deux points du circuit d'un élément 


Bunsen qu'il partage en deux parties À et B. L'aiguille du gal- 





(*) Dans la comparaison entre les copies classées de Paris et celles des 
départements, M. Rocheray a obtenu Je premier rang. 





vanomètre est au zéro de la graduation. On introduit dans la partie 
A du circuit principal, qui contient l'élément Bunsen, une résis- 
tance de 0,026 ohms. L'aiguille est déviée. Quelle résistance faudra- 


| t-il introduire dans la partie B pour que l'aiguille revienne au 


zéro ? 
Force électromotrice de l'élément Bunsen : 1,96 volts. | 
Force électromotrice de l'élément Daniell : 4,10 volts. - 


Appelons E et E' les forces électromotrices respectives de 
l'élément Bunsen et de l'élément 
Daniell; R, R’' les résistances des. 
circuits CAD, CBD, et I l'intensité 
dans le circuit CAD avant l’intro-. 
duction de toute résistance. Co 
il n’y a pas de courant en CD, l'in- 
tensité dans le circuit CBD est 
également 1. Appliquons la loi. 
de Kirchoff: Xir— Ye aux circuits CADC et CBDC. Il vient. 





IR= EEK IR = E | 
te R ri ne 
d’où EE Ur à à (1) 


Après avoir introduit en A larésistance r eten B la résistance. 
demandée x, l'intensité en CD est encore nulle, et dansles par- 
ties CAD, CBD elle a une même valeur l'. En appliquant lai 
même loi aux deux mêmes circuits que précédemment on a | 

T(R+r)=E-—E, l'(R' + x) = E, | 
d’où, en tenant compte de l’équation (1), 





EEUIHREE TRENMR PERTE « 
ES à RS RS 
24 LR TE à 
d’où enfin = Ep: 


Application numérique : 
___ 0,026 X 1,10 


— fjohm s 
0,86 — 00 (5929 


4141. — On traite 105° d'acétamide par une solution de potasse 
caustique portée à l’ébullition. Quels seront les poids des produits 
de la réaction lorsqu'elle sera complète et quel volume occuperait 
à 0° et sous la pression de 76° celui de ces produits qui est gazeux 
dans les conditions ordinaires de température et de pression ? 

Poids atomique du carbone : 12. 

Densite de l'azote : 0,967. 

Densité de l'oxygène : 1,105. 

Densité de l'hydrogène : 0,0695. 

Poids du litre d'air à 0° et sous la pression de 76°m : 18r,293. 


Les molécules d'azote, d'oxygène et d'hydrogène étant diato- 
miques, les poids atomiques de ces gaz seront donnés, en fonction 
de leur densité, par la formule 

24 
2 %X 0,0695 

En faisant successivement d égal à 0,967, à 1,105 et à 0,0695, 
on obtient pour le poids atomique de l'azote 14, pour celui de 
l'oxygène 16, et pour celui de l'hydrogène 1, | 

Cela posé, la formule exprimant l’action de la potasse sur 
l'acétamide est 

AzH?.CH°0 + KOH — AzH? + C?H:0°K. 

Elle montre que pour 598" d’acétamide on obtient 178° de gaz 

ammoniac et 988r d’acétate de potassium. Donc avec 108" d’acé- 


UI= 








17X 1 1 
lamide on aura —5— ME 25,881 de gaz ammoniac et 
1 
Re — 165",61 d’acétate de potassium. 








17 X 0,0695 
2 
occupé à 0° et sous la pression de 76% par 25",881 de gaz ammo- 

niac est 


_ La densité du gaz ammoniac étant , le volume 


2,881 
17 X 0,0695 

2 
Remarque.— On aurait pu calculer le volume du gaz ammoniac 
formé sans se servir de son poids. La formule de réaction montre 
en effet que 598" d'acétamide donnent 22!it,95 de gaz ammoniac à 

0° et sous la pression de 76%, Par suite, 108" donnent 
22,95 x 10 
59 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; Bayor; Ch. Bourdet ; 
J. Delpont ; Limongelli ; M. Oger ; A. Rongier.] 


LE à PS 
>< 1,293 


= es 


ee 





ARITHMÉTIQUE 


4233. — Trois lingots d'argent ont pour titres : 0,95 pour le 
premier, 0,80 pour le second et 0,53 pour le troisième. 

Le poids du premier lingot et le poids du second sont propor- 
tionnels à & et à 5. 

Le poids du troisième lingot est le triple du poids du second 
lingot. 

Les trois lingots fondus ensemble forment un lingot total pesant 
2 880sr. 

On demande : 

1° Quel poids de cuivre ou quel poids d'argent pur il faut 
ajouter au lingot total pour fabriquer un alliage pouvant servir à 
frapper des pièces de 1 franc en argent ; 

20 Quel sera le nombre de pièces de 1 franc frappées. 

(Ecoles supérieures de commerce, 1897.) 


Le poids du troisième lingot étant le triple du poids du 
second, les nombres proportionnels représentant les poids des 
trois lingots sont 4, 5 et 15, dont la somme égale 24. 





Poids du 1°: lingot : USE —= 4808 ; 
D] r 

Poids du 2° lingot : rie — 600€ ; 

Poids du 3° lingot: SEE — 18008r. 

Argent pur contenu dans le 4° lingot 4808 >< 0,95 — 45657, 
id. | 2° lingot 6008 ><0,8 — 4806, 
id. 3° lingot 180057 >< 0,53 — 954sr, 

Poids total de l’argent pur du lingot final. . . . . 1890sr. 

' : 189087 % 
Titre de ce lingot “3880 — 0,656. 


Ce titre étant inférieur à celui des pièces de 4fr, qui est 0,835, 
il faudra ajouter de l’argent pur au lingot pour le rendre propre 
à la fabrication des pièces de 1°. 

Or le poids du cuivre du lingot est de 28802"—1 8905r—990r. 
Ce poids doit représenter les 0,165 du poids total du lingot que 
l'on veut obtenir. Ce poids total sera donc de : 


990sr 
Dies — 6000, 
et comme le poids du cuivre ne doit pas varier, on devra 
ajouter 
6 000 — 2880 — 3 1205" ou 3x5,120 d'argent pur. 


jeté Ca 


Le nombre des pièces de 1! frappées sera donc de 
6000 : 5 — 1 200. 
(E. LOUVET, à Puteaux.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil; E. Baudoin ; J. Bordas; 
A. Bouzy : A. Brodbeck ; J. M. Chalvin ; E. Chambaud ; L. Curt; N. Delhotel ; 
J. Delpont ; E. Déprez ; J. Douménach ; L. Florentin ; Gernez Pf; À. Gourdin; 
T. Gramain; R. Henry ; E. Héteau ; J. H. Lafon : J. M. Lagarde ; H. Lefèvre ; 
E. Le Maigre ; A. Liron ; E. Madet ; J. Ménéchal; E. Ménissier ; A. Mirc ; 
Niel; F. Pégorier ; L. Perret; A. Perrissond ; V. R. T.; P. Vincent ; Watrin ; 
A. Wiart; L. Delavergnas ; E. Foucart; A. Jeannel ; P.Le Hénaff; Armand Léon ; 
C. Pommeron.] 


4234. — Un commanditaire a placé dans une maison de 
commerce une certaine somme d'argent à intérêts simples à un 
certain taux. 

Si la commandite était retirée au bout de 11 mois, le commandi- 
taire toucherait 69 664fr. Si la commandite était retirée au bout de 
2. ans et demi, le commanditaire toucherait 73 920f. 

Calculer la somme placée et déterminer le taux du placement. 

(Écoles supérieures de commerce, 1897.) 

Deux ans et demi font 30 mois. 

L'intérêt de la somme pendant 30 mois — 11 mois ou 19 mois 


est 
73 920f" — 69 664% — 495617. 


Par suite, l'intérêt pendant 11 mois est 
4256 >< 11 
Fra 

La somme placée sera donc 
69664 — 2464 — 67200". 

et le taux du placement : 

246% 100% 12, 
67200 >< 11 ARR 


— 2464. 





c’est-à-dire 4 °/,. 
(J.-M. CHALVIN, école de Vinay.) 


[Ont résolu la même question : Mie M. Durand ; MM. E. Ardin-Delteil ; 
J. Bordas ; Ch. Bourdet ; A. Bouzy ; A. Brodbeck ; Carrière; E. Chambaud ; 
N. Delhotel; E. Déprez ; Devallon ; Douménach ; G. Dupuy ; R. Durand; 
L. Florentin ; J. Fourestier ; P. Fournel ; Gernez Rf ; A. Gourdin ; Th. Gramain; 
E. Héteau ; J. H. Lafon ; J. Lagarde ; Ch. Lefebvre ; H. Lefèvre ; E. Louvet ; 
J. Maury; J. Ménéchal ; E. Ménissier ; A. Mirc ; A. Nayel; Niel; F, Pégorier; 
L. Perret; A. Perrissond : A. Thévenet ; V. R. T.; J. Vidal; P. Vincent; 
J. Wittner ; V. Cambureanu ; L. Delavergnas ; E, Foucart ; A. Jeannel ; P. Le 
Hénaff ; C. Pommeron.] 


ES 


ALGÈBRE 


ax? + À 
2ax + 3b° 
et de b et calculer ces valeurs de façon que cette fraction ait un 


4232. — Etant donnée la fraction disposer de a 


n * . 0 ,» 0 1 
mazimum égal à — À et un minimum égal à + TA Prendre la 


valeur positive de a et calculer les valeurs de x qui correspondent 
à ces valeurs particulières de la fraction. 
.. (Bacc. lettres-Sciences, Paris, novembre 1897.) 

Egalons la fraction à y, et, après avoir chassé le dénomina- 

teur, ordonnons par rapport à x; on a l'équation 
a? — 2ayx + 1 — 3by = 0. (1) 
La condition de réalité des racines est 
ay? + 3by —1 > 0. 
On satisfait à cette inégalité en prenant y extérieur aux deux 


valeurs y et y’ qui annulent le premier membre. 
Ces valeurs fournissent ainsi le maximum et le minimum de y, 


s XL | 
et comme, par hypothèse, elles sont égales à —1 et à Toma 


a? — 3b—1 — 0, (2) 
a? 3 





LA 







ce D 





4 
Dr 
: 





En retranchant (2) de l’équation (3) préalablement multipliée 
par 16, il vient : 
156 — 15 = 0, d'où 
de l'équation (2), on déduit ensuite 
& ENVIE = 2, 
Les valeurs obtenues pour « et b rendant les racines de l’équa- 
tion (1) égales à leur demi-somme, ay, on a, pour les valeurs 


de æ correspondant au maximum et au minimum de la fraction 
dans le cas où a = 2, 


æ —=2(—1) = —2, 


b =AE 


1 1 
4 — 9 me ml EU 
RES ES 


(Gagnez DIGNE, à Avignon.) 


{Ont résolu la même question : MM. A. B.; E. Charpentier; N. Delhotel ; 
J. Delpont; R. Durand ; Feintuch ; R. Henry ; H. Janois ; H. Lefèvre ; Legras ; 
A. Maître, M. Manseau ; J. Maury ; M. Riviere ; L. Sylvestre; L. Tarrin ; 
P. Vincent ; J. Wittner ; G. Anastasiu ; E. Blanc ; G. Dobrovici ; E. Foucart; 
P. Le Hénaff; A. Smäntänescu,] 





4236.— Déterminer le plus grand commun diviseur des deux 
expressions 


(a — D} + (b — c)5 + (0 — a) 
et (a? — D?)5 + (02 — c2)5 + (02 — a2)5, 

La première expression s’annule quand on y remplace « 
par ®, b par c ou c par a. Donc, elle est divisible par le pro- 


duit 
(a — bb — c\(c — a). 
En effectuant la division, on trouve pour quotient 
5(a? + D? + ©? — ab — bc — ca). 
L'expression peut donc s’écrire 
5(a — b)(b — c)(c — a)(a? + D? + c? — ab — bc — ca). 
De même, la seconde expression s’annule quand on y remplace 


a par b?, b? par c? et c? par «2. Donc elle est divisible par le 
produit 
(a? — B?)(b2 — c2)(c2 — a?). 
Par analogie avec la première expression, on voit que la 
seconde peut s'écrire 
Ba? — b2)(D2 — c2)(c2 — a?)(at + Dh + ct — a2b? — D?c? — ca). 
Le plus grand commun diviseur des deux expressions est dès 


lors 
5(a — b)(b — c)(c — a). 


(3. BORDAS, instituteur à Tulle.) 


{Ont résolu la même question : MM. A. Maître ; F. Pégorier ; G. Picou.] 


4237. — Silona 
a y Cal 3 
B+c—e ie Pa se tech 
(b— cie + (c — a)y +(a — b)z = 0. 
Si l’on désigne par p la valeur commune des trois rapports 
égaux, on à 
æ = p(b+c—a), y = p(c + a — b), 3 = pla+b—c). 
En portant ces valeurs dans le premier membre de la relation 
à démontrer, il vient 
p[(b + c— ab —c)+(c+a— be — a) + (a + b — c)(a —b)] 
= p(b? — ©? — ab + ac+c? — a —bc+ba+at— B—ca+cb) 
he At 0. 


on «a aussi 


C.104 F4 D. 
(E, pe RYCKER, institut Dupuich, Bruxelles.) 
[Ont résolu la même question : MM. P. Alcan ; Allanic ; A: Baras; P. Barroué; 


L. Bedos; L. Bénèzech; Benhäïm ; G. Bernard; J.de Bersaucourt; A. Bertrand ; 
J. Bordas ; C. Bourdet ; A. Bouzy; G. Brets ; Burgat; H. Carme; E: Charpentier; 
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A. Cremer ; M. Cryé ; G. Delahaye; N. Delhotel ; R. Durand ; Feintuch ; 
J. Font ; G. Fontaine ; P. Fournel ; P. Frescal ; L. Gourdet; Th. Gramain ; 
Guénard ; H. Guillaud ; G. Hiernaux ; H. Janois ; F. Ladevèze ; E. Laudat ; 
G. Leclerc ; A. Lecoq ; H. Lefèvre ; M. Legras ; H. Lévy; A. Liron; E. Louvet; 
E. Madet ; A. Maître ; C. Marie; J. Maury; J. Méhu; de Mendiry ; E. Ménissier; 
A. Mirc ; G. Moulin ; F. Pégorier ; L. Perret ; G. Picou; P. Plisson ; G. Pom- 
meron ; M. Rivière ; M. Rotté ; H. Séjour ; L. Sylvestre ; P. Tarnier.; V.R. T.; 
P. Vincent; J, Wittner ; J. Amboise ; G. Anastasiu; E. Blanc ; N. Bourgogne : 
E. Brossard ; V. Cambureanu ; G. Dobrovici; L. Durieux ; E. Foucart ; J. Guil- 
laume ; P. Le Hénaff ; A. Smäntäneseu ; Auguste V.] 





4239. — Résoudre le système d'équations 
D +HY — XY, 
D HU = — (a + y?), 

Si l'on fait æ+y — xy —v, x et y sont les racines de 
l'équation 
X2—eX Fo = 0; (1) 
on a donc identiquement 

dr po + © = 0 
Y—gy +9 — 0. 
En ajoutant ces identités membre à membre il vient 
+ y —o(m+y)+2p = 0; 
et, en remplaçant æ+y par sa valeur e, 
PAPER 20 HAS] 
Multiplions les identités (2) respectivement par x et par y, 
puis ajoutons membre à membre; il vient 
D + y — (a? + y) + of + y) = 0; | 
et, en remplaçant (x?+ y?)}, (œ<+y) par leurs valeurs respec- 
tives (9?— 2e), v, et réduisant, 
2 + y — où — 30. (4) 

En vertu de la seconde des équations proposées et des relations 

(3) et (4), on aura donc 


(95 — 36?) + (p? — 29) = 0, 


@) 4 0 


ou, en réduisant, 
g(g? —2? —?2) = 0; 

équation qui a pour racines 
o — À + ÿ3, o — 1— 3. 

En portant successivement ces valeurs de + dans l'équation (1), 
nous aurons pour déterminer æ et y les trois équations 

X2= 0, X2= (1 + ÿ3)X + (1 V3) =0, 
X2— (1 — Y3)X + (1 — 3) = 0, 

dont les racines sont respectivement 


GC, 








[r=0, = 1+Vs , Vevs =, 
2 2 
N . 
| ARS ufr V2 VERTE 
Lan mme 
OR ETERN TE 
RÉLOE Cp 


PRE ETES 


wi 


(A. BERTRAND, à Azillanet.) 


[Ontrésolu la même question ; MM.E.Ardin-Delteil; L. Barberot; E. Baudot; 
G. Bernard ; J. de Bersaucourt ; J. Bordas ; P. Boutroux ; A. EL Je M°; 
Chalvin ; E. Charpentier; A. Cotte ; A. Cremer; P. Dégeilh; N. Delhotel; 
J. Delpont ; Desmoulins ; G. Digne ; Eldin; J. Font ; G. Kontaine ; P. Frescal; 
H. Guillaud ; R. Henri; G. Hiernaux ; H. Janois ; E. Laudat ; G. Leclerc: 
H. Lefèvre ; M. Legras ; L. Magne,; A. Maître; H. Michel ; A. Mirc; Niel;; 
F. Pégorier ; G. Picou ; P. Plisson ; M. Rivière ; X. Roche; M. Rotté ; L. Syl- 
vestre ; P. Tribier ; V. R. T.; H. Valdenaire ; Vial ; A. Vincent ; P. Vincent ; 
A. Wiart;, J. Amboise ; Benhaïm; V, Cambureanu ; G. Dobrovici ; L. Durieux ; 
J. Guillaume ; P. Le Hénaff.] 









CR TE, 


NS ANGÉOMÉTRIE 


4240. — Sur chacun des côtés d'un quadrilatère convexe ABCD 
on construit extérieurement un carré. Démontrer que le quadrila- 
tère ayant pour sommets les centres de ces carrés a ses deux dia- 
gonales égales et perpendiculaires. 


PREMIÈRE soLurioN. — Soient M, N,P,Q les centres des carrés 

construits extérieurement sur les côtés du quadrilatère ABCD. 

; Joignons ces points, 

Q -ainsi que les milieux 

m,g de AB, AD, au 

milieu 1 de la diago- 
nale BD. 


Qlg sont égaux,comme 
ayant deux côtés égaux 
et perpendiculaires, sa- 
voir : le côté Im égal et 
parallèle à Ag, c’est-à- 
dire égal et perpendi- 
culaire au côté Qg; de 
même pour les côtés 
P mM et Ig. Il en résulte 
| que les troisièmes côtés 
IM, QI sont égaux et perpendiculaires (les angles égaux MIm et 
IQg ayant deux côtés perpendiculaires, les deux autres, de même 
sens, le sont également). 
On verrait de même que les droites IN et IP sont égales et 
perpendiculaires. ’ , 
Dès lors, les triangles MIP et QIN ont deux couples de côtés 
égaux et perpendiculaires, et par suite les troisièmes côtés MP, 
NQ sont égaux et perpendiculaires. C. Q.F. D. 
Voir la question 4263. 





(G. DELAHAYE, à Roye.) 

SECONDE SOLUTION. — Soient M’, N', P', Q' les centres des 
carrés construits intérieurement sur les côtés du quadrilatère 
ABCD. D’après la question 4170 (p. 12), les deux figures MN'PQ' 

et M'NP'Q sont des paral- 

Q lélogrammes (les triangles 

semblables sont ici des 

triangles rectangles iso- 
cèles). 

Je dis que ces parallélo- 
grammes sont égaux, les 
côtés égaux étant de plus 
perpendiculaires entre eux. 
En effet, joignons le point 
A aux points M, M',Q, (Q’. 


9 w) 


4 ENTER 


AM'Q ont les côtés AM et 
AM, AQ'et AQ égaux et 
perpendiculaires ; par suite 
- les troisièmes côtés M(}' et M'Q sont égaux et perpendiculaires. 
… Par analogie, les côtés MN’ et MN jouissent de la même propriété. 
ÿ Les deux parallélogrammes ayant ainsi les couples de côtés 
opposés égaux et perpendiculaires sont égaux et superposables 
. par une rotation de 90° ; donc les diagonales correspondantes 
- MPet QN, MP'et N'Q’ sont égales et perpendiculaires, La pro- 
priété est ainsi vérifiée en même temps pour les carrés construits 

À intérieurement sur les côtés du quadrilatère. 


(M. REBEIX, lycée du Puy.) 
[Ont résolu la même question : MM. A. Grosz ; Guénard, lycée d'Amiens ; 









H. Lefèvre.] 


Les triangles IMm, 


Les deux triangles AM(',: 





PHYSIQUE 


4230. — Un morceau de glace pesant 1258" est placé dans un 
vase contenant 25008 d’eau à la température de 5°. L'équilibre 
thermique étant établi, on trouve que la glace pèse 648 de plus 
qu'au début. On demande quelle était la température initiale de 
la glace. 

La chaleur spécifique de la glace est 0,5 ; sa chaleur latente 80. 
La capacité calorifique des parois du vase est considérée comme 
négligeable, ainsi que les échanges de chaleur avec l'extérieur. 

l (Bacc. lettres-math., Lyon, juillet 1897.) 

La température finale est évidemment 0°. Soit x la température 
initiale de la glace, température qui est inférieure à 0e. 

L'eau, en passant de 5o à Mo, cède 2500 >X 5cal, Les 645" d’eau 
qui se solidifient dégagent d’ailleurs 64 >< 80cal, 

La glace, pour passer de x° à 0°, absorbe 725 x 0,5 x æcal, et 
comme la chaleur absorbée est égale à la chaleur dégagée, on a 
125 X 0,5 X &.— 64 XX 80 + 2500 X5, 

d'où l'on tire. 
æ = 48°,6 au-dessous de zéro. 
(A. MIRC.) 


[Ont résolu la même question ; MM. P. Alcan; Ardin-Delteil ; E. Baudot ; 
Benbacite; A. Bouzy ; Costes; J. Condemine ; Crozemarie ; L. Curt; N. Delhotel; 
L. Florentin ; E. Fourmon; Gruny; X. Lacreuse; P. Le Hénañff: A. Liron; 
A. Maître ; J. Ménéchal ; E. Ménissier ; Niel; P. Ségala; V. R.T.] 


ES 


BACCALAURÉATS 


SESSION D'OCTOBRE-NOVEMBRE 1897 
LYON 
Baccalauréat lettres-mathématiques. 


[. — 4256. On donne, dans un plan, un cercle de centre 0, et un 
point C, sur un diamètre AB de ce cercle. On désigne par M et N les 
points où une sécante CS, menée par C, 
rencontre le cercle ; par K l’extrémité du 
rayon perpendiculaire à cette sécante et la 
rencontrant ; enfin par H le point d’inter- 
section de OK et de CS. 

Cela posé, on demande de déterminer la 
sécante CS de manière que l’on ait la rela- 
tion 

CM? + CN? — 12.0H x HK. 

Discuter, en supposant que le cercle reste fixe et que le point G se dé- 

place sur le diamètre AB. 


On représentera par R le rayon du cercle et par @ la distance OC. — 


On pourra prendre pour inconnue la distance OH = zx ou l'angle 
OCS = 4. 


Il, — 107 sujet. — Intersection d’une droite et d’une ellipse. 





Il. — 2° sujet. — Mener à une ellipse une tangente par un point 
donné. 


Il. — 3e sujet. — Mener à une parabole une tangente par un point 
donné. 





1. — 4257. Un ballon renferme de l'air sec à 10° et sous la pression 
de 756mm, Le poids de cet air esf de 68r,32, On demande quel serait le 
poids d'acide carbonique qui remplirait le même ballon à la température 
de 0° et sous la pression de 760mm, ; 

On donne la densité de l'acide carbonique 1,526 ; Le coefficient de dila- 

1 1 
tation cubique du verre —— » celui du gaz —. 
HA 35700” BU 973 
II. — 1er sujet. — Formation des images au moyen des miroirs 
concaves, 


Il. — 2e sujet. — Formation des images au moyen des lentilles 
convexes. ; 

IL. — 3° sujet. — Effet d'un prisme sur un rayon de lumière 
blanche. 





Baccalauréat lettres-sciences. 


I — 4258. Un corps K de poids p est 
à l'extrémité inférieure B de la ligne de 
plus grande pente AB d'un plan incliné 
faisant avec le plan horizontal un angle «; 
il est fixé à un cordon supposé sans masse, 
passant sur une poulie P et soutenant un 
poids H de valeur x de telle sorte que le 
brin PK se trouve tendu parallèlement à 
AB. Le poids H est assez lourd pour entrai- 
ner le corps K et l'obliger à remonter le plan incliné. : 

On demande quelle valeur devrait avoir un poids placé en I, sur la 
ligne de plus grande pente, pour que le corps K, le remontant après 





avoir parcouru la — (n étant entier) partie de la ligne BA arrivât à 
n 


l'extrémité supérieure A de cette dernière avec une vitesse nulle. 

On ne tiendra pas compte du choc qui se produit au moment de la 
rencontre de K avec I et l’on supposera que tous les mouvements s’ef- 
fectuent sans aucun frottement. 

Discuter les conditions à remplir pour que le double mobile reste en 
équilibre lorsqu'il est parvenu au sommet de la pente. 


Il. — 1er sujet. — Restes de la division d'un nombre entier par 2, 3, 
4, 5, 8, 9, 25, 125. — Caractère de divisibilité par chacun de ces 
nombres, 

IL, — 2e sujet. — Définition des nombres premiers. — Propriétés 616- 
mentaires. — Décomposition d’un nombre entier en un produit de fac- 
teurs premiers. — Emploi des nombres premiers à la résolution de 


quelques opérations : multiplication, division, extraction d’une racine 
carrée ou cubique | 

Composition du plus grand commun diviseur et du plus petit commun 
multiple de plusieurs nombres décomposés en facteurs premiers. 

Il. — 3e sujet. — Rapport de deux nombres, — Rapports égaux. — 
Quelles transformations peut-on faire subir à deux rapports égaux sans 
altérer leur égalité ? 

Mesure des grandeurs, — Définition du rapport de deux grandeurs 
de même espèce. — Théorème : le rapport de deux grandeurs de même 
espèce est égal au quotient des nombres qui les mesurent. 


1er sujet. — Lois du pendule et applications de cet instrument. 
2e sujet. — Théorie mécanique.de la chaleur. 
3° sujet. — Machines à vapeur. Divers types. 





+ 


CONCOURS DE 1897 (Suite). 


SURNUMÉRARIAT DE L'ENREGISTREMENT 
Arithmétique. 


1, — Un père fait, à titre de partage anticipé, donation de ses biens à 
ses deux fils : 

Au premier, il attribue le 1/3 de sa fortune; 

Au deuxième, 2000 fr. de plus qu'au premier. 

Il se réserve 20000 fr. 

Déterminer le chiffre de la fortune du donateur et de la part donnée 
à chaque enfant. 


IL. — Une obligation au porteur, remboursable à 500 fr., productive 
d'intérêts annuels à 3 °/,, est cotée en Bourse au cours de 480 Îre, 
cours moyen. 

Cette obligation supporte annuellement les taxes suivantes : 

49 Impôt.de 4 °/, sur le montant de son revenu ; 

2e Droit de transmission de: 0,20 0/, sur la valeur du titre d'après le 
cours moyen de la Bourse ; 

30 Le droit d'abonnement du timbre de 0,06 °/, sur le capital nominal 
du titre. 

On demande : 





À 1 rs y ….r "ré à 1 LEZ 
PAST ri EE a M es À Lie CR re 7 De p . 
" ee VS Nr Fe te VA re" TE FRS TS 


1° Quel est le tant pour cent de la retenue totale que ces trois taxes 
cumulées font subir au revenu annuel de l'obligation; 

2e À quelle somme nette se réduit par suite de ce prélèvement le 
montant du coupon touché par le porteur du titre à chaque échéance 
semestrielle. 





— 8 —— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4259. — Trouver un carré parfait de quatre chiffres, sachant que 
le nombre formé par les deux derniers chiffres est multiple du nombre 
formé par les deux premiers. , 

(E. BERNARDINI.) 


4260. — Résoudre l'équation 
(m + 2a)ÿa +) + (n — 2a)ÿ/(a — x} — (mna) Var — ?. 
(V. V. CamBureanu, lycée de Berlad.) 


B 4261. — Par le milieu M de l'hypoténuse 

d'un triangle rectangle ABG, on fait passer 
une sécante DE, limitée aux côtés de l'angle 
droit; on prend EF = DM; on tire la droite 
AM; on abaisse du point F les perpendicu- 

M laires FG, FH sur AM et BG. Démontrer qu 
AG = AH. 


4262. — Construire un triangle connaissant 
un sommet, le point de concours des hauteurs 
A G E et le centre de gravité. 

(E. RosexserG, collège Rollin.) 

4263.— Démontrer que les carrés construits intérieurement sur deux 
côtés opposés AB, CD d'un pseudocarré (quadrilatère dont les diago- 
nales sont égales et perpendiculaires) ont même centre et que ce point 
est le milieu de la droite qui joint les centres des carrés construits 


extérieurement sur les côtés BC, DA. é 
(G. DELAHAYE, à Roye.) 


4264. — Démontrer que l'aire d'un triangle est égale au produit de 
la portion du diamètre du cercle circonscrit comprise entre un sommet 
et le côté opposé par la demi-somme des distances des deux autres 


sommets à ce diamètre. N À 
+ (J. Pasrour, à Antibes.) 


4265. — Sur les prolongements des côtés opposés AB, CD d'un 
quadrilatère, on prend deux points M, M tels que 

MAS EM AD: 

EC: 


MBUANUES Ë 
soient de même N,N' les points analogues pris sur les côtés DA, BC 
prolongés et tels que 

——2 
ND PNG ERA IDCee 
NAMSENB tip 
Démontrer que les quatre points M,M',N, N° sont sur un même 
cercle. : 


+ 


4266. — Étant donnés deux points A et B, on demande le lieu du 


‘point M tel que la distance AM soit dans un rapport donné avec la dis- 


tance du point B à la droite AM. 
(H. Lévy, école normale d'Auteuil.) 


4267. — Un courant donne au voltamètre 120ce d'hydrogène par 
minute, à la température de 20° et sous la pression de 750mm, La ten- 
sion de la vapeur d'eau acidulée est 17m à cette température : calculer 
l'intensité du courant. 

On sait qu'un courant dont l'intensité est 1 ampère met en liberté 
117ume d'hydrogène en une seconde, à 0° et sous la pression de 760mm, 

1 

Le coefficient de dilatation des gaz est Tri .… 

(Bacc. lettres-sciences, Caen, mars 1897.) 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
MINS SNS RIRE GER OR EPS ERRNLERS EUR RTE LINRRE RES ES 
Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Dir. 















L'NVET TS 


it 


JO 


Paraissant le 1°" et le 15 de chaque mois, du 1°’ octobre au 15 juillet inclusivement. 


Paris et Départements. |  Étranger. 
PRIDIDUNUMÉRO:....0..... 2.220 0f30 035 
ABONNEMENT ANNUEL...... ........ 5 CE» 6 » 








Tous les Abonnements partant du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 
l'on souscrive, on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 











SUR UN POINT DE LA THÉORIE DE LA RACINE CARRÉE 


par M. P. Barrieu, Professeur au Lycée de Périgueux. 





Supposons que l’on ait à exposer la théorie de la racine carrée 
entière sur le nombre 5386 choisi comme exemple. 

Après avoir démontré qu'on aura exactement les dizaines de 

la racine en prenant la racine carrée entière 

des 53 centaines du nombre et avoir ainsi 


53°86 | 7 trouvé que le chiffre des dizaines est 7, on 
49... 14 retranche du nombre donné le carré de 
486 7 dizaines, et le reste 486 ainsi obtenu est 


alors égal au double produit des dizaines de 
la racine par les unités, plus le carré des 
unités, plus le reste de l'opération s’il y en a un. 
Si donc on désigne par w le chiffre des unités de la racine et 
par R le reste de l'opération, on a 

486 — 2 fois 7 di <u+u +R = 14 diix<u+uw+R. (1) 

Il reste maintenant à démontrer que si l’on divise les 48 di- 
zaines de 486 par 14 dizaines on aura le chiffre des unités ou un 
chiffre trop fort, mais jamais un chiffre trop faible. Tout le 
monde connait la démonstration ordinaire, qui n'offre peut-être 
pas toute la précision désirable et que les élèves ont toujours 
quelque peine à s'approprier. Voici la démonstration que nous 
proposons de lui substituer : 

Reprenons l'égalité 

486 = 14 dis x<u+u +R. 
Si nous désignons par d le nombre de dizaines contenues dans 
la somme w?+R, les dizaines du second membre se compo- 
seront de 14 diz >< u + d dizaines 
et, comme ces dizaines sont nécessairement égales aux 48 dizai- 
nes du premier membre, on aura 

48 diz = 14 diz X< u + d di, 
d’où, en divisant les deux membres par 1ÿ, 

48 = 14 <Ku + d. 

Par conséquent, si d est plus petit que 14, le quotient entier 
de la division de 48 par 14 sera égal à w; si au contraire 4 est 
supérieur ou égal à 14, le quotient entier de la division de 48 
par 14 sera supérieur à w,. 

Si donc on prend le quotient entier de la division de 48 par 14, 
on aura le chiffre « des unités ou un chiffre trop fort, mais 
jamais un chiffre trop faible. CFO SH 

On continue ensuite comme d'habitude. 

SD Et 


NOTE SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE 





Les puissances positives d'un nombre a plus grand que un aug- 
mentent indéfiniment avec l’exposant, et tendent vers l'unité 
lorsque l’exposant tend vers séro. 





URN 
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Cette proposition est bien connue ; en voici une démonstration sim- 
ple qui n’est sans doute pas nouvelle, mais qui n’est pas ordinairement 
exposée dans les ouvrages d'algèbre. 

En désignant par + un nombre 
entier, le quotient de x”—1 
nombres >1, 


> 1, et par m un nombre 
par æ—1 est formé de m 
de sorte que l’on a 
am — 1 > m{x — |). 
1 


Si l’on fait dans cette inégalité æ = 4, puis æ—=a", ona 


am —1> m(a—1), 
1 
et GA >m(ar — 4); 
on en conclut les inégalités 
am > 1 + m(a — 1), 


+ TE 
rie : 
MN 





elles montrent que «” augmente indéfiniment avec m», et 
1 


de À ! SET. 
que a”*—1 tend vers zéro avec 7” cequi démontre la pro- 


position dans le cas de » entier. 11 suffit de remarquer que les 
inégalités 


p p' [l LS LA Lie 

q > M, q se par entraînent DELA, aT Lan 

pour voir qu’elle est vraie pour des exposants quelconques. 
Ha: 


A "ge — 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE DE SAINT-CLOUD (1897) 





4179, — Démontrer que si a et b sont deux nombres entiers 
quelconques, le plus grand commun diviseur de uw et de b est Le 
méme que le plus grand commun diviseur des nombres 5a + 3b 





et 13a+ 80. 
PREMIÈRE SOLUTION. — En appliquant la méthode ordinaire, 
on à , 
2 1 1 | 
13a + 8b | 5a—+3b | 3a + 20 | 2a+b | a+b | a | b 
3a + 2b | 2a+ db a+ b|.a —+ b 


On est ainsi ramené à chercher le plus grand commun divi- 

seur de a et b, ce qui justifie la propriété. 
(CH. BOURDET, lycée de Niort.) 

SECONDE SOLUTION. — Tout diviseur commun à a et b divise à 
la fois les nombres 5a—+3b et 13a+8b, formés de multi- 
ples de a et de b. 

Réciproquement, tout diviseur commun d aux nombres 
Ba +3b et 13a+8b divise chacun des nombres a et b. 
Posons en effet 


a + 30 = md, 13a + 8b = m'd ; 





en égalant successivement deux valeurs de b puis de a, on en | parant les valeurs de OB et de OD, tantque m <1; les deux 


déduit 
A5 Id —43 x 
Se = gr — d'où a — (8m — 3m')d, 
d — 3b "d —='Sh 
re d'où b = (3m! — 13m). 
5 13 
CHRQMESAD 
Les nombres 5a +3b et 13a—+ 8b admettent ainsi les 


mêmes diviseurs communs que a et b, et, en particulier, le 
mème plus grand commun diviseur. 


Lu 


(ALYPE BERTRAND, Institut agronomique.) 


[Ont résolu la même question : Mie J, Parisot; MM. E. Ardin-Delteil ; 
P. Barroué,; E. Baudot ; J. Bordas ; A. Bouzy ; Brodbeck ; L. Cabrol ; Collot ; 
R. Cordier ; H. Crozemarie ; L. Gurti P. Dégeilh ; N. Delhotel ; J. Delpont ; 


A. Desplat ; Donnadieu ; Feintuch ; E. Foucart; E. Fourmon; P. Gervaiseau ; 
Gourdet ; Guillaud; R. Henry ; G. Hiernaux ; H. Janois ; P. Le Hénaff; 
L. Lesieur; E. Louvelt; L. Magne ; A. Maître; A. Maniez; J. Ménéchal ; 
F. Mérigeaud ; A. Mirc ; N. Mollon ; Niel ; M. Oger ; F. Pégorier ; P. Plisson; 
Szabo ; L. Sylvestre ; H. Tourrette ; M. Vial ; L. Vignes ; P. Vincent. 


4180. — Dans un triangle ABC, on donne l'angle B = 30», 


x 





le rapport = M, M étant un nombre positif donne, et la dis- 


A 
AB 
tance 4 qui sépare, sur le côté BC, le pied D de la bissectrice de 
l'angle À et le pied D' de la bissectrice de l'angle extérieur adja- 
cent en À. 

1° Construire géométriquement le triangle. 

20 Calculer les trois côtés du triangle ; discuter et chercher si 
l'angle en C du triangle est aigu ou obtus, si l'angle en À du 
triangle est aigu ou obtus. 

Même problème en supposant l'angle 


D 41000 


1o Si nous prenons sur une droite un segment DD’ égal à « 
et que nous tracions le cercle O de diamètre DD' ce cercle sera 
un premier lieu du sommet A, puisque les bissectrices AD, AD’, 
sont rectangulaires. 

Supposons que ABC soit 
le triangle répondant à la 
question. On a, en vertu 
de la propriété des bissec- 
trices, 

DL DD" A een 
DCR DC NACRE) 
ou, en ajoutant terme à 
terme les deux premiers rapports égaux, 


Le 








BDD Die tt 
CD+CD' mm 
Or BD + BD’ — (BO— OD) + (BO + OD’) = 2B0 
el CD + CD' = DD'= «. 
Par suile nb, — Lo d'où US —. 
x 1} ant 


Le point B est ainsi connu, par sa distance au point O. En 
menant par B une droite BX faisant avec BO un angle de 30°, 
on oblient le point A par l'intersection de BX avecle cercle O. 
On aura ensuite le sommet C en prenant soit DAC — DAB, 
soit DC = mBD. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que la 


droite BX coupe le cercle O. La distance OI de cette droite au 
(4 


centre du cercle étant égale à nr doit donc avoir 
d dr 1 
— — d’où m 2: 
km Aul 7 2 


Celle condition remplie, la droite BX rencontrele cercle O en 
deux points. Ges points sont situés d’un même côté de DD' tant 
que le point B ne tombe pas entre D et 0, c’est-à-dire, en com- 


triangles ABC et A'BC satisfont alors tous deux à la question. 


AC MAC 


En remarquant que AE = Xp 2 conclut que BG est | 


bissectrice extérieure du triangle ACA’, de sorte que les triangles 
ABC et ABC ont les angles en C supplémentaires, et par suite 
l’un de ces angles est obtus et l’autre aigu. 


L'angle en A du triangle obtusangle ABC est toujours aigu ; 


l'angle A' est aigu ou obtus suivant que l’angle C est supérieur 
ou inférieur à 60°, ou, ce qui revient au même, suivant que 
| 
| 


Lorsque m>1, la valeur de OB est inférieure à celle de OD; 
on est dans le cas de . 
figure ci-contre : les deux | 
triangles ABC, A'BC sont 
de part et d’autre de DD’. 
Le triangle A'BC, dont 
l'angle en B est de 30°, 
convient seul; quant au 
triangle ABC, il répond 
au cas où l'on donne 
B — 180°— 30° — 1502. 

Dans le triangle obtus- … 
angle ABC, les angles en GC et A sont aigus ; il en est de même . 
de l’angle en C du triangle A’BC, puisque BC est bissectrice de 
l'angle ACA’. L’angle en A' ne peut être qu'obtus, puisque 
l'angle en C est inférieur à 30° et a fortiori à 60. l 

Dans le cas limite m —1, l'un des triangles se réduit à la 
droite AD et l’autre au point D. 

2° On a (première figure) 

a = BD + DC=— BD (1 +m), 


BD = BO— D0= & (+ —1), | 





ou, comme 
AE 


__ ai — m?) | 
RENE TT | 


En considérant la seconde figure, on aurait de même 













__ a(m?—1) 
mr 
Le côté a élant connu, on en déduit b et c au moyen des 


équations 
bn b? — a? + c? — 2ac cos 30°, 

applicables aux deux figures. 

Si l'on élimine par exemple b, 
du second degré 

(1 — m?)c? — aÿ3 .c + a? = 0. (1) 

Discussion. — La valeur de a étant toujours positive dans le. 
cas de figure qui s'y rapporte, il faut et il suffit, pour que le pro- 
blème soit possible, qu’il existe au moins une valeur réelle et 
positive de c. 

La condition de réalité est 


(a/3)? — 4(1 — m°?}a? > 0, 


c est déterminé par l'équation 


> 


ou m > F5; 4 
; 1 ; à a? 
Si LS 1, le produit des racines, ———, 


pi 1 — m°? 
- ayar, 
de même que leur somme art 
m 


est positif, 


les deux valeurs de c sont 


réelles et positives, et fournissent deux solutions. 


Si m>1, le produit des racines est négatif; les deux va- 
leurs de c sont réelles et de signes contraires. La valeur positiv 





fourait une: Molution: Quant à js valeur éuniive, on l'interprète 
en observant que sa valeur absolue vérifie la relation 


b? — a? + c? + 2ac cos 30° 
b? — a? + c? — 2ac cos 1500, 
qui montre que l'angle B, opposé au côté D, vaut alors 1509 


(triangle ABC de la seconde figure). 
Il en résulte que lorsque B = 150°, le problème n'est possible 


ou 


que si m>1, et n'admet qu’une solution. 
Les valeurs de c et à ont pour expression 


2 ae RE 
AE, mp 
les signes supérieurs ou inférieurs étant pris ensemble. 
Pour que l’angle CG soit aigu, il faut qu'on ait 
(RQ EE 
ou c?(1 — m2) < a?, 
ou, en tenant compte de (1), 


3 .c— d < a, 
fi "pe 24. 
ou enfin EI 
En remplaçant c par VE) dans le premier membre de (1), on 
obtient $ 
© (1 — 4m?) 
3 ? 


résultat négatif d’après la condition de réalité. 
Donc pour m<1, ce résultat est de signe contraire au 
coefficient de <? dans (1), et l’on a 


un des angles en C est aigu et l’autre obtus. Pour m1, on 


V3 
PRE : 

et les angles en GC sont tous deux aigus. 
Pour que l'angle A soit aigu, il faut qu'on ait 
| a? << b? + ce 

ou a? << c?(m? +1) 

ou, en tenant compte de (1), 


a, en remarquant que est supérieur à la racine positive, 


ay 3,,c < 2c?, 
inégalité satisfaite lorsque 


CELA ou 








als. 
; 2 
(D'après ce qu'on a vu plus haut, le côté c peut être négatif 
lorsque m > 1). 
aÿ3 


_ Substituons 0 et à c dans le premier membre de (1); 


2 
È aÿ 2 
a et pi (1 — 3m°?). 
Ms Fe , ces résultats sont du signe de 41 — m?, 
0 2 Es He 











at 


fe 











l'un des angles A est obtus et l’autre aigu. 
Si m>1, ona 


LÈUE 


QUE cÈ 





l’un des angles À est aigu et l’autre me 
Ces résultats concordent bien avec ceux de la discussion géo- 
métrique. 
(L. MESSENT.) 
DEUXIÈME SOLUTION. — Construisons un triangle semblable au 
triangle cherché. Pour cela, faisons un angle B; de 30°; prenons 





un point À quelconque sur un de ses côtés, et de ce point, 
avec m.AB; pour rayon, décrivons un arc de cercle qui coupera 
l’autre côté en C1 : le triangle ABC: est semblable au triangle 
cherché. Menons les bissectrices AD, AD; de l'angle A. Le 
triangle cherché sera celui dont les bissectrices intercepteront 
sur la direction de la base un segment DD’ égal à &. Il suffit donc 
de prendre DE égal à «, de mener ED’ parallèle à AD:;, et D'D 
parallèle à DD, : ABC est le triangle cherché. 

L'arc de cercle décrit du point À avec m.AB; pour rayon 
coupe BC: en un second point, C2, qui conduit à une seconde 


solution, Abc. 
(E. GIRARDIN, à Douai.) 


MM. G. Blondin ; A. Bouzy ; 
J. Guyot ; A. Maitre; 


[Ont résolu la même question : 
Collot ; L. Curt; N. Delhotel ; 


H. Crozemarie : 
M. Oger ; P. Rlisson.] 


4181. — Un objet est place à 16 décimètres d’un tableau sur 
lequel on veut projeter son image avec une lentille convergente, 
dont la distance focale est égale à 30°%. Quelle position faut-il 
donner à la lentille et quel est le rapport de la grandeur de 
l'image à celle de l’objet ? 

La lentille doit évidemment se trouver entre l'objet et le 
tableau ; on a donc 





ns. 
Or, la formule des lentilles convergentes, + e _ - ; 
donne 
D'Ê+ pl = PP', (bp +p')f = pp 
ou HAS DD. 


p et p', dont on connaît la somme et le produit, sont donc les 
racines de l'équation 
X2— aX + df — 0, 


dE Yd—4df. 
2 


qui donne NS (4) 


Pour être acceptables, les valeurs de p et p' doivent être 
réelles, positives et inférieures à d. 
Les racines seront réelles pour 


d —&df > 0, 
d > 4f, 


ou 


. condition toujours remplie pour d— 160 et f — 30. 


25 
à 








Le produit des racines étant toujours positif, de même que 
leur somme, les valeurs de » et de y’ sont positives. 

Si l’on remplace dans l’équation (1), d et f par leurs valeurs 
numériques, on trouve 


D UP DU 
On pourra d'ailleurs prendre p — 12" etinversement p'=4", 
de sorte qu'il y a deux positions de la lentille. 


Rapport de grandeur de l'image et de l'objet. — Dans le pre- 
mier Cas, on à 











et dans le second, 


























Les figures précédentes montrent la construction géométrique 
de l’image dans les deux cas. 


(L. LESIEUR, à Neufmanil.) 


[Ont résolu la même question: MM. Aïdin-Delteil ; A. Bertrand ; J. Bordas : 
À. Bouzy; G. Blondin; L. Cabrol; E. Charpentier; Chapon ; B. Conrads ; 
Crozemarie ; L. Uurt;.N. Delhotel ; J. Delpont ; Faria de Abreu; Fourmonl ; 
Foucart ; P. Gervaiseau ; H. Guillaud ; S. Héteau; Kalis; P. Le Hénaff; E Le 
Maigre ; A. Maitre ; J. Ménéchal; Nayel; Niel ; M. Oger ; F. Pégorier; H. Per- 
drix ; E. Roncaglia ; A. Rongier : L. Sylvestre ; C. Szabo ; P. Tribier ; H. Val- 
denaire ; M. Vial ; P. Vincent.] 








<ÿ- 


ARITHMÉTIQUE 


4235. — Sin est un nombre entier premier avec 19, le poly- 
nome 
NES + nt —1 
est divisible par 12. 
Le polynome proposé contient visiblement le facteur (n'—1); 
on peut donc écrire 
nl — nn 1 = (ni —1)(n8 +1), 
etcomme (#'—1) n'est lui-même que le produit 
(n — 1j(n + 1)(n? +1), 
on à finalement 
DE — PB + mi — A — fn —1)(n + 1)(n2 + 1)(n$ +1). 
Puisque » est premier avec 12, il n’est divisible ni par 2 ni 
par 3 ; il résulte de là les conséquences suivantes : 


{° Les nombres (n—1), (n+1) sont deux pairs consécutifs 
el l'on sait qu’en ce cas l’un est divisible par 2 et l’autre par 4. 


k 4 ñ a K « y d C 4 
4 Un Et MN CE : Den} CN we Dhéost à Fr D ; LA 4 A 
44 rh. 1 , ; L PCT he # d 
= D 1482 à CNET d e HIS 
: e < ANR ) 
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r D DE 1 ax 

2 Des trois nombres consécutifs (n—1), n, (n+1), l'un 
est divisible par 3 ; et, comme ce ne peut être n, c'est nécessai- 
rement l’un des deux autres. 

3° Les deux nombres (n?+1), (n$+ 1) sont pairs. (A) 

Par suite, le produit des quatre facteurs (n —1), (n+1) 
(n?+ 1), (nô+1) est divisible par 2X4X<K3K<2%X2 ou 96 
et, a fortiori, par 12. CG QG 


Remarque I. — La véritable condition qui donne lieu aux consé- 
quences établies ci-dessus, est que le nombre » ne soit divisible 
ni par 2, ni par 3, c'est-à-dire soit simplement premier avec 6... 
En tenant compte de cette observation et de (A), on démontre 
facilement que chacun de ces deux nombres n’est que simplement 
pair ; en effet, tout nombre impair n étant précédé ou suivi d’un 
nombre divisible par 4, est nécessairement de la forme m.4 +1. 
Toutes ses puissances paires seront donc de la forme #”.4+1; 
par suite, le nombre immédiatement supérieur à chacune de ces 
puissances (#?*+ 1), sera lui-même de la forme m.k+2, 
c'est-à-dire simplement pair. 

De ce que les conclusions auxquelles nous parvenons sont plus 
étendues que celles de l'énoncé, on doit modifier ce dernier . 
comme il suit : 

Si x est un nombre entier premier avec 6, le polynome 

n2— n+n—1 
est divisible par 96. 

REMARQUE IL — On peut facilement établir aussi que si » est 

un nombre entier premier avec 30, le polynome 
nl ns + nt — 1 
est divisible par 480. À 

Il suffit pour cela de démontrer qu’en outre des diviseurs précé- 
demment indiqués, le polynome admet encore le diviseur 5. 

Remarquons tout d’abord qu’on peut écrire : 

NE — RS + nt —1 = (nr? —1)(n? + 18 +1), 

D'après la nouvelle hypothèse, n n’est divisible ni par 2 ni 
par 3 ni par 5. De ce dernier point il résulte que n est nécessai- 
rement de l’une des formes m5+1, m.52+2; et son carré 


de l’une des formes m.5+1, m.5+%4. l'un des deux facteurs 
(n?— 1), (n?+1) est, par suite, divisible par 5. 


(A. BERTRAND, à Azillanet.) 


M. L.-E. Pratt, à Tecumseh (Nebraska), à démontré aussi la divisi- 
bilité par 96. 


[Ont résolu la même question: MM. P. Alcan ; Allanic; J. Amboise; A. Baras ; 
P. Barroué; L. Bedos; Benhaïm; G. Bernard ; J. Bordas ; H. Bosc ; C. Bourdet; 
. Bourgogne ; P. Boutroux; A. Bouzy ; A. Brodbeck ; A. Broutin ; Burgat ; M 
Cambureanu ; H. Carme; J. M. Chalvin,; E. Charpentier ; A. Cotte ; 
. Cremer ; M. Cryé; L. Gurt; L. Delavergnas ; J. Delpont; N. Delhotel ; 
Déprez ; G. Dobrovici ; Duchez ; A. Dumont ; Eldin ; Feintuch ; 
. Fontaine ; Forissier ; KE. Foucart ; P. Frescal ; E. Garès ; Gernez Pf.; P. Ger- 
vaiseau ; L. Gourdet ; T. Gramain ; A. Grosz ; Grzybowski ; H. Guillaud ; 
P. Guillemin ; R. Henry ; G. Hiernaux ; H. Janois ; À. Jeannel ; J. Lagarde; 
A. Larcher ; À. Larue ; G. Leclerc ; A. Lecocq ; H. Lefèvre ; Legras ; RP, Le 
Hénaff ; E. Le Maigre ; H. Lévy ; Loïc ; E. Louvet ; L. Magne ; À. Meynier,; 
A. Maitre ; J. Maury ; C. Marie ; H. Martiny ; J. Méhu ; de Mendiry; J. Méné- 
chal ; E. Ménissier ; H. Michel ; A; Mirc ; Niel; Pajot ; F. Pégorier; L. Perret; 
A. Perrisond , G. Picou ; P. Plisson ; C. Pommeron ; R. Quéré ; Raynaud ; 
M. Rebeix ; M. Rivière ; À. Rongier ; Rousset ; J. Sous; P:Tarnier; P.Tri- 
bier ; Auguste V.; H. Valdenaire ; Vial; P. Vincent ; Watrin ; J. Wittner.] 


NA 
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4246. — n étant un nombre entier quelconque, l'un des deux 


nombres 
33 + Din et 33n = 93n 
est divisible par 38. 


On à 
JD NE D 102, 


En élevant chaque membre à la n°” puissance, on en déduit 
srmUit 492), à 


suivant que »* est pair où impair. 






Par suite, le nombre 3%— 2% est divisible par 35 lorsque n 
est pair, et le nombre 3%*+ 2%, Jorsque n est impair. 
CAUSE; DS 


(J. M. CHALVIN, cours complémentaire de Vinay.) 


[Ont résolu la même question : MM. Allanic ; G. Anastasiu ; Bacher ; 
G. Barrié ; P. Barroué: E. Baudot ; Benhaïm; G,. Bernard ; A. Bertrand ; 
L. Bigot; L. Bolziager ; P. Bonnot; H. Bosc; P. Boutroux ; A. Bouzy; de Brousse; 
Burgat; H.Carme; B. Carrière; Chappoz ; A. Chapron; C.Constantinesco ; Costes; 
N. Delhotel ; J. Delpont, G. Digne ; Dobrovici; M. Drovin ; R. Durand ; 
Eldin ; G. Fauvernier ; Feintuch ; E. Foucart; P. Fournel ; Fournier ; 
L. Gamet; E, Gernez; P. Gervaiseau ; L. Gourdet; H. Guillaud ; P.Guillemin ; 
G. Hiernaux ; H. Janois ; Laguarigue de Survilliers ; J. Le Gal ; Legras ; Le 
Hénaff ; E. Le Maigre ; H. Lévy ; M. Lœwy ; L. Magne , A. Maître ; C. Marie; 
J. Maury ; J. Méhu ; de Mendiry ; Meymer ; H. Michel; Niel; K. Pégorier ; 
Ch. Pellion; Peyret ; H. Pihier ; P, Plisson; J. Quintescu ; M. Rebeix,; Ribes ; 
Richard ; A. Riche ; J. Rigal; P. Rolley ; À. Rongier ; E. Rousset ; A. Sarteel ; 
P. Ségala ; A. Sineau ; Smäntanescu ; Stanciulescu; L Sylvestre ; G. Szabo ; 
P. Tarnier ; L. Tarrin ; J. Trouillé ; H. Valdenaire ; H. Varinot; A. Vergnole; 
Vial ; P. Vincent ; J. Wittner ; A. Gourdin.] 


à  —— — 
ALGÈBRE 


4201, — Résoudre le système des quatre équations 


œ D vgk: À uw RARE | 
QU UE y La 


a b c a b (a 
ur + v0y +1 — 0, y + vd) + ba + u) = cuy + vx), 
æ, y, u, © désignant les inconnues, a, b, c des quantités données 


différentes de zéro. Discuter le nombre des solutions; montrer 
qu'on n'est jamais conduit à des racines imaginaires. 


(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1897.) 


le) 


Des deux premières équations on déduit 


y=u(s-?), = (À). (1) 


En portant ces valeurs dans les deux autres équations, il vient 


+ (5 2)(E-E) + 22 40) 


a C (42 
D] 
a( = £it) LANTERNE) = e[u( à _æ\ +ai(+ ps =)] 
C a C a ) C a 


ou, après simplifications, 


p2 p2 p2 
+ jeu (e+u) +5 +1 = 0, 
(4 ac C° 


2c 24 
— TU —(m+u)+— = 0, 
a _C 


En résolvant ce système du premier degré par rapport à æw et 


zæ+u, on obtient 
__ Za(a? — c?) a(b? — c?) 
HU c(at=p). Ware c2(a? — D?) 


Par suite æ et w, dont on connait la somme et le produit, sont 
racines de l'équation 


2a(a? — c?) a?(b? — c?) 
SR Ne = re 
x c(a? — b?) c?(a? — b?) Ge (2) 


On à ainsi pour x et w deux systèmes de valeurs symétriques, 
et, par suite, en vertu de (1), deux systèmes de valeurs symé- 
triques pour y et v, — résultat facile à expliquer d’après la sy- 
métrie des équations données. 

Pour que les deux systèmes de solutions qui vérifient le SYS- 
tème proposé soient réels, il faut et.il suffit que l'équation (2) 
ait ses racines réelles, c'est-à-dire qu’on ait : 

aa? — ©} ab? — ç? 
Re FREE a an 


ou, en supprimant un facteur commun essentiellement positif, 








(a? — 02}? — (a? — b?)(b2 — €?) > 0. 
Or, en vertu de l'identité 
2ab — (a + PB}? — «2 — P?, 
on à 


(a? — b2)(b? — c?) 


Il 
e 
12 

| 
Q 
eL- 
12 

| 
= 
& 
1 

| 
$ 
— 
1 

| 
= 
SX 
ro 

| 
Le) 
& 
PA 


et l'inégalité devient 
2(a2 — 02} — (a? — €)? + (a? — D + (p2 — c2p 0: 
ou (a2— 2}? + (a? — D?) + (bp? — cp > 0. 


Cette dernière inégalité ayant son premier membre essentiel- 
lement positif est toujours satisfaite. 
(J. BORDAS, à Tulle.) 


[Ont résolu la même question : MM. A, Maitre; EF. Pégorier, à Cette.) 





4245. — Si a,b,c,d sont quatre nombres en proyression 
géométrique, on à 
(a—b+c— d) = (a—b} +2(b — cc) +(c—d}?. 
Dans l'hypothèse de l'énoncé on a, entre les quatre nombres 
a, b,c, d, la relation 


ER LA RCA 
DA Te UF 
on en déduit, en veriu d’une propriété des fractions égales, 
ab bc 
b—c  c—d 
ou (a—b\(c—d)—=(b—c}. 


En multipliant chaque membre par 2 et ajoutant de part et 


d'autre (a—b}?+(c—d?, il vient 


(a — D} + 2{a — bj(c — d)+(ce— dd}? = (a—b}? + 2{b—c) + (c—d) 


c'est-à-dire 
(a—b+c— d} = (a — bd) +2(b — c}? + (c — d). 
G:02 F9 De 
(A. BERTRAND, à Azillanet.) 


[Ont résolu la même question : MM. Allanic ; J. Amboise ; N. Anastasin : 
E. Ardin-Delteil ; Bacher ; A. Baras ; G. Barrié ; P. Barroué ; E. Baudot : 
E. Baudoin ; Benbacite ; P. Bénézech ; G. Bernard ; J. de Bersaucourt : 
E. Blanc ; L. Bolzinger ; Bonnefont-Pédufau ; H, Bosc; F. J. Bourrières : 
M. Boutaud ; A. Bouzy ; Brossard ; de Brousse ; Cambureanu ; L. Caralp: 
H. Carme ; B. Carrière ; E. Ghaïineau ; J. M. Chalvin ; Chappaz ; Charmaison ; 
G. Charpentier ; F. Chuberre ; P. Colin ; Costes ; J. Coupat ; M. Cryé; b. Coui-- 
bière ; R. Dautry , P. Dégeilh ; G. Delahaye ; L. Delavergnas ; Delcambre ; 
J. Delpont ; M. Deschamps ; A. Desplat ; G. Digne ; Dobrovici ; M. Drovin ; 
G. Dupuy; R. Durand ; Eldin ; G. Fauvernier; Feintuch; E. Foucart ; P. Four- 
nel ; L. Fournier, à Rennes; Fournier ; P. Frescal ; L. Gamet ; E. Gernez ; 
P. Gervaiseau ; L. Gourdet : E. Guénard ; H. Guillaud ; P. Guillemin ; G. Hier-- 
naux ; H. Janois, X. Lacreuse ; J. H. Lafon ; J. M. Lagarde ; A. Larue ; 
E. Laudat; E. Layes ; G. Leclerc; H. Lefèvre, J. Le Gal ; M. Legras ; Le 
Hénaff; H. Lévy; M. Lœwy ; E. Louvet; L. Magne ; A. Maitre ; C. Marie ; 
J. Maury ; J. Mehu , de Mendiry ; Meynier ; H. Michel , E. Moëne ; F. Morel ; 
Niel; M. Oger;. V. Parizet ; Peyret ; Pigouche ; H. Pihier ; P. Plisson ; 
J. Quintescu ; Raynaud ; M. Rebeix ; Ribes : Richard ; A. Riche ; J. Rigal ; 
Robin ; A, Rongier, à Bourg ; Rosenberg; E. Rousset ; A. Sarteel ; P. Ségala ; 
A. Sineau ; E. Sinturel ; Smàäntanescu ; B. Sordet ; L. Soulé ; J. Sous ; 
L. Sylvestre ; Ch. Szabo ; P. Tarnier ; L. Tarrin ; A. Trumerelle ; Auguste V.; 
V. R. T.; H.Valdenaire ; H. Varinot ; A. Vergnole ; Vial , P. Vincent ; Boulry; 
A. Gourdin ; Geltzenlichter ; Houben ; E. de Rycker] 


#4 — 
GÉOMETRIE 


4242. — Construire un cercle connaissant un point À de la 
circonférence, un point B d'où ce cercle soit vu sous un angle 
donné 2a et un point C, tel que la tangente au cercle issue de ce 

{ point ait une longueur donnée 1. 








Supposons le problème résolu: soit le cercle O passant par le 
point donné A, vu du 
point B sous un angle 
24 et tel que la tan- 
gente CT = L. 
Traçons la droite CA 
qui coupe le cercle O 
en un second point, A’. 
On a 
CA!,CA = CTéour 
Le point A' est donc 
connu; onl'obtient gra- 
phiquement en proje- 
tantsur CA l'extrémité 
A1 de lacorde CA} 
du cercle de diamètre 
CA. Par suite un pre- 
mier lieu du point O est 
la perpendiculaire éle- 
vée au milieu de AA. 





D'ailleurs, comme 


OA __ OI 
OB  OB 


= Sin ae 


un second lieu du point O est Ia circonférence lieu des points 
dont le rapport des distances à À et B est constant et égal à 
sin «. Cette circonférence a pour diamètre DD’, D et D’ étant 
les deux points du lieu situés sur AB. 

On obtient ainsi le point O par l'intersection d’uve droite et 
d'un cercle ; on peut alors tracer le cercle O dont le centre et un 
point sont connus. 

La perpendiculaire au milieu de AA’ et le cercle DD’ ayant en 
général deux points communs, le problème admet au plus deux 
solutions, qui, suivant les données, peuvent se confondre en une 
seule ou bien ne pas exister. 


(M. REBEIX, lycée du Puy.) 


[Ont résolu la même question: MM. A. Barras ; P. Dégeilh ; J. Delpont ; 
G. Digne ; G. Dobrovici ; Feintuch; E. Foucart; A. Grosz ; G. Hiernaux ; Jouve; 
P. Leduc ; M. Legras ; A. Liron ; M. Loewy ; L. Magne; À. Maitre; H. Martiny; 
G. Picou ; J. Pillard ; M. Rivière ; L. Tarrin.] 


4249. — On partage l’hypoténuse BC d'un triangle rectangle 
ABC en trois parties égales par les points D et E. Démontrer que 


AD'+DE +AE = + BC. 


PREMIÈRE SOLUTION. — Dans les triangles ABE et ADC, AD et 
AE sont deux médianes ; donc 


k AB°+AË —2AD + 2DE, 


2AE +9DE. 
Ajoutons membre à membre, en 
remarquant que 


AD + AC 








2 2 


AB + AC — BC : 
il vient 
AD'HAË + BC — 2AD + 2AE° + 4DE’, 


ou, en réduisant, 


Comme DE = 2, le second membre de cette égalité se 


— 


PEAU TS + ee. 


CG: 02F°D: 
(E. LAUDAT, lycée Saint-Louis.) 


[Ont résolu ainsi la question: MM. J. Amboise; Bacher ; L. Barberot; 
G. Barrié; E: Baudot; Benbacite; Bénézech; G. Bernard: G. Bernard, à Béziers; 
Bourrières ; A. Bouzy ; G. Brets; Cambureanu ; J. Camus ; GC. Cauchy; Cayatte- 
Boisnard ; E. Chaineau ; Chappaz; G. Charpentier ; Clergue; G. Damien; L.Dan- 
jou; P. Dégeilh ; G. Degoix ; À. Delcambre; F. Delcambre; J. Delpont: G. Digne; 
Dobrovici; J, Douménach; F. Dupin; G. Dupuy; R. Durand; Feintuch ; 
G. Fontaine ; E. Foucart ; P. Fournel ; L. Gamet ; A. Gipoulou ; Gourdet ; 
H. Guillaud ; M. Hermant ; Homestier ; Hugon ; H. Janois ; X. Lacreuse ; 
G. Leclerc ; H. Lefèvre ; E. Le Maigre; L. Magne; E. Mateiescu; Mathieu ; 
J. Méhu ; J. Ménéchal ; Meynier ; Mongin ; A. Nayel ; Niel ; E. Pajot; Peyret; 
Pigouche ; H. Pihier; Prudent Cosse; C. Prost ; J, Quintescu; F. Rey ; Richard; 
A. Riche; A, Rongier; Rosenberg ; H.Roure ; A. Sarteel ; G. Siedel ; A. Smän- 
tâänescu ; Soulé; Sugnot; L. Sylvestre ; GC. Szabo ; L. Tarrin,; V.R.T.; J. Vaquer; 
Vial ; J, Vidal ; J. Walkulski ; Houben ; Ravenswaay.] 


SECONDE SOLUTION. — Menons la médiane AM du triangle ADE. 
On a 


2 


AD + AE — 2AM + 2DM. 








A 
Or: AM=BM= 
et 
Re ou + 0RbS EEE 
2 2 3 
B DAME SE C 
Par suite, 
9. —? BCE : :BBC 
EN I ot 
2 2 
D'ailleurs DE” — (5) = us (2) 


et, en faisant la somme des membres extrêmes de (1) et (2), 


— — ———2 —2 2 —2 
AD°+AE° + DE — BC ou AE 
(A. CREMER, athénée de Verviers.) : 


{Ont résolu ainsi la question : MM. J.G. B.; A. Ballé: A. Baras ; P. Bar- 
roué ; E. Baudoin ; Benhaïm ; J. de Bersaucourt ; H. Bosc; Brossard, Burgat: 
Cantin ; H. Charpentier; B. Carrière; E. Chambaud; Charmaison ; F. Chuberre; 
Costes ; Coudé ; Custaud ; R. Dautry ; L.Delavergnas ; N. Delhotel ; M. Drovin; 
G. Fauvernier ; L. Florentin ; J. Font; L. Fournier ; L. Gamet ; R. Georgi ; 
Herrmann ; G. Hiernaux; F. Ladevèze ; J. Lagarde; J. Lahourguette; A. Larcher; 
A. Larue ; P. Leduc ; Legras; H. Lévy; A. Maitre ; R. Manen ; C. Marie; 
de Mendiry ; H. Michel; E. Moëne ; F. Morel ; V. Parizet; F. Pégorier: 
C.Pellion; A. Perrissond; J. Pillard ; Ph. Plisson; Robin; E. Routier; Seguenot; 
H. Séjour ; J. Sire ; B. Sordet ; A. Souriaud ; J. Sous; R. Sudre ; P. Tarnier ; 
P. Tribier ; J. Trouillé ; Tumerelle ; H. Valdenaire ; H. Varinot; A. Vergnole; 
Watrin; A. Gourdin ; Geltzenlichter.] 


TROISIÈME SOLUTION. — En abaïssant la hauteur AH du triangle 

ABC, on a, dans le triangle ABD, 

ES LL ES 

AD = AB + BD — 2BD.BH, 
et dans le triangle AEC, 

—2 > EP . 

AE = AC +CE —2CE.CH. 

Additionnant membre à membre, on obtient 

Re ES 0 Rd —2 
AD +AE —=AB + AC +2BD — 2BD(BH + CH) 
_—2 
—= BC + 2BD(BD — BC) 
Ee a En RES Dr 
Le calcul se termine ensuite comme dans la seconde solution. 
+ (Pauz VINCENT, école d'arts et métiers d'Aix.) 

[Ont résolu ainsi la question : ,Mle C. David ; MM. Anastasiu ; E. Ardin- 
Delteil ; H. Beucler ; F. Beynas ; L. Bigot; L. Bolzinger ; F Bonnot; Chalvin; 
J. Chantre ; Chapron ; Constantinesco ; M. Cryé ; R. Drion ; Fournier; L.Gamet; 
P. Gervaiseau ; Jacquet ; Jouanneau ; Jouve ; Kalis: Le Gal; Le Hénaff; 
M. Lœwy; Martiny; J. Maury; H, Miconnet; H. Pingeot ; B. Poitevin ; C. Pom- 


meron ; Raynaud ; M. Rebeix ; P. Rolley ; E. Routier ; Auguste V ; L. Vacelet; 
H. Villetard ; J. Wittner ; H. Zroaenepæl.] 


[Ont envoye des démonstrations différentes : MM: Allanic ; Chaillet ; A. Des- 


# 








El 







plat ; Eldin ; Epp; Faivre ; P. Frescal ; E. Gernez ; L. Gourdet ; P, Guillemin; 
E. Layes ; E. Louvet ; E. Made ; R. Manen ; Ribes ; J. Rigal ; G, Rodenbourg; 
E. Routier ; Saget ; P. Ségala ; E. Sinturel ; E. J. Villemagne.] 

M. G. Delahaye démontre que si l’on partage la base BC — à d'un 
triangle ABC en n parties égales et si l’on joint le sommet A à ces 
points de division, la somme des carrés des n—1 droites ainsi obte- 


nues est égale à 


n—1r.,. æ(n +1) 
—— He — ————— |. 
2 | an 15 


a 


PHYSIQUE 


4243. — Une tige rectiligne indéfinie est fixée de manière à 
faire un angle de 45° avec la verticale. Un anneau pesant 20%8 peut 
glisser le long de cette tige ; on l’abandonne à lui-même et on lui 
laisse parcourir une longueur de tige de 27,75. Quelle serait, à 
ce moment, sa vitesse si le frottement était nul? 

On constate que, à cause du frottement, cette vitesse n’est, en 
réalité, que de 2%, On demande quelle est la quantité de chaleur 
qui a été produite par le frottement, sachant qu'une calorie équi- 
baut à 425 kilogrammitres. 

On prendra g —= 9,81. 

(Bacc:. lettres-sciences et lettres-math., Nancy, juillet 1897.) 

1° Le poids P de l’anneau peut être décomposé en deux forces : 
l'une, f', perpendiculaire au plan incliné, l’autre, jf, parallèle à 
ce plan. La force f’ n’a d'autre effet que d'ap- 
puyer l’anneau sur le plan. La force f qui 
fait glisser l'anneau a pour valeur P sin 45° ou 
Py2 STE 
ii elle imprime à la masse de l’anneau un 
mouvement uniformément accéléré dont l’ac- 
célération y est inférieure à l'accélération g 
qui serait imprimée en.chute libre sous l’in- 
fluence du poids P. 

On sait que deux forces constantes sont proportionnelles aux 
accélérations qu'elles impriment séparément à une même masse. 
On aura donc 








PYZ 
ALL M 
P g 
3 
d’où y = — 62,936. 


Il ne reste plus qu’à appliquer la formule + = 24e. 


o = ÿ2 X 6,936 < 27,75 — 19m,62. 
20 Si l’anneau avait réellement cette vitesse, le travail effectué 


Lx (19,62), 


serait 
2 


m étant la masse de l’anneau. Comme 
sa vitesse n’est que de 2", le travail effeclué est + mx, et 


la différence w— <- "” [(19,62)? — 22] 





9 représentera l'énergie 
absorbée par le frottement. 
EG m — P RES 
. Comme Dash 
20[(19,62)2 — 9? 
a mm nn kgm 
10 RSR — 388:6n 3. 
La quantité de chaleur produite par Le frottement sera 
160 M roro 
425 — Ÿ 0199. 
Si l'on cimploie les unités G.G.S., m — 20000. Le travail 


_ absorbé par le frottement est 


__ 20000f(1962)? — (200)?] 


MR M DL 38094440000 ergs. 
A ce travail correspondent 
38 094 440 000 


= 913,5 pet. calories. 
(A. MIRG, à Dijon.) 
[Ont résolu la question ; MM. P. Alcan ; J. de Bersaucourt; L. 


E. Brossard ; E. Déprez ; Forissier, E. Gernez ; A. Larcher ; G. 
A. Liron ; Raynaud ; L. Sylvestre.] 


417 >< 105 


Bigot ; 
Léclerc ; 





4254. — On suspend au-dessous du plateau d'une balance un 
poids cylindrique en métal de poids P ; l’équilibre étant établi, on 
immerge le poids complètement dans un liquide de densité D, son 
poids diminue et devient égal à p; on immerge ensuite la même 
masse métallique dans un autre liquide, son poids devient alors 
égal à p'; on demande: 

io La densité du second liquide ; 

20 La densité du poids cylindrique. 

Application: P—1%6,452, p—1%6,382, p'—1%6,397, D—1,113. 

(Bacc. leitres-math., Lyon, novembre 1896.) 


Soit V le volume du poids cylindrique. lmmergé dans le 
liquide de densité D, ce poids subit une poussée égale à VD, et 
son poids apparent est 

p = P — VD, 


bp 
D 


On a de même, en représentant par D’ la densité du second 
liquide, 


d’où l’on tire VE 





p = P— VD’, 
1: Den RAEep)D 
d’où D de Reg (4) 
Quant à la densité du poids cylindrique, elle a pour valeur 
B PD ? 
HN ErS dr 
Application. — En remplaçant les lettres par leurs valeurs 


dans les relations (1) et (2), il vient : 
1° Densité du second liquide : 


1,452 — 1,397)1,143 
{ 





Le — 0,874 ; 
D 1,452 — 1,382 Men 
20 Densité du poids cylindrique : 
52 113 : 
DNS es qu6. 


T 1,452 — 1,382 
(E. SINTUREL.) 


{Ont résolu la même question: Mie M. Durand ; MM. E. Ardin-Delteil ; 
A: Audibert; A. Ballé; Bacher ; J. Barberot; L. B., à O.; A.Barroué; E. Baudot; 
Benbacite ; J. de Bersaucourt; P. Bénézech ; H. Beucler ; F. Beynas ; L. Bigot; 
P. Bonnot: H. Bosc ; F. Boisnard; M. Boutry; A. Bouzy ; E. Brossard; M. Brou- 
fin ; de Brousse ; Burgat; J. Camus ; B. Carrière; G. Cauchy ; A. Chaperon ; 
E. Chaineau ; J. M. Chalvin ; A. Charmaison ; G. Charpentier ; F. Chuberre ; 
Glergue ; Colin ; Costes ; . Coupat ; Custaud ; L. Danjou ; N. Delhotel ; J. Del- 
pont ; Delavergnas; M. Deschamps ; G. Digne ; J. Douménach ; M. Drovin ; 
P. Dupuis; R. Durand ; G. Dupuy ; G. Fauvernier ; J. Fillols ; L. Florentin ; 
G. Fontaine ; E. Foucart ; J. Fourestier ; P. Fournel ; L. Fournier ; P. Frescal ; 
L. Gamet : J. J. G. B. ; M. Georgi ; E. Gernez ; P. Gervaiseau : A. Gipoulou ; 
Grzybowski ; P. Guillemin ; P. Hermann; H. Janois ; Jouanneau ; E. Joyer ; 
Kalis ; X. Lacreuse ; J. Lahourguette ; E. Lance ; A. Larcher , L. Lassence ; 
E. Laudat ; E. Layet ; G. Leclerc ; J. Le Gal ; Legras ; P, Le Hénaff ; E. Le 
Maigre ; H. Lévy; EF. Leulliot; M. Lœwy; E. Marienon ; Martin Gousset ; 
H. Martiny; Mathieu ; J. Maury; J. Mébu ; J.Melin : de Mendiry; J.Ménéchal; 
H. Miconnet ; E. Moëne; Mongin; F. Morel; Niel ; E. Pajot ; V. Parizet ; 
J. Pellard ; A. Perissond ; Pellion; J. Petit; J. Peyret; G. Pommeron ; Poitevin; 
Quilichini ; Raynaud ; J. Rigal; Robin; P. Rolley ; A. Rongier ; E. Roussel ; 
E, Routier ; P. Ségala ; L. Seguenot; A. Sineau ; J. Sire; J. Sous ; Soulé ; 
R. Sudre ; L. Sylvestre ; C. Szabo ; L. Tarrin ; V. R. T.; P. Tribier ; H. Val- 
denaire ; H. Varinot; A.Vergnole; Vial; J. Vrouillé ; J. Wiltner ; P, Vœælfflé : 
IH. Zwaenywel ; Geltzenlichter ; Limongelli ; L. Ferret ;R, Vincent,.] 


RE  —— ————— 





CONCOURS DE 1897 (Suite). 





ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 
Section d'architecture. 


Mathématiques. 


__ Étant donnée une demi-circonférence de rayon R décrite sur 
AB comme diamètre et un point P sur ce 
diamètre tel que OP —=a, par P on élève 
sur le diamètre AB la perpendiculaire PM 
qui rencontre en M la demi-circonférence, 
on mène les droites AM, BM et on fait 
tourner toute la figure autour de AB : 

10 Trouver l'expression algébrique du 
volume engendré par le triangle AMB, du 
volume V engendré par la partie ombrée, 
S de la surface du solide engendré par la partie ombrée ; 


12 


M 


B 


0er 


A 


et l'expression 


90 Dans le cas où a = — 


œ1 


Ne re) 
132 
calculer par logarithmes 
le volume V; mettre tous 

les calculs. 
Il. — Résoudre l'équa- 
tion 
(æ — 1)(3x°? — 11x}+ 10) 
? — 287 + 40 
5% — 4 
Gæ(x — 6) + 30 
2x —3 


et où 





42 








Fr = = 
32° — 30% + T5 


ur 50x?—172%+47 
7 (6x—30)27°—12#%+10) 
mettre tous les calculs. 


(3e session, 27 octobre. 
Durée : 2 heures.) 
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Géométrie descriptive. 


EN 


L’épure à faire consiste 
dans le tracé des ombres 
à 45° de la façade repré- 
sentant l'épannelage d’une 
cheminée comprise entre 
deux chambranles de 
portes. 

La demi-élévation et la 
coupe ci-jointes suffisent, 








&E 








= 


ait: 


avec les indications de 
profils, à établir cette 
épure. 


Le cadre de l'épure 
sera limité de chaque côté 
de la ligne d’axe ææœ par 
la ligne CC. 

Chercher les ombres de la cheminée sur elle-même, sur le mur, sur 
le chambranle et le fond de la porte, en un mot toutes les ombres que 
comporte le dessin. 

Nota. — Les candidats sont invités à tracer sur l’épure, soit à l'encre 
rouge, soit même au crayon, les lignes d'opération principales, et à l'encre 
noire les données et les résultats ; il sera tenu compte du degré d’achève- 
ment de l’'épure. (3e session, 28 octobre. — Durée : 8 heures.) 


#4} —— 
QUESTIONS PROPOSÉES 


4268. — Résoudre l'équation 
(x + bd + c}(x + c + a)(x + a + ba + bd + c) = abcx. 
4269. — Sachant que 
T+YyY+3—=A, 
Free y? + z? — PILE 
+ Y° + =}, 
a+ y" + 21. 
(E. SuwruneL, collège de Cusset.) 


calculer 


Échelle (par rapport au dessin remis aux candidats) : 


4270. — Soient Os, &, Oc les centres des is construits sur les 
côtés BC, CA, AB d'un triangle et A, B', C’ les milieux de ces côtés, 
Et —2 —2 —? 9 —2  —#? 

OA + OaB' + OC — OcB' + OaC' + OpA”. 

4271. — Par le point de concours O0 des bissectrices d'un tri- 
angle ABC on mène des perpendiculaires à chacune de ces bissectrices : 
BC" à AO (B' sur AB, C’ sur AC), CA" à OB et A'B" à OC. Démontrer 
que : 
ARE L'hexagone A'A"B'B'CC" est circonscriptible et composé de six 
triangles A'OA”, A'"OB, semblables et égaux deux à deux ; 

20 Le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC égale la somme 
des rayons des cercles inscrits dans les triangles AA'A”, BB'B", (CC. 
Mème relation pour les rayons des cercles circonscrits à ces mèmes 


triangles. 
(R. Manex, petit séminaire de Massals.) 


4272. — Étant donné un cercle, on sait que les trois cercles décrits 
sur trois cordes issues d’un de ses points, P, se coupent suivant trois 
points A, B, G en ligne droite. Démontrer : 

10 Que si on décrit des 
cercles sur PA, PB, PC 
commediamètres, ces cer- 
cles se coupent en un 
même point de la droite 
AB ; 

20 Que si U)1, W9, O3 dé- 
signent les centres des 
trois premiers cercles et 
Ua, Le, da ceux des trois 
derniers, ces centres sont 
en ligne droite trois à 
trois. 

(P. B., à Brest.) 


4273. — On considère 
deux cercles 0, 0° tan- 
gents intérieurement en 
P et qui coupent leur 
diamètre commun 00'en 
A et B. Une droite varia- 
ble perpendiculaireà 00", 
rencontre les cercles 0, 
0’ en A’, B’. 

Lieu du point d'inter- 
section des droites AA’ 
et BB'. 


(E. BouRRIENNE.) 


Angle À 
de /a fablette 





4274. — Par l'un des 
points, A, communs à 
deux cercles sécants 0 
et 0’, on mène une sé- 
cante variable BAG et 
l'on prend le conjugué 
harmonique M du point 
A par rapport aux points 
B et C. Lieu du point M. 


(M. Regex, lycée du Puy.) 


Socle 








€ 
eo 
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4275. — Un aérostat, de forme sphérique, ayant 10% de diamètre, 
est rempli d'hydrogène de densité 0,069 par rapport à l'air. L’enveloppe 
pèse 3658" par mètre carré. Le poids des aéronautes, des agrès et des 
accessoires est de 375k£8, La température est 18° et la pression atmo- 
sphérique 758mm, Calculer : 

1° Le poids de l'hydrogène que renferme l'aérostat ; : 

29 La force ascensionnelle au départ ; 

3° La hauteur dont s'élèvera l'aérostat pendant la première seconde. 

On donne : 


1° Le poids du litre d'air sous la pression 760mm et à 00... 18r,293 ; 
1 


20 Le coefficient de dilatation des gaz « = 573 < 
30 L'accélération de la pesanteur g — 9,8. 
(Bacc. lettres-sciences, Marseille, novembre 1896.) 
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NOTE D'’ARITHMÉTIQUE 
par M. À. Goulard, professeur au lycée de Marseille. 





Lemme. — Tout nombre non premier admet un diviseur 
(> 1) inférieur ou égal à sa racine carrée entière. 


Désignons par p le plus petit diviseur (>> 1) d’un nombre non 
premier a, etsoit a — pq. Comme g est aussi un diviseur de a, 


ona g>p, et par suite «a > p°. 


Corollaire. — Si un nombre n'est divisible par aucun nombre 
premier inférieur ou égal à sa racine carrée entière, ce nombre est 
premier. 


Problème. — Reconnaître si un nombre donné est premier. 


REGLE : On divise le nombre donné par les nombres premiers 
Si aucune division ne se fait exactement, on peut 
affirmer que le nombre donné est premier dès que la division de ce 
nombre par un nombre premier p donne un quotient entier infé- 
rieur à p' ed, p' étant le nombre premier qui vient immédiate- 
ment aprés p, et d étant la différence entre p' et q. 

Soit a le nombre donné, et soit 4 le quotient de la division de a 


par p. On a 


a < p(Q +1). 
Or p=p—d et qg+i<p'+d. 
Donc a < (p'— d)(p' + d) ou p°? — d?, 
et par suite, a p?, Donc 


——————h} — 


QUELQUES PROPRIÉTÉS D'UN TÉTRAËDRE DONT LES ARÊTES 
OPPOSÉES SONT ÉGALES 


par M. À. Vacquant, professeur au lycée de Nancy. 





Comme compléments à la question 4205 dont j’ai donné précédemment 
une solution (n° 4, p. 29), je vais démontrer quelques propriétés d'un 
tétraèdre dont les arêtes opposées sont égales. 

D'abord les propriétés suivantes sont immédiates : 

1° Les quatre faces sont des triangles éjaux, comme ayant les 

. trois côtés égaux chacun à chacun; 
2° Les hauteurs du tétraèdre sont égales, puisque les bases sont 
égales; 
… 3° Les dièdres opposés sont égaux, car tous les angles trièdres 
. du tétraèdre sont égaux comme ayant les trois faces égales cha- 
cune à chacune, et les dièdres homologues sont ceux qui ont 
pour arêtes les arêtes opposées du tétraèdre. 

Maintenant, dans le tétraèdre SABC dont les quatre faces sont 
égales, le plan bissecteur ASA’ d'un dièdre SA passe par le mi- 
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lieu A’ de l’arête BG opposée à SA c’est-à-dire coïncide avec le 
plan mené par SA et le milieu de l’arête opposée BC; donc : 
4o Dans le tétraèdre SABOC, les six plans bissecteurs des dièdres 
se coupent en un point G qui est le centre de gravité du tétraèdre. 
Si on considère les droites joignant respectivement chaque 
sommet au centre de gravité de la face opposée, on a la propo- 
sition suivante : 


5° Les quatre droites joignant respectivement un sommet au 
centre de gravité de la face opposée sont égales; elles concourent 
au point G qui est le centre commun de la sphère inscrite et de la 
sphère circonscrite, 





Deux quelconques AA, et SS; de ces quatre droites se coupent, 
ET 

Hi SS1) 
suite ce point G, qu’on nomme centre de gravité du tétraèdre, 
appartient à ces quatre droites, Ce point G appartenant aussi (4°) 
aux plans bissecteurs des dièdres du tétraèdre est le centre de la 


sphère inscrite dans le tétraèdre; le rayon de cette sphère ins- 


comme on sait, en un point G tel que GSi — et par 


à : se Eee 
crite est le quart de la hauteur du tétraèdre puisque SiG — Ta 519. 


Les médianes AA’ et SA des triangles égaux ABC, BSC sont 

égales ; le triangle ASA’ est donc isocèle; par suite le trapèze, 
2 , 

ASA1S1 est isocèle puisque AS1 = SAi rs AA’, Les diago- 


eton a Ow —= 3510, 


50 


nales de ce trapèze isocèle étant égales, on a AA = SSi. Donc 


AA: — BB: = CC — SOI 


D'ailleurs à GA -— 5 A AD GS — _ SSi ; 
on à donc GA = GB = GC — GS, 


et G est Le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre. 


Maintenant, comme A'AZ=AS et GA—=GS, la droite A'G 
est perpendiculaire à AS; c'est donc la hauteur A'A” du triangle 
isocèle ASA', et A” est le milieu de AS; par conséquent (c'est 
d’ailleurs une propriété connue appartenant à tout tétraèdre) la 
droite A’A"”, joignant les milieux de deux arêtes opposées BC et 
AS, passe par G ; mais de plus A’A” est perpendiculaire à AS et 


aussi à BC. De même la droite C'C” qui joint les milieux des 
arêtes opposées AB et CS passe par G et est perpendiculaire 
commune à ces arêles ; la figure A'C'A”C” est un losange car 
AT AGREE A CAE=ACE È ELU AG — RS; MEUNL 
les droites A'A” et C'C” se coupent en G à angle droit, et on a 
le résultat suivant : 

6° Dans le tétraèdre SABC, chacune des droites joignant les 
milieux de deux arêtes opposées est la perpendiculaire commune à 
ces arête: ; ces droites passent par G et sont perpendiculaires deux 
à deux. 

Il est facile de calculer ces perpendiculaires communes A'A”, 
B'B”", CC’ etle rayon GA de la sphère circonscrite en fonction 


des arètes a, b, c du tétraèdre. On a, dans le triangle BSC, 


9 


be PRE RE 


DCNTÉ 
= 2SA"; 
l 




















Le » (ph? N 72 
RQ PE ae RAR ns 
+ 
Le triangle rectangle A'A"S donne 
NET TUE PT 2(02 + c?) — a a b?+ € — a? 
RAT A DESTS = ——————————————_——— — eme € 
A'A JA A à 14 E 
ve, 2 2 __ h2 
De même BB — PSS 
CC — a? + b? — CR 
2 
Dans le losange A’C'A’C”, on a 
47 A'A”" og) E AA _BP+c— a 
GA — 2 ’ GA — 4 — 8 , 
et le triangle rectangle GAA” donne 
5  — 2 bp? Dis 
CA — ANT-LOAT ere 
4 8 
ne 2 1 p2 2 
ou GA? = Re = ET. 


Remarquons maintenant, puisque GA = GB = GC, que le 
pied O de la perpendiculaire abaissée de G sur le plan ABC 
est équidislant des trois points A, B, C et par suite coïncide 
avec le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. Soit w la 
projection du sommet S sur la base ABC; les trois points 
S1, O, w sont en ligne droite; le point S; est le centre de gra- 
vité du triangle ABC. Comme S1S = 4S1G, il en résulte 
Siw — 4S10 ouencore Ow = 3510, ce qui donne une cons- 
truction simple du point w et par suite du tétraèdre : en partant 
de sa base ABC on construira Si, O, w et ensuite S. On a donc 
la propriété suivante : 

7° Dans le tétraèdre. SABC, le pied w de la hauteur relative à 
une face ABC, le centre de gravité S1 de cette face, le centre 0 
du cercle circonscrit à cette face, sont trois points en ligne droite, 
le point O étant entre Si et w. 

On peut aussi donner une définition du point w à l'aide du 


point O et du point de concours H des hauteurs du triangle 


ABC. On sait que les trois points O, Si, H sont en ligne droite 
et que le point S,; situé entre O et H est tel que SH = 28,0, 
par suite OH = 3$S,0 — Ow, et l'énoncé précédent peut être 
remplacé par le suivant : 

Le centre O du cercle circonsorit au triangle ABC est au milieu 
de la droite qui joint le point de concours H des hauteurs de ce 
triangle au pied w de la hauteur abaissée de S sur ABC. 

Pour terminer, j'indiquerai un calcul simple de la hauteur h 
du tétraèdre. Soit S la surface du triangle ABC. On sait que 


DAT ee . Ona 
C0: _ GA 2 OA? 
a LOS __@+b+c  ab?c?  2{(a2+0b2+0c?)S? — a?b?e? 
16 8 1682 1652 
bc? 
(a? + b? + ci) se sin? À — a?b?c? 


S2 











4 HE S b?2 + Cc? — a?}? 
Comme sin? A = 1 — cos? A — | PERS on à 
mp = (HE c)[4De? — (02 + 62 — a2)?] — 8a?b2c? 
85? 
— US HD c?)(02 Ho? — a2)2 + 4b2c (D? + «2 — a?) 
8S° ï 
(+ — a?)[4btc? — (b2 + 3 + a2)(b2 + c2 — a?)] 
85? 
ee (b? + Care a?)[a* a? 2 (b? Le c?}?] 
85? 
a (D? + 2 — a?)(c? + a? — b?}(a? + bp? — c?) 


85? 

À l’aide de cette formule, on aperçoit les résultats suivants : 

Si le triangle ABC est rectangle, on a a? — BP+c, h—=0 
et le tétraèdre dégénère en une figure plane, ce qu'on voit aisé- 
ment par la géométrie. 

Pour que %? soit positif, il faut et il suffit que l'on ait 


(D? + 6? —a)(c? + a? — D?)(a? +02 — €) > 0, 





| 








ce qui entraine, comme on le voit facilement 

a <b?+c?, 

p? < c? + a?, 

c << a? + b?, 
et ces inégalités signifient que tous les angles du triangle ABC 
sont aigus, ce qu'on peut voir aussi géométriquement comme je 
l'ai indiqué dans l’article précédent. 


a — #5 —  ———  ——— 


CERTIFICAT D'APTITUDE AU PROFESSORAT DES ÉCOLES NORMALES 
Aspirants (1897). 


4184. — Démontrer que le quotient entier d'un nombre 
entier N par un produit de facteurs entiers a, b, c peut s'obtenir 
en divisant N par a, puis le quotient par b et ce dernier quotient 
par c. 

APPLICATION. — Les trois divisions successives ayant toutes 
donné un même reste r, et celui-ci étant le plus grand possible, on 
suppose que la division de N par le produit abc donne pour reste 
R = 19r et pour quotient 1, on suppose en outre que c = a+b; 
déterminer le nombre N. 


En désignant par g, g', g” les quotients des trois divisions 
successives et par r, r', r" les restes correspondants, on peut 
écrire 


N=aq+r, T<A—1; (1) 
g = bg +r, r'<b—!; (2) 
q' — ca" +r", r! < e— À. (3) 


Remplaçons dans (2) q" par sa valeur (3); il vient 
qg = bcg" + br" + r", 
et en portant cette valeur dans (1), 
N = abcq" + abr" + ar +r. (4) 
D'après cette égalité, g” sera le quotient de N par abc si le 
reste est inférieur au diviseur abc. Or, en ayant égard aux 
inégalités (1), (2), (3), ce reste a pour limite supérieure 
able —1)+ ab —1)+a— 1 = abc —1, 
valeur inférieure à abc. 
Application. — On a par hypothèse, 
b—1 suivantque a<ou > b, 
N = 7abla + b) + 19r. 
Pour identifier N avec la valeur (4), posons 
rlab + a +1) = 19r, 
ce qui revient à a(b+ 1) = 18. 
En égalant a à l’un des diviseursde18ou 2%<3%, on obtient 
les solutions suivantes : 


a AN où 
puis 


RQ & $ &R $S € 


— 1, b— 17, r—0, d'où N—7.17118 — 2142 : 
= 1, N — 71.16.10 + 19 — 1139: 
a Ph, r'= 2, NT 100 SCIE RSS: 
= 9, cr "1, N = 7.12. 8+19 — 691: 
= Cl, r—'0, p.010 1020: 
0, —,0, Ne 0. 


(L. PERRET, à Bagé-la-Ville.) 
[Ont résolu la même question : MM. Collot; N. Delhotel; A. Desplat ; 


Th. Gramain ; E, Louvet; L. Magne; J. Ménéchal; Niel ; M. Oger; F. Pécorier: 
L. Sylvestre ; H. Tourrette ; H. Valdenaire.] | D Ae 2 


4185.— On donne une circonférence O, de rayon R:; on trace 
une tangente BAC, une corde DE parallèle à BC, la droite DB 





tangente en D et la demi-circonférence qui a pour diamètre AT; 
on fait tourner la figure autour du diamètre AA. Déterminer la 
distance AT pour que le volume engendré par le quadrilatère ABDI 
soit au volume de la sphère de diamètre AT dans un rapport 
donné m. 

Entre quelles limites peut varier le nombre m ? 


Dans le cas particulier où m—6, quel est le rapport des 
deux volumes B'C'D'E', B”C'D''E" ainsi trouvés ? 

A quels nombres entiers sont proportionnelles : 
ties de la surface de la sphère O; ® Les trois parties du volume de 
cette sphère, séparées par les deux plans D'E' et D'E"? 


1° Les trois par- 


Posons Al— x. En écrivant que le volume du tronc de 
cône engendré par le trapèze ABDI est 
L = ? dans un rapport m avec celui de la 


ATEN sphère de diamètre Al, on a 
p E E rAI(AB® + DI°-+ AB.DI) 


I 





Re rAl'm, 
ou, en divisant par + FAI et rem- 
plaçant Al par x, 
\ 2 , 72 ma? 
ABECDE SE AP.DI= EE: 
Pour calculer AB et DI en fonction de R et x, tirons les 


droites BO, DA'; elles sont parallèles, car l'angle inscrit AA'D 
est égal à la moitié AOB de l’angle au centre AOD. En consi- 
dérant alors les triangles semblables AOB, IA'D, on a 


PR d'où AB I, 
d’ailleurs le triangle DOI donne 
ID — R2— OÙ —R?—(R—x)} = a{2R—x). (1) 
Par suite, l'équation du problème devient 
25(2R — x) 


ma? 
/ D] # i n — 
TOR + &(2R — x) + Rx — 5 








’ 


R—x 





ou, en multipliant par , 


ML 


2 (2R — x), 





R2 + (2R — x) + R(2R — x) — 
ou enfin, en simplifiant, 
(m + 2)? — 2R(m + 5)x + 14R? = 0. 

Discussion. — Pour qu’une valeur de x convienne, il faut et il 
suffit qu’elle soit réelle, positive et inférieure à 2R. 

La condition de réalité est 

R{m + 5)? — 14R2%{m +2) > 0, 
ou m2 — 4m—3 > 0, 

Cette inéquation a son premier membre positif, c’est-à-dire de 
même signe que son premier terme, pour toute valeur de m” 
non comprise entre les deux racines de l'équation 

m2 — km — 3 = 0; 
comme l’une de ces racines est négative, la valeur de m, qui 
est toujours positive, doit être supérieure à la racine positive, ce 
qui donne 
m>2+V7. 

Lorsque cette condition est remplie, les deux valeurs de # sont 

2R{(m + 5) À 


réelles et positives, puisque leur somme, Ce et leur 
produit pie sont ici toujours positifs. En outre, ces va- 
7 m+2 ù 


leurs sont forcément inférieures à 2R; autrement la relation (1) 
aurait son second membre égal à un nombre négatif, tandis que 





le premier membre, D, serait essentiellement positif, On pour- 

rait d’ailleurs vérifier ce résultat en comparant les racines à 2R. 
Ainsi, le problème comporte toujours deux solutions quand 

m>2+V1; pour m—2+V97, ces solutions sont con- 

fondues. 

— L'équation du pro- 


Examen du cas particulier m = 6. 


blème devient dans ce cas 


ka? — 11Rx + 7R? = 0, 

d’où l’on tire è 
" 1 

nl ne 14 = R. 
Comme, par hypothèse, les volumes B'CD'E et B"C'D'E” 
sont égaux à 6 fois 
les volumes de deux 
sphères de rayons 
æ'et x”, le rapport 
de ces volumes est 


GE =( 
C É) RE 


Les plans ayant 
pour traces D'E' et DE" partagent la sphère O en trois zones 
dont les surfaces sont entre elles comme leurs hauteurs; ces 
hauteurs sont 


AI EURS 





R 
J'A' = —; 
4 
de sorte que les trois zones sont proportionnelles aux nombres 


entiers #4, 3, 1. 
Le demi-cercle D'AE’ engendre une demi-sphère de volume 


l'IE LR, 


€ 


73 TR ; le segment circulaire D'A'E” engendre un segment 


sphérique à une base dont le volume est 


Lost ) (ar 


GE (+ += 
FUME D ME TT 


Par suite le volume restant de la demi-sphère D'A'E' a pour 
expression 


R 





ne 
& rATV?(3R — AT’) — 


2 


TR MTITRE 
3 ——— (+ 


TRS — ——— — 
À 192 192 


Les trois parties du volume de la sphère séparées par les plans 
D'E’ et D'E" sont donc proportionnelles aux nombres 


14 117 11 
CR 192 ? 192 

ou aux nombres entiers 
128, EUTE 11, 


(J. DELPONT, à Beaumont.) 
[Ont résolu la même question : MM. E. Baudot ; J. Bordas ; E. Charpentier: 
H. Crozemarie ; L. Curt; N. Delhotel ; A. Desplat; E. Fourmon ; Fournel : 
M. Fréchet ; P. Gervaiseau ; E. Héteau ; H. Janois; A. Jeannel ; L. Lesieur : 
E. Louvet ; L. Magne ; J. Ménéchal; A. Mirc; Niel; A. Noyelle; M. Oger : 
Raynaud ; L. Sylvestre ; H. Tourrette ; P. Ttibier ; L. Vignes ; P. Vincent.! 


+ —— 


ALGÈBRE 


4238. — Trouver x nombres entiers consécutifs dont la somme 
soit x, 


Ce problème n’est qu'un cas particulier du problème général 
suivant, que nous allons résoudre : Trouver x nombres entiers con- 
sécutifs dont la somme soit x*, k étant un nombre entier positif. 


ne 


somme est bien 3*: 


L ü mi r ft {4h 2/7 
vx re: | LL: 7% 
Fr 2 x 


Les æ nombres entiers consécutifs 
y» ht y +2, M' y, RENE 
forment une progression arithmétique de raison 1. En vertu d’une 
formule connue, la somme des æ termes de cette progression est 
Yy+yÆEa= te = 
2 


k 
LA ? 
d'où l’on tire 

2h11 — m+A 
—_————. 


A 


y (1) 
y étant par hypothèse un nombre entier, le numérateur du 
second membre de (1) doit être pair. Ce numérateur est composé 
de trois termes dont le premier 2x*-t est naturellement pair, 
2xk-1+ 1 est impair, donc le troisième trrme æ à retrancher 
de la somme des deux autres doit être impair. 
æ estimpair et par conséquent de la forme 


G— 2m + A1, (2) 
m étant un nombre entier quelconque pouvant prendre toutes les 


valeurs positives à partir de zéro. 
Substituant (2) dans (1), on a 


y = {2m + At me: (3) 


Les deux équations (2) et (3) donnent la solution du pro- 
blème. 

Il est facile de voir que, quel que soit X, on obtient, pour toute 
valeur numérique attribuée à », une progression dont le pre- 
mier terme est donné par (3) et le nombre de termes par (2). 

Si l’on fait k —3, on a le cas particulier proposé. 

La solution de ce problème est donc 


æ —= 2m + 1, 
y = (2m +1) — m. 
-Pour m—0, ona x—1 et y—1. La progression 
obtenue se réduit au terme unique 1. 
Pour m—1, ona æx—3 et y—8. La progression 


obtenue comprend trois termes dont le premier est8 et dont la 


8S+9+10 = 33. 


m pouvant prendre toute valeur entière à partir de zéro, il 
s'ensuit que le problème proposé comporte un nombre infini de 
solutions. | 

. (X. ROCHE, à Léré } 

[Ont résolu la même question : Melles C. David ; M. Durand; MM. Benbacite; 
. Bertrand ; E. Blanc; J. Bordas ; H. Bosc ; N. Bourgogne ; P. Boutroux ; 
. Bouzy ; A. Brodbeck ; Burgat; V. Cambureanu ; A. Gotte; A. Cremer ; 
. Curt ; N. Delhotel; G. Dobrovici ; G. Dupuy ; L. Durieux ; Eldin; Feintuch; 
. Foucart; P. G.; L. Gourdet; Th. Gramain ; R. Henry; G. Hiernaux; 
. Janois ; J. Lagarde ; A. Larue ; H. Lefèvre» P. Le Hénaff,-H°-Lévy; 
. Liron ; E. Louvet ; L. Magne ; A. Maître ; E. Maître ; H. Michel ; A. Mirc; 
Pajot ; F. Pégorier ; P. Plisson ; R. Quéré ; M. Rivière ; Rousset ; E. Sevin ; 
P. Tarnier ; H. Valdenaire ; B. Varèse ; A. Vincent ; P. Vincent; Watrin.] 


———————— "0" <———  —  — 


GÉOMÉTRIE 


4144. — On donne un triangle ABC et, dans son plan, un 
point fixe P par lequel on mène une droite quelconque A. 

1° Trouver sur À un point X tel que XA°+XB° + XC° soit 
minimum. 

2° Lieu du point X lorsque la droite À pivote autour de P. 


1° Joignons A, B, C à un point quelconque X’ de A et au 
centre de gravité G du triangle. | 








D'après la relation connue (*) 
XA HXB HXC = GA + GB HG + 36X, 

A la somme en question devient 
minimum en même temps 
que la distance GX’. Le point 
cherché X est donc le pied 
X de la perpendiculaire abaissée 
P de G sur la droite A. 

2° Lorsque la droite A pi- 
vote autour de P, le som- 
met X de l'angle droit GXP 
décrit le cercle de diamètre 
GP. Tous les points du cercle 






font évidemment partie du lieu. 
[L. WEISZ, à Pécs (Hongrie).] 


AUTRE SOLUTION. — Soient À’, B', C’ les projections de A, B, € 
sur la droite A, 
On a 











XB—XB +BB, 
X'C° = XC° + CC”. 
Comme AA’, BB’, CC’ sont 
des segments constants, tout 
revient à chercher le point X 
correspondant au minimum 
de là somme 


MAMAN EE EC 





En posant 
AC &, BC — p 
et vue — À, 


cette somme peut s’écrire 
CREER GE 2 
ou BA? — Aa + B)X + à? + PB, 

On est ainsi ramené à trouver le minimum d’un trinome du 
second degré. On sait que ce trinome devient minimum lorsque 
la variable À est la demi-somme des deux valeurs de À} qui 
annulent le trinome. 

On a donc dans ce cas 

JONRE, 
3 

En prenant le milieu I de A'B,ona 4+£— C1, et par 

suite 





RSR 
OX g C1, 








(*) Cette relation peut s'établir ainsi : 
| Joignons X’ au milieu M de BC et 
x! au milieu 1 de AG. Ona 


NA XG — 241 POIX, - {1| 

KI + XM — 21602 H26X2, (2) 
d'où, en ajoutant (1) au double de (2), 
X'A + OX M — 241? -+ 416? + 3CX*. 

D'ailleurs, comme 

XB? + XC? — 2BM° + 2\M?, 
on en déduit, en ajoutant de nouveau, 
XA EXB EXC — SAI +410" -+ 2BM° + 36X 
— 210? + 26GM° + 2BM° + 36X° 
— AC BON CC’ + 3CX2. 

CARO MEED: 





ce qui montre que X est la projection du centre de gravité du 


triangle, situé aux Es de la médiane issue de GC, à partir du 


3 
sommet. Cette remarque permet de trouver le lieu de X lorsque 


la droite A pivote autour de P. 
(LOIC, lycée de Rennes.) 


[Ont résolu la même question; MM. Bayor, à Castelnau ; GC. Bourdet ; 
Carpentier-Javelot ; L. Debrun ; J. Delpont; E. Foucart, à Alençon ; G. Hier- 
naux, école normale de GChàlons-sur-Marne ; E. Montagut, à Périgueux ; 
J. Pastour ; P. Plisson, instituteur à Sens ; A. Rongier, école normale de 


Bourg ; L. Tarrin, à Moulins ; Watrin, à Charleville.] 


4174. — Autour d’un point P pris à l'intérieur d'un cercle O 
de rayon R, on fait tourner un angle droit dont les côtés ren- 
contrent la circonférence en À et B. 

Des points O et P on abaisse sur la corde AB les perpendicu- 
laires OD et PI. Démontrer que : 

1° Le produit OD'>XPT est constant ; 

20 La corde AB enveloppe une ellipse ; 

39 Il y a une infinité de quadrilatères qui sont à la fois circons- 
crits à l’ellipse et inscrits dans le cercle donne ; 

4° Le lieu du pôle de AB par rapport au cercle donné est un 
cercle, et que par suite il y a une infinité de quadrilatères qui 
sont à la fois circonscrits au premier cercle et inscrits dans ce der- 
nier. 

1° D’après la question 3946 (V. Journal, 21° année, p. 25), le 
lieu des points D et I est une circonférence ayant son centre au 


milieu C de OP et un rayon égal à ya — d, d désignant 
la distance OP. 





Traçons cette circonférence, et soient H, H’ les points où elle 
rencontre la droite OP. L’angle inscrit IDO étant droit, sous- 
tend le diamètre IK ; les triangles CIP, COK ayant deux côtés 
égaux qui comprennent un angle égal sont égaux. Par suite, 
PEUR Meilona 

OD'PL= OD.OK = 0H:0H* 

Les points O, H, H' étant fixes, ce résultat montre que le pro- 
duit OD.PI est constant. Cette valeur constante a d’ailleurs 
pour expression 





ns (5 élec 
— 64 


OH.OH' = (CH — CO\(CH' + CO) — CH — CO” 
2R? — d 1, ( d | l 


Ajoutons ces deux égalités, après avoir multiplié la seconde 
par 2 ; il vient, en réduisant, 


2 


Fa a == 2 (R? — d?). 


2 

20 On sait que dans une ellipse les foyers se projettent sur une 
tangente quelconque en deux points situés sur le cercle princi- 
pal de la courbe. Il en résulte que la droite AB enveloppe une 
ellipse admettant le cercle C pour cercle principal et pour foyers 
les points O et P symétriques par rapport à C. 

3° Soient A’ et B’ les seconds points de rencontre avec le 
cercle O de PA, PB prolongées. D’après ce qui précède, le qua- 
drilatère ABA'B', dont les trois côtés BA’, A'B', B'A sont vus 
de P sous un angle droit, est circonscrit à l'ellipse enveloppe 
de AB; ce quadrilatère est d’ailleurs inscrit dans le cercle 
donné 0. 

Tous les quadrilatères dont les diagonales sont rectangulaires 
et se coupent au point P jouissent des mêmes propriétés. 

4° Soit E le pôle de la corde AB par rapport au cercle O. Le 
triangle OBE étant rectangle en B, on a 

OD.0E = R?. 

Le point E peut donc être regardé comme l'inverse du point D 
lorsqu'on prend le point O comme pôle et R? comme module 
d'inversion. Or le point D décrivant le cercle C, qui ne passe 
pas par le pôle O, Ja transformée de ce cercle est un cercle 
homothétique du cercle C par rapport à O ; son rayon s'obtient 


en menant par E la parallèle Ew à CK. Pour calculer sa 
valeur, remarquons que 


H1° +-210° — 31G° + 2HD° + 460”, 
ou, comme HD = GO, 


Hi -+ 210? = 31G° + 6G0° 


CG: Q:F3D; 

Il convient de remarquer que la relation précédente subsiste 

pour un point | quelconque, situé ou non dans le plan du triangle. 
(L. MAGNE, école primaire supérieure de Belvès.) 


[Ont résolu la même question : MM. Blanc ; H. Bosc ; G. Delahaye ; N. Del- 
hotel ; G. Fauvernier ; Feintuch ; G. Fontaine ; E. Foucart; P. Gervaiseau ; 
E. Guénard ; P. Guillemin ; G. Hiernaux ; Jouanneau; P. Leduc ; H. Lévy ; 
M. Lœwy ; A. Maître ; de Mendiry ; Niel; A. Riche ; E. Sinturel ; J. Sire, 
C Szabo:; L. Tarrin; V. R: T.; H. Valdenaire, H. Varinot; A. Vergnole ; Vial; 
P. Vincent ; M, Boutry; A. Gourdin ; H. Martiny.] 


4266. — Étant donnés deux points À et B, on demande le lieu 
du point M tel que la distance AM soit dans un rapport donné 
avec la distance du point B à la droite AM. 


Soit M un point du lieu, tel que 
AM _m 
‘BP 
BP étant la perpendiculaire abaissée 
sur AM. 
En A élevons une perpendiculaire à 
AB; soit D le point où elle rencontre la 


A. Maître ; J. Pastour ; P. 





LE RUE  0E'OD}0E'O0P R° À parallèle à BP issue de M. Les triangles 
dE LS OK.0D  OH.OH 1 (R2— d°) PAB, MDA ayant les angles en À complé- 
VER 2 mentaires, sont semblables ; donc 
x R?/9R°? — d? 
den DRE ADAM _m 
R? — d? A Cp d’où AD = — AB. 


Tes cordes BA’, A'’B', B'A pouvant être considérées comme 
des positions particulières de la corde AB, leurs pôles F, E', F’ 
sont également sur le cercle w. 

Il y a ainsi une infinité de quadrilatères tels que EFE'F’ qui 
sont circonscrits au cercle O et inscrits dans le cercle w. 


(Louis DEBRUN.) 


[Ont résolu la même question : MM. C. Bourdet ; E. Foucart; M. Legras ; 
Plisson ; M. Rebeix ; L. Vignes.] 


4250. — Soient H Le point de concours des hauteurs et G le 
centre de gravité d'un triangle ; 1 et O Les centres des cercles ins- 
crit et circonscrit. Démontrer que 


AT + 201 = 316° + 6G0°. 

On sait que, dans un triangle, le point de concours H des 
hauteurs, le centre de 
gravité G et le centre O 
du cercle circonscrit 
sont trois points en li- 
gne droite et tels que 
HG = 2G0. 

Joignons le point 1 
aux trois points H, G, O :- 
et au milieu D de HG. 
En appliquant le théo- 
rème de la médiane 
aux triangles HIG et 





DIO, on a 
AE + IG? — 2iD° + 2HD>, 
ID I0 =SIBEeS CU 


- obtient un second cercle, symétrique du premier par rapport 


La distance AD étant constante, le 
point D est fixe, et le lieu de M est visi- 
blement le cercle de diamètre AD. 
En prenant la distance AM du côté opposé à P, en AM, on 





à À, et faisant également partie du lieu. 
(BURGAT, école normale d’Albertville.) 


[Ont résolu la même question: MM. Benhaïm ; E. Blanc; Boutry ; A+: Brod- 
beck ; G. Charpentier ; M. Drovin ; G. Dupuy; G. Fontaine ; E. Koucart; 
E. Garès; L. Gourdet; Grzybowski; G. Hiernaux ; H, Janoiïis ; Jouanneau ; 
H. Keefer ; Laguarigue de Survilliers ; Legrand ; H_ Lévy; L. Magne ; E. Ma- 
thieu; L. P., à A.; V. Parizet, J. Pastour; P. Rolley ; M. Saget; Tellier ; 
Tiret ; V. R. T. ; H. Varinot; G. Vente; Vial ; C. Szabo, à Gyor ; A. Maître]. 


—<Ë— 


PHYSIQUE ET CHIMIE 


CONCOURS GÉNÉRAL DE SECONDE MODERNE (1897) 


PHYSIQUE ET CHIMIE 


Solutions par M. Jacob Gahen, élève du collège Chaptal, 
Lauréat du concours (1er prix). 


4192. — L'œil est placé à une distance invariable d d'un objet 
dont la grandeur est 0. Entre l'œil et l'objet, et à une distance x 
de l'objet, on place une lentille convergente dont la distance 
focale est 2d. On demande : 1° de construire l’image de l'objet ; 
20 de trouver la grandeur de cette image; 3° de calculer la tan- 
gente de l'angle sous lequel l'œil voit l'image; 4° de discuter la 
valeur de cette tangente lorsque x varie de 0 à d. 








Soient AB l'objet, que nous supposerons limité inférieurement 
par l'axe principal de la lentille LL’ et N la position de l'œil. 

{° Le rayon Al, parallèle à l'axe, se réfracte suivant la droite 
IF passant par le foyer F. Le rayon passant par le centre optique 





C de la lentille ne subit aucune déviation. L'intersection A’ des 
droites 1F et AC est l’image du point A. En abaissant du point 
A une perpendiculaire sur l’axe principal, on a l’image A'B’ de 
la droite AB. 


A'B’ B'C 
20 On a AA BCX 
d’où l’on tire A'B = 0x Le (1) 


La formule ordinaire des lentilles donne 
1 1 Lee ré I F0 
BOUT 34 PAT POS 


BC" tæœ 24 
Remplaçant dans (1) 


ENT 
TX 
B'G par sa valeur, il vient 
Les 0 2dx _ 20od 
Re 
3° L’angle sous lequel l'œil voit l’image est ANNE. Appelons 
w cet angle; il est mesuré sensiblement par sa tangente, c'est- 


1 ‘ 





à-dire par le rapport NE 
Or 
: ; _:  2de __ a — dx +24 
On a donc 
2 od 
ra Rs - 24 — x ue 204 Ë 
SO Rp de + dut 
24 — x 
MA 20 D 
4o Quand D 0, BU =: 
20d 0 
Quand “= d, Bo = 
204 
Or x?—dæ+2d? <2d?, car x°—dx<0, x étant <d. 


Donc quand x varie de 0 à d, tgw part de la valeur T aug- 


mente d’abord, puis, à un certain moment, diminue jusqu’à — 
lorsque x — d. 

Cherchons pour quelle valeur de x tg w est maximum. Il faut 
pour cela que x?—dx+2d? soit minimum ou que x?— dx 
soit minimum. Or x? — dx sera minimum quand dx — x? 
ou x(d— x) sera maximum. 

æ(d— x) est un produit de deux facteurs, de somme d con- 
stante. Il est maximum quand les deux facteurs sont égaux, c’est- 







d 
alors æ = —: 


à-dire quand d = 2x; ” 


La valeur maxima de tg w est la valeurde tgw pour x — 
Calculons cette valeur. On a 


2 
x — dx + 2d? — <E} 
ce qui donne 
t _ 204 80 
PR 74 
4 


[Ont résolu la même question : MM, G. Blondin; J. Bordas ; Cazemajou ; 
E. Charpentier ; Conrads ; Crozemarie ; L. Curt ; N. Delhotel ; P. Gervaiseau ; 
M. Georgi; CG. Labo ; A. Maitre ; J. Ménéchal] ; A. Mirc; A. Nayel,; M. Oger ; 
A. Rongier ; E. Sevin; L. Sylvestre; P. Vincent.] 


4193. — On fait passer un courant de chlore : 

1° Dans une dissolution étendue et froide de potasse caustique ; 

2° Dans une dissolution concentrée et chaude de la même base. 

Quel est le rapport des volumes de chlore qui, dans ces deux 
expériences, produiraient un même poids de chlorure de potas- 
sium 9 

La solution chaude et concentrée ayant été saturée par 101it de 
chlore, mesurés à 0° et sous la pression de 76cm, on l'évapore jus- 
qu'à siccité et on calcine la masse solide ainsi obtenue. Quel sera 


le volume du gaz qui se dégagera et quel sera le poids du résidu 
solide ? 


Poids atomique du potassium. . . . . . 39 
Densité du chlore. . , . . . . . . . . 2,44 
Densité de l'hydrogène. . 0,0695 


Quand la solution de potasse caustique est étendue et froide, 
on à la réaction 


2C1+ 2KOH = CIOK + H?0 + KCI. 


Quand la solution est concentrée et chaude, il se forme du 

chlorate de potassium suivant l'équation 
6CI + 6KOH = CIOK + 3H20 + 5KCI. 

{° Si dans la première réaction, on veut obtenir 5KCI, il faut 
prendre 40CI. Donc le rapport des poids, et par conséquent des 
volumes de chlore qui, dans ces deux réactions, fourniraient un 
même poids de chlorure de potassium est — ou ——- 

2° Quand on évapore la solution jusqu’à siccité, l’eau est 
chassée. Si l’on calcine ensuite la masse solide, CIO®K se décom- 
pose en KCI et O5. Done le poids de gaz que CIS a produit est 0° 
et le poids du résidu solide est 5KCI+ KCI = 6KCI. Le volume 
occupé par 0° est la moitié de celui qui est occupé par Cf: 
donc le volume d'oxygène obtenu en employant 10!t de chlore 
est de 5lit, | 

3° En prenant 2,44 pour la densité du chlore, le poids ato- 

2,48 
0,0695 — SU 

Puisque 6KCI sont produits par CIS, 358,1 de chlore produi- 
ront 39 + 35,1 — 748,1 de chlorure de potassium et 10ft de 
chlore 


mique de ce gaz est 


74,1 AO > 2,44 >< 1,293 
35,1 1 


c’est-à-dire 668",50 de ce sel. 


[Ont résolu la même question : MM. J. Bordas ; L. Calais ; Crozemarie ; 
J. Delpont ; E. Héteau ; À, Maître ; Morin-Letessier ; A. Mirc ; M. Oger.] 


* 





4267. — 1 courant donne au voltamètre 120°° d'hydrogène 
à la température de 209 et sous la D'AQUE ue PU. 


L 


par minute, à 
à celte Hire 


La tension de la vapeur d'eau acidulée est 17% 
ture : calculer l'intensité du courant. 

On sait qu'un courant dont l'intensité est 1 ampère met en liberté 
417umc d'hydrogène en une seconde, à 0° et sous la pression de 
FES 

Le coefficient de dilatation des gas est ——— 


(Bacc. lettres-sciences, Caen, mars 1897.) 


La masse de l'hydrogène sec dégagé en une seconde par le 
courant est donnée par la formule 


120 15 — 1,1 
60 76 





X< 


DÉTECTE ; 


m — 


20 
NICE 


a désignant la masse spécifique de l’air et d la densité de l’'hydro- 
gène à 0° sous la pression de 76°". 

La masse de l'hydrogène sec dégagé en une seconde par un 
courant ayant À ampère d'intensité a pour valeur 


mi 0e ad. 


L'intensité cherchée est donc 
4 
l 20 
19973 


75 — 1,7 


6 * 


DSAATAAES 


m DIÂTKaxd 
1 = 15amp,36. 
(GERNEZ PFAUMATTER.) 


MM. Ardin-Delteil ; Bayor ; F. Beynas ; 
E. Bonnet ; M. Boutry ; LE Cabrol ; dE: Clément ; J. Coupat ; L. Curt ; N. Del 
hotel ; R. Durand ; J. Fourestier , P. Frescal; P. PUDenRs J. H. Lafon; 
E. Layes ; G. Leclerc ; ; E. Madet ; 1. Maury ; À. Mirc ; F. Morel ; V. Parizet, 
Raynaud ; P. Rollert: P. Ségala ; L. Tarrin ; V.R.T.; H. Achat ee A. Vary; 
PE Bonnet ; A. Grandguillotte ; E, Ménissier.] 


[Ont résolu la même question : 


EE 


CONCOURS DE 1897 (Suite). 


ÉCOLE MILITAIRE D'INFANTERIE (Saint-Maixent). 
Arithmétique. 


I. — Comment varie un produit de deux facteurs si l'on augmente 
le plus petit d’une unité et si l'on diminue le plus grand d'une unité ? 


II. — Réduire au même dénominateur les fractions 
2 4 5 7 a 
A ee 7 ie ES 
3 9 16 8 24 
IT, — Une chambre occupée par 30 hommes mesure 12,50 de long, 


6,85 de large, 4,02 de haut; déterminer le nombre de mètres, déci- 
mètres et centimètres cubes qui revient à chaque homme. 


IV. — Trois voisins ont logé des troupes, savoir : 

Le 1er, 10 hommes et 5 chevaux pendant 20 jours ; 

Le 2°, 15 hommes et 30 chevaux pendant 15 jours ; 

Le 3e, 50 hommes pendant 8 jours. 

Il leur est alloué une indemnité de 400 fr. Faire la répartition de cette 
somme entre les trois voisins, sachant que l'allocation pour un homme 
équivaut à celle pour deux chevaux. 

(Durée : 3 heures.) 


Géométrie. 


J. — Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de 
l'arc compris entre ses côtés. Différents cas. 


Il, — “rot point de la bissectrice un angle est équidistant des côtés 
de cet angle et réciproquement. — Les bissectrices des trois angles 
d'un triangle concourent en un même point. 


HT, — Avec un rayon donné, tracer une circonférence tangente à 
deux droites données. 


IV. — Démontrer que la surface comprise entre deux circonférences 
concentriques est équivalente au cercle qui a pour diamètre une corde 
de la circonférence extérieure tangente à la circonférence intérieure. 


(Durée : 3 heures.) 


2 —— 8 ———— ———  — ——— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4276. — 1° Trouver la plus petite valeur de x telle que æ —1 
soit divisible par 1898. 
20 Pour quelles valeurs de l’exposant y le nombre 37 —1 est-il 


divisible par 1898? 
(A. GouLARD.) 


4277. — Montrer que si l’on a 
DH +R = +p + =z+y+z =], 
le produit æyz est nul. 


4278. — Dans un triangle ABC, on projette le point de concours H 
des hauteurs en E, F sur les deux bissectrices de l'angle A. Démon- 
trer que le milieu D de BC et les deux points E, F sont en ligne 
droite, 


4279.— On considère deux cercles 0,0" se coupant en A et B. 
On joint À et B à un point quelconque C du cercle 0’ par deux 
droites qui rencontrent le cercle O0 en D et E. Démontrer que la 
médiane du triangle CDE issue de GC passe par un point fixe. 


(M. Reseix, lycée du Puy.) 


4280. — Sur une droite AB on prend un point C tel que 
AB.BC — CA”; 


de B et G comme centres avec AC pour rayon on décrit deux cercles 
qui se coupent en D. Démontrer que le triangle ABD est isocèle, les 
angles à la base étant égaux au double de l'angle au sommet. 


4281. — Les droites joignant les extrémités A et B d'une corde 
fixe AB d'une circonférence au milieu de la droite qui joint le milieu 
de la corde à un point quelconque M de la circonférence rencontren 
MA et MB en P et Q. Lieux des points P et Q. 

(J. Pasrour, à Antibes.) 


4282. — Calculer les trois côtés d'un triangle, con ES l'angle A, 
le périmètre 2p et la surface S. 
(Baccalauréat, Marseille.) 


4283. — Un vase cylindrique en verre est gradué en parties d’ égale 
capacité. Il contient du mercure qui, à la température de 0e, arrive à la 
division 1150. À quelle température faut-il porter l'appareil pour que 
le mercure arrive à la division 1151? Coefficient de dilatation cubique 
du verre, 0,000026; coefficient de dilatation absolue du mercure, 0,00018. 


(Bacc. leitres-sciences, Paris, octubre 1897.) 


4284. — Deux pendules électriques de longueur !, d’abord en con- 
tact, sont chargés d’une certaine quantité d'électricité. Ils s'écartent 
alors de la verticale et chacun d’eux fait un angle « avec cette direction. 

On demande de calculer la charge æ de chaque balle de poids p, L 
poids des fils suspendant ces balles étant négligeable. 


(Bacc. leltres-math., Tunis, juin 1897.) 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE PREMIÈRE-SCIENCES 
(1897)(*). 


4158. — Un disque circulaire peut rouler, mais rouler seule- 
ment et non glisser, sur une droite horizontale xy. Une tige AB, 
homogène, égale en longueur au diamètre du disque, repose par 
son extrémité À sur la droite xy et s'appuie tangentiellement sur 
le disque. 

Entre quelles limites doit être comprise l’inclinaison 0 de la 
tige AB sur la droite xy pour que le système de la tige et du 
disque soit en équilibre ? On suppose essentiellement que le glisse- 
ment de la tige AB sur le disque implique un frottement, ainsi 
que le glissement du point À sur la droite xy. On supposera égaux 
les coefficients de ces deux frottements et on représentera leur 
valeur commune par igo, © désignant un angle de moins de 4ôo. 

Montrer que l'équilibre deviendrait impossible, eu égard aux 
dimensions de La tige, si le coefficient de frottement était moindre 

{ 
que D: 

Équilibre du disque. — Le disque est soumis à son poids et à 
Paction de la barre en M. 

Comme son poids passe par le 
point de contact |, il faudra, 
pour qu'il soit en équilibre, que 
l’action de la barre en M passe 
aussi par I. 

Équilibre de la barre. — Les 
forces en action sur la barre AB 
] sont : son poids P appliqué au 
milieu G, la réaction du disque, dont la droite d’action est MI, 
comme nous venons de le voir dans l’étude du disque, et la réac- 
tion de æy sur l'extrémité A. 

Par conséquent, si l’on décompose le poids P de la barre 
suivant HM et HA, on obtiendra deux composantes qui, pour 
l'équilibre, devront être détruites par les réactions du disque et de 
la droite xy. 

Or, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit, d’après la théorie 
du frottement, que les angles 


0 
HMN — EX 
soient inférieurs ou égaux à l’angle commun + du frottement. 
Nous aurons donc 





HNDE= a, 


Po (1) 


a << P: (2) 





(*) 11 n'a pas. été attribué de prix, en 1897, au concours général de Première- 
Sciences, pour les Mathématiques. 

La solution suivante est extraite du recueil de Problèmes de Mécanique de 
M. Caronnet, 2° fascicule, Cinématique et Dynamique, qui est en cours d'impres- 
sion. 





Je dis que l’inégalité (1) entraîne l'inégalité (2). En effet, nous 
avons visiblement 
AK—=KB, 
d’où AK KI, 
ou bien 
; ( 
HK. tg « <HK.tg —, 


() 


c'est-à-dire CAR Se 


Ceci posé, il reste l’unique condition 
) 

TR AE 
0 << 20. 

Quand 0 deviendra égal à 2e, la barre sera sur le point de 
glisser sur le disque. 

Enfin, la barre étant assujettie à reposer tangentiellement sur 
le disque, il résulte pour 0 une 
limite inférieure. 

Plaçons-nous dans le cas li- 


l 

( . x 

mite où la barre est tangente en 
40 . son extrémité B ; nous avons 

1 

l 

l 

l 

l 

; 

1 


d’où 


0 


: 
\ 
LXT Wu 
% 
- ù 
PES Res 
4 \ 
sm eus ae 


A 2R 1! 








F1 


û Le pe VA 
et l'angle Fa doit être supérieur à OA. 
En résumé, l'angle 6 est délimité comme il suit : 
il 
2 arc ig = << 29. 


Pour que cette double inégalité soit possible, nous voyons que 
l’on doit avoir 


< 29, 


n|— 


2 arctg 
d’où 
il 
Tr <i89. 


[M. A. Maitre a résolu la même question .] 
2 ——  — re 


ALGÈBRE 


4070. — Mener une droite parallèle à un plan donné et ren- 
contrant trois droites données. 


Soit P le plan donné; Ax, By, C: les trois droites, qui coupent 
le plan P aux points À, B, C; et DEF la droite cherchée, paral- 
lèle au plan P, etcoupantrespectivement Ax, By et C3 aux points 


17, rue des Écoles, à Paris. 


AE 





U ALLER SA 
NT EE) a 


D, E, F. Menons du point E la droite EG parallèle à Az. Cette 
droite détermine avec By le plan yBO, qui coupe le plan P sui- 
vant la droite BO, et.est parallèle à Ax. De même, si nous 
menons du point F la droite FH parallèle à Ax, nous aurons 
déterminé le plan 4C0 qui coupe le plan P suivant la droite CO 
et est aussi parallèle à Ax. Les deux droites CO, BO sont déter- 
minées, et la ligne AGH est parallèle à la droite cherchée DEF. 
Tout revient à déterminer cette droite AGH. 





Pour cela,-soitr 0B'= 00 = MODE NOT. 

Dans le triangle EGB les trois angles sont connus; parsuite le 
rapport des côtés EG, GB est déterminé : posons EG = À. 

De même, le triangle FCH dont les angles sont connus nous 
Her 
HF — At 
membre, en remarquant que EG — HF; nous obtiendrons 

CR ou ie 
CHR TIRRE b—7y 

Si maintenant nous menons la ligne AI parallèle à OC, et si 
nous appelons p et q les deux longueurs connues Al et I0, les 
deux triangles semblables AGI et OGH nous donnent 


donnera Divisons ces deux égalités membre à 





MN. (1) 


ALMERUL"E p _g—x 
OH — oC ou y = AE . 
D'où l'équation 
DR = Qy — ay. (2) 
mb — a+ x 


L'équation (1) nous donne y — et en portant 


m 
cette valeur dans l'équation (2), et réduisant, nous obtenons 
pour déterminer æ l'équation du second degré 
2? — (a — mb + q — mp}x — qg(mb — a) = 0. 
Le problème peut donc admettre deux solutions; et la connais- 
sance de æ suffit pour déterminer AGH, et par conséquent le 


résoudre. À. D, 
4199. — Si a+b+c+d+e+f =0 

et Gr DEC E e-E RI0, 

on à 


(a+ c)(a+ d\(a+e)(a + f) = (b+ cb + d\(b + e)(6 + F). 
(Examens de Cambridge.) 
De la première hypothèse on déduit 
a+b—=—-(c+d+e+f) (1) 
et (a+ D} = —(c+d+e+f} 
ou, en développant dans chaque membre, 


ne Ù % hu: MN 
NES van TEEN ES 


e 





o 2 
CR à 





— (+ d+e + f3) 
a + D + 3ab(a + b) = {—3{c+d)e+f\c+d+e+f)} (2) 
— 3cd(c+d) — 3ef(e+f). 
De la seconde hypothèse on conclut de même 
a+ bi = — (03 + di + e + fs). 
En tenant compte de cette dernière relation, la relation (2) 
devient 
ab(a+ b) = —(c+d\e+f{c+d+e+f) 
— cdc+d)—ef(e+f) ) 
Cela posé, développons l'expression 
(a+c)(a+ d)(a +e)(a + f) —(b+c)(b + d)(b + e)(b +); 
le terme cdef, qui figure de part et d'autre avec des signes 
contraires, disparaît, et il reste 
(ai — D)+ (ai — Be +d+e+f) 
+ (a? — b?)(cd + ce + cf + de + df + ef) 
+ (a — b\(cde + cdf + cef + def). 
Un binome de la forme a*—#b" est toujours divisible par 
a—b; on peut donc écrire 
(a — b)[(a? + b)(a +b)+ (+ ab+b\c+d+e+f) 
+(a+b)(ed+ce+cf + de+df+ef)+(cde+cdf+cef+def)}. 
Remplaçons au deuxième terme entre les crochets le coefficient 
cC+d+e+f par son équivalent tiré de (1), —(a<+b), et 
réciproquement, au troisième terme, le coefficient a+b par 
son équivalent —(c+d+e+f); il vient : 
(a—b)| —ab(a+b)—(c+d+e+f\c+d)(e+f)-—cd(e+d)—ef(e+f)]. 
Portons enfin dans cette expression la valeur équivalente de 
ab(a+b) tirée de la relation (3); il viendra : 
(a—b)(c+ die +fe+d+e+f)+cd(e+ d)+ef(e + f) 
—(c+ dXe+ fe +d+e+f)— cd(e+d) —efle + fils 
expression identiquement nulle. GO FD: 
(A. BERTRAND, à Azillanet.) 


(3) 


[M. Fréchet, lycée Buffon, a résolu la même question.] 


4268. — Résoudre l’équalion 
(& + b+c(x + c+ a)(x + a + ba + db + c) = abcæ. 
Si l’on fait 
a+b+c—=s, a+b=cC, 
l'équation proposée devient d’abord 
(@ + A)(x + B)(x + C)S = (S — Aj(S — Bj(S — Cjx; 
puis, en développant aux deux membres et réduisant, 
(æ + S)[Sæ(æ — S + À + B + C) + ABC] = 0, 
et enfin, en remarquant que A+B+C = 35, 
(x + S)(Sx? + Sx + ABC) = 0. 
Les racines sont donc 
8/5" 4SABC 


—$2+/S—2SABC 
D —$, x — RAS OS SU ) + TISSU ? 


a+c=B, b+c—=A, 


ou, en revenant des auxiliaires aux données, 
æ = —(a+b+c), 
 —(a+b+c) + (abc) hat b+c)(a+b)(at+c)(b+c) 
ci 2(a+b+-c) 
 —(a+b+c)—V(a+b+c)t —4(a+b+c)(at+b)(a+c)(o+c), 
ME 2(a+-b+-c) i 
Remarque. — On résoudrait à l’aide du même artifice les 





’ 





équations 

Rnb Eee Su c)(a@ — a — bj(a + b + c) = abcæx, 

(@ + b + c}(æ + à + c)(x + a + b\(a + b +c) 
= (a + 2b + 2c)(b + 2a + 2c)(c + 2a + 2b)x, 
(&œ—b—c{x—a—cæ— a— b\(a+b+c) 
= (a + 2b + 2c)(b + 2a + 2c)(c + 2a + 2d)x. 
Les solutions sont pour chacun de ces cas : 
AE S2+/S—4SABC __ S2—YSr—4SABC. 


Le 25 25 
as, = —5+ViS+ISABC,  ,_—3S—V9S"FISABC. 
25 2S 
21 /OSELASARC 12" AQETLOANT 
Se SSSR, 95 VS SRE, 


(A. BERTRAND, à Azillanet.) 
[Ont résolu la même question : MM. Bourrières ; R. Van Cauwenberghe ; 


A. Cremer ; G. Digne ; Dobrovici ; F. Geltzenlichter ; L. Gourdet ; A. Maître ; 
F. Morel ; F. Pégorier ; E. Sinturel ; C. Szabo ; A. Wiart.] 


4269. — Sachant que 
MEUEESi— EC, 

a? + y? + 2? = 20, 
2 HE YS + 3° = Ja, 
at + y+ + at, 
X3+pX2+qX+r = 0 
étant l'équation qui admet pour racines x, y, +, on sait que 

l’on a, en général, 

2. am + p2.aûm-t) E 92 .aûm-2) LE rE aim) — 0 ; 

on déduit, en particulier, de cette relation, 

Z.@t + pE.aÿ + gE.a+rx.x = 0 
ou, en remplaçant Z.æ°, Z.a?, Z.æ par leurs valeurs données, 
E.at + 3paÿ + 2qa? + ra = 0. 
On a encore, en appliquant la même formule, 
3 + 2pa? + qa + 3r = 0, 

et, en vertu des relations connues entre les coefficients et les 
racines, 


calculer 


DATE Sr 
(Z.w— 5. Ja?— 20. 
2 Si 2 La 2 
_ . Pour avoir £.xt, il suffira donc d'éliminer p, q, r entre les 
quatre relations 


TEE TU 


2.at + 3pa + 2qa + ra = 0, 
3a% + 2pa° + qa+3r = 0, 


À p+a—=o0, 
: a? 
QE 0, 


… En portant dans la seconde relalion les valeurs de p et g 
_ des deux dernières, on obtient la valeur de y, 
a 


PU 


6 


£ 
=. les trois valeurs de p, q, r substituées dans la première, on a 
€ 


enfin, après réduction, 
25a* 


6 
… Remarque. — Il est aisé de voir que la formule qui nous a per- 
mis de calculer £.x*, nous donnerait aussi de proche en proche 
Bo, Seat, ..,, Z.om: 


DC 





(A. BERTRAND, à Azillanel.) 
- (Ont résolu la même question ; MM. E. Ardin-Delteil; L. Barberot; Boutignon; 








G. Brets ; M. Deschamps ; G. Digne; Feintuch ; Geltzenlichter ; L. Gourde!l : 
A. Jeannel ; A. Maître ; A. Mirc; F. Morel ; F. Pégorier ; A. Sarteel ; E. Siu- 
turel ; A. Smantanescu ; G. Szabo ; H. Thouvenot ; A. Wiart.] 


———————————#} —  — — 


GÉOMÉTRIE 


4241. — Dans un triangle ABC, on mène la bissectrice inte- 
rieure AD de l'angle À, limitée au côté BC. 

Démontrer que la somme des rayons des cercles circonscrits 
aux triangles ABD et ACD est égale à la distance de l'un des 
sommets B ou G au milieu 1 de l'arc BAC du cercle circonscrit 
au triangle ABC. 

Que devient la propriété lorsque AD est bissectrice extérieure? 


Soient w, w' les centres des cercles circonscrits aux triangles 
ABD et ACD. 

Joignons w et I aux points B 
et G. Les angles BwD, BIC sont 
égaux comme égaux chacun à 
l'angle À : le premier est en 
effet le double de l'angle inscrit 
BAD, moitié de l'angle A. Par 
suite, les triangles isocèles BwD, 
BIG ayant les angles aux som- 
mets égaux, sont semblables, et 
lon a 
GBD — 1BD, DB — 1CP; 
ce qui montre que les trois 
points I, w, B sont en ligne droite et que la droite wD est paral- 
lèle à IC. Par analogie, les trois points 1,w', C sont en ligne 
droite et la droite w'D est parallèle à IB. 

Il en résulte que la figure IwDw’ est un parallélogramme, 
et ses côtés opposés sont égaux; on peut alors écrire 

HP D = VB vw = Bl'—= CI 
x Q. FD: 

En considérant la bissectrice extérieure AD’, on établit comme 
plus haut que la fi- 
gure l'w;D'wi est un 
parallélogramme. 

Dans ce cas, on a 





I 


BI' ou l'C 
CÆ Bu: = l'e: 
æœsss Bu: — wiD, 





c'est-à-dire que la dis- 
tance de l'un des som- 
mets B ou C au mi- 
lieu l’ de l'arc BG est 
égale à la différence 
des rayons des cercles 





circonscrits aux triangles ABD’ et ACD’. 
(Marcez LEGRAS, lycée Saint-Louis.) 








SOLUTION TRIGONOMÉTRIQUE. — Si l'on désigne par » et 7’ les 
rayons des cercles ABD et ACD, on a ! 
BD , CD 
PAR res , PT — , 
FA s VA 
sin ZT sin AL: 


d'où, en ajoutant et divisant par ? 


BC BE 
r+r! — SU — ; À — BI. 
2 sin S sin ri 


Dans le cas de la bissectrice extérieure AD’, on aurait 












UE ARS AM vie 
sin (go + +) sin (oo — +) 
d’où, en observant que 
. à A À 
sin (00° ++) sin (ao —+) —iC0S Oo 
PE BC La BE pre 
2 cos A: COS — 
2 2 


(CH. BOURDET, lycée de Niort.) 


[Ont résolu complètement cette question : MM. L. Bedos ; E. Blanc ; A. Cotle ; 
P. Dégeilh ; A. Delcambre ; G. Dobrovici ; E. Félix ; E. Foucart; G. Fontaine; 
A. Grosz ; G. Hiernaux ; Jouanneau ; Jouve ; P. Leduc ; P. Le Hénaff ; E. Le 
Maigre; À. Liron; L. Magne ; A. Maitre ; de Mendiry; A. Mirc ; A. Nayel ; F. Pé- 
gorier ; H. Quéré; M. Rebeix ; M. Rivière ; E. Routier ; J. Sire ; P. Tribier; 
Auguste V.; G. Delahaye; l'ont résolue partiellement: MM. E. Baudot; J. Bordas; 
E. Charpentier ; L. Debrun ; N. Delhotel ; Feintuch; P. Gervaiseau ; H. Janois ; 
H. Lévy; V. R. T.; H. Valdenaire.] 


4261. — Par le milieu M de l'hypoténuse d'un triangle rec- 
tangle ABC, on fait passer une sécante DE, limitée aux côtés de 
l'angle droit; on prend EF = DM; on tire la droite AM; on 
abaisse du point F les perpendiculaires FG, FH sur AM et BC. 
Démontrer que AG = AH. 


PREMIÈRE SOLUTION. — Les angles droits MGF et MHF ont leurs 
sommets sur un cercle 
ayant son centre au milieu 
O de MF. Je dis que les 
droites AO et GH sont 
perpendiculaires en un 
point I. 

En effet, le quadrilatère 
inscriptible MGHF donne 
d'abord 

AG1 — MFH ; 
d'autre part, en considé- 
rant successivement les 
triangles isocèles MAC, 
OAE et le triangle MCE, 
on peut écrire 

GAI — MAG — OAËE — MCA — OEX — CME. 

Les triangles AGI et MFH ayant ainsi deux angles égaux sont 
semblables, et par suite l'angle AIG est égal à l’angle droit MHF. 

La droite AO étant perpendiculaire à la corde GH du cercle O 
passe par le milieu de cette corde, de sorte que le point A est 
équidistant des points G et H. 

(M. DROVIN, école normale de Châlons.) 

SECONDE SOLUTION. — Tirons les rayons OG, OH du cercle 
MGHEF. Nous allons éta- 
blir que la droite AO est 
bissectrice de l’angle GOH, 
ce qui entraînera l'égalité 
des triangles AOG, AOH 
(angles égaux compris en- 
tre côtés égaux) et parsuite 
l'égalité des côtés AG, AH. 

Joignons M au point de 
rencontre N de AO avec 
l'arc GH. Les triangles 
isocèles OMN, ODA étant 
semblables, MN est paral- 
lèle à DA, et l’on a 


ht TS 


AMN = BAM. 








3 _ ” Lee 
NT Pet OÙ 


GD = 





€ 5 


Mais dans le triangle isocèle ABM, 1 
AMC — 2BAM ; 
donc AMC = 2AMN ; 


an 


ce qui montre que MN est bissectrice de l’angle inscrit AMC, 
et par suite, d’après les mesures des angles, NO bissectrice de 
l'angle au centre GOH. 

(A. GIPOULOU, instituteur adjoint, à Puy-l'Evêque.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor ; Benhaïm ; L. Blanc; L. Bol- 
zinger ; Boutry ; A. Brodbeck ; Burgat ; H. Charpentier ; L. Cussenot ; 
P. Dégeilh ; A. Delcambre ; E. Foucart ; G. Hiernaux ; Laguarigue de Sur- 
villiers ; E. Layes ; H. Lefèvre:; Legrand ; A. Lescure, H. Lévy; J: Lire 
H. Martiny ; J. Massip; E. Mathieu ; A. Mirc; M. Rebeix ; M. Rivière ; E. Rous- 
selot; A. Sarteel ; R. Sudre ; P. Tarnier ; P. Bonnot ; P. Le Hénaff ; A. Maitre; 
Ohannès Tarikian, à Ada-Bazar.] 


4262. — Construire un triangle connaissant un sommet, le 
point de concours des hauteurs et le centre de gravité. 


On sait que le point de concours H des hauteurs, le centre de 
gravité G et le centre O du cercle circonscrit sont trois points 
en ligne droite et tels que 
HG = 2G0. On obtiendra donc | 
le centre O du cercle circonserit 
en prolongeant HG d’une lon- 
HG 
Tr 
alors le cercle O passant par A, 
on aura le cercle circonscrit au 
triangle cherché. On déterminera 
ensuite le côté BC en remarquant 
que ce côté est perpendiculaire à 
la hauteur AH et rencontre la médiane AG en un point D tel que 
AG 
ee 

La seule condition de possibilité est que le point D soit com- 
pris dans le cercle O, ce qui suppose 


OD < OA. 


Cherchons à exprimer OD et OA en fonction des côtés du. 
triangle connu AHG. 
On a d’abord 


gueur GO — ; en traçant . 





Ensuite, en joignant A au milieu L de HG, on a dans le. 
triangle AlO, 


(ON 
et, dans le triangle AHG, À 
AH° + AG — SAT + 216. 
En doublant l'égalité (1) et l’ajoutant à (2), il vient 
2A0° + AH° = 3AG° +660”, 


d’où, en remplaçant GO par 2e. 


(2) 








TUE Te 
20° = 2 104 © pc — le 
2 k 
La condition OD < OA devient alors 
AH? AH? 








3 —2 3 7 


AU < 240" + HG. | 
(L. TARRIN, inslituteur-adjoint à Saint-G. de V.) 


ou 


AUTRE SOLUTION. — Supposons le problème résolu, et soit ABC 
le triangle cherché. Par chacun des sommets A,B, C, menons une 
parallèle au côté opposé; on forme ainsi le triangle A’B'C, dans 





ru 
” 





< . » * 7 PAU 


lequel G est le centre de gravité et H le centre du cercle circons- 


crit (les hauteurs HA et HG sont en effet perpendiculaires aux 
milieux A, GC des côtés B'C', B'A'). 

On est alors ramené à construire le triangle A'B'C connaissant 
le pied À de la médiane issue de A’, le centre de gravité G et le 
centre H du cercle circonscrit. 


A 


Pour faire cette construction, prolongeons AG d’une longueur 
GA'—2AG, puis de H comme centre, avec HA’ pour rayon, 
traçons un cercle qui coupe en B’ et C’ la perpendiculaire élevée 
en À à AH. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit qu'on ait 


HA < HA, 
ou, en projetant H en I sur AA’, 
RASCIAS 
Or IA = AH cos HAG 
et IA’ = 3AG — JA. 
Donc AH cos HAG << 3AG — AH cos HAG, 
>< : 3 AG 
d'où cos HAG<- 


Ainsi l’angle HAG doit être supérieur à un certain angle « tel 

que 
COS 4 — 3 AG, 
2 AH 

En particulier, lorsque cet angle est obtus, le problème est 
toujours possible. 

En remplaçant, dans la condition précédente, cos HAG par sa 
valeur en fonction des côtés du triangle AGH, on retrouve la 
condition obtenue plus haut. 

(E. ROSENBERG, collège Rollin.) 

[Ont résolu la même question: MM. J. E. d'Avillez; G. Bernard ; A. Bertrand; 
P. Bonnot ; Boutry ; Garès ; A. Gourdin ; R. Henry ; Lachenaud ; Laguarigue 


de Survilliers; Legrand ; H. Lévy; J. Martin ; A. Peyret ; J. Peyret; P.Plisson ; 
M. Rebeix ; F. Rey ; M. de Ronchonnot ; J. Sire ; V. R. T.; P. Vincent.]| 


4270. — Soient O,, O,, Oc les centres des carrés construits 
sur les côtés BC, CA, AB d’un triangle et A’, B', C' Les milieux 
de ces côtés. On a 


OA 0,B + OC = OP + OC + Or. 


PREMIÈRE SOLUTION. — La droite O,A', perpendiculaire à BC, 
l’est aussi à la droite C'B', parallèle à BG. Par suite, les points 
0, et A’ appartiennent au lieu des points dont la différence des 


carrés des distances à B! et C/ est constante, et l'on a 


GE" — 0.0 = AD 10. 
De même, 

OC? — OA” = BC — BA’ 
et 

DA” — 0.8 = CA — CB: 

En ajoutant ces trois égalités, 
on tombe sur la relation énon- 
cée. On voit en outre que cette 
relation subsiste quand 0,, 05,0, 
sont trois points quelconques 


appartenant aux perpendiculaires 


élevées aux milieux des côtés BC, CA, AB. 
(ERnestT FOUCART.) 








0œ 


SECONDE SOLUTION. — D’après la première solution de la ques- 
tion 4240 (p. 39), les triangles A’C/0. et A’B'O; sont égaux, 
comme ayant deux côtés égaux et perpendiculaires. Il en résulte 
que 


OA’ — OA’. 
De même O,B' — O.B, 
DAC — OC 


La relation proposée devient alors évidente. 
(E. LÉOTARD, lycée de Dijon.) 


[Ont résolu la même question : MM. Amboise; J. F. d'Avillez; P. Barroué ; 
E. Biévez ; L. Bolzinger ; M. Boucly ; J. Camus ; E. Chaineau ; E. Chambaud 
A. Cremer ; G. Delahaye ; L. Delavergnas ; M. Deschamps ; Dobrovici ; 
G. Dupuy ; Féintuch; L. Gourdet; A. Gourdin; R. Guillemin; C. Guinet; 
G. Hiernaux ; H. Janois; H. Jouanneau ; H. Keefer ; E. Layes; P. Leduc; E. Le 
Maigre ; F. Leulliot ; H. Lévy; A. Maître ; R. Manen ; C. Marrot ; À. Mirc ; 
F. Montaland ; F. Morel ; J. Pailleret ; M. Rebeix, B. Ribes; P. Rolley; 
E. De Rycker ; G. Sarrassat ; E. Sinturel ; J. Sire ; C. Szabo ; H. Thouvenot ; 
H. Varinot ; Villemagne ; L. Curt; J. Méhu.] 


RE * 


MÉCANIQUE 


————— 


4038. — On divise un parallélépipède en huit parties par des 
plans menés parallèlement aux faces et passant par un point O 
intérieur au solide. 

Trouver le centre des poids placés aux sommets du solide donné 
et respectivement proportionnels aux volumes des parallélépipèdes 
partiels aboutissant à ces sommets. 


Considérons le parallélépipède ABCDEFGH. Soient I], KL, MN 


G 




















e | B 


les intersections deux à deux des trois plans menés par le point 
intérieur O parallèlement aux faces. 

Les poids placés aux sommets À et E sont par hypothèse pro- 
portionnels aux volumes des parallélépipèdes de diagonales OA 


{ D » 
ha e 


MIX 


w 
" 


et OE ; ces parallélépipèdes ayant une base commune sont entre 
eux comme leurs hauteurs, proportionnelles elles-mêmes à OI 
et OJ. Par suite les poids considérés ont pour centre un point 
de AE situé à une distance OJ de A et à une distance OI de E; 
ce point appartient visiblement au plan symétrique du plan OMK 
par rapport au centre w du parallélépipède. 

On verrait de même que ce plan contient Les points d’applica- 
tion des résultantes des trois couples de poids B et F, GC et G, 
D et H. 

Le centre des huit poids appliqués au solide se trouve ainsi 
dans un plan symétrique du plan OMK par rapport à w. Par 
analogie, il se trouve également dans les deux plans symétri- 
ques des plans OKI et OMI par rapport à w. Ces trois plans 
se coupent en un point 0’, symétrique de O par rapport à w, 
et répondant à la question. 

(L. CURT, école normale de Bourg.) 

{Ont résolu la même question : MM. L. Aviotte ; Bayor, à Castelnau ; P. Bres- 
son ; E. Michaud et N. Mollon, penst de Valbenoite, à St-Elienne ; C. Carteron 
et G. Fauvernier, lycée de Dijon ; G. Costey ; R. Henry, instituteur à Maizières 
(Aube) ; G. Hiernaux, école normale de Chälons-sur-Marne; A. Lochard ; Massol, 


à Tours ; Plessix, lycée Janson-de-Sailly ; L. Raynaud, à Toulon ; A. Rongier, 
école normale de Bourg.] 


A ———————————— 


PHYSIQUE 


42314. — Un tube en U vertical à branches égales de 10cq de 
section est ouvert d'un côté et fermé de l’autre par un piston sans 
frottement et sans poids. Il contient du mercure qui s'élève au 
même niveau dans les deux branches et, dans la branche fermée, 
2006 d'air. 

On charge le piston de 9528r et l’on demande : 1o la nouvelle 
pression æ de l'air de la branche fermée ; 2° la différence de ni- 
veau y du mercure dans les deux branches : 30 la hauteur 3 dont 
s’est abaissé le piston. La pression extérieure, au moment de l'ex- 
périence, est équilibrée par une colonne de mercure de 76° de 
hauteur. 

Densite du mercure : 13,6. 

(Bacc. lettres-math., Paris, novembre 1897.) 


1° La nouvelle pression de l’air dans la branche fermée fait 
équilibre à la pression atmosphérique augmentée des 9528" dont 
on à chargé le piston. L'augmentation de pression produite par 
les 9528" sur 1°q est représentée par une colonne de mercure 
ayant pour hauteur 


__ ou = 
13,6 >< 10 
La nouvelle pression + de l’air dans la branche fermée est donc 


de 76+7 ou 83cm, 
-° Cette pression étant supérieure à la pression dans l’autre 
branche, le mercure descendra dâns la branche fermée et mon- 
tera dans la branche ouverte. 

Le niveau du mercure dans la branche fermée supporte une 
pression égale à 83° par centimètre carré. Sur le même plan 


horizontal dans la branche ouverte, la pression est + 76. 
Una 83=17-"76, 
3° Pour obtenir la nouvelle hauteur À de l'air dans la branche 

fermée, il suffit d'appliquer la loi de Mariotte : 

76 >< 200 = 10 À >< 83. 
On tire de cette équation, 
Th =NSM 319! 


: F ÉD Val 
Le niveau du mercure dans la branche fermée a baissé de ts 


ou 3°%,5, ce qui a fait descendre le piston de 3°%,5 ; ef comme 


d’où UNIES 


star: 


Fed RO PRE Ne 7. NrVE _— val nt RE 1 4 


"Ur : htc PS ait: =“ è v, 7” 


7 s a Fr Q LE Lg 4 à . = { 
5 A here. Ve HR: A Le Le De 51, 2 0 de +: n ht = te a 
OL PP mt - 27 Ed Ve Pa ds rat ETS: it a RS |" NE Z , rm 7} 7, 1 Fa 


la hauteur de l'air a diminué de 20—18,313 ou 1°",687, le 
piston est descendu en réalité de 3°%,5 41,687 — 5°,187. 
(A. MIRC.) 

[Ont résolu la même question : MM. P. Alcan; J. M. Chalvin ; L. Curt ; 

J. Delavergnas ; M. Georgi ; Th. Gramain ; J. Fourestier ; Le Hénaff ; H. Le- 


fèvre ; A. Liron ; A. Maitre; M. Manseau ; J. Maury ; E. Ménissier; Niel ; 
G. Pfaumatter ; L. Perret ; Raynaud ; P. Tribier.] 


4255. — Dans une sphère de grand diamètre 2r, on découpe 
deux miroirs concaves identiques AB et CD 
diamétralement opposés. Un objet pq est placé 


À È près du centre; construire géométriquement 
les deux images dues à deux réflexions succes- 
sives, c'est-à-dire l'image p1qg1 provenant des 

B D rayons réfléchis d'abord sur AB puis ensuite 


sur CD, et l’image pig provenant des rayons 


réfléchis d’abord sur CD puis ensuite sur AB. 


da tie ‘ 
On supposera ensuite Op — me et on calculera les distances 


au centre O des images pig1 et page. 
(Ba cc. lettres-math., Lille, juillet 1897.) 


1° L’objet pg, par une première réflexion sur le miroir AB, 
donne une image réelle, renversée, p'g, qui vient se former 
entre le miroir CD et son foyer F. 





La posilion de cette image est donnée par la relation 
1 1 
ee er 2 (1) 
D RNA E 
dans laquelle p et »' désignent les distances de l’objet et de son 
image au miroir AB, On en déduit 


/ (a 





p, = pr" (2) 
de sorte que p»'q' est à une distance du miroir CD égale à 
(A r(3p me 2r) 
LED FAQ 2p—r (3) 


Dans la seconde réflexion sur CD, tout se passe comme si les 
rayons, partant de p'g, se réfléchissaient sur CD. On obtient 
ainsi la première image demandée 191, virtuelle, droite par 
rapport à »'q', renversée et amplifiée par rapport à pgq.1 

La position de cette image est donnée par la relation 


2p —r imite 
TNT: À 


! 


r(p—2r) mr | 
dans laquelle »'; est la distance de p1g1 au miroir CD, 








On obtient 


r(3p — 2r) 
PE re k 
; 3r — 4p (#) 
et pour la distance Di de p191 au centre 0, 
Dirt = D. (5) 


2 L'objet pq, par une première réflexion sur le miroir CD, 
donne une image réelle renversée, p'g", entre le centre de cour- 
bure O et le foyer principal F’ du miroir CD. 

La position de cette image est donnée par la relation 

1 1 2 
AP Du D É 
»" étant la distance de l’image p”g9” au miroir CD. 
La formule (6) donne 
» __ T(8r — p) 
nr $r —2p" 


et la distance de p”g” au miroir AB a pour valeur 


r(4r — 3p) 
te been a À 7 
LR 37 — 2p K} 
Dans la seconde réflexion sur AB, tout se passe comme si les 
rayons partant de pq” se réfléchissaient sur AB. On obtient 
ainsi la seconde image demandée 29», réelle, renversée par 
RTE 


rapport à pq", droite par rapport à pq. 
La position de cette image est donnée par la relation 
3r — 2p Re 
rép) pr 
dans laquelle p; est la distance de p292 au miroir AB. 
On obtient 


pl r(4r a 3p) 
17 br—4p (8) 
et, pour la distance D: de pg> au centre O, 
LS RAT r(r — p) 
LE en re Le (9) 
3° Si l’on suppose Op — — On d P — T 


Cette valeur introduite dans les formules (5) et (9) donne 


D=—. 


Le premier résultat est confirmé par la valeur de p' tirée de 


‘} SPAS 


la formule (2). On trouve p' — Er 


p'g' se forme au foyer principal F' du miroir CD. 
Remarque. — L'emploide la formule de Newton conduit à des 
résultats identiques tout en rendant les calculs plus rapides. 


(ARDIN-DELTEIL. } 


c'est-à-dire que l’image 


D 


[Ont résolu la même question : MM. L. P. A.; A. Audibert; G. Bernard ; 
L. Bigot; A. Bouzy; A. Broulin ; E. Brossard ; C. Cauchy ; G. Charpentier ; 
L. D.; R. Dautry; N. Delhotel ; G. Digne; G. Dupuy; Ept; L. Florentin ; 
… P. Frescal ; L. Gamet; Geltzenlichter ; M. Georgi ; R. Georgi; A. Gipoulou ; 
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CONCOURS DE 1897 (Suite). 


ÉCOLE MILITAIRE DE L'ARTILLERIE ET DU GÉNIE 


{ Versailles.) 





I. — Division de l’Artillerie et du Génie. 
(Candidats de l'artillerie et du génie.) 


Arithmétique. 


I. — Théorie de la conversion des fractions ordinaires en fractions 
décimales et inversement. 

Trouver les fractions ordinaires génératrices des fractions décimales 

0F29329her et 0,3654654..... 

Démontrer et énoncer la règle générale, 

IL — Démontrer que le produit de trois nombres entiers consécutifs 
est toujours divisible par 6. 

UT, — Dans une colonne de corps d'armée marchant à raison de 
4km en 50 minutes, le général commandant l'avant-garde envoie à 
8 heures 15 minutes du matin un vélocipédiste porter un avis au 
général commandant le corps d'armée, qui marche à 5k»,300% derrière 
lui. Le vélocipédiste marche à 15km à l'heure en allant et à 12km à 
l'heure en revenant ; il est retenu 5 minutes par le général commandant 
le corps d'armée. On demande à quelle heure il sera revenu auprès du 
général commandant l'avant-garde ; on tiendra compte de ce que la 
colonne tout entière s'arrête de 8 heures 50® à 9 heures. 

IV. — À quel taux est placé un capital de 1703f°,95 qui rapporte 49,25 
en 8 mois ? 

(3 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 


Algèbre. 


1. — Résoudre et discuter le système 
ax + by +c = 0, 
ax +by+c = 0. 

H. — Démontrer que la moyenne arithmétique entre deux nombres 
positifs est plus grande que la moyenne géométrique. 

III. — Faire la somme des carrés et celle des cubes des racines de 
l'équation ax + bx + c = 0. 

IV. — On paie 74! en donnant 19 pièces, les unes de 5fr, les autres de 
2fr. Combien en donne-t-on de chaque espèce ? 

Généraliser pour une somme S qu'on paie avec n pièces ayant les 
unes une valeur &, les autres une valeur b et donner les conditions de 
possibilité. 

(4 décembre, de 1 h.1/2 à 5 h. 1/2.) 


Géométrie. 


I. — Comment trouve-t-on le rapport de la circonférence au dia- 
mètre ? Quel est ce rapport ? 

Il. — Volume du tronc de pyramide à bases parallèles ; 
démonstration. 

II. — Trouver la valeur de la surface comprise entre deux circon- 
férences concentriques ; montrer qu'elle est égale à celle d’un cercle 
ayant pour diamètre une corde de la grande circonférence tangente à 
la circonférence intérieure. 

IV. — On donne deux plans qui se coupent et on considère une 
droite AB perpendiculaire à l’un d'eux; on projette cette droite sur 
l'autre plan. Démontrer que cette projection est perpendiculaire à 
l'intersection des deux plans. 

(6 décembre, de 1 h.1/2 a 5 k. 1/2.) 


énoncé et 


Trigonométrie. 


EL. — Exprimer 1æ+sinæ et 1—+cosæ en fonction des lignes 
Es , . , T 

trigonométriques de l'angle —— : 
IL. — Calculer les éléments et l'aire d’un triangle rectangle dont on 


connaît un côté, b, et l’angle adjacent C: 
b = 3419,65, C— 41087" 54”. 
(Trigonométrie et Topographie, 6 décembre, de 7 h. 1/2 à 11 h. 1/2.) 
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II. — Division du train des équipages. 


(Candidats de l’artillerie, du génie, de la cavalerie et du train 
des équipages militaires.) 


Arithmétique. 


I. — Démontrer que quand on divise le dividende et le diviseur par 


un même nombre le quotient ne change pas. 
58134 
87691 

IT. — Une barre de fer de 15,66 s'allonge de 8mm,323 pour une 
augmentation de température de 40,1. On demande de combien s’allon- 
gera un rail de 5%,98 pour une augmentation de température de 159,3. 


Il. — Convertir en fraction décimale la fraction 


IV.— Un sous-officier a droit à une pension de retraite de 750fr après 
25 ans de service. Quelle est la part proportionnelle qui lui est due 
après 16 ans 4 mois 25 jours de service ? 

(9 décembre, de 1h. 11/2à 5h. 1/2.) 


Geométrie. 


1. — Le rapport des surfaces de deux polygones semblables est égal 
au rapport des carrés des côtés homologues. 


Il. — Lieu des points d'un plan également distants de deux droites 
qui se coupent en dehors des limites de la feuille. 


UT. — On partage le diamètre d’une circonférence en n parties 
égales ; sur chacune de ces parties comme diamètre on décrit une cir- 
conférence. 

1° Démontrer que la somme des longueurs de ces n circonférences 
est égale à la longueur de la grande circonférence ; 

20 Quel est le rapport de la surface comprise entre une des petites 
circonférences et la grande circonférence à la surface du grand cercle ? 

(Géométrie et Topographie, 10 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 


—————©—©————————4 ———— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4285. — Trouver un nombre carré parfait de huit chiffres, sachant 
que les deux nombres formés par les quatre premiers chiffres et les 
quatre autres chiffres sont consécutifs. 

(F. PéGortenr.) 


4286. — Etant donnés deux cercles O et C tangents intérieurement 
au point A, on considère les points de ren- 
contre B et D de ces cercles avec le dia- 
mètre commun. Démontrer que : 

1° Le point A appartient à la tangente 
commune extérieure aux deux cercles 
décrits sur CO et BD comme diamètres : 

20 Si M et N sont les points de contact 
respectifs de la tangente commune, on a 
AN — 2AM. Déterminer en outre le point 
de rencontre A’ des tangentes communes 
intérieures. Conditions de réalité. 

(Benjamin Hémors.) 





4287. — Trouver le lieu des points d’un plan tels que leur distance 
à un point À soit moyenne proportionnelle entre leur distance à une 
droite XY et une longueur donnée k. 
(E. RosenxserG, collège Rollin.) 


4288. — En un point quelconque M d’une ellipse on mène la tan- 
gente et la normale à la courbe ; ces deux droites rencontrent le petit 
axe aux points P et Q. Par le point Q où la normale rencontre le 
petit axe, on mène une nouvelle tangente à l’ellipse qui touche la courbe 
au point M': 

1° Démontrer que la normale au point M’ passe par le point P ; 

2 Déduire de cette propriété la solution du problème suivant : Par 
un point du petit axe de l’ellipse, mener les normales à cette courbe. 

(E. SivrureL et F. Morez, collège de Cusset.) 


4289, — Un triangle ABC dont le rayon du cercle circonscrit est 
double de celui du cercle inscrit, est équivalent au triangle qui a pour 
sommets les milieux des arcs BAC, CBA, ACB du cercle circonscrit. 

(J. Pasrour, à Antibes.) 





4296.— Si les trois côtés d’un triangle a>b>c forment une 
| 


progression arithmétique de raison ? : 
A C 1 
19 On & = (ge = 
n a tg 5 £ 5 3 
2r 


A CT 
Ce ee Le 
if, &=) 


(A. GouLarp.) 


20 Le rayon du cercle inscrit est égal à 
Cas particulier où l'angle A est droit. 


4291. — Complément aux propriétés du tétraèdre isocèle (voir la note 
de M. Vacquant, dans le dernier numéro) : 

Appelons a, b, c les côtés de l’une quelconque des faces égales ABC; 
A, B, C les angles de cette face ; «, 8, y les médianes qui joignent les 
milieux des côtés a, b, e aux milieux des arêtes opposées du tétraèdre; 
©, 4, 6 les angles dièdres ayant pour arêtes a, b, c; V le volume du 
tétraèdre ; S l'aire ABC. On aura: 













































4. , COSTA: 

+ a = b!, 

UE RE | 
2 sin®, sing -,sin6, | 
| snA  _sinB -sinC 

abc 
La V= a — —; -Vcos À cos B cos C ; 
4 S MPTE VAT 
2 
a+b+c\b+c—a)j(e+a—b{a+b—c 
d'où f?y?+ y'a? + af? — (GREEN CE IRON 


4 
5. Si on appelle p la puissance de l’un des sommets du tétraèdre par 
rapport à la sphère inscrite, 
a?b?c? 
a+b+db+e- ale+a -bla+b—c) 
4(R°y? E y'a? ue a?f? 
(J. G.) 


p= 


4292. — Calculer la distance focale d'une lentille, sachant qu’elle 
donne une image de Om,8 de hauteur d’un homme ayant 1%,76 et qu'un 
coureur faisant 63km en 5h 20m, et partant de la lentille, rencontre cet 
homme au bout de 4h 31m 155, 

(Bacc. leltres-math., Toulouse, juillet 1896.) 


4293. — On donne n éléments de pile identiques dont la résistance 
intérieure est 7. Quelle doit être la résistance extérieure R pour qu ‘il 
n'y ait aucun avantage à les associer en série ou en batterie ? 

On donne » — 2 ohms, R = 10 ohms. Quelle est la disposition la 


plus avantageuse ? 
(Bacc. lettres-sciences, Alger, juin 1897.) 


Re 


ERRATUM. — Une transposition typographique nous a fait 
dénaturer le sens des considérations qui accompagnent la solu- 
tion de la question 4235 (page 44). Voici ce qu'il faut lire : 


REMARQUE I. — La véritable condition qui donne lieu aux conséquences 
établies ci-dessus, est que le nombre n ne soit divisible ni par 2 ni par 3, c'est- 
à-dire soit simplement premier avec 6. En tenant compte de cette observation 
et de ce que les conclusions auxquelles nous parvenons sont plus étendues 
que celles de l'énoncé, on doit modifier ce dernier comme il suit : etc. 


Il faut, en outre, mettre à la suite de l’article, en renvoi et 
hors texte, la note suivante : 


(A) On démontre facilement que chacun de ces deux nombres n’est que. 
simplement pair; en effet, tout nombre impair x étant précédé ou suivi d’un 
nombre divisible par #4, est nécessairement de la forme Mm.4—H1. Toutes 
ses puissances paires seront donc de la forme Mm.4<+1; par suite, le 
nombre immédiatement supérieur à chacune de ces puissances (n° +1), . 
sera lui-même de la forme Mm.4+2, c’est-à-dire simplement pair. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (1897) 


Solution par M, J. Gernesson, professeur au lycée de Sens. 


4139. — I. On donne dans l’espace trois droites (A), (B), (C). 
_ On mène un plan w perpendiculaire à (A); soient P,Q,R Les 
points où ce plan rencontre respectivement les droites (A), (B), (C). 
Soient ()' Le point où la droite (A) est rencontrée par le plan per- 
pendiculaire à (C) mené par le point Q et R' le point où la même 
droite (A) est rencontrée par le plan perpendiculaire à (B) mené 
par le point R. Démontrer que la longueur du segment Q'R' reste 
la même quand le plan w se déplace parallèlement à lui-même. 


Il. Existe-t-il un plan coupant les trois droites (A),(B),(C) en 
des points À, B, C tels que les droites BC, CA, AB soient respecti- 
vement rectangulaires avec les droites (A), (B), (C)? 

S'il existe un pareil plan, il en existe une infinité. 

IL. Existe-t-il un point M tel que si l'on désigne par M' son 
symétrique par rapport à la droite (A) et par M" Le symétrique de M' 
par rapport à la droite (B), les points M et M" soient symétriques 
par rapport à la droite (CG)? 

S'il existe un tel point M, il en existe une infinité. Quel est alors 
leur lieu? 

On examinera le. cas particulier où les trois droites (A), (B), (C) 
ont un point commun et le cas plus particulier encore où elles 

d ‘forment un trièdre trirectangle. 


IV. Dans le cas particulier où les droites (A), (B) ont un point com- 
mun O et où la droite (C) est perpendiculaire au plan de ces deux 
droites sans passer au point Ü, on déterminera le lieu des pieds des 
hauteurs du triangle ABC et le lieu du point de rencontre de ces 
hauteurs. L'un des pieds est fixe. 


Première partie. — Figurons les deux droites (B) et (C), 

- leur perpendiculaire commune FG, leurs projections (B:) et (Cu) 
sur le plan parallèle aux deux droites passant par le milieu de 
FG. Soient Q et R les points où un plan x, perpendiculaire à (A), 
rencontre respectivement B et C (fg. 1). 

à Pour mener par Q un plan perpendiculaire à C, il'suffit 1 
. mener (0, perpendiculaire à (B:1) et Q1Q2 perpendiculaire à (C:); 
la droite (C4), contenue dans le plan (B;C;), est perpendiculaire 
aux deux droites Q1Q: et QQ, donc au plan QQ,Q: 
Suite de même de (C). 

Pour la même raison, le plan RRiR>, obtenu en menant RR; 

D ce sur (CG) et RiR> perpendiculaire sur (B,), est le 
. plan perpendiculaire à (B), mené par R. 

…_ Ces deux plans, passant par QQ, et RR;, sont tous deux per- 
… pendiculaires au plan (BC); leurs traces RiR2: et Q1Q2 sur ce 

- plan se coupant en w, leur intersection est une droite wæ, per- 

. pendiculaire au plan (B:C:), par suite parallèle à la perpendicu- 

. laire commune FG; c’est donc une droite de direction fixe. 


il en est par 
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Soit O le point de rencontre de wx et du plan w; appelons Oy 
et Oz les droites OQ et OR. La droite Oy est l'intersection du 
plan w, perpendiculaire par hypothèse à (A), avec Le plan QQ:Q», 
perpendiculaire par construction à (C); elle est donc perpendi- 








culaire en direction à (C) et (A); c’est donc aussi une droite de 
direction fixe. — De même on verrait que Oz conserve une direc- 
tion fixe comme étant perpendiculaire à (B) et (A). Les arêtes du 
trièdre Oxys se déplacent donc parallèlement à elles-mêmes 
lorsque le plan w se déplace en restant perpendiculaire à (A). 

Le plan (B, Oy) est fixe comme passant par la droite fixe (B) 
et restant parallèle à la direction fixe Oy; de même le plan 
(CG, O3) est fixe; ces deux plans se coupent donc suivant une 
droite fixe DE, rencontrant le plan (B;G) en I, et passant évi- 
demment par 0. 

D'après ce qui a été dit, Oz et Ox sont tous deux perpendi- 
culaires à B ; donc le plan (B0y) est le plan mené par l’arête Oy 
du trièdre Oxyz perpendiculairement à la face z0z ; de même 
le plan (C, O2) est le plan mené par Oz: perpendiculairement à 
la face y0Oz. Or on sait que, si par chaque arête d’un trièdre on 
mène le plan perpendiculaire à la face opposée, ces trois plans 
se coupent suivant une même droite. Dans notre figure, cette 
droite n’est autre que DE. Le plan (0x, DE) est donc perpendi- 
culaire au plan yOz, c’est-à-dire au plan w. Par suite il est 
parallèle à la droite (A). 

Comme, d'autre part, ce plan (0x, DE) est perpendiculaire au 
plan (BiC:), la projection (A1) de (A) sur le plan (BC) est pa- 
rallèle à la trace wl du plan sur (BiC1). Par suite, Le plan % se 
déplaçant, le point w décrit la droite &l parallèle à (A:); les 


droites wR; et wQ, se déplacent parallèlement à elles-mêmes, ét 
par suite interceptent sur (A,) une longueur constante gr; cette 
longueur est donc la projection d'un segment constant Q'R' 
de (A). 

Or Q' et R’ sont les points où (A) est rencontrée par les plans 
QQQ2 et RRiR> ; la première proposition est ainsi démontrée. 


Deuxième partie. — Supposons qu'il existe un plan, ren- 
contrantles droites (A), 
(B), (C) en trois points 
A, B, C, tels que les 
droites BC, CA, AB 
soient respectivement 
perpendiculaires à (A), 

Puisque BC est per- 
pendiculaire sur (A), 
on peut mener par BC 
un plan w perpendicu- 
laire à (A); si de plus 
on mène par le point B 
le plan perpendiculaire 
à (C) et par le point C 
le plan perpendiculaire 
à (B), ces trois plans 
déterminent le trièdre Oxyz de la première partie. 

Mais puisque BA est perpendiculaire à (C) et CA perpendicu- 
laire à (B), ces deux derniers plans contiennent respectivement 
BA et CA, donc le point A se trouve sur l'intersection Ox de 
ces deux plans. La droite (A) rencontre donc Ox, et les trois plans 
(A, Ox), (B, Oy), (C, Oz) se coupent suivant une droite DE. + 

Donc: Lorsqu'il existe un plan ABC, rencontrant (A), (B), (C) 
en des points À, B, C tels que BC, CA, AB soient perpendiculaires 
sur (A), (B), (C), Les trois plans menés par chaque droite paral- 
lèlement à la perpendiculaire commune aux deux autres se cou- 
pent suivant une même droite. 

Réciproquement, cette condition étant remplie, on peut trou- 
ver une infinité de plans tels que ABC. 

En effet, menons un plan quelconque perpendiculaire sur 
(A), rencontrant (B) et (C) en B et C. Par B menons le plan 
perpendiculaire à (C), par C le plan perpendiculaire à (B): ces 
deux plans déterminent avec & le trièdre Oxyz. Le plan (B, Oy) 
est le plan mené par (B) parallèlement à la perpendiculaire 
commune à (A) et (C);le plan (GC, Oz) est le plan mené par (C) 
parallèlement à la perpendiculaire commune à (A) et (B); si DE 
est l'intersection de ces deux plans, le plan {Ox, DE), parallèle 
par construction à la plus courte distance de (B) et (C), contient 
par hypothèse la droite (A), laquelle rencontre donc Ox 
en À. 

Mais alors, AB contenue dans le plan x0y perpendiculaire 
à (C), est elle-même perpendiculaire à (C) ; de même AC est 
perpendiculaire à (B). Le plan ABC remplit donc les conditions 
énoncées. 

Le plan mené perpendiculairement à A étant arbitraire, il 
existe donc une infinité de plans tels que ABC. 





Troisième partie. — Supposons qu'il existe unpoint M tel 
que, si l’on désigne par M’ son symétrique par rapport à la droite 
(A), par M" le symétrique de M' par rapport à (B), les points 
M et M” soient symétriques par rapport à (C) (/#ig 3). 

Les côtés MM’, MM", M'M du triangle MM'M” seront ren- 
contrés en leurs milieux A, B, C par les droites (A), (B), (C). 
La droite (A), perpendiculaire par hypothèse à MM, le sera 
aussi à sa parallèle BC; de même (B) et (C) seront respec- 
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livement perpendiculaires à CA et AB. Le plan ABC est donc 
un des plans définis dans la deuxième partie; ce plan étant 
supposé donné, M se cons- 
truit en menant par À une 
parallèle à BC et par C une. 
parallèle à AB. Puisqu’il y. 
a une infinité de plans ABC, - 
il y aura donc une infinité de 
points M, | 


Lieu .du point M. — Nous 
nous appuierons sur le théo- 
rème suivant, bien connu : 


Lorsqu'une droite mobile CD 
Xe se déplace de façon que QC" 
Fig. 3 et D décrivent deux droites 
données, et que CD reste pa- 
rallèle à un plan donné, le lieu d’un point M, divisant CD dans 
un rapport donné, est une droite située dans un plan parallèle 
aux deux droites données (*). 

Soient ABC, Ai1B:C1, A:B2C2 trois des plans définis précédem- 
ment (fig. 4). Les côtés. 
AB, AiB:, AB sont paral- 
lèles à un plan fixe perpen- 
diculaire à (C); les côtés 
AC, A:iC1, AG sont paral- 
lèles à un plan fixe perpen- 
diculaire à (B). Si donc on 
appelle D, D;, D: les milieux 
de AC, AiC1, AoC, ces points 
se trouvent, d'après le théo- | 
rème précédent, sur une 
droite (D) située dans un 

plan parallèle à (A) et (C). 
Lorsque deux droites fixes 
(A) et (B) sont rencontrées 
par trois droites AB, A1B:, A2B2 parallèles à un même plan, on . 
sait que : 
AA _ BB. re 

A1Ao F B:B2 à : j 









appliquant la même proposition aux deux droites (A) et (D), 
rencontrées par AC, A,C1, A2, il vient 


À ARNO DE 


As DiD: ? @) 
de (1) et (2), il résulte que » 
DD: __ BB: 

DiDo  BiBe 


D’après la réciproque de la même proposition, les droites | 
BD, B:D1, B:D° sont donc parallèles à un plan fixe. 1 
Mais on obtient le point M en prolongeant BD d'une lon- 
DM — DB.* Donc se a. 


une droite située dans un plan parallèle à (B) et (D). 


gueur et le lieu du point M est. 


(*) La démonstralion se fait aisément en remarquant que, si par chaque 
droite on mène un plan parallèle à l'autre, le rapport des distances du point M 
à ces deux plans est connu. On projette ensuite toute la figure sur l'un de ces 
plans, parallèlement à une direclion fixe parallèle au plan donné. - 





Premier cas particulier. — Les trois droites (A), (B), (C) for- | pendiculaire à Bwl; w est donc l'orthocentre du triangle OAB : 
ment un trièdre OABC (/g. 5). | Ow est par conséquent la troisième hauteur du triangle OAB. 


Dans ce cas, les plans menés w. étant un point fixe, et (A) et (B) des droites fixes, wH et wl 
par chaque droite parallèlement | sont fixes, donc aussi les points A et B. — Le point C est un 
à la perpendiculaire commune | point quelconque de la droite C. 
aux deux autres deviennent les Lieu des pieds des hauteurs du triangle ABC. — Soit G le à 


plans menés par chaque arête | point de rencontre de Ow et de AB; cette dernière droite étant 
du trièdre perpendiculairement | perpendiculaire à Ow et wC, l’est aussi à leur plan et par suite à 
à la face opposée ; ils se coupent | CG; CG est donc une hauteur du triangle ABC; son pied G 
donc suivant une même droite. | est un point fixe. 

Les trois droites vérifient donc Soit BK la hauteur issue de B; AG est perpendiculaire à (B) 
la condition énoncée dans la | par hypothèse, à BK par construction; elle l’est donc au plan 
deuxième partie. Tout plan per- | OBK, et par suite à la droite KH de ce plan. Or KH est dans le 
pendiculaire à cette droite détermine un triangle ABC, tel que plan fixe CAw ; l'angle AKA est droit ; le lieu de K est donc la 
BC, CA, AB soient perpendiculaires à (A), (B), (C); tousles plans | circonférence de diamètre AH, décrite dans le plan AC. 





ABG sont parallèles. On verrait de même que le lieu du pied L de la hauteur AL 
La droite (D) est dans le | est la circonférence de diamètre BI, dans le plan BCw. 

plan OAC; le lieu du point Lieu du point de rencontre des hauteurs. — Soit N le point de 

M est une droite OM passant | rencontre de BK et AL; menons ON. Cette droite appartient 

par O0. au plan OBK perpendiculaire à AC, au plan OAL perpendiculaire 
Second cas particulier. — | à BC; donc elle est perpendiculaire au plan ABC; l'angle ONG 

Le trièdre est trirectangle | est donc droit; le plan ONG étant fixe, le lieu de N est la 

(Ag. 6). circonférence de diamètre OG, située dans GCw, 


Un plan quelconque ABC 


[MM. Barthélemy et Oger ont envoyé de bonnes solutions.] 
remplit les conditions vou- 





lues ; BA située dans le plan ARS TEE A ONE LP GUN 
OAB est évidemment perpendiculaire à (C), etc. Tout point de J 
l’espace est un point M. NOTE SUR LES THEORIES 
DE LA DIVISION ET DE LA RACINE CARREÈE 
Quatrième partie. — Supposons que les droites (A) et (B) par M. À. Goulard, professeur au lycée de Marseille. 


se coupent en O et que la droite (C) soit perpendiculaire au plan 


La solution de la difficulté soulevée par M. Barrieu (n° du 15 
décembre) sur un point de la théorie de la racine carrée se 
trouve tout entière dans la théorie de la division. En effet, il y 
a avantage, ce me semble, à exposer cette dernière théorie de la 
facon suivante : 


Lemme I.— Sie diviseur est terminé par des séros, on ne 
change pas le quotient en supprimant ces zeros et en supprimant 
un nombre égal de chiffres à la droite du dividende. 

Ainsi le quotient de 48623 par 14000 est le même que le quo- 
tient de 48 par 44. — En conséquence, le quotient de 48623 par 
14372 est inférieur ou égal au quotient de 48 par 14. 


Lemme II. Æn divisant le nombre des centaines (par 
exemple) du dividende par le diviseur, on obtient le nombre des 
centaines du quotient. 

Ces lemmes sont un peu plus généraux que les propositions qui 
constituent le fond de la théorie de la division; mais leur 
démonstration n’est ni plus longue, ni plus difficile. Le premier 
lemme et la conséquence immédiate qu'on en tire suffisent pour 
le cas où Le quotient n’a qu'un chiffre ; le deuxième lemme per- 
met de ramener au cas précédent le cas où le quotient a plusieurs 










OAB en w (fig. 1). Les perpendiculaires communes à (C) et (B), 
(G) et (A) sontles perpendiculaires abaissées de w sur (A) et (B). 


Donc les trois plans menés par (A), (B), (C) parallèlement aux chiffres. 
perpendiculaires communes à (B) et (C), (C) et {A), (A) et (B) se Soit maintenant à extraire la racine carrée de 5386. Le chiffre 
coupent bien suivant une droite, car les deux premiers de ces | des dizaines est 7; désignons par « le chiffre des unités. On doit 
plans se confondent avec OAB ; cette droite est Ow. avoir jrs 
Il existe donc des plans ABC satisfaisant à la condition énon- (70 + uw)? << 5386, 
| ée dans la deuxième partie. pe l&0w+u? € 486 
I Soit ABC le triangle déterminé par un de ces plans. Menons ns 1A0ù < 486. 


es droites Aw, Bw, Cw, qui rencontrent OB, 04, AB en H, nn | ; 
G. Par hypothèse, (B) est perpendiculaire à Aw et à Cw, donc Donc le chiffre cherché « est inférieur ou égal au quotient de 
au plan ACw et par suite àla droite Awll. De même, (C) est per- | 486 par 140, c'est-à-dire (lemme 1) au quotient de 48 par 1#. 


er. 


or A 


A PROPOS DE LA NOTE DE M. BARRIEU 
SUR LA RACINE CARRÉE 


par M. Raffalli, professeur en congé. 


Remarque préliminaire. — Soient À et B deux nombres 
entiers. Nous les divisons par un même nombre entier. Soient a 
et » les quotients à une unité près. 

1° En général l'inégalité 

A<B 
n’entraine pas forcément l'inégalité 


0: 


2° Il y à exception lorsque B est multiple du diviseur. Dans ce 
cas, on doit écrire 


a<b: on doit écrire 


RES (0) 


Prenons le diviseur égal à 12 par exemple. Les nombres qui, 
divisés par 12, donnent a comme partie entière du quotient 
sont 

12a 


En prenant deux quelconques de ces nombres pour A et B, 
on voit bien qu'on a ici a = b. 

Prenons pour B le nombre entier qui suit 12a+11; on 
aura B—12a +12 — 12{a+1); on voit bien alors que 


GED) 


Cela posé, soit N un nombre entier; «, une partie de sa racine 
carrée à une unité près ; b, la partie restant à trouver. JL s'agit 
de démontrer que si q est le quotient à une unité près de N— a? 
par 2a, on aura 


b < q. 
On a en effet 
(a+bP <N, 
# 2ab + D? L N — a, 
d'où, en général, 2ab ZN— a, 
La première partie de la remarque nous donne alors 
b < q. C. Q. F. D. 


Dans lé cas particulier où N—4? est divisible par 24, on 
voit donc, d’après la seconde partie de la remarque, qu'on aura 
toujours bg 


Note. — La remarque trouve son application dans d'autres 
cas. 


Soit par exemple à diviser 384 par 37. Il s'agit de démontrer 
que le quotient a deux chiffres. Or 


37% 10 384. 


Le premier membre divisé par 37 donne pour quotient 10; A 
g le quotient cherché, La remarque donne 


ADS 
384 37 X 100. 
On est ici dans le cas exceptionnel ; on a donc 
g'<mi00: 
10 <q << 100. 


Donc g a bien deux chiffres. (lei d’ailleurs Qi= 410} 


D'autre part, 


En résumé 


| 
| 
| 


ALGÈBRE 





4277.— Montrer que si l'on a 
DH YS H 8 — D HW HS = c+Yy HI, 

le produit æys est nul. 

PREMIÈRE SOLUTION. — De la relation æ+y+3— 1, on dé- 
duit 

y+z = Â—X, 

ou, en élevant les deux membres au carré, 
Y? + 22 + 2ys = | — 2x + w2. 
y? 2e 2? 











Remplaçons par sa valeur tirée de la relation. 


@ +y?+3 = 1; il vient 
| A — 2%? + Iys = 1 — 25 + x?, 
ou yz = «? — 2%, 


ou, en multipliant chaque membre par x, 
DY3 = 2 — à. 
On aurait de même, par raison de symétrie, 


œys — Y}—Y>?, 
@yz = 33 — 2?, 
En ajoutant ces trois dernières égalités membre à membre, on. 


trouve 
3ay3 = D H+Y + — x —ÿ — 2 —=1—1—=0, 


et par suite Cyst=iD, 


CDD: 
(GeRMAIN BERNARD, collège de Béziers.) 


SECONDE SOLUTION. — Un calcul simple donne 


(a + y + 2) = où + + 29 + 3ys? + 3y?3 + 33%? + 3x? 
+ 3xy? + 32? y + Gxys | 
= a Æ y + 58 + 3(0 + y + 3)(a? + y? + 2?) 
— (a + y + 3) + Gays 
= (x + y + 3)(x? + y? + 2?) — 2(a8 + y + 2ù) | 
—+ 6xys. 
Tenant compte de l'hypothèse 


D mn mi mt nn nn — | 


il vient 
1 =3—2+ 06xyz, 
d’où 
GYs — 1 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; J. Amboise ; A. A. Arcizet, 
E. Ardin-Delteil ; L. Aulagnier: A. Ballé ; A. Baras ; L. Barberot ; P. Barroué, 
Bayor ; de Bersaucourt; A. Bertrand; L. Bigot; L. Bois ; R. Bonnefont- 
Pédufau ; V. Bourquin ; M. Boutaud ; Boutignon ; M. Boutry ; A. Bouzy; 
G. Brets ; E. Brière ; Burgat ; F. Chuberre ; A. Cormerois ; A. Cremer ; L. Cus 
senot ; G. Decoux ; E. Delacommune ; G. Delahaye ; N. Delhote] ; J- Delpont 
Devallon ; G. Digne ; G.Dobrovici; P. Dupuis; G. Dupuy; R. Durand; Feintuchs 
P. Kerrier ; P. Fournel; L. Fournier; M. Fréchou ; Geltzenlichter ; Gernez 
Pfanmatter ; A. Giraud ; J. Gonnet ; L. Gourdet ; A. Gourdin; P. Herrrann’ 
H. Janois ; A. Jeannel ; Latterrade ; B. Lachenaud'; A. Larue.; E. Laudat 
E. Le Maigre; X. Lhommelin ; L. Magne ; A. Maître; J. Méhu ; H. Michel 
A. Mirc; F. Montaland ; F. Morel ; L. P. à A. ; F. Pégorier :.L'-Perrets 
A. Piérard ; J. Pillard; P. Plisson ; G. Pommeron ; J. Rasse ; M Rebeix“ 
Robin ; P. Rolley; E. Rousset ; P. de Sabbathier ; M. Saget;, P. Sarrassat 
A. Sarlee] ; E. Sevin ; J. Sire; C. Szabo ; A. Smântanescu ; A. Terrebonne“ 
Tiret ; P. Tribier ; R. Van Cauwenberghe; H. Varinot ; A. Vergnole ; J. E. Vil= 
lemagne ; Watrin ; A. Wiart, à Houplines ; A. Wiart, à Cambrai ; J. Wittnels 
L. Wollaire ; M. Zimine.] 


LOUE MNMER IP RERSLT ST 


TRIGONOMÉTRIE 


4209. — On donne un angle droit XOY et un point A situé su 
OX à une distance de O égale à l'unité. Par le point À, on mène 
les deux sécantes AB, AC telles que les angles OAB, OCA 
soient égaux à æ degrés : OAB — OCA = ». È 





1° Trouver l'équation à laquelle doit satisfaire « pour que la 
somme des longueurs AB, AC soit égale à une longueur donnée m: 
AB + AG = m. 
20 Former les équations qui déterminent les valeurs des an- 
gles inconnus y et 3 définis par les équations 








T 
are mt 3 = ?2®. 
39 Indiquer la marche à suivre pour calculer x. 
Discussion. 
(Bacc. lettres-math., Toulouse, juillet 1897.) 
10 En considérant successivement les triangles 
rectangles OAB et OAC, on a 
is 1 
c © ABcosæ = OA, d’où AB = —; 
cos æ 
B : —. 1 
AC sinæ = OA, d’où AC = -—: 
sin & 
X  L'équation du problème est donc 
0 A l 4 
—— : = M. (1) 
Cosæ Sin æ 
2 Remplaçons dans (1) « par sa valeur en fonction de y. 11 
vient 
1 l 
— © + — ——— =", 
He in(=—y 
cos | s Z 
ou 
1 1 
+ te M, 


Tan (cos y — sin y) 


Fi J 
rè (cos y + sin y) 
ou, en chassant les dénominateurs et réduisant, 
2/2 .cos y = m(cos? y —sin? y). 


On déduit de là, en observant que sin?y — 1 — cos? y, 








2m cos? y — 292 cos y — m = 0. (2) 
Remplaçons maintenant dans (1), x par S- Nous aurons 
3 run : : Fe 
cos, Sin 
ou sin ++ cos À = m Sin à COS 


Elevons les deux membres de (3) au carré; il vient 


sin? = + cos? q +2 sin - cos # — m° sin? 5 cos? _. 
_ ce qui peut s'écrire, en vertu de formules connues, 
: m2 Sin 7 
A+sinz = —————, 
4 
ou me sin? 3 — 4 sin 3: — 4 — 0. (3) 
3° Pour calculer x, il suffit de porter dans l’une des formules 
UPS TT 3 
= Va — ou bi 2? 
la valeur de y ou + fournie par l’une des équations (2) ou (3). 
Discussion de l'équation (2). — L’angle x devant être aigu, on 


doit avoir 
ART 
RERANITES 


D ou + <y<T 


: 2 
_ et par suite, el < cos y <1. 
Désignons par /{cos y) le premier membre de l'équation (2) et 


» 2 : 
remplaçons cos y successivement par — et 1.1l vient 


1) = 
fU) = m—2V2; 





(jt AUDE 


ET 
‘m étant posilif, et 16 étant négatif, l'équation (2) a néces- 
2 
ces racines. Donc une seule racine de l'équation peut convenir, 
la positive. Pour qu’elle convienne en effet, il faut et il suffit 
que f(1) soit positif, ce qui donne 
m > 22. 

D'ailleurs, à cette valeur de cos y correspondent deux valeurs 

de y égales et de signes contraires inférieures en valeur absolue 


sairementses racines réelles et distinctes, et “— est compris entre 


+ T 
à donc deux valeurs pour x. 


La valeur acceptable de cos y est 


3 
COS y = Late + VI + mm), 


ou, sous forme logarithmique, en posant m — tg 
_ GX 2 
V2 1 w Ÿ cos 

cos ® / 


COS Y— (1 . 
Discussion de l'équation (3). — Pour que x soit aigu, il faut 
et il suffit que + soit compris entre 0 et x, et par suite sinz 
entre O0 et 1. 
En représentant par fi(sin +) le premier membre de l’équa- 
tion (3), remplaçons successivement sin 3 par 0 et 1; il vient 
f1(0) = — #4, 
fi(4) = M? — 8. 
On voit comme précédemment que les racines sont réelles et 
distinctes ; la positive convient seule si 
m > 2V2. 
A cette valeur de sinz correspondent deux valeurs de l’angle z, 


CG 


? 


n|-c 





m COSe 


T T ‘ 
l’une entre 0 et ER l'autre entre — et x, d'où deux valeurs 


acceptables pour x — 


GE 


A] 


La valeur acceptable de sin 3 est 
2(1+V/1+m) 


Ia — 
Sin 3 ne 
ou, sous forme logarithmique, en posant m = tge, 
Le 
ae 
| 9 i 4 cos 2 
SI D ME = —— . 
m? COS © m2 COS © 


(J. BORDAS, à Tulle.) 


[Ont résolu la même question : MM. H. Beucler, à Bourogne ; A. Maître ; 
P. Ségala, à Saint-Céré ; L. Vignes, à Boussan.] 


——— 
MÉCANIQUE 





4240. — Déterminer le centre de gravité de l'aire OCDEFA 
obtenue en supprimant dans un hexagone régulier donné ABCDEF, 
de centre O, le quadrilatère OABC. Calculer la distance de ce 
centre de gravité au point 0. 

(Bacc. lettres-sciences, Toulouse, juillet 1897.) 


PREMIÈRE SOLUTION. — Par raison de symétrie, le centre de gra- 
vité cherché, G, est situé sur la dia- 
gonale BE. 

Concevons que, au lieu d’enlever le 
losange OABC, on applique en son 
centre de gravité G’ une force F égale 
et directement opposée au poids du lo- 
sange ; ce poids étant ainsi neutralisé 
D Pa la force F, tout se passe comme si 

le losange avait été réellement enlevé. 
On peut donc considérer le point G 
comme le point d'application de la ré- 


& © 


ti É-----+- 





sultante du poids P de l'hexagone, appliqué en O, et de la force 
parallèle K, appliquée en G', et de sens contraire à la direction 
de P, On a alors 


0G F 


GG — P'’ 
ou, comme F et P sont dans le rapport des aires OABC et 
ABCDEF, 

0G 1 


CCE 
En retranchant les numérateurs des dénominateurs correspon- 
dants, on en déduit 


TER 
TPERe re 
EN 0G = 06 \ +0. 


(A. NAYEL, à Thouars.) 


SECONDE SOLUTION. — Le centre de gravité de l'aire AOCDEF 
se trouve à l'intersection G de l'axe de 
symétrie OE avec la droite g',9, qui 
joint les centres de gravité des losanges 
OAFE et OEDC. 

Dans le triangle OEg, rectangle en 3, 
on a, en observant que gG est une 
hauteur, 


OG.OE — Og » 





d'où, en remplaçant Og par ne (pro- 


priété des triangles rectangles qui ont un angle de 60e), 
OE 
QE, 
DG 7 
(E. SEVIN, collège Chaplal.) 


[Ont résolu la même question ; Mie L. Noël; MM. P. Aymard ; A. Bertrand ; 
G, Blondin ; J. Bordas; Ch. Bourdet ; Bourgogne ; A. Bouzy ; Brodbeck ; Car- 
teron ; Cazemajou ; J. Chalvin ; B.Conrads ; H. Crozemarie ; L. Curt; L. Debrun ; 
L. Delavergnas ; J. Delpont; F. Fontaine; E. Foucart: Th. Gramain : E. Garès; 
M. Georgi ; A. Gourdin ; P. Guarnieri; J. Guillaurne ; E. Héteau ; G. Hiernaux; 
H. Janois ; L. Lassence ; Letessier; E. Le Maigre; A. Liron ; A. Maitre; CG. Marie; 
J. Maury ; J. Ménéchal ; A. Mirc; F. Pégorier ; Raynaud ; A. Rongier ; P. Sé- 
gala ; H. Séjour ; C. Szabo ; T. Taralon ; Teulade ; L. Vignes ; P. Vincent:] 


——————————h} 


PHYSIQUE 


4275. — Un aërostat, de forme sphérique, ayant 10" de dia- 
mètre, est rempli d'hydrogène de densité 0,069 par rapport à l'air. 
L'enveloppe pèse 3655" par mètre carré. Le poids des aéronautes, 
des agrès et des accessoires est de 375X8. La température est 18° 
et la pression atmosphérique 758nm,: Calculer : 

1° Le poids de l'hydrogène que renferme l'aérostat ; 

2° La force ascensionnelle au départ ; 

3° La hauteur dont s'élèvera l’aërostat pendant la première 
seconde. 

On donne : 

19 Le poids du litre d'air sous la pression 760% et à 0: 
18,293 ; 

{ 

1273 ? 
30 L’accélération de la pesanteur g = 9%,8, 
(Bacc. lettres-sciences, Marseille, novembre 1896.) 


1° Le volume de l’aérostat est 


+ X 3,146 << 125 = 5232°,6, 


2° Le coefficient de dilatation des gaz 4 — 


_Le poids P de l'hydrogène que renferme l'’aérostat s'obtient en 
appliquant la formule générale qui donne le poids d’un gaz dans 
des conditions déterminées de température et de pression : 


758 1 


760 T3 


= 523 600 >< 1,293 >< 0,069 >< 
= 43%6,7, 
2° La surface de l'aérostat étant égale à 
LDC IMG >< 25 — 314%3,16, 
le poids de l'enveloppe a pour valeur 
314,16 >< 0,365 — 114%5,668, 
et le poids total de l’aérostat, 
43,1 + 114,668 + 375 — 533k6,368. 

La poussée subie par l’aérostat est égale au poids de l'air qu'il 
déplace. Cet air étant dans les mêmes conditions que l'hydrogène 
et occupant le même volume, on peut écrire, en désignant par « 
la poussée, 

43,7 0,069 
SP Mais 
æ — 633%8,466. 
La force ascensionnelle F est donc égale à 
633,466 — 533,368 — 100k5,098. 

3° L'aérostat est sollicité par deux forces : la pesanteur et sa 
force ascensionnelle. Il faut supposer que la force ascensionnelle 
reste constante, au moins pendant la première seconde. Deux 





d’où l’on tire 


forces constantes agissant sur une même masse sont proportion- - 


nelles aux accélérations qu’elles lui impriment. On a donc 


__ 9,8>< 100,098 
533,368 


d'où — 10,84. 


En appliquant la formule e — Le et remarquant que 
t — 1, il vient 
RP PRES 
= Pa 0,92, 


Telle est la hauteur à laquelle s’élèvera l’aérostat pendant la 


première seconde. 

[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; Baudoin : F. Beynas ; 
Boutignon ; M. Boutry; J. Coupat; M. Deschamps ; E. Dugas ; E. Edme;; 
Feintuch ; P. Ferrier ; F, Geltzenlichter ; A. Jeannel ; L. Lassence ; E. Layes ; 
F. Leulliot; De Loncey; E. Madet ; Le Maigre;*A. Mire; F. Montaland; 


F. Morel; E. Roncaglia ; E. Sinturel ; A. Vergnole ; J. Villemagne ; H. Zwae- 
népoel.] 


4283. — Un vase cylindrique en verre est gradué en parties 
d'égale capacité. Il contient du mercure qui, à la température 
de 0°, arrive à la division 1150. À quelle temperature faut-il por- 


ter l'appareil pour que le mercure arrive à la division 1151 ?, 


Coefficient de dilatation cubique du verre, 0,000026 ; coefficient 
de dilatation absolue du mercure, 0,00018. 
(Bacc. lettres-sciences, Paris, octobre 1897.) 
Désignons par æ la température à laquelle il faut porter l’appa- 


reil pour que le mercure arrive à la division 1151, par K le coeffi- . 


cient de dilatation cubique du verre et par m le coefficient de 
dilatation absolue du mercure. ; 

Le vase étant cylindrique, les volumes peuvent être représen- 
tés par les longueurs qu'ils occupent. 

Ecrivons qu’à la température x le volume du contenu est égal 
à la capacité du contenant : 

1150(1 +maæ) = 1151(1 + Kx). 
En résoivant cette équation par rapport à #, il vient 
1 

1150m — 1151K 


K = 0,000026; m = 0,00048. 


1 
 11805< 000018 — 11812<0,000026 — * "0 
(H. LÉVY.) 


(M e=> 


Application : 


1 NN ARE 












Û FER l R de. PIE 
2 af à er à FRATA LR D 
v NCY. os « 
[Ont cor la même question : MM. A. D. Arcizet; Ardin-Delteil ; L. Aula- 
nier ; H. Auterbe ; L. Barberot ; A. Baudot ; Benbacite; L. Bigot ; L. Bois ; 
. Bourquin ; A. Bouzy ; Burgat ; F. Chuberre ; J, Coupat; Delacommune ; 
N. Delhotel ; J. Delpont ; M. Deschamps ; @&, Dupuy ; R. Durand ; P. Ferrier ; 
L. Florentin; J. Fourestier ; P. Fournel ; L. Fournier; P. Frescal ; G. Gaucher; 
Geltzenlichter ; A. Giraud ; J. Gonnet ; Grzybowski ; P. Guillemin ; H. Janois ; 
A. Jeanne] ; E. Joyer ; B. Lachenaud ; F. Ladevèze ; L. Lassence ; E. Layes ; 
G. Leclerc ; E. Léotard ; F. Leulliot; De Loncey ; L. M. ; E. Madet; Le Maigre: 
son J. Maury ; A. Mirc; F. Montaland ; F. Morel; A. Pavard; L. Pernet ; 
J. Quilichini ; M. Rebeix ; Robin; Rottey ; P. Sickler ; A. Smäntanescu, à Jassy; 
M. Teulié ; P. Tribier ; J. Trouillé ; L. Vaulet ; A. Vergnole ; Vidal-Naquet ; 
J. Villemagne ; Watrin ; J. Wittner ; E. Kourneau ; L. Larsonneur.] 
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CONCOURS DE 1897 (Suite). 


ADMISSION A L'EMPLOI D'ÉLÈVE-MÉCANICIEN 
_ DE LA MARINE 


» 


TOULON {1° juin). 


Algèbre. 


1. — Un croiseur et un cuirassé partent au même moment : l’un d’Al- 
ger pour Toulon, l’autre de Toulon pour Alger. Quand ils se rencontrent, 
le croiseur à fait 54 milles de plus que le cuirassé. A partir de ce mo- 
ment, ils mettent, l'un 9h, l’autre 16" pour arriver à destination. Trou- 
ver en milles marins la distance des points de départ et la vitesse à 
l'heure de chacun des deux navires. 

Le mille marin vaut 1852. 


eo) pa 


Il, — Résoudre l'équation ( =— 
M — & 


mn 


Géométrie. 


I. — Dans une circonférence de grand cercle d’une sphère de 1" de 
rayon, on mène BG, côté du carré inscrit. Par BC, on fait passer un 
plan perpendiculaire à l'apothème HO, on en- 
lève la calotte sphérique supérieure BAC; on 
creuse ensuite le restant de cette sphère sui- 
vant un cône ayant pour base le cercle de 
diamètre CB et pour sommet le point D, 
enfin on mène BB’ et KK’ parallèles à AO. On 
demande : 


1° La surface totale de la portion de sphère 
ainsi creusée ; 








20 Le volume engendré par la partie hachée 
j D tournant autour de B'K. 

IL. — Déterminer la surface engendrée par une corde oblique par rap- 
port à un diamètre en tournant autour de ce diamètre. 













BREST (1er juin). 
Algèbre. 


I. — Deux navires ont parcouru en 48h, le 1e une certaine distance 
inconnue et le 2° 72 milles de plus ; or le 2e met 1t 30m de moins que 
le 4er pour parcourir 115 milles. 

Trouver d'après cela, en milles marins, la distance parcourue par 
chaque nayire etla vitesse à l'heure de chacun. 


Il, — Résoudre l'équation 


(m — n)1° , : œ 
"(M N)X+EM—N— : 
m+n m+n 





Géométrie. 


I. — L'arc CBAL du quadrant COL étant divisé en 3 parties égales 
par les points A et B, on tire AB 
qu'on prolonge jusqu'à la rencontre 


K des parallèles OF et CD. On mène 
A RS 


AA’ parallèle à ces droites, puis C4, 


S N \ A! Ps EEE ER net 
, NE — : qu'on prolonge jusqu'en K, ainsi 
AW ZZ que BO et l'on trace le quadrant de 
que BO et l'on trace le quadrant de 
| RS Lr. rayon HO ; on demande : 
RER. 0 K 1° La surface de la partie hachée 


à gauche de la figure (FDCMHR) ; 
20 Le volume engendré par le trapèze MA'KO tournant autour de MO, 


D 
BZÆ 






C 
K 








4 


If, — Dans tout quadrilatère inscrit, le rectangle des deux diagonales 
est égal à la somme des rectangles des côtés opposés. 


CHERBOURG (18 juin) 
Algèbre. 
LE — Un marchand a deux pièces de vin; la contenance de la 1re est 
à celle de la 2° comme 5 est à 4. Le litre de la 4re coûte autant de 
demi-centimes qu'il y a de litres dans la pièce; le litre de la 2° coûte 
0,25 de moins que le litre de la 1'e. La valeur totale des deux pièces 
monte à 430f7,10., Combien contient chaque pièce ? 


IL. — Effectuer l'opération 


ax — ax? + ax a? — 9ax 
a? — x? (a + x} G—T — 
Géométrie. 


I. — L'angle HOA inscrit dans une circonférence de 4" de rayon 
valant 60°, on mène HE perpendiculaire à HO, et l'on trace l’are AME 
H D de rayon AD; on abaisse ensuite 


= — + HH° perpendiculaire sur OA, et RR' 
NS XX perpendiculaire sur et RR 
DR 


perpendiculaire sur OB. On de- 






mande : 
10 La surface de la partie hachée 





0 R B M de gauche à droite ; 
20 Le volume engendré par la 
surface HOR'R tournant autour de OR’. 
IL. — Connaissant le côté d’un polygone régulier inscrit dans un 


cercle et le rayon du cercle, calculer le côté du polygone régulier ins- 
crit d’un nombre double de côtés. 


ROCHEFORT ({8 juin) 
Algèbre. 


I. — Trois ouvriers À, B, C ont à faire un ouvrage. A et B travail- 
lant ensemble pendant 4 jours feraient les 2/3 de l'ouvrage; B et C 
travaillant ensemble pendant 8 jours en feraient les 14/15 ; A et CG tra- 
vaillant ensemble pendant 5 jours en feraient les 3/4. 

On occupe A seul pendant 2 jours, B seul pendant 6 jours ; combien 
de jours G, travaillant seul, mettra-t-il à terminer l'ouvrage ? 


IL. — Résoudre l'équation 
1— mx V LHpe 
1 + max AD 
Géométrie. 


L.—L'arc du quadrant AOB d’un cercle de 1" de rayon étant divisé en 
trois parties égales, on mène AC, EB, AE, CB 
et OM; par le point G, milieu de OB, on mène 
GE parallèle à MB ; on demande : 

40 La surface des deux triangles AEM et 
MCB; 

20 Le volume engendré par GFMB tournant 
autour de GB. 


IT, — Deux angles dièdres sont dans le 
même rapport que leurs angles plans. 





ADMISSION AU COURS DES APPRENTIS-ÉLÈVES MÉCANICIENS 
DE LA MARINE 


TOULON (1° juin). 
Arithmétique. 


De Paris à Marseille, il y a 863km, À 8h 45m du soir un train rapide 
part de Paris à l'allure de 70km par heure; mais peu après son départ, 
ila une avarie de machine qui lui fait perdre 1h. On sait de plus qu'il 
a de Paris à Marseille, 5 arrêts de 10m également espacés. 

A 408 du soir, un train mixte part de Marseille pour Paris à l'allure 
de 40km par heure. Sachant qu'il s'arrête 5m à 42 stations également 
espacées, on demande à quelle heure et à quelle distance de Paris les 
deux trains se croiseront, 





PO 


TER 





sé. 


Géométrie. 
Les cordes CD et AB étant les côtés 
le de l'hexagone régulier et du triangle 
| équilatéral inscrits dans un cercle de 


Coin F 1% de rayon, on mène OF bissectrice 
? de l'angle droit YOX, on tire MT et OA 


de DONNE qu'on prolonge jusqu'en G. On de- 
ne si da mande : 


re ABS ROBE _— 1° La surface du trapèze GFAM:; 
! À 0 X 2° Le volume engendré par le trian- 
gle TOM tournant autour de TO. 


BREST (1er juin) 


Arithmetique. 













Une personne ayant emprunté 2400fr le 4er juillet 1897, signe un billet 
de 2528f", payable le 1° novembre 1898. Mais elle préfèrerait payer 1 °/o 
d'intérêt de plus par chaque année de retard à partir de l'échéance et 
rembourser 800f le 1er jamvier 1899, 900fr le 4er juillet 1899 et lé reste 
le 1°r novembre 1900.0n demande quel est ce reste, à 5 centimes près. 


Géométrie. 


Par le point K, milieu du rayon OA d'une 
circonférence de rayon R — 1", on mène une 
corde perpendiculaire BC; ontire 0B, BA, AC, OC 
et on inscrit une circonférence dans le quadri- 
latère ainsi formé; on trace ensuite la circon- 
férence de rayon R" tangente aux deux autres. 
On demande : 

1° La surface des cercles de rayon R' et R' ; 

2° Le volume engendré par la partie hachée 
; tournant autour de BC. 


CHERBOURG (18 juin). 


Arithmétique. 





Un bâtiment à 3 soutes à charbon ayant pour dimensions 317102" 
111m0,724, 69mc1,3. Le charbon de la 1re a coûté 25fr la tonne, celui 
de la 2me, 22fr,50 et celui de la 3me, 9pfr. Après avoir brûlé les 2/3 des 
5/6 de la 1'°, le 1/4 de la 2me et les 5/7 de la 3me, on réunit le reste 
en tas. 

Combien faut-il en vendre le kilo, à 0,001 près, pour gagner 10 °/, sur 
le prix d'achat de ce reste, sachant que le mètre cube de charbon pèse 
950ke ? 

Géométrie. 


Les cordes parallèles AB, CD étant les 
côtés du triangle équilatéral et de l'hexagone 
régulier inscrits dans une circonférence de 
1m de rayon, on mène AD, CB et DB: on 
demande : 

19 La surface des deux triangles hachés ; 

20 Le volume engendré par le triangle 
MDB tournant autour de DB. 


ROCHEFORT (18 juin). 





Arithmétique. 


Une entreprise a donné 24000!" de bénéfice. Le conseil d'administra- 
tion en prend 1/8 ; il met le 1/3 des 5/7 du reste à la réserve, distribue 
les 59/64 du nouveau reste aux actionnaires et partage la somme res- 
tante entre 4 employés, en raison directe de leurs années de services 
et en raison inverse de leurs appointements : 

Le 1° à 30 années de services et 3000!" d'appointements 


? 


Le 2e a 18 — 2600 _ - 
Le 3° a 15 _ 2200 _ : 
Le 4e à 10 — 1800 =. 


On demande la gratification allouée à chacun d'eux, à 3 centimes 
près. 
Géométrie. 


Les cordes parallèles AB, CD étant les 
côtés du triangle équilatéral et de 
l'hexagone régulier inscrits dans une 
circonférence de 12 de rayon, on mène 
AO, OC, OD. On demande : 

1° La surface du trapèze 
CDMN ; 

2° Le volume engendré par le trian- 
gle AMO tournant autour de AO. 


haché 





. à bin 
= * Pr NE v 'j ba + . 4, TNT : a c d a 
72 . sp A ; TN TP cn HR Eu 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4294. — Trouver la somme des exposants des facteurs premiers qui 
figurent dans les diviseurs du nombre N — abécr. 
(Une abonnée de Tournon.) 
4295. — Résoudre l'équation : 


(a— a) +(2— 0) rai 
(a— x +(æ—b) a +b 


4296. — Par deux points donnés A et B sur un cercle, mener deux 
cordes parallèles, connaissant leur somme ou leur différence ; les cordes 
peuvent être parallèles et de même sens, ou parallèles et de sens con- 
traire. (J. VipaILLEr.) 

Traiter le même problème par l'algèbre, dans les cas où on donne le 
rapport ou le produit des cordes. 


4297. — On donne un triangle ABC. Soient r le rayon du cercle 
inscrit et O son centre ; M étant le milieu du côté BC, démontrer que 
que MO coupe la hauteur AH en un point |, telque Al=r. 

: (G. Decoux, lycée de Bordeaux.) 


4298. — Si, dans un triangle ABC, les carrés des côtés AB et AC, 
supposés inégaux, sont entre eux comme leurs projections sur le côté 
BC, ou encore si la hauteur issue du sommet A est moyenne propor- 
tionnelle entre les segments qu'elle détermine sur le côté BC, la somme 
ou la différence des angles B et C est égale à un droit. 

Dans le cas où B—C—1%, trouver la relation qui existe entre les 
côtés a, b, c, du triangle ABC. (A. GouLaRp.) 


4299. — On donne une circonférence O et un point A et on con- 
sidère les circonférences 0° passant par le point A et coupant ortho- 
gonalement la circonférence 0. 

1° Trouver le lieu du point de rencontre de la tangente en A à la 
circonférence 0’ avec la tangente à cette même circonférence perpen- 
diculaire à la tangente en A. 

20 Trouver le lieu des points de contact de la circonférence 0’ avec 
les tangentes perpendiculaires à la tangente en A. 


4300. — On considère un cercle fixe O et deux points fixes P, P’ 
pris sur un diamètre. On joint les points P,P' aux extrémités A, B 
d’un diamètre variable par deux droites qui coupent le cercle O en 
deux seconds points C, D. Lieu du second point de rencontre des cer- 
cles AOC et BOD. (M. ReBexx, lycée du Puy.) 


4301. — On mélange, à la température de 00, 108" d'oxygène et 
38r,776 d'azote ; le volume total étant de 201it et la température restant 
à 0°, on demande quelle est, en centimètres de mercure, la pression du 


mélange. 
Poids du litre d'air à 0° et à la pression de 76cm de mercure : 18r,293. 
Densité de l'oxygène par rapport à l'air dans les mêmes conditions : 
0,972. (Bacc. lettres-math., Toulouse, mars 1897.) 


4302. — Deux points lumineux A et B, de même intensité lumi- 
neuse, éclairent une très petite surface S ; ces points peuvent se 
déplacer sur deux droites SA et SB également inclinées sur la surface S. 

Etablir la relation qui doit exister entre les distances SA = x et 
SB — y pour que la petite surface considérée conserve un éclairage 


constant. 
(Bacc. lettres-math., Constantine, juin 1897.) 


— ————# ————————— 


ERRATUM. — Question 4185, page 51. — L'équation (1) rap- 
es ee 
pelée dans la discussion n’est pas 1D = x(2R — x), mais bien 


R2 + (2R— æ)° + R(2R — x) = E(2R — x). 


Or, en posant 2R—x—"u, ce premier membre s'écrit 
R+uR+uw?, quantité toujours positive quel que soit Le signe 
de w, pourvu que « soit réel, — hypothèse faite. 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT-SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 
(4897) 


Ordre des sciences mathématiques. 


4220. — 1° Résoudre les équations 
(24m? + 8m + 1 je +(15m? + S8m+ 1 jy + 3m? = 0, 
(8m + 2)x +{5m+l)y—m = 0. 

dans lesquelles m désigne un nombre donne. 

2° Déterminer les valeurs de m pour lesquelles ces équations 
forment un système indéterminé ou impossible. 

3° Etudier les variations de y et du produit xy lorsque m 
croît de — © à +, 


4o et 2, Le coefficient de x dans la première équation, 
24m? + 8m+1, est un trinome du second degré en m qui n’a 
pas de racines réelles ; par conséquent, ce trinome n’est pas nul, 
Nous pouvons tirer x de la première équation, 

es ea (15m? + 8m + 1)y + 3m? 
| 2 24m? + 8m + 1 
et remplacer « par cette valeur dans la deuxième équation. Nous 
obtenons ainsi 


| (8m + 2)[(15m? + 8m + 1)y + 3m?) : 
on  CFirm=0 


ou  y[(24m2 + 8m + 1)(5m + 1) — (15m? + 8m + 1)(8m + 2)] 
— 3m°(8m + 2) + m(24m? + 8m + 1), 
ou encore, en effectuant, 


| Y(30m? + 1m +1) = — m(48m? + Am + 1). 

| Le trinome 30m? + 1m +1 a pour racines — . el 
127 : 

LS: le trinome 48m? + 14m +1 a pour racines — _ 

; 

| 1 : st : : 

Bi — sr Par suite, cette dernière équation peuts’écrire 

: 

“ y(ôm + 1)(6m + 1) — — m(6m + 1)(8m + 1). 





Le système d'équations proposé est donc, quel que soit m, 
équivalent au système suivant : 


ea (15m? + 8m + 1)y + 3m? 
Fe 2Ene + 8m +1 (1) 


y(ôm + 1)(6m + 1) — — m(6m + 18m + 1). (2) 
(5m + 1)(6m +1) 0. 


Le il 
ni — —: 
ô 








Premier cas. — m n'est égal ni à 


Rédaction ...... 
Abonnements... 





17, rue des Écoles, à Paris. 
Librairie Nony et Cie, 17, rue des Écoles, PARIS, 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en- 


voyer des mandats. 





De l'équation (2), nous tirons 
m(8m + 1) 
5m + 1 Ë 
et en remplaçant y par cette valeur dans le second membre de 
l'équation (1), nous avons 


y=— 


nr. : m(8m + 1) à 
(15m? + 8m + 1) RTE + 3m 


Ge : 


2km°? + 8m + 1 





on peut simplifier en observant que 
15m? + 8m + 1 = (5m<+1)(3m +1). 

Il vient alors 
___ m(8m<+1)(3m+1) — 3m? 
$à (24m? + 8m + 1) Pa 


Ilen résulte que, dans ce cas, le système admet un seul ensemble 
de solutions 


m(24m? + 8m +1) 
24m? + 8m +1 


m(8m + 1} 


x=m : 
. 5m + 1 


He 


5 : 1 
Deuxième cas. — 5m + 1 —0, ou m—— He 
L'équation (2) ne peut être vérifiée pour aucune valeur de y, le 

système n'a pas de solution, il est impossible, 


LE ik 
6 

L'équation (2) est vérifiée pour toutes les valeurs de y ; le sys- 
tème proposé se réduit à une seule équation, l'équation (1). 
Dans celle-ci on peut donner à y une valeur arbitraire ; on en 
déduira pour « une valeur correspondante déterminée. Le sys- 
tème admet une infinité de systèmes de solution, il est indéter- 
miné. 

3° Nous avons 


Troisième cas. — 6m+1—0, ou 


__  m(8m+i) 
CARO 5m + 1 
Cette fonction est continue pour toutes les valeurs de #, excepté 
1 
pour Mm—— —:. 


Prenons la dérivée de y par rapport à m; nous avons 


Lk0m? + 16m + 1 y 





NET (5m + 1)? : 

, ENT 4 + V6 

Le numérateur admet deux racines négatives, BATTRE 
LT RON | ; 

ts 20 ;: la dérivée sera positive lorsque » sera compris 


entre ces deux racines et négative lorsque m sera extérieur à ces 


{ ë 
racines. Remarquons encore que — 5 est compris entre ces 


deux racines ; nous pouvons donc dresser le tableau suivant : 














% " # 27 et È % ' Re. 
&+V6 1 4— 6 ‘2 
PÈ 120 4 Rp 20 Fe, 
2 = a; = 
+ décroiît min. ” croit + 00 /|106 _ croît max. décroit —°0il 
: 11+4/6 . 11—4ÿ56 
: 25 j 25 d 










‘4 


On peut représenter cette variation par une courbe qui est une 


hyperbole dont l'une des asymptotes est la droite m—— A 


4 


et dont l’autre a pour équation. 


RL 1 
LE CM 3 L 


t2 


Considérons maintenant le produit æy et désignons-le par w., 
Nous avons % 


m°(8m + 1). 
_ im+i | 
Cette fonction est continue pour toutes les valeurs de ", 
À . 
excepté pour m = — a 


En prenant la dérivée, on trouve 


m(80m? + 29m +2) 


M de (5m+1} 


Le trinome 80m? 29m +2 a deux racines réelles, 


_ 29 +201 “e __ 29—V201, 


160 160 





. l 
entre lesquelles est compris — F: 


On en déduit le tableau de variation suivant : 




















a 9 — ———— 4" 
OR KE _ 29 + 201 "pe _, 29 — 201 0 Re. 
160 5 160 S 
uw’ Te 2 nn ee ae 
uw — croit max . décroîit —_— oi 100 décroît min. croit max. décroit — 


et la courbe L 4 
La valeur du maximum correspondant à m—0 est w = 0 


29 + / 201 


160 - et au mini 


Quant au maximum relatif à m = — 

__29—V20, 
160 | 

tement. On peut d’ailleurs reconnaitre a priori qu'ils sont tous 


mum relatif à m — on peut les obtenir direc- 


deux négatifs, car la fonction « ne s’annule que pour m = — = 
£ ) 2 


et pour m = 0: 
1 


[Solution à peu près satisfaisante par M. Brunet, élève à l’école normal 
d'Aix.) 4 








Pr 2 ET L 
| 4294. — On considère toutes les circonférences telles que le 
rapport du rayon de chacune d'elles à la distance de son centre à 
une droite fixe D soit un nombre constant m. 

1° Démontrer que deux quelconques de ces circonférences ont 
un de leurs centres de similitude situé sur la droite D. 

20 Le nombre m étant supposé plus petit que l'unité, démontrer 
que toutes celles de ces circonférences qui ont leurs centres situés 
sur une droite donnée D' sont tangentes à deux droites fixes. — 

La proposition subsiste-t-elle quand m surpasse l'unité ? 

3° Chercher et discuter le lieu géométrique des centres de celles 
de ces circonférences qui sont tangentes à un cercle donné, de 
centre O et de rayon r. 

Construire ce lieu en supposant O situé sur la droite D, et 
m = 2: distinguer les parties du lieu qui correspondent à un 
contact extérieur ou à un contact intérieur entre le cercle O et les 
circonférences variables. 


As Soient C et C’ les centres de deux des circonférences con- 
sidérées ; abaissons les 


S perpendiculaires CP, 
C'P' sur la droite D; 
nous avons 

CA. A LCA TER 
CPE CP 0 


Par suite, les droites 


pl_V\ 

\ \ PRRANAT Er CORRRUEE 
concourantes. Or les 
rayons’ GA. ét NCA 
étant parallèles, le 

AN point de rencontre des 
p' droites CC’ et AA’ est 
A 


un des centres de simi- 
litude des deux circon- 
férences. Ce point est 
D p’ situé sur la droite D, 
ce qui démontre la 

proposition. 
- 2° Considérons deux circonférences ayant leurs centres G et C 
sur la droite D’. Le point S, intersection des droites D et D, 
est, comme nous venons de le voir, un des centres de similitude 
. des deux circonférences ; par suite, les tangentes issues du point 
S à la circonférence (C) sont également tangentes à la circon- 
érence (C'). Comme celle-ci est arbitraire, la proposition est 

établie. 

_ Cette démonstration, pour être valable, exige qu’on puisse 
mener des tangentes du point S à la circonférence (C) ; il faut 
pour cela que le point $ soit à l'extérieur du cercle (C). On doit 
donc avoir 
SC > CA. 


… Or,ona CA = m.CP; la condition devient SC>m.CP, ou 
sc 

CP ‘ 

Si m est inférieur à 1, cette condition est toujours remplie, 


r SG est plus grand que CP. 
Si m est.plus grand que 1, la propriété indiquée dans l'énoncé 


m < 










’a lieu que si m< es c'est-à-dire si » est inférieur à l’in- 
erse du sinus de l’angle des droites D et D’. 
» 3° 1. Considérons d’abord une circonférence (C) tangente 


térieurement au cercle donné (0). Soit M le point de contact ; 
aissons CP perpendiculaire sur la droite D. On a 


Is à LOUER 
CP RE 


CP 





on en déduit . 
CO RPRCDER — m (CP + a): 


m 


Portons sur la droite CP, à partir du point P et dans le sens CP, 
R 





une longueur PH — LE, nous avons CH=—CP+—, et 
m m 
par suite 
CH =m.CH. 


Or, le point H est 
silué sur une droite 
A parallèle à D et 
distante de A de la 


On 





longueur 








en conclut que le 
point GC est silué 
sur une conique 
ayant pour foyer le 
point O, pour direc- 
trice correspondan- 
te la droite A et 





pour excentricité le nombre m"”. 

Le point C et la droite A sont placés de part et d'autre de la 
droite D. Or cette droite divise le plan en deux régions que nous 
appellerons les régions (1) et (2). Soit A1 la parallèle à D à la 


distance Ée qui est située dans la région (1), et A2 la droite 


analogue située dans la région (2). Désignons par (1) la conique 
qui à pour foyer le point O, pour directrice correspondante A; et 
pour excentricité m; par (l2) la conique qui a pour foyer le 
point O, pour directrice correspondante 4, et pour excentri- 
cité m. 

Il résulte de ce qui précède que tout point du lieu qui corres- 
pond à un contact extérieur est situé sur la conique (li) ou sur 
la conique (>), selon que ce point est situé dans la région (2) ou 
dans la région (1). 


IT. Considérons maintenant un point du lieu relatif à un con- 
tact intérieur. 
Supposons d’abord que le rayon du cercle variable soit infé- 
rieur à celui du cercle fixe. Nous 
avons 
es BR RTE CM RS CU: 
nous en tirons 


RER en, 

We P CO = mi — CP). 
NET Se Portons sur la droite CP, à partir 
du point P et dans le sens PC, une 


R 
x longueur PH — 
m 





Le point H 


R ; Fee : 
tombe en dehors de CP puisque rire est positif, et il se 


trouve sur la droite A, si le point C est dans la région (1), ou 
sur A2 si le point C est dans la région (2). 

On a les mêmes conclusions si le rayon de la circonférence 
variable est plus grand que KR. 

En conséquence, tout point du lieu relatif à un contact inté- 
rieur appartient à la conique (11) ou à la conique (2) suivant 
que ce point est situé dans la région (1) ou dans la région (2). 

Réceroquemenr, tout point de la conique (r:) est un point 
du lieu relatif à un contact extérieur ou intérieur suivant que ce 
point est dans la région (2) ou dans la région (1) et tout point de 
la conique (T2) est un point du lieu relatif à un contact extérieur 





LAS 
— 


ou intérieur suivant que ce point est situé dans la région (1) ou 
dans la région (2). 

La démonstration ne présente aucune difficulté; soit par 
exemple GC un point de la conique (T;) situé dans la région (2). 
Menons de ce point une perpendiculaire à D qui rencontre D au 
point P et A; au point H. Nous avons 
par hypothèse 


CO = #2 0H: 
CH = CP + PH = CP + is 
CO =:m.CP +R; 


ce qui montre que le cercle de centre C 
et de rayon m».CP est tangent extérieure- 
ment au cercle fixe (0). 

Démonstration analogue pour les autres cas. 

Il résulte de cette discussion que le lieu demandé se compose 
des deux coniques (l;) et (F2). Les points de T; situés dans Ja 
région (2) et les points de T2 situés dans la région (1) sont les 
centres relatifs à un contact extérieur. Les points de T1 situés 
dans la région (1) et les points de (l°) situés dans la région (2) 
sont les centres relatifs à un contact intérieur. 

Supposons maintenant le point O situé sur la droite D et 
m — 2. Les coniques l, et T2 sont des hyperboles symétriques 
l’une de l’autre par rapport à la droite D. Construisons l’hyper- 


Or, 


d’où 





bole r,. La distance du foyer O à la directrice A est à et l’ex- 


centricité est égale à 2. 
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Or, si on désigne par 2a la longueur de l’axe transverse et 
par 2c la distance focale d’une hyperbole, on sait que l’excentri- 


cité est égale à . et que la distance d’un foyer à la directrice 
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C2 — 
correspondante est Ris CAO donc 
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On en déduit a — _ Abaissons du point 0 
la perpendiculaire OB; sur A;, et prenons sur cette droite, à. 
partir du point O, dans le sens OB:, la longueur Oh — D 
Le point 1 est le centre de l’hyperbole T1; le milieu A1 de on 
est l’un des sommets. À 

On peut remarquer en outre que les Pete font avec la 
droite Ol un angle de 60°, car le cosinus de cet angle est égal à | 


L c'est-à-dire à +. 
c 2 à : 
L'hyperbole (T2) est symétrique de (11) par rapport à lan 
droite D. 
Nous avons représenté en trait plein les portions de courbes 


correspondant à un contact extérieur et en traits discontinus. 
celles qui correspondent à un contact intérieur. 


(A. MAITRE.) 


Ordre des sciences physiques et naturelles. 


4222.— Dans un tube eudiométrique qui plonge dans une cuve à 
mercure, on mélange 20% d'oxyde de carbone, mesurés sous la pres- 
sion de 76% de mercure et à Q°, avec 50% d'oxygène, mesurés sous\ 
la pression de 38m et à 00. On fait passer dans le mélange une 
étincelle électrique, puis on amène le résidu gazeux à occuper un 
volume de 35%, Quelle sera la pression finale du mélange ? 

Si l’on fait passer ensuite dans le résidu gazeux une solution 
de potasse, en quantité suffisante pour absorber tout l’acide carbo- 
nique, à quelle hauteur s'élèvera le mercure dans le tube eudio- 


métrique ? 
(& juillet, de 8 h. 1/2 à midi 1/2.) 


50ce d'oxygène mesurés sous la pression de 76°" occupent un 
volume deux fois moindre que sous la pression de 38°, c'est-à- 
dire 25°. 
Le passage de l’étincelle détermine la combinaison de l'oxyde. 
de carbone et de l’oxygène d’après l'équation 


CO + O0 — CO?. 


Cette équation montre que 2 vol. d'oxyde de carbone s’unis- 
sent à 1 vol. d'oxygène, considéré sous la même pression, Les 
20 d'oxyde de carbone s'unissent donc à 10°° d'oxygène sous law 
pression de 76°, et la combinaison produit 20°° de gaz carbo- 
nique sous la même pression. 

Le résidu de gaz carbonique et d'oxygène, mesuré sous la pres- 
sion de 760%, est 20 +15 = 35° Comme ce volume est préci- 
sément celui qu'on veut faire occuper au résidu, la pression finale: 
du mélange est 76%, 

Appelons & la hauteur finale du mercure au-dessus du nivea 
libre dans la cuve lorsque tout le gaz carbonique est absorbé: 
L'oxygène qui reste occupe dans le tube eudiométrique une lon= 
gueur de (35—x)" sous une pression de (76— x). La loi 
de Mariotte donne | 





35 AE. HOT 
39 — x 15 ” 
TX 2e 


d’où l’on tire l’équation 
 &—{1lx + 1820 = 0. 
La plus petite racine est seule acceptable; elle a pour valeu 


s 141 — 79 
— — cm 
== om 16cn, 
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Telle est la hauteur à aquelle le mercure s'élèvera dans le 
tube eudiométrique. s 
(M. OGER.) 


uestion : MM. C. Brunet; M. Georgi; R. Henry; Le 


(Ont résolu la même que 
fénissier.] 


Hénaff ; A. Maitre ; E. 


© 


ARITHMÉTIQUE 
\ 


4259 .— Trouver un carré parfait de quatre chiffres, sachant 
que le nombre formé par les deux derniers chiffres est multiple du 
nombre formé par les deux premiers. 


Soit « le nombre formé par les deux premiers chiffres du 
nombre ; celui formé par les deux derniers doit être ma, m étant 
entier, Le nombre cherché est donc. 

a >X<100 +m a = a(100 + m). 

Le nombre cherché devant avoir quatre chiffres, « en aura 
certainement deux et par suite est supérieur ou au moins égal à 
10. D'autre part, am est un nombre plus petit que 100; donc m 
est au plus égal à 9. 

Le nombre 100+m» ne peut donc être que l’un des nombres 

101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109. 
Si on décompose ces nombres en leurs facteurs premiers, à l’ex- 
ception de 104 et de 108, on trouve que ces facteurs ont tous 
pour exposant 1. 

Si donc on prenait m —1,2,3,5,6,7,9, le produit a(100+m) 
ne pourrait être carré parfait que si & était divisible par 100+m ; 
ce qui est impossible, puisque a est inférieur à 100 par hypo- 
thèse. 

Prenons donc m—#4. Ona 
10% — 23,13; 

pour que le produit a>»x<104 soit carré parfait, il faut que a 
soit divisible par 2 et 13 ; donc 
HU 4126. 
Mais alors ma > 4k x 26 — 104, 
ce qui est impossible, puisque ma doit être plus petit que 100. 

Reste donc la seule hypothèse m — 8. Si l’on décompose 108 

en facteurs premiers, il vient 
108 = 24.33; 
pour que le produit a>x<108 soit carré parfait, il faut et il 
suffit que «& soit le produit de 3 par un carré parfait; donc 
MER, 
D'autre part, il faut que 
ma — 8.30? — 24b? 

soit inférieur à 100; on ne peut donc prendre pour #? qu’un 
carré, inférieur ou au plus égal au quotient entier de la division 
de 100 par 24; ce quotient est 4; le seul carré acceptable est donc 

$ D = 4: 
Dans ces conditions, 

= ARR = JO, SSC 19, 

MINS, 
et le nombre cherché est 
108 X 12 — 1 296. 
(M. DROVIN, école normale de Châlons.) 


{Ont résolu la même question : Me L. Ségala; MM. E. Bernardini ; A. Bertrand; 
_F. Beynas ; H. Bosc; Burgat; G. Charpentier ; E. Clément; Coste; L. Curt ; 
L. Cussenot ; N. Delhotel ; Douménach ; P. Gervaiseau ; L. Gourdet : R. Henry; 
G. Hiernaux ; Laguarigue de Survilliers; Layes; Legrand; L. Magne ; 
A. Maître; F. Morel; F. Pégorier ; J. Peyret ; Pihier ; P. Plisson ; Raynaud ; 


 P. Rolley; M. Saget ; E. Sinturel ; C. Szabo ; H. Valdenaire.] 


à 


= 


GÉOMÉTRIE 


Démonstration du théorème de Pythagore par M. Leone Orsini, 
professeur à l’école technique de Caserta. 


Soit ABC un triangle rectangle, ACDE, ABGF les carrés cons- 
truits sur les côtés de 
l'angle droit. Prolongeons 
DE et FG jusqu’à leur 
intersection, en H, et ti- 
rons AH. Les triangles 
rectangles AFH, AEH sont 
évidemment égaux au 
triangle ABC, Donc : 

Si de la figure totale on 
retranche les trois triangles 
ABC, AFH, AE, égaux 


à ABC, on obtient la som- 





B C 


me des carrés construits sur les côtés de l'angle droit. 

Elevons BK et CL perpendiculaires à BC en B et C. Les triangles 
BGK, CLD sont égaux à ABC; ils sont en effet équiangles, et 
BG = AB, CD = CA. Donc la figure BCLK est un carré et 
KL = BC; donc enfin le triangle KHL est égal à ABC. Par 
suite : 

Si de la figure totale, on retranche les trois triangles BGK, 
KHL, LCD, égaux à ABC, 1 reste le carré construit sur l'hypo- 
téenuse. 

Puisque dans les deux cas on a retranché de la figure totale 
des aires égales, les aires restantes le sont aussi; c.q.f.d. 


4272. — Étant donné un cercle, on sait que les trois cercles 
décrits sur trois cordes issues d’un de ses points, P, se coupent sui- 
vant trois points À, B, G en ligne droite. Démontrer : 

1° Que si on décrit des cercles sur PA, PB, PC comme dia- 
mètres, ces cercles se coupent en un même point de la droite AB; 

20 Que si uu, wo, wz désignent les centres des trois premiers 
cercles et Ui, 1m, Ua ceux des trois derniers, ces centres sont en 
ligne droite trois à trois. 


1° Abaissons la perpendiculaire PM sur AB. L’angle PMA étant 
droit, son sommet M est 
situé sur le cercle 11, dé- 
crit sur PA comme dia- 
mètre; pour la même 
raison le point M appar- 
tient aux cercles u> et 12, 
ce qui justifie la première 
partie. 

20 Lestrois cercles 14, 12, 
ua ayant une corde com- 
mune PM, ont leurs 
centres en ligne droite. 
IL en est de même des 
systèmes de cercles {u, 
G)4, Wa; Mo, (01, 03; 3, (2, (3; 
qui admettent respective- 
ment pour corde commune PA, PB, PC. 

(G. DOBROVICI, lycée de Berlad.) 


(Ont résolu la même question : MM. E. Audibert ; P. Barroué ; F. Beynas; 
M. Boucly; R. Van Cauwenberghe: AÀ.Creuser ; L. Cussenot; G. Digne ; 
Feintuch ; E. Foucart; L. Gourdet; A, Gourdin ; L. Grillet; Ch. Guinet ; 
G. Hiernaux ; H. Jouanneau ; E. Layes ; P. Leduc ; H. Lévy; A. Maitre ; 
A. Mirc; J. Pillard; M. Rebeix ; E. Rousselot; CG. Sarrassat; OC. Szabo; 
H. Thouvenot ; A. Tumerelle ; H. Varinot; C, Bourdet; J. Méhu.] 
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4273. — On considère deux cercles O, 0’ tangents intérieure- 
ment en P et qui coupent leur diamètre commun O0’ en A et B. 
Une droite variable perpendiculaire à O0 rencontre les cercles O0, 
Uwer AT E 

Lieu du point d'intersection des droites AA! et BB’. 

Joignons les points M, A’, B' au point P. Le quadrila- 
tère MA'B'P est inscrip- 
tible, car les angles en A’ 
et B' sont droits comme 
inscrits chacun dans un 
demi-cercle ; donc 


PMP PAPE 
Or PA'B! = FAN 


(côtés perpendiculaires). 

Par suite, 

PMB = FAX’: 

Les triangles PMB, PAM 
ayant ainsi un angle com- 
mun et un angle égal 
sont semblables, et l’on a 

PM _ PA 
PRNPHX 
PM° — PA.PB — const. 

Ce résultat montre que le lieu de M est un cercle de centre P 
et de rayon égal à ÿPA.PB. En faisant varier la droite A/B', on 
voit que lorsque cette droite touche le cercle O0’ en B, elle coupe 
le cercle O en deux points du lieu, C 








d'où 


C et C’', de sorte que M dé- 
crit seulement l'arc du cercle P extérieur au cercle O. 

L’arc intérieur CC’ est décrit par le point d’intersection M 
de AA' et BB', B; étant le second point de rencontre de la 
droite variable et du cercle 0’. 

(C. SARRASSAT.) 


[Ont résolu la même question: MM. J. Amboise; E. Bourrienne; L. Cussenot; 


E. Edme: Feintuch ; E. Foucart; L. Grillet: R. Guillemin; G. Hiernaux : 
H. Jouanneau ; A. Larue ; A. Maître ; Manceaux de Ronchonnot ; R. Manen; 
Mathieu ; A. Nayel; J. Pastour ; E. Rousselot; E. De Rycker ; H. Thouvenot.l 


4278. — Dans un triangle ABC, on projette le point de con- 
cours H des hauteurs en E,F sur les deux bissectrices de l'angle A. 
Démontrer que le milieu D de BC et les deux points E, F sont en 
ligne droite. 


Le quadrilatère HEAF ayant les angles en A,E, F droits est 
un rectangle ; donc la diagonale EF passe par le milieu 1 de AH, 
et est, comme nous allons le montrer, parallèle à la droite OA, 
qui joint le centre O du cercle cir- 
conscrit au sommet A. 

En effet, on sait que la bissectrice 
de l’angle A est en même temps 
bissectrice de l'angle OAH formé 
par la droite OA avec la hauteur 
AH ; par suite 


AR 


} 





OAË — ÉAH 
/ ou, comme ÉAH = AEF, 


B D —— —_—_—— 
OAËE = AEF, 
ce qui établit le parallélisme de OA et EF. 
D'ailleurs, on sait que 


AH 


OD=— ou Al, 


; D: 


de sorte que ÿE figure ODIA Sont deux TE égaux et parallèles | 
est un parallélogramme. s 


Il en résulte que la droite DI se confond avec la parallèle EF. 


à OA issue du point |, ce qui justifie l'énoncé. 
(J. MÉHU, lycée de Brest.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Baudot ; Bayor ; M. Boutry; Burgat : 
H. Carpentier ; S. Coudanne ; A. Cremer ; L. Cussenot ; E. Delacommune ; 
Feintuch ; E. Fourmon; P. Fournel ; ; À. Gourdin ; G. Hiernaux ; Jacques ; 
P. Leduc; A. Maître; Manceaux de Ronchonnot; A. Mirc; P. Plisson ; 
M. Rebeix ; ; P. Sarrassat ; A. Tumerelle ; H. Valdenaire ; H. Varinot; A. Wiart, 
à Cambrai.] 


4279. — On considère deux cercles O, O' se coupant en A et B. 


On joint À et B à un point quelconque G du cercle 0’ par deux 


droites qui rencontrent le cercle O en D et E. Démontrer que la 
médiane du triangle CDE issue de C passe par un point fie. 


PREMIÈRE SOLUTION, — Le quadrilatère ABED étant inscriptible, 
les triangles CDE, CBA sont semblables. Par suite les médianes 
CM, CI de ces 
triangles font des 
angles égaux 
avec les côtés 
homologues CD, 
CB. Il en résulte 
que la médiane 
CM est symétri- 
que de la mé- 
diane CI par 
rapport à la bis- 





sectrice CF de l’angle ACB. 


Soit P le point de rencontre de MC avec 00’. Le faisceau 


formé par les côtés de l’angle PCI et ses deux bissectrices CF, 


CF" est harmonique ; donc la division PFIF' l’est aussi, et P est 
le conjugué harmonique de I par rapport à F, F’, c’est-à-dire le 
pôle de [a droite AB par rapport au cercle 0’. La médiane passe 
ainsi par le point fixe P. 

(M. REBEIX, lycée du Puy.) 

SECONDE SOLUTION. — Transformons la figure par rayons vecteurs 
réciproques, en prenant 
pour pôle le point C el 
pour module la puissance 
du point C par rapport au 
cercle O. 

Dans ces conditions, l’in- 
verse du cercle O est ce 
cercle lui-même ; le cercle 
ABC qui contient le pôle 
C a pour réciproque la 
droite DE qui joint les 
inverses D et E des points À et B. Par conséquent la droite 
CO’ est perpendiculaire à DE, c’est-à-dire parallèle à OM, per- 
pendiculaire à DE. 

- D'autre part, l'angle constant ACB intercepte sur le cercle O 
deux arcs AB et DE dont la différence DE— AB estconstante, 





comme ayant même mesure que le double de l'angle ACB ; AB 


étant constant, DE est aussi constant. Le milieu M de la corde 
constante DE décrit alors un petit cercle O tangent à cette corde. 
La droite CM joint ainsi les extrémités de deux rayons paral- 
lèles (et de sens inverse) du cercle 0’ et du petit cercle 0 ; elle 
passe donc par le centre de similitude interne P de ces deux 
cercles. 
(L. MAGNE, école primaire supérieure de Belvès.)} 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor ; Burgat ; ; H. Carpentier ; S. Cou- 
danne ; A. Cremer ; L. Cussenot ; G. Decoux ; Dobrovici ; E. Fourmon ; 
L: ones 
Saget ; . Sire ; ; Vial] 


: 


A. Gourdin ; G. Hiernaux ; P. Leduc ; A. More P. Mathieu ; 
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4280. — Sur une droite AB on prend un point C tel que 
. 
AB.BC — CA’ ; 
de B et C comme centres, avec AC pour rayon, on décrit deux 
cercles quise coupent en D. Démontrer que le triangle ABD est 


isocèle, les angles à la base étant égaux au double de l'angle au 
sommet. 


En remplaçant CA par son égal BD, la relation énoncée peut 
s’écrire 
ARABE BD 
BD EC 4 
Donc les triangles ABD et 
DBC, qui ont un angle commun 
compris entre côtés proportion- 
nels, sont semblables, et comme 
le second triangle est isocèle, il 
en est de même du premier 
triangle, ABD. 
_ En considérant successivement les triangles isocèles BCD et 
CAD, on a’ 





À C B 


——— Le 
ABD = BCD — 2BAD; 
l'angle à la base du triangle isocèle ABD est ainsi le double de 
l'angle au sommet. Si l’on désigne par x la valeur de ce dernier 
angle, on aura alors 
x + 25 2m — 1800, æ — 360, 
La figure considérée est donc celle qui sert à déterminer le côté 
du décagone régulier convexe, inscrit dans le cercle de rayon AB. 
Remarque. — Le point C considéré ici n’est autre que le 
point qui partage AB en 
moyenne et extrême rai- 
son. On sait qu'il existe 
un second point analogue, 
C', situé sur le prolonge- 
ment de BA et tel que 


LATEST 
On démontre comme 


plus haut que le triangle ABD’ est isocèle, et que l'angle à la 
base est la moitié du supplément de l’angle au sommet, BAD". 


d'où 


L 


ND 


C A B 


(J. SIRE, collège de Lure.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; J. Amboise; E. Ardin- 
Delteil ; G. Argellies; A. Baras ; P. Barroué ; E. Baudot ; G. Bernard : 
M. Boucly; V. Bourquin; Boutignon ; M. Boutry; A. Bouzy; Burgat; J. Camus ; 
H. Carpentier ; A. Chaignaud; J. Chantre ; F. Chuberre; H. De Clercq; A. Cor- 
merois ; S. Coudanne ; A. Couly ; L. Cussenot ; G. Decoux ; E. Delacommune ; 
G. Delahaye; N. Delhotel ; J. Delpont ; M. Deschamps: Dobrovici; J, Dupin ; 
R. Dupland ; G. Dupuy; Feintuch ; E. Fourmon; G. Fournel; L. Fournier ; 
Gernez-Pfanmatter ; A. Giorgio ; L. Gourdet ; A. Gourdin ; Grzybowski ; 
E. Guérin; P. Herrmann ; G. Hiernaux ; H. Janois ; A. Jeannel ; E. Joyer ; 
H. Keefer; B. Lachenaud ; J. M. Lagarde ; R. Larsonneur; A. Larue ; E. Layes ; 
P. Leduc ; Ch. Lefebvre ; E. Le Maigre; F, Leulliot; H. Lévy; E. Lézier ; 
L. M. ; E. Madet; L. Magne; A. Maître; Manceaux de Ronchonnot ; J, Massip ; 
Mathieu ; P. Mathieu ; J. Maury ; J. Méhu ; de Mendiry; A. Meynier ; A. Mirc; 
PF. Morel ; L. P. à A. ; L, Perret ; J. Pillard ; P. Plisson ; M. Rebeix ; Ribes ; 
Robin; P. Rolley ; E. Rousset ; P. Sarrassat ; P. Sickler ; J. Sous ; C. Szabo; 
Tiret ; J. Trouillé ; A. Tumerelle ; H. Valdenairc; H. Varinot ; A. Vergnole ; 
Vial ; R. Vidal-Naquet ; J. E. Villemagne ; Watrin ; A. Wiart.l 


#4} 


PHYSIQUE 


4292. — Calculer la distance focale d’une lentille, sachant 
qu'elle donne une image de 0nn,8 de hauteur d’un homme ayant 
19,76 et qu'un coureur faisant 63k% en 5 20%, et partant de la 
lentille, rencontre cet homme au bout de 1 31m 155. 

(Bacc. lettres math., Toulouse, juillet 1896.) 


Calculons d'abord la distance » de l'homme à la lentille. Le 
coureur fait 63000» en 520%, c’est-à-dire en 192005; en une 


, 05000 ee 
seconde il fait 79200 mètres, et en 1n3{1m15% ou 5 4755, 
CERN La LE TN 
EDRMETTS 75" MERS — 17964 ,843. 


Désignons par f la distance focale de la lentille; nous savons 
que le rapport des dimensions linéaires de l’image et de l'objet est 





EUR 
ND (1) 
Dans le cas du problème, p>f. La formule ordinaire 
1 1 
—+— = — donne 
PLU g f F 
y P 3 
AUD 7 
Remplaçant p' par sa valeur tirée de (1), il vient 
RE A ARE 
CMP ET 
d’ot =, à . 
» f i+o 
Application. —  i = 0,8; DNA QUE p = 17964843: 
_ 0,8<17964843 _ no 
L — CHOICE — 816 22 . 


(A. LE MAIGRE.) 


(Ont résolu la même question: MM. E. Ardaillon ; Ardin-Delteil ; Baras ; 
L. Barberot; E. Baudot; F. Beynas ; G. Bocquet; L. Bois; Boutignon ; 
M. Boutry ; A. Bouzy; F. Bréthous-Guichot ; J. Chantre ; F. Chuberre ; J. Camus ; 
E. Clément ; J. Coupat ; RP. Courbière; L. Curt; M. Deschamps ; Delavergnas ; 
R. Durand ; J. Fourestier ; L. Fournier ; Geltzenlichter ; E. Guérin ; E. Layes ; 


. Lhuissier ; E. Madet ; A. Maillon ; A. Maniez ; Maubeuche ; F. Montaland : 


Morel ; Nicolas; A. Pavard; G. Perdrizet; L. Potin ; Proust ; Raynaud; Robin ; 
A. Smänlanescu ; L. Séguenot; Sickler ; Sinturel; L. Vaulet; G. Vente; 
J. Villemagne ; E. Sevin.] 


4293. — On donne n éléments de pile identiques dont la résis- 
tance intérieure est r. Quelle doit être la résistance extérieure R 
pour qu'il n'y ait aucun avantage à les associer en série ow en 
batterie ? 

On donne r = 2 ohms, 
tion la plus avantageuse ? 

(Bacc. leitres-sciences, Alger, juin 1897.) 


R = 10 ohms, Quelle est la disposi- 


1° Désignons par e la force électro-motrice d’un élément. Dans 
le cas du groupement en série, la force électro-motrice totale est 
ne et la résistance intérieure totale, #r. On a donc, en appliquant 
la formule d'Ohm, 


Jn——— . (1) 


Dans le cas du groupement en batterie, la force électro-motrice 
totale est égale à celle d’un élément, la résistance intérieure 


totale est —_ et la formule générale devient 


e Er ne É 
Tor EnRE #) 





ES 
a 
ef R 
n 
Pour qu'il n’y ait aucun avantage à associer les éléments en 
série ou en batterie, il faut que l’on ait 





ne ne 
nrER — r+nR’ 
fl 1 
a n+R r+nR’ 
ou R(n — 1) = rin —1), 
d'où l'on tire Rx 








La résistance extérieure doit donc être égale à la résistance 
intérieure. 

29 Si l'on:fait r = 20bms, 
deviennent 


R = 10cm, les formules (1) et (2) 


ne t L — ne 
9n + 10 ê TC ELA (0 


» 
De deux fractions qui ont le même numérateur, la plus 
grande est celle qui a le plus petit dénominateur. Or, on a 
2n +10 L2+10n; donc c’est le groupement en série qui est 


le plus avantageux. 
(F. CHUBERRE, à Rennes.) 


[Ont résolu la même question : Mlle J. Parisot; MM. J, Ar ; E. Baudot ; 
F. Beynas ; Bigot ; L. Bois; M. Boutry ; Cabrol ; Chaineau ; Cussenot; Durand ; 
Fargeton ; J. Fourestier ; Fournier; P. Frescal; Gonnet ; E, Guérin ; Guillemin ; 
G. Hiernaux ; G. Jarreton ; Layes ; Leulliot ; E. Le Maigre ; Lhuissier ; Madet ; 
Maître ; Maniez ; Méry de Montigny; Mirc ; Le Moingt ; F. Morel; Orsini; 
Raynaud ; Rebeix ; G. Réveillon ; Valdenaire ; L. Vaulet ; E. Sevin.] 


—————— —— ——— 4} —— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4303. —Si 
on a les deux identités 


a+b+c—=0, 


(a? + D — ab)(b° + € — bej(a? + c°— ac) + Sab?e? + 3(ab+bc+ac) —0, 
50(a7 + 07 + 07} = 49(a + b' + c')[aÿ +- 05 + ci}. 


(E. Snxrurez, collège de Cusset.) 


43024. — Deux circonférences égales se coupent au point M. Mener 
par ce point une droite rencontrant les circonférences en deux points 
A et B tels que l'on ait 

1 1 1 


] 


2e — 
MA MB l 
L étant une longueur donnée. 





4305. — Si dans un tétraèdre les arêtes opposées sont égales et 
orthogonales deux à deux, le tétraèdre est régulier. 
(M. Regex, lycée du Puy.) 


4306. — Soit un cercle de surface 104 ; on admet que l'aire du 
triangle équilatéral inscrit soit 43. 

19 Démontrer que cette hypothèse 
revient à supposer 


18 252 
De —_— —_— 101 RE 
V 1 849 ,1418 


20 Dans là figure ci-contre on a re- 
présenté le cercle de centre A, de 
diamètre CS et de surface 104 ; le trian- 
gle équilatéral inscrit CLF, de surface 
43 ; les demi-cercles de diamètres CA 
et AS ; la perpendiculaire MN au milieu 
de CL, la corde LS et l'arc CF de 
centre L. Prouver que les aires des 
différentes sections de la figure sont 
représentées par les nombres qui y sont écrits. 








(Cyclomelria, composée par l'éditeur Georgius Ludovicus Frebonius, 
Hambourg, 1627.) 
(G. Maupin.) 


4807. — Par un point 0 du plan d’un angle XAY, on mène une 
sécante ONP. Lieu du quatrième sommet M du parallélogramme 
ANMP. 

Démontrer que les tangentes en M et A au lieu trouvé se coupent 
sur la sécante ONP. 

{F. Bouzan, école des Ponts et Chaussées.) 


Lot 2 Le 20 . VE ÿ rad « Ÿ | Le 
21180 5 OM PP AIN PE RE 


= . : ; . 
4308. — Trouver la limite de l'expression 
< .… 
sin? æ — sin? 4 
\ x? rs a? 
lorsque æ tend vers à. | < 
(3. Méau, lycée de Brest.) 1 
s . L4 | . o 
4309. — Dans un plan vertical donné, une source lumineuse (assi- 
milée à un point M) doit éclairer les trois points connus 0, A, B, situés « 
sur une même horizontale, de ma- 






7 nière que les éclairements en ces 
ETIX . trois points soient respectivement 
TR Le proportionnels aux trois nombres « 
7 / \ 1 il : / 
ne tu \ HET À; on demande de déter- 
/ x; 
2" / \ miner la position M de la source, en 
alcul: ’absciss H = mer 
6 b m À calculant l'abscisse 0 


l'ordonnée MH = y du point M 
projeté en H sur l'horizontale. 
Données : OA = a — 200% ; OB = b = 100m. | 
On sait que l'éclairement produit par une mème source lumineuse 
à une distance variable est inversement proportionnel au carré de cette 
distance. , 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, novembre 1897.) 


4310. — Dans un plan vertical, on donne une droite fixe OA qui fait 
un angle « avec l'horizontale OX. L'extrémité C d'une barre pesante et 
homogène BC, de longueur &, glisse 
b X sans frottement sur la droite OA, tandis 
que l’autre extrémité B de cette barre 
est attachée à un fil OB dont la lon- 
gueur est égale à BG et qui est fixé 
en 0. 

On néglige la pesanteur de ce fil. 

En désignant par æ l'angle que fait 
le fil OB avec la droite OA, on de- 
mande : 

19 de montrer que la distance du cen- 
tre de gravité de BC à l'horizontale OX 
est égale à 


(DT 
a sin (4 + æ) + cr sin{a—æx); 





20 de déterminer par sa tangente l'angle æ qui correspond au Ge 
mum de cette distance et d'examiner le cas particulier où tga = 3: 


30 de trouver la position d'équilibre de la barre BC. 
(Bacc. lettres-math., Marseilie, novembre 1897.) 


4311. — De l'air, saturé de vapeur d'eau, à la température 10°, ss 
pour laquelle la tension maxima de la vapeur d’eau est de 9,1, est 
refoulé par une pompe de compression de 11it de capacité, dans une 
enceinte, primitivement privée d'air, de 2lit de capacité. 7 

Sachant que la température finale dans cette enceinte est de 15° 
pour laquelle la tension maxima de la vapeur d'eau est de 12"%,7, on 
denande quelle sera la pression finale dans cette enceinte au bout de 
10 coups de piston. 

La pression atmosphérique est de 760m% de mercure ; 

Le coefficient de dilatation de l'air est à = 0,00365. 

(Bacc. lettres-math,, Marseille, novembre 1897.) 
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CONCOURS GÉNÉRAL 


On n’a pas trouvé dans ce journal et on nous à réclamé quelquefois 
l'énoncé de la question qu'on suppose avoir été donnée en 1888 au 
Concours général de Mathématiques élémentaires. Nous avons l'honneur 
d'informer nos lecteurs que cette année-là, par suite de la suppression 
d'une partie des crédits affectés au Concours général, ce concours n’a 
pas eu lieu dans la classe de Mathématiques élémentaires. 


TC K 
Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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SUR LA PARABOLE 
CONSIDÉRÉE COMME LIMITE D’UNE ELLIPSE OU D'UNE HYPERBOLE 


Par M. A. Lagrange, professeur au lycée dé Brest. 





On démontre dans tous les cours de géométrie élémentaire le théorème 
suivant : 


Théorème. — La limite d'une ellipse (ou d'une hyperbole) dont un 
sommet et Le foyer voisin restent fixes tandis que l'autre foyer s'éloigne 
indéfiniment, est une parabole qui a pour sommet et pour foyers le 
sommet et le foyer fixes. 

Mais la démonstration qu'on en donne est en général peu rigoureuse. 
Voici comment on peut, élémentairement et avec toute la rigueur dési- 
rable, établir cette propriété. 


Soit une ellipse de centre O, de foyers F et F’. Cherchons 
d'abord l'expression des 
rayons vecteurs d’un 
point M de la courbe en 
fonction de la projec- 
tion de OM surlegrand 
axe. Si À estle sommet 
voisin de F, P la pro- 
jection de M, et si nous 
prenons sur FE la di- 
rection OF comme di- 
rection positive, on a, 
entre les deux rayons 
les deux relations suivantes : 


MEF'+ MF = 204, (1) 
MF? — MF° — 2FF x OP. 
La seconde relation peut s’écrire 


x! D' 





vecteurs MF, MF, 


(ME' — MF)(MF' + ME) = 40F x OP, 
ou, en tenant compte de (1), 
: OF — 
MF —MF=27 XOP. (2) 


Des égalités (1) et (2) on tire 
Me 04 + OP Op, Mr 04 Op 
OA = OA 
Cela posé, considérons une droite fixe XX’ perpendiculaire 
à FF’ en P et cherchons vers quelle limite tend un point d’in- 
tersection M de cette droite avec l’ellipse auand le centre 0 
s'éloigne à l'infini. 


Il suffit de chercher à l’aide de l'égalité (3) la limite de MF. 


Or, quel que soit O à gauche de F, on a 


OR OAN=AF, OP = OA — AP, 


OF X OP = OA” — OA(AF + AP) + AF x AP, 


d’où 
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”. à VE UT AF >x AP 

Soit L le symétrique de F par rapport à A, et menons par ce 
point DD’ perpendiculaire à FF", puis MQ perpeudiculaire sur 
DD’. On a AF+ AP — AL + AP = PL — MA, 


AF >< AP 


MF = MA — ira 


d’où 





ce qui montre que lorsque O s'éloigne indéfiniment, on a 
limite MF = MQ. Le point M a donc pour limite un point de 
la parabole de foyer F et de sommet A. 

On ferait une démonstration analogue en considérant une 
hyperbole., On aurait dans ce cas 


MF = x OP — OA. 
On en déduit comme précédemment, en appelant L le symé- 
trique de F par rapport à A, 
AF >< AP 
OA 


d’où lim. MF = PL; l'une des branches de l’hyperbole a pour 
limite une parabole, l’autre s'éloigne à l'infini. 


MF = PL + 


—— — 





NOTE RELATIVE AU PROBLÈME DU 
CONCOURS GENERAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (1897) 


par M. GC. Hugon, professeur au lycée de Nimes. 


Nous nous proposons de donner une nouvelle démonstration de la 
deuxième partie du problème du Concours général, dont la solution à 
été publiée dans le numéro du {er février : 


Existe-t-il un plan coupant les trois droites (A), (B) et (C) en 
des points À, B, C tels que les droites BG, CA, AB soient rectan- 
gulaires avec les droites (A), (B), (C) ? 

S'il existe un pareil plan, il en existe une infinite. 


Je dis que la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe 
un pareil plan, est que la longueur du 
€) segment Q'R' soit nulle. 

(a) (2) 1o La condition est nécessaire. — En 
é effet, si AB est perpendiculaire à la 
droite (C), le plan mené par B perpen- 
diculairement à la droite (C) contien- 
dra AB, et par suite coupera (A) au 
5 point A. De même le plan mené par 

C perpendiculairement à (B) coupera 
(A) au même point A. 





LL. LL. 
"_# Lé 
Lis f 


2 La condition est suffisante. — En effet, supposons R'Q' nul 

et soit « le point où se confondent R' 

(A) (C) et Q'. Le plan mené par Q perpen- 

diculairement à (C) coupe (A) au point 

(B) a, donc +Q est perpendiculaire à (C). 

De même 2R est perpendiculaire à (B). 

P R. Du reste, RQ est évidemment perpen- 

diculaire à (A), puisque R et Q sont 

_ dans un plan & perpendiculaire à (A). 

Q Donc le plan QR« répond bien à la 
question. 

Ainsi, dans le cas où R'Q' est nul, il existe un plan répondant 
à la question. Il en existe évidemment une: infivnité, puisque, 
quel que soit le plan © perpendiculaire à (A), RQ est constant. 

Il est du reste facile de voir qu'on peut choisir les trois droites 

(A), (B) et (C) de façon que R'Q' = 0. 
(A) (B) On se donnera arbitrairement deux 
d’entre elles, (A) et (B); par un point 
quelconque R d’un plan w perpendicu- 
laire à (A) par exemple, on mènera un 
plan perpendiculaire à (B) ; il coupera 
/A) au point &. On choisira alors la 
æ droite (C) passant par R et située 
dans un plan perpendiculaire à la 
droile 4(. 


 —_ — — 


ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES (1897) 


4153. — Déterminer un nombre entier sachant : 

1° Qu'il admet seulement deux facteurs premiers différents ; 

2° Que le nombre total des diviseurs du nombre (en y compre- 
nant l’unite et le nombre lui-même) est 6 ; 

3° Que la somme de tous ces diviseurs est 28. 


En désignant par x et y les deux facteurs premiers différents 
du nombre cherché N, ce nombre est de la forme 
N = œuf. 


Lé nombre des diviseurs de N est donc égal à 
d'où l'équation 


(+ 1)($ +4); 


(a + (BH). 

On est alors conduit à décomposer 6 en deux facteurs différents 
de l'unité (x et $ ne pouvant être nuls). En supposant «a <P, 
ce qui est toujours permis, cette décomposition n'est possible 
qu'en prenant 


a+i—2 et B+ 1 — 3, 
d’où fes] et = 


Ecrivons maintenant que la somme’ des diviseurs du nombre 
æy? esi 28; nous aurons 
y ; 


(ae + 1)(u° + y + 1) = 28. 


Le facteur y?+y+1 est toujours impair puisque y?+#y 
est pair, comme produit des deux nombres conséculifs y et 
y+1. Or le seul facteur impair, autre que 1, contenu dans 
28 est le nombre premier ;; donc 


ÿ+y +1 =, 


et par suite += 


. 


82 


1 dits AT ea TT i } = - : 
SIT TR 'helu ; ds Mu à http à Ê 

US. «! * = ht Es AR LR 7 Là fu PA ed 
es . L } ; ; Lt FANS NU © Et. 


On deduiltactement de lé 
y = 2, 







ET ÈT. 


Lenombre 3.2? — 12 satisfait ainsi à la question, et c’est 
le seul. 
(Ennesr FOUCART.) 


[Ont résolu la même question : MM. P. Barroué; A. Bastet; R. Cayrol, 
H. Crozemarie ; L. Curt ; J. Delpont ; P. Gervaiseau ; R. Henry ; G. Hiernaux ; 
H. Janois; A. Maitre ; J. Ménéchal ; A. Novyelle ; M. Oger ; F. Pégorier, 
P. Plisson ; L. Quillery ; F. Riesz ; L. Sylvestre ; P. Tribier ; P. Vincent.] 


4154. — Étant donnée l'équation du deuxième degré 
a? + px + q = 0 
dont les racines sont x! et x”, on demande de icalculer P et Q 
en fonctions de p et q, de façon à former une équation 
X2+ PX+Q = 0 , 
dont les racines X' et X" sont liées à x! et x" par les relations } 


x! x! £ 


NE EE xt = - 7 
RE g''—1 


Que doivent être p et q pour que l'équation en X soit iden- 
tique à l'équation en x? i 


1. On sait que dans une équation du second degré de la forme \ 
ax? + bx + c = 0, 


la somme des racines est égale à — : et leur produit à — 
On peut donc écrire 
d'+ a = —p, DE TEEN (1) 
XXE P, XXE EE (2) 


Remplaçons dans (2), X’ et X” par les valeurs données. Il. 
vient 





SR AN La 2x'x" — (x + x") 
—P— - — ; 
x! 1 x” = xx" — (x Ha") +1 
d'a" x'x" 


() TS; {x — 1x" —1) = 


ou, en tenant compte de (1), 

2q + te 
Lors ) 0 = rte ( ) 
g—+p+i 0.9 FDP 

IL. Pour que l'équation en X devienne identique à l'équation 
en #, il faut et il suffit qu'on ait 


La 


(hi ur 


rs P = p, Q = 3, 
c'est-à-dire : 
2q + p 
_ ANT 3 
q 
FORRN? e 4 
Jp Lio (#) 


En supprimant le facteur commun gqg, supposé différent de 

zéro, l'équation (4) devient à 
1=g+p+i ou q— —p; 

celle valeur de q vérifie identiquement l'équation (3). 1 

Lorsque qg—0, l'équation (4) est satisfaite, quel que soit p,. 

et l'équation (3) lorsque Ë 


(*) Ce raisonnement n’est valable que si aucune des racines æ' ou æ" n’est. 
égale à 1. Si x', par exemple, était égal à 4, X' serait infini; il n'y aurait 
plus lieu de former une équation du second degré: il suffirait de calculer æ" 
et d'en déduire X”. La condition pour que ce cas particulier se produise est 
(0 cm Er AS r : É 





P 
bp +1 
Les seules valeurs de » et g qui entraînent la condition im- 
posée sont donc 
p quelconque, 


d'où 





D'=0 ou p = — 2. 


= p, 


p—g—=0; p—=—2?, qg—=0. 


(L. TARRIN, à Moulins.) 


LT ER 


Autre solution de la première partie. 


Considérons le système des équations 
+ p0. + Q = 0, 
œ (1) 
æœ— | 





su 


Pour le résoudre, on peut supposer qu'on tire de la première 
équation +’ et x’, et qu'on porte ces valeurs dans la seconde, 
ce qui donnepour X les deux valeurs X' et X". Il n'v a pas 
d'autre valeur de X qui puisse vérifier le système (1). 

Remplaçons le système (1) par un système équivalent, obtenu 
en tirant æ de la deuxième équation du système, et portant cette 
valeur dans la première ; le système devient ainsi 


X 

K=4 @) 
X2+ pX(X — 1) + g(X — 1} = 0. 

La seconde équation ne renferme plus que X ; d’après la 
remarque faite plus’ haut, elle ne peut admettre d’autres racines 
que X'et X’”; elle est d'ailleurs du second degré; c’est donc 
l'équation cherchée. En la développant, on trouve 

X +p+ag) — (p+29)X +gq = 0. (3) 

Remarque. — Si l’une des racines de l’équation proposée est 

égale à 1, c'est-à-dire si 

g+p+il—=o, 
le coefficient de X? dans l'équation (3) devient nul, elle se ré- 
duit au premier degré. On sait que, dans ce cas, l’une des racines 


de l’équation devient infinie. Il devait en être ainsi, puisque, 
si +’ est égal à 1, X’ est évidemment infini. 


Wnr=S 


[Ont résolu la même question : MM, Ardin-Delteil ; P. Barroué ; L. Curt: 
E. Foucart ; G. Hiernaux ; H. Janois; M. Legras ; À. Novelle ; F. Pégorier ; 
P. Plisson ; E. Roncaglia ; J. Wittner.] 


4155. — Etant donnés, dans un plan, deux cercles de centres 
O et O' et de rayons R et R’, déterminer, dans ce plan, le lieu 
géométrique des points M d'où l'on voit sous des angles éqaux les 
räyons OP et O'P' menés dans les deux cercles perpendiculai- 
rement aux droites MO et MO’ : 


OMP = OMP'. 


Ce lieu peut-il couper les deux circonférences données ? Peut-il 
_ couper leur axe radical ? 


semblables. 
- Par suite, 


" MO R 
NO = R7 0) 


Les triangles rectangles OMP, O'MP’ ayant un angle égal sont 


‘tee 
| 


Réciproquement, si un point M vérifie cette condition, les 
triangles rectangles MOP, MO'P' sont semblables; ce point est 
donc un point du lieu. 

Le lieu de M se confond ainsi avec celui des points dont le 
apport des distances aux deux points fixes O, 0’ est constant et 






égal à —: Ce dernier lieu est, comme on sait, une circonfé- 


rence de diamètre SS/, S et S’ étant les centres de similitude ou 
d'homothétie des cercles 0, 0’. 





Tout point commun au cercle O et au cercle SS' appartient 
nécessairement au cercle 0’, car MO—R entraine MO'— R’ 
en vertu de l'égalité (1). Donc le lieu ne peut couper l’un des 
cercles O, O’ qu’en leurs points communs, ce qui exige que ces 
cercles soient sécants. 

Pour que le cercle SS' puisse couper l'axe radical des cercles 
0, 0’, il faut et il suffit que le point de rencontre soit d'égale 
puissance par rapport aux deux cercles, ce qui revient à poser 


MO — R2 = MO” --R?2. 


Or l'égalité (1) donne 





MOSPMON ESS 
HR NE 
d'où MO = )R, 


MO’ — }R’, 
et, en portant dans (2) 
R°08 — 1) = R08— 1, 


ou (R2 — R'2)(2 — 1) = 0. 
On en conclut, si R est différent de KR, 
ph 
et par suite 
MO MUR" 


ce qui montre que l’axe radical ne peut couper le cercle SS" 
qu'aux points communs aux deux cercles O, 0’, qui devront 
alors être sécants. 

Lorsque R = R', le cercle SS' devient une droite confondue 
avec l'axe radical des cercles O, 0’, perpendiculaire au milieu 


de O0’. 


REMARQUE. — Le lieu considéré est également celui des points 
du plan d’où l’on voit les cercles 0, 0’ sous des angles égaux, 
à condition pourtant que les deux cercles soient entièrement 
extérieurs l’un à l’autre. Lorsqu'ils sont sécants, une partie du 
cercle SS' est intérieure aux deux cercles, et on ne peut plus 
dire que des points de l'arc correspondant on voit les deux 
cercles sous des angles égaux. La même remarque s'applique au 
cercle SS' tout entier quand les deux cercles donnés sont inté- 
rieurs l’un à l’autre. 

(A. MAITRE.) 


[Ont résolu la même question : MM. P. Barroué ; Carteron ; E. 
X. Lacreuse ; M. Legras; A. Mirc ; A. Noyelle; M. Oger; P. 
F. Riesz ; L. Tarrin; L. Vignes ; P. Vincent] 


Foucart ; 
Plisson ; 





4156. — Etant donné un dièdre droit, déterminer les plans 
passant par un point fixe À de l'arête de ce dièdre et coupant les 
deux faces du dièdre suivant deux droites rectangulaires. 

Quel est le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un 
autre point fixe B de l'arêle sur ces plans ? 


Soient AX et AY les deux droites rectangulaires situées dans 
les faces P, Q du dièdre droit. 

L'angle XAY étant droit, la droite AY est située dans un plan 
perpendiculaire à AX en A; ce plan 
perpendiculaire en A au plan P 
coupe généralement le plan Q per- 
pendiculaire au plan P suivant la 
droite AY perpendiculaire au plan 
P ; tous les plans perpendiculaires 
au plan P menés par le point A 
satisfont ainsi à la question. Mais 
ils ne sont pas les seuls, car il peut 
arriver que le plan perpendiculaire 
à AX se confonde avec le plan Q, 
de sorte que la position de AY, in- 
tersection de ces deux plans, de- 
vient indéterminée ; dans ce cas, tous les plans menés par la 
droite AX perpendiculaire au plan Q conviennent également. 

En résumé, les plans demandés s'obtiennent en élevant au 
point A les perpendiculaires à l'arête, situées dans les deux faces 
du dièdre ; un plan quelconque, mené par l’une de ces perpen- 
diculaires, répond à la question. 

La perpendiculaire abaissée de B sur l’un des plans perpen- 
diculaires au plan P est située dans ce dernier plan et a son 
pied M sur AX. Comme l'angle AMB est droit, il en résulte 
que le lieu de M est un cercle de diamètre AB, situé dans le 
plan P. 

En considérant les plans XAY perpendiculaires au plan (, 
on verrait de même que le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées de B sur ces plans est un second cercle de diamètre 
AB contenu dans le plan (. 





[Ont résolu la même question : MM. L. Curt; E. Koucart; G. Hiernaux ; 
A. Maître ; A. Noyelle; M. Oger ; M. Rebeix; L. Tarrin ; P. Vincent ; 
J. Wittner.] 

4157. — Un corps isolé, de très petites dimensions À, est élec- 


trisé négativement ; sa charge est de 3924 unités. 

À quelle distance d, au-dessous de À et sur la verticale pas- 
sant par ce point, doit-on placer un autre corps, également très 
petit, B, d’une masse égale à un décigramme et chargé de l'unité 
de quantité d'électricité positive, pour que ce corps semble ne plus 
rien peser ? 

Quel serait le poids apparent de B si on le plaçait à une dis- 


d 
tance — au-dessus de A? 


On prend comme unité de quantité d'électricité la quantité qui 
placée à 1 centimètre d'une quantité égale, la repousse avec une 
force égale à la fraction CTYE du poids de 1 gramme à l'endroit 
où se fait l'expérience. 

1° Le poids de la masse égale à 1 décigramme est de 

D,LODES 0" 1, 

D’après les lois de Coulomb, l'attraction f du corps A sur le 

corps B, exprimée en dynes, a pour valeur 
3 924 
Fo = Ie . 


à. 


Comme cette attraction doit être égale et contraire à l’action 


— 84 


ENT: 


de la pesanteur, on a 
3 924 
OU Tue 
x 3924 
L 2 — "7 — — m 32 
d'où Ci TE le 40 et di (062 


2° Les forces attractives électriques étant inversement propor- 
tionnelles aux carrés des distances auxquelles elles s’exercent, à 


la distance 52 la force f devient 4 fois plus grande, c'est-à-dire 


392%%%,4, Comme B est placé au-dessus de A, cette force s’ajoute M 
au poids de B. Donc le poids apparent de B est égal à la force 
qui sollicite à tomber une masse de 5 décigrammes ; exprimé en 
dynes, il a pour valeur 0,5 X 981 = 490,5. 
(CROZEMARIE.) 
[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; A. Bastet ; Ch. Bourdet.] 
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ARITHMÉTIQUE 


4161. — à désignant la base d'un système quelconque de numé- 
ration et A,B, a, b, c des nombres entiers, si l'expression 
aa? + ba + c 
A+ B, l'expression 
CA? — bAB + aB? 


est divisible par 


l'est aussi. 


PREMIÈRE SOLUTION. — Effectuons la division de 
CA2— bAB+aB? par  Ax+B, 
en supposant les deux polynomes ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de B. Il vient 
aB? — bAB + cA? — (B + Az)(aB — bA — aaA) 
+ Aa? + ba + c). 
Comme ax +b1+c estpar hypothèse divisible par A+ B 
le second membre de cette égalité est divisible par Ax+B, ce 
qui justifie l'énoncé. 
(Cu. PELLION, lycée de Brest.) 
SECONDE SOLUTION. — Supposons que 4, b, c, À, B soient des 
entiers tels que ax? +ba+c soit divisible par Az+B, quel 
que soit «. Il faudra alors que le premier polynome soit nul, 


quand on y remplace à par — HA qui donne, après mul- … 
tiplication par A?, 
aB? — bAB + cA? = 0. (1) 

On démontre d'autre part que, lorsque le dividende et le diviseur 
ont des coefficients entiers, il en est de même du quotient sup- 
posé exact. Donc, la condition précédente étant remplie, 

ad? + ba + c 
est divisible par Az+B, tant au point de vue algébrique « 
qu'au point de vue arithmétique. 

Or, ce résultat montre que, si les nombres a, b, c, À, B sont 
tels que ax+bs+e soit divisible par Aa+B, quel que 
soit «, l'expression est nulle; on peut donc dire qu’elle est divi- 
sible par tout nombre que l’on voudra. 

Ce raisonnement suppose A -£O0; si À était nul, l’expres- 
sion (1) se réduirait à ab? et la divisibilité serait évidénte. 

(BOUZY, instituteur, école primaire supérieure de Vervins.) 

RewarQuE sur la première solution. — Cette solution repose sur une 

identité de la forme 
aB? — bAB + cA? = (Aa + Bjf(a) + Klua?+ ba + c). 


Si l'on choisissait arbitrairement la fonction entière f(x), et qu'on calcule 
une autre fonction (x) par l'identité | 


aB? — bAB + cA? — (Aa + Bf(x) = v{a) 









on pourrait énoncer la proposition suivante : 
Si les nombres @, b, €, «, A, B sont tels que les entiers 2{x) et 
Ac + B aient un facteur commun, ce facteur divise aussi 


aB? — bAB + cA?. 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil, à Montpellier ; P. Bar- 
roué, lycée de Brest; E. Foucart ; H. Janois, école normale du Mans; A. Maitre; 
M. Oger; P. Plisson, instituteur à Sens ; F. Riesz, à Gyor, Hongrie ; P. Vincent, 
école pratique d'industrie de Saint-Etienne.] 
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GÉOMÉTRIE 


Théorème. — Si dans un triangle deux bissectrices sont égales, 
le triangle est isocéle. 


Soit ABC un triangle quelconque, dont nous désignerons les 
angles par 24, 2b, 
2c, de sorte que 

a+ b+c — 900. 
Traçons les cercles 
circonscrits aux 
triangles ADB, ACE, 
les droites CE et BD 
étant lesbissectrices 
des angles en CetB. 
Soit Al la bissec- 
trice de l’angle A; 
élevons-lui la per- 
pendiculaire en A, et soient G et H les points où cette perpen- 
diculaire rencontre à nouveau les deux cercles. 

GH étant la bissectrice extérieure de l'angle A, la figure 
donne 





CAG = 90° — a — b+c; 
l'angle AEC extérieur au triangle EBC vaut 
puisque le quadrilatère AGCE est inscriptible, 

AGQ — 180° — AEC — 2a + 26 + 20 — (2b+c) — 2a+c; 
il en résulte enfin 

ACG = 180°—(b-+c)—(2a+c) = 2a+20+2c—(2a+b+2c) = D. 

Mais les angles AEG et ACG ont même mesure que la moitié 
de l’arc AG ; donc AEG = »; par suite 

GEC — AEC — AEG = %+c—b = b+c. 
On en conclut que le triangle GEC est isocèle, son angle à la 
base étant b+c. 

En répétant identiquement les mêmes raisonnements pour le 
second cercle, et remarquant que b s’échange avec c, on prouve 
que le triangle BHD est isocèle, son angle à la base étant encore 
b+c. 

D'ailleurs le quadrilatère HGCB est toujours inscriptible, 
puisque 

es a 
HBC + HGC = c+ 2b + 2a +c = Aa + b +c) = 180. 

Supposons maintenant l'égalité des bissectrices BD et CE; on 
en conclut l'égalité des triangles isocèles ECG et: BHD, donc 
l'égalité de BH et CG. Puisque le quadrilatère HGCB est tou- 


2b+c; donc, 
1 


_ jours inscriptible et qu'il a deux côtés opposés égaux, c’est un 


trapèze isocèle. Donc 
HBC = GCB; 


c’est-à-dire 


He 


Cie d: 


On peut présenter cette démonstration d'une autre manière, en s'ap- 
puyant sur cette remarque à peu près évidente: si l'on décrit deux seg- 


. ments capables du même angle sur deux droites de même longueur, 


les circonférences auxquelles appartiennent ces segments sont égales, 
E 5 


nm” 
“ 
0 
Li 


eco Vis as hé si 


x RTE VE $ ed | à 





Soit donc ABC un triangle dans lequel les bissectrices BDet CE 
sont égales; d'après la 
remarque faite, les cer- 
cles circonscrits aux 
triangles AEC, ABD 

\ sont égaux; soit K le 

| second point de ren- 

| contre de ces deux cer- 

/ cles. Tirons KD qui 

rencontre le cercle 

AEC en M, et KE qui 

rencontre le cercle 

ABD en N. 

Les deux angles EKA et ECA, ayant même mesure que la 
moitié de l’arc AE, sont égaux; donc EKA — c; on verrait de 
même que DKÀ — c; d’où 

<> 
EKM = b+c. 





Donc 
EAM — 180°— ÉKD (quadrilatère inscrit EKMA) 


= 2a+2b + 2c — (b +c) = 2a+b +c, 
et finalement 


DAM — ÉAM — 2a — b + ce. 
On montrerait de même que 
ŒEAN = b+c; 
EAN + ÉAD + DAM — 2a + 2b+ 2c — 1800, 
ce qui prouve que les trois points N, A, M sont en ligne droite. 
Rien, dans ce qui précède, ne suppose BD = CE. Si l’on fait 
maintenant cette hypothèse, on en conclut 
arc ADK = arc AEK , 
KNA = KM; 
le triangle KMN est donc isocèle. Les cercles étant égaux, il en 


résulte que les arcs NBK et MCK sous-tendus par les cordes 
égales NK et KM sont égaux; donc 


Re AT 
NAK = MAK — 90. 
La droite AK étant ainsi hauteur du triangle isocèle NKM est 
aussi bissectrice de l'angle au sommet K; donc 
ne RE Sr 
EKA — AKD. 


donc 


donc 


ou bien ES Gas ft. d: 
(H. LE RENARD, école d'hydrographie, Saint-Brieuc.) 
4274. — Par le point de concours O des bissectrices 


d'un triangle ABC on mène des perpendiculaires à chacune de 
ces bissectrices : B'C” à AO (B' sur AB, C” sur AC), CA” à OB 
et A'B" à OC. Démontrer que : 

1° L'hexagone A'A"B'B"C'C" est circonscriptible et compose de 
six triangles A'OA", A'"OB', ... semblables et éqaux deux à 
deux ; 

20 Le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC égale la 
somme des rayons des cercles inscrits dans les triangles AA'A", 
BB'B", CCC”. Même relation pour les rayons des cercles circons- 
crits à ces mêmes triangles. 


1° Les triangles rectangles AOB', AOC" ayant un côté com- 
mun et un angle égal sont égaux ; donc OB'— OC”. On verrait 
de même que le point O divise en deux parties égales les 
droites A'B” et C’A”. 

Par suite les triangles OA'A” et OB"C' sont égaux, et Les côtés 
A'A" et BC’ sont tangents au cercle inscrit O du triangle ABC; 
il en est de même des triangles OB'B" et OC'’A', OC'C’ et 
OA’B', de sorte que l'hexagone est circonscrit au cercle O0. 


Le triangle OA’B' a ses angles en A” et B’ complémentaires 


des angles OBA et OAB ; les trois angles de ce triangle sont donc 


égaux à 
| T A T B 


ner TE LAC 


Ces valeurs représentent également les angles des triangles 
analogues OB"C' et OC”’A. 





L'hexagone est donc bien composé de six triangles semblables 
et égaux deux à deux. 

2° Les triangles AA'A”, BB'B", CCC” sont semblables au 
triangle ABC et tels que la somme de trois côtés homologues est 
égale au côté homologue du triangle ABC. En effet, en observant 
que AB’ — C’C', on peut écrire 

AA" + CC’ + B'B — AB. 

Comme les rayons des cercles inscrits (ou circonscrits) sont 
proportionnelsaux côtés homologuesdestriangles correspondants, 
il en résulte que la somme des rayons relatifs aux trois premiers 
triangles est égale au rayon relatif au triangle ABC, ce qui jus- 
tifie l'énoncé. 

(ErNEsr FOUCART). 
M. L. Cussenot fait la remarque suivante : 
Les triangles OA'A", B'B’O étant semblables, on à 
AR RS 
AA’ ED D: Ste 
OB° — BB’.CC, OC — CC’.AA", 
d’où, en multipliant membre à membre et extravant les racines 
carrées, ; 


OA — A'A’.B'B" : 


de même 


OA OBE COCA A ID BR ECCE 
[Ont résolu la même question ; MM. L. Bolzinger ; Boutignon ; R. Van Cau- 
wenberghe ; L. Cussenot ; G. Dobrovici ; Feintuch: L. Gourdet ; A. Gourdin ; 
Grzybowski ; R. Guillemin ; G. Hiernaux ; H. Janois ; A. Jeannel : E. Laves : 
P. Leduc ; E. Le Maigre : H. Lévy ; Manceaux de Ronchonnot ; R. Manen ; 
A. Mirc ; M. Rebeix ; P. Roliey; C. Sarrassat ; J. Sire ; H. Thouvenot ; 
H. Varinot ; L. Curt ; Mehmet, lycée ottoman de Salonique ; J. Méhu.] 


4281. — Les droites joignant les extrémités À et B d'une 
corde fixe AB d'une circonférence au milieu D de la droite qui 
joint le milieu C de la corde à un point quelconque M de la cir- 
conférence rencontrent MA et MB en P et Q. Lieux des points 
Pret (. 


Dans le triangle AMC coupé par la transversale PDB, on a 


M FPS OT 














PA BC  BM 
Or en = — | 
DM 
et PAR 
B ar 
)N 
Donc ve = ce 
PA A 






On déduit de là 


APM 241 
AP 2 
AM 23 
ou mes NE 
AP " 
Le lieu du point P est donc un cercle homothétique du cer- 


nié. à + Hi. 


2 | + 
cle O, A étant le centre et 5 le rapport d’homothétie. Ce 


_ 3 
cercle a son centre en un point 0’ de AO tel que AO" = ET AO, “ 


- OA = O'A. Les deux cercles 0, O0’ 


sont ainsi tangents intérieurement en A. 
On verrait de même que le lieu du point Q est un cercle égal, 
tangent intérieurement en B au cercle O. 


et son rayon est égal à 


REMARQUE. — On généraliserait facilement le lieu précédent en 
supposant que les points C et D divisent respectivement AB et 
CM dans des rapports donnés. 
(£. LAUDAT, lycée Saint-Louis.) | 


AUTRE SOLUTION. — Menons CN parallèle à BP. Dans le tri- 
angle ABP, la parallèle CN au côté 
BP étant issue du milieu C de AB 
passe par le milieu de AP, et AN—NP; 
de même, dans le triangle MCN, 
NP — PM. Le point P est donc aux 


À de AM à partir de A. 
Dès lors, si l’on joint P au point P' 
de AB à partir de A, la 





situé aux 


o| no 


als 0 


droite PP’ est parallèle à MB, et l’angle APP’ est égal à l'angle 
constant AMB ; la même propriété est d’ailleurs vraie quand M 
décrit le second segment ayant pour corde AB. Il en résulte que 
le lieu de P se compose des deux segments capables de l’angle 
AMB et de son supplément décrits sur AP’ comme corde. Lors- 
que M parcourt le cercle donné, le point P décrit toute la cir- 
conférence formée par ces deux segments. Les deux segments 
AMB et APP”, étant d'ailleurs capables du même angle, admettent 
au point À de leur base commune même tangente, c’est-à-dire 
que ces cercles se touchent en A. 
Le lieu du point Q s’obtiendrait d’une manière analogue. 
On traiterait de même le cas général où le point C est quel- 
conque sur AB, le point D divisant CM dans un rapport donné. 
(DE MENDIRY.) 














(Ont résolu la même question : MM. J. Amboise ; Bayor ; L. Bigot ; V. Bour- 
quin; M. Boutry; E. Brière; Burgat; H. Carpentier; S. Coudanne; A. Cremer; 
L. Cussenot; E. Delacommune ; Dobrovici; F. Dupin ; Feintuch; E. Fourmon; 
P. Frescal ; A. Giraud ; Gondy; L. Gourdet ; A. Gourdin ; G. Hiernaux ; 
H. Keefer; F, Ladevèze; H. Lévy; P. Leduc; L. Magne; A. Maître ; Manceaux 
de Ronchonnot ; A. Mirc; J. Pastour ; Ph. Plisson; M. Rebeix ; Ribes ; 
Saget ; P. Sarrassat; A. Terrebonne ; Tiret ; H. Varinot ; Vial; L. Vollaire ; 
A. Wiart.] 


4287. — Trouver le lieu des points d’un plan tels que leur … 
distance à un point À soit moyenne proportionnelle entre leur 
distance à une droite XN et une longueur donnée k. 


Menons par A la perpendiculaire AO sur XY, et adoptons OA 
comme sens positif des segments que nous aurons à compter 
sur cette droite. 

Deux cas sont à distinguer suivant que le point M et le point 
A sont d’un même côté ou de part et d’autre de la droite XY. 





I. M et À sont d'un même côté par rapport à XY. 
La relation supposée 
MA° = x. MD, 
dans laquelle À et MD sont 
des longueurs, s'écrit, en 
projetant M sur AO en P, 
sous la forme 


MA° NA. OP, 
ou bien (fig. 1). 

MA? — «(Ab 40); (1) 
cette formule convient, quelle 
que soit la position de P par 
rapport à À. 

Joignons M à un point ar- 


bitraire C de AO ; le triangle 
MAC donne, pour toutes les positions de P, 





MC = MA*+ AC —2AC.AP, (2) 
d'où, en remplaçant MA° par sa valeur tirée de (1), 
MC? = AC? — 4. AO + AP(X— 3AC). (3) 


M variant, AP est seul variable dans le second membre de (3). 
Si donc on détermine C par la condition 

— k 

AU ra (4) 
MC? devient constant, 


MC? = AC? — k. AO — . 


en désignant par XL la longueur OA. Le point M se trouve donc 


2 





+ kh, (5) 


2 
sur un cercle de centre C et de rayon égal à sie + kh. La 


formule montre d'ailleurs que AC est positif ; donc le point C se 
trouve sur le prolongement de OA, à une distance de A égale 


x 


k 2 
ri Pour construire le rayon p de ce cercle, on remarque que 


2 6 he 1 PERS 
p? — + = (5+1)- h2 = CO° — OA. 


- On décrira donc un cercle de diamètre CO, de O comme centre 





un arc de cercle de rayon OA, qui rencontre le précédent en FE; 
CE est évidemment le rayon cherché. 

Réciproquement, tout point de ce cercle est un point du lieu. 
D'abord il vérifie la relation (5) et par suite, en tenant compte 
de (4), la relation (3). On élimine AC de cette relation à l’aide 
de (2), et on retombe finalement sur (1). 

Il. M et À sont de part et d'autre de XNY. 


Projetons encore M en P sur XY ; 
la relation de longueurs 


MA° = X.MD 

s'écrit maintenant (fig. 2) 
MA = x. PO — A(AO—AP). (1) 
Joignons encore M à un point 


quelconque C de AO; le triangle 
MAC fournit encore l'équation 


MC'—AC +AM —2AC.AP, (2) 

d'où, en tenant compte de (1), 

MC° = AC +x.A0 
=AD(k429AC). 0 0(3) 


On détermine le point GC par la condition 


— 7 
AD et (4) 


2 


Q 


il vient alors 


k? 


MC = AC +. A0 —  — kh, (3) 





quantité positive à condition que 
k > 4h. (6) 
La condition (6) étant remplie, on déterminera le point CG, en 
portant à partir de À un segment négatif égal à — _ - Comme 


par hypothèse % >> 4h, ce point C etle point A seront de 
part et d'autre de XY ; et le point M sera sur un certain cercle 
de centre C. 

Le rayon p' de ce cercle est donné par la relation 





AR À — Rhk = (Eu) — CO — OA”. 


A 





On décrira donc un cercle de diamètre CO, et on prendra son 
intersection E avec un autre cercle de centre O et de rayon OA. 
Le cercle de rayon CE est le cercle cherché. On démontrera, 
comme précédemment, que tout point de ce cercle est un point 
du lieu. 

En résumé : 


Si k4>> 4h, le lieu cherché se compose de deux cercles, dont 


les centres sont situés sur OA, à une distance de À égale à —-. 


Ils sont de part et d'autre de XY. 

Si À < 4h, le lieu se réduit à un seul cercle, situé du même 
côté de XY que le point A. 

[Ont résolu la même question : MM. V. Bourquin ; Burgat ; L. Cussenot: 


Feintuch ; L. Gourdet ; A. Maitre ; H. Michel ; F. Morel ; J. Pastour ; J. Pillard; 
F. Riesz ; E. Rosenberg ; E. Sinturel.] 
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PHYSIQUE 


4801.— On mélange à la température de 0°, 105" d'oxygène et 
38r,716 d’asote; le volume total étant de 20!it et la température 
restant à 0°, on demande quelle est, en centimètres de mercure, la 
pression du melange. 

Poids du litre d'air à 0° et à la pression de 76°® de mercure : 
187,293. 

Densité de l’oxygène par rapport à l'air dans les mêmes condi- 
tions : 1,105 ; de l'azote : 0,972. 

(Bacc. lettres-math., Toulouse, mars 1897.) 


La force élastique du mélange est égale à la somme des forces 
élastiques de chacun des gaz considéré comme occupant seul le 
volume total. 

La force élastique de l'oxygène est donnée par la formule 


’ 
LOT — 920 %< 1,293 X< 1,103 % _. 


\ 160 | 
20 >< 1,293 >< 1,105 





d'où h = — 26°m,6. 


On trouverait de même que la force élastique de l'azote est 


76 x 3,176 


ME 565,208 x ua 


= don, 4; 





Fe 


La force élastique du mélange a pour valeur 


He = MERE NS n 
(F. LEULLIOT.) 


[Ont résolu la même question: MM. Ardin-Delteil; E. Baudot; L. Bigot ; 
L. Bois L. Florentin ; G. Hiernaux ; R. Larsonneur ; E. Layes ; J. Martin; 
A. Mirc; P.Le Moingt ; L. P. à A.; V. Parizet, Remondet ; A. Ballé ; Gau- 
chet ; Geltzenlichter ; Jouanneau ; F. Morel ; E. Sevin ; E. Vaicle ; Vial.] 


4302. — Deux points lumineux À et B, de même intensité lu- 
mineuse, éclairent une très petite surface S ; ces points peuvent 
se déplacer sur deux droites SA et SB également inclinées sur 
la surface S. | 

Etablir la relaiion qui doit exister entre les distances SA = x 
et SB—y pour que la petite surface considérée conserve un 


éclairage constant. 
(Bacc. lettres-math., Constantine, juin 1897.) 


Soient «x l'angle des deux droites avec la surface, I l'intensité 
lumineuse des deux points A et B. 
La surface S reçoit du point À une 
quantité de lumière égale à 


Il L ee 
me LOS (90° — x), ou ze Sin a. 


Elle reçoit du point B une quantité 
de lumière égale à 
23 sin «. 


2 


y 
On doit avoir 











1? 


k Lres 
sin 4 + — sin x — Constante, 
DE 


ou, en divisant par Isin x, qui est constant, 
{ L 
— + — — constante. 

x? y? 
Telle est la relation qui doit exister entre SA=x et SB—Yy 
pour que la petite surface considérée conserve un éclairage 


constant. 
(A. MIRC.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; E. Baudot; L. Bois ; 
À. Broutin; G. Hiernaux ; R. Larsonneur : F. Leulliot ; V. Parizot ; Rebeix ; 
Ribes ; Feintuch ; Jouanneau ; E. Layes ; E. Sevin.l 
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QUESTIONS PROPOSÉES 





4312. — Trouver la valeur de la somme 
1 il 
a(t + 1)...(æ+k) (& +1)x +2)...(x+k+1) 


1 
(œ+n—1\x+n)...(c+k+n--1) 
Vers quelle limite tend cette somme lorsque » croit indéfiniment ? 
(Fréd. Riesz, École polytechnique de Zurich.) 





4313.— Construire un triangle ABC, connaissant le côté AB, l'angle 
A etle rapport m du côté BC à la médiane relative à ce côté. 
Conditions de possibilité du probleme. 
(H. Micuez, lycée de Douai.) 


+ 


4314. — Propriétés des lriangles dont les côtés sont en progression 
arithmétique. 

Soient &, b, c les côtés d’un triangle supposés en progression arithmé- 
tique (a >b>c). Appelons: M le milieu du côté moyen AC, K son 
point de contact avec le cercle inscrit, H et D les pieds de la hauteur 


et de la bissectrice intérieure relatives à ce côté ; k la hauteur BH, r . 
et r, les rayons des cercles inscrit et ex-inscrit dans l'angle B ; 


démontrer les relations | 
MKUOSA MD5670R: TS NES) 
MH 2” MH 410020 hist “h 4m 


Réciproquement, si une des quatre relations précédentes est vérifiée, 
les côtés du triangle sont en progression arithmétique et b est le côté 
moyen. 

Applications : 

I. Construire toute la série des triangles variables dont les côtss 
forment une progression arithmétique de raison connue d. | 


IL. Construire le triangle lorsqu'il est entièrement déterminé par une 
des conditions suivantes : 

1° On donne la hauteur k ; 

20 Le rayon 7 du cercle inscrit ; 

3° Le rayon r, du cercle ex-inscrit dans l'angle B ; 

49 Le rayon R du cercle circonserit ; 

5° La différence A— C—3Gû des angles À et C; 

69 La longueur de la bissectrice BD ; 

7° La longueur de la médiane BM, etc. 

(J. Giron, professeur au lycée de Versailles.) 


4315. — Une pyramide SABCDE a pour base un pentagone régulier 
dont le côté est a ; les autres arêtes de la pyramide sont aussi égales à 
a. On demande de calculer : 

19 Le volume de la pyramide ; 

2° Le rayon de la sphère circonscrite ; 

30 Les lignes trigonométriques de l'angle plan du dièdre SA. 

(Bacc. lettres-math., Clermont, novembre 1897.) 


4316.— Résoudre un quadrilatère inscrit connaissant sa surface, 
deux côtés opposés et le rayon du cerele circonserit. 
(F. Morez, à Cusset.) 


4317. — Un losange dont la grande diagonale est double de la petite 
tourne autour de sa grande diagonale et engendre un solide formé de | 
deux cônes en contact par leurs bases. Ce solide repose par sa pointe 
inférieure sur un plan horizontal et son axe est vertical. On le suppose 
éclairé par des rayons de lumière parallèles et dont les projections font 
des angles de 45° avec la ligne de terre. Construire : 

1° Les lignes de séparation d'ombre et de lumière; 

2° L'ombre sur le plan horizontal. 


(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, novembre 1897.) 

















4318. — Réduire les forces appliquées à un sohde à deux : l’une pas- 
sant par un point donné A, l’autre située dans un plan donné (P). 


4319. — Un baromètre est enfermé dans un large tube de verre scellé 
à la lampe. A l'instant de la fermeture, la hauteur de la colonne est 760, 
et la température est 150. 

Calculer la hauteur de la colonne lorsque la température est 40°. 


1 
Coefficient de dilatation du mercure, . . . ————° 
5550 
Coefficient de dilatation de l'air . . . . 00000366! 


On ne tiendra pas compte de la dilatation du verre. 
(Bacc. lettres-math., Alger, juin 1897.) 


4320.— On donne 50 éléments de Daniell, dont la force électro-motrice 
est de 1 volt et lx résistance de 1 ohm, montés en série. , 

On demande combien on pourra alimenter de lampes à incandescence 
montées en dérivation, ces lampes étant de 50 volts, ayant une résis- 
tance, à chaud, de 50 ohms et exigeant pour leur fonctionnement un 


ss " 1 nn 
courant de 3. anpère. 


(Bacc. lettres-sciences, Nancy, novembre 1897.) 
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SUR LA GRANDEUR RELATIVE DES RACINES DE DEUX ÉQUATIONS 
DU SECOND DEGRÉ (‘) 


par M. P. Valot, professeur au lycée de Périgueux. 


Soient 
| aa? + bx +c= 0, (1) 
aa +bx+c —=0 (2) 
deux équations ayant leurs racines réelles, et supposons que a 
et a ne soient pas nuls. Désignons 


: b C 
par f(x) le trinome æ? + D TER 


! ! 


és C 
— f'(x) is RS EE RE 

et par æ et B, 4! et {’ les racines des deux équations. La place 
du nombre x par rapport aux racines de l'équation (2) dépend 
du signe de 


! ! 


b 
la = + a+. 


a’ 


Retranchons a? + _ + qui est nul par hypothèse : 


? b' b c' C 
HO) et 
de même 
x b' b c' c 
ro=(r-r)r+$5-< 
I. ab'—ba —0. f'{x) et f'(B) se réduisent tous deux à 
fr C 
a! a 
On aura de même 
VENT ER TRE 
fe)= fÊ)= > a 
! ! 
Les deux différences _ XL RNE EE _ sont de signes 
a a &œ (42 
contraires. 
ÿ c' c 
Soit FREE <eU: 


Les deux nombres « et £ donnent des résultats de signes con- 
traires au premier terme de f’(x); les deux nombres « et 6 sont 


compris entre «’ et f. 


I, ab'—ba 70. 
f'{a) = ab PL (+7 — ca }: 
ab! — ba’ 


aa ab' — ba’ 
TU ac — ca 
APRES ad (e nn me) 


On peut écrire 





(*) Voir à ce sujet deux notes de MM. Bonnefoy et Anlomari, 17° année, 
-p. 97 et 105. 


ac — ca 
ab'— ba’ 


Ce nombre æ est le nombre qui annule la différence 


Posons 0 = 


f'{œ) — fl&) = _ [(ab! — ba! )æ + ac! — ca’). 
Les résultats de substitution deviennent 


1, 40 — ba’ 
sr 


(a — &o); 
d’où 
ACTA 


on aurait de même 


(ab! — ba}? 


a?a? 


(ab'— ba? 


f (co) ; 


(a — 20)(8 — 20) = 


Fe) pe) MERE 
et on saitque f(x) = f'(x0). 

19 f(xo) = f'(æ&o) < 0. — Le nombre x donne dans les deux 
trinomes des résultats de signe contraire au premier terme ; donc 
les deux équations ont leurs racines réelles. 

Le produit f'(«).f'(5) étant négatif, les deux nombres & et ÿ 
substitués à x dans f'(x) donnent des résultats de signes con- 
traires ; donc entre 4 et 6, il y a une racine de l’équation (2) et 
une seule. 

Les racines sont donc dans l’ordre 


T0 | 
9 12 D}5 
aa * 


Fr ! [p) [eu 
a, (e 4 , PP 9] 


ou a a. B, 0. 
Dans le premier cas, x n'étant pas compris entre + et f”, 
b' b 
RCI (Z — — }(4 — x) 


(42 a 


est positif; mais x est compris entre x et 5; donc 


A — X0 L 0, 
b' b 

d'où ——— < 0 
(42 a 


APT 
RS, ARTS 24” c 


et réciproquement. 

La plus petite des quatre racines appartient à l’équation ayant 
la plus petite demi-somme. 

20 f(x) = f'{xo) > 0. — Les racines étant supposées réelles, 
le nombre x n’est pas compris entre & et f, nientre + et £’. 
Pour trouver la place de «0 par rapport aux racines, il faut le 
comparer aux demi-sommes. 

b' 


Dan 2 


1) 0 compris entre da a 


b' 


2a 


Soit 





’ 


b 
pr A CE 
<a 








ten. ee 
Me 





| 


1 


C VO VT 0 LAN, MS 
* 


Les deux racines & et © sont plus petites que 0; les deux 
racines # et ©” sont plus grandes que x; donc entre les racines 
de l’une quelconque des équations il n’y à aucune racine de 
l'autre. 


(4 


b 
ss ed Pour connaitre 
[24 PA 


le signe commun à f'(4) et f'(), formons la somme 


ror@e (diese) = (EE de): 


on a de même . 


L b 
1) æ non compris entre ——— el 


b b' b' 
1) Os an CS SERRE ER SEE 2) 2 
fe) +08 = (5-5) 20) 
je : F deux difré 
æ n'étant pas compris entre — on et — ps les deux diffé- 
rences — 2 2æ&o et — È — 2x0 ont le même signe; mais 
les différences 
b' b db h' 
NN ap a a 


ont des signes contraires ; donc l’une des deux sommes 
fe) +r(F), F2) + F0) 
est positive, l’autre négative; donc entre les deux racines de 
l’une se trouvent les deux racines de l’autre. Si l’on a 
b b' 
Lo, NE 2a É - 24 ? 
on à 
fa) +18) <0, 
fa) +) > 9 
Les deux nombres 4 et $£ sont compris entre les racines 0’ 
et £’ de l’autre équation. 
Calcul de f(x). 





due (ac — ca  b ac —ca, c 
7 (ab'—ba'} a ab'—bax a 
__ (ac'— ca}? — (ab! — ba')(bc' — cb') 
En (ab! — ba’)? 4 


qui a le signe du numérateur. 
Résume. 
19 (ac'— ca’) — (ab' — ba’)(bc' — cb!) < 0. 
Les deux équations ont leurs racines réelles, et entre les racines 


de l’une quelconque se trouve une racine et une seule de l’autre. 


à b b' NURE 
SD —"— "<= A les racines sont dans l’ordre 


2a 
DA To» 10e MODE 

2° (ac'— ca)? — (ab'— ba')(bc' — cb') > 0. 
Les racines étant supposées réelles, 

, b ac’ — ca’ b' 
A) si — — << — 
(A) ue 

les racines sont dans l'ordre 


7? 


PR PC y 


a, 6, æ, À; 
une ac' — ca! $ 
(B) si Dai D <— 
les racines sont dans l’ordre 
CAR CON CE CES 
30 (ac'— ca? — {ab — ba'j{bc' — cb') = 0. 
On a fé) = leo) = 
Les deux équations ont une racine commune, 
dy EE, 
ab'— ba’ 


Cas où l’un des coefficients a ou a! est nul. 


É an bis 
dE à , s # A » Da — - 
à: Cite VA FEU & ct en A nr: En bd Gi Ÿ ALAN EL. 
È . Û BETA k f 
114 { PRES AZ 


rence C. 


Ch RE » 


hy F 12 UV, + à ECM Le » 3 LR Tr 
u 2 mn « 4 


Si a = 0. ee deton ax Fe bx+ce—0 admet la seul 
racine | CN 
C 


Let 



















La place de cette racine par rapport à + et f dépend du signe 
c : c b!' 000 
de r(- +) et de la grandeur relative de — rs et — 5x 
Mais pour a —0, x devient — F É 
la quantité (ac — ca’)? — (ab' — ba')(bc' — cb') se réduit à 
ca’? + ba'(bc' — cb') 


2 4 ’. 
ou paf +) 


par conséquent les résultats trouvés précédemment s'appliquent. 
encore au cas où l’un des coefficients, a par exemple, est nul. 


Interprétation géométrique. — Portons sur une droite X'X, à 
partir d'un point O, des\ 
segments OA et OB me- 
surés par « et É, et pre- 
nons la circonférence G 
ayant AB pour diamètre. 

Faisons de même pour & 


et P. 
1° :4b= ba = 0 0nat 
ERLR 
TRUEMNE 
OA + OB _ OA'+OB 
2 id dc 
O0: 


les deux circonférences sont concentriques, l’une est intérieure 
à l’autre. 


/ 


c c 
FARAS 
donne OA’'.0B' < OA.0B; 
mais OA.0B — puissance de O par rapport à circonférence ce 
= = 0F — R?; 
on a donc | 
OÙ — R°? < OÙ —R?, 
d'où URERE : 


la circonférence C est. 
intérieure à l’autre ;. 
les points À et B sont 
entre A’ et B’. 


20 ab'—ba 70. —« 
Soit M un point quel- 
conque de la droite, et æ le nombre qui mesure le segment OM. 





fe) = + + = (x— ae —() 
— (0M — OA)(0M — OB) 
— MA.MB. 


f(æ) est la puissance du point M par rapport à la circonfé- 


De même f'(x) est la puissance par rapport à ©. 
Soit D le pointtelque OD—:x; on sait que f(xo) = f'æo)s 
donc D est d'égale puissance par rapport aux deux circonfé- 
rences ; c’est le pied de l’axe radical. 
La quantité 


(ac! — ca} — [ab' — ba/)(bc' — cb’), 


we 
En 
er 






Fe NS L 
| qui est égale (a — ba'}f (x), 
est de même signe que la puissance commune de D par rapport 
aux deux circonférences. 
1. (ac — ca}? — (ab — ba')(bc! — cb') < 0. 

La puissance de D 
est négative, Le pied 
de l’axe radical est 
à l’intérieur de cha- 
que circonférence. 
Les deux circonfé- 
rences sont sé- 
cantes ; entre À et B 
il y à un des points 
. A' et B' et un seul. 
HS peus 
les points sont dans l'ordre 

ATRAS CR, GB". 

11. (ac! — ca!) — (ab! — bal bc! — cb') > 0. 

Le point D est extérieur à chaque circonférence puisque sa 
puissance est positive ; les circonférences ne sont pas sécantes. 


b 
Tia < 0 < nil 
le point D estentre I et l', les deux circonférences sont de 
part et d'autre de 
l'axe radical, elles 


sont extérieures 
l'une à l’autre; les 





points sont dans 
l’ordre 
AE VAS UPE 
&9 <— 5 Cr EL ; 
24 2a 


les deux circonférences sont d’un même côté de l’axe radical, 
l’une d'elles est intérieure 
à l'autre ; mais l’axe radi- 
cal est plus rapproché du 
centre de la circonférence 
de plus petit rayon, donc 
dans l'hypothèse précé- 
dente, la circonférence C 
est intérieure à l’autre, les 
points sont dans l'ordre 
AS A DRRRS 
JL. (ac — ca}? — (ab! — ba')(bc' — cb’) = 0. 
La puissance de D est nulle, le point D se trouve sur chacune 


des circonférences, les deux circonférences sont tangentes ; et 
lun des points A ou B se confond avec un des points A’ ou B, 












D =. 
CONCOURS GÉNÉRAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (1897) 


PHYSIQUE (Paris). 


Solution par M. G. Mauris, élève du lycée Carnot, 
. Lauréat du coneours (1er Prix). 





4190. — Un tube de verre cylindrique, ouvert aux deux bouts, 
onge verticalement dans un vase cylindrique complètement 


1: h NL ES ES F PORC nd , s 






fermé contenant de l'eau et de l'air. La température étant 0° et 
la pression extérieure 76%, l’eau s'élève dans le tube à une hau- 
teur h. On demande : 
1° Quelle sera la variation x de niveau dans le tube si la 
colonne barométrique intérieure varie de 1°, la température 
restant constante ; 
20 Quelle serait la variation de température qui donnerait la | 
même variation de niveau, la pression restant constante et égale 
& 76cm, 
On ne tiendra compte ni de la dilatation du verre, ni de celle 
de l’eau. On fera le calcul avec les données suivantes : 


Section du tbe MEME hs à and ,s 
Section du vase . , . . AS ANS 2 1000: 
oui ar IdeNl'air PEN INMS a —= 10iun 
Hauteur de la colonne d’eau . . . h — 100; 
Poids spécifique de l'eau . . . .. 413 
Poids spécifique du mercure , . . — 4 CE 


Avant la variation de pression, le vase contient le volume 
(S— s)a d'air sous la pression +764, en 
appelant d le poids spécifique du mercure 
et en exprimant les pressions en grammes. 

Supposons que la pression extérieure aug- 
mente de 4°", La pression de l'air dans le vase 
augmente, son volume diminue, une certaine 
quantité d’eau passe du tube dans le vase et 
il s'établit un nouvel état d'équilibre. Soit æcm 
la hauteur dont l’eau a baissé dans le tube, 
y celle dont elle a monté dans le vase. Le 
volume de l'air est maintenant 


(S—s)(a —y); 
et, en appliquant la loi de Mariotte’ 

(S—s)a(h+76d) = (S—s)(a—y)(h—ax—y+11d) 
ou, en supprimant le facteur commun S—5s et en dévelop- 





sa pression —x—y+ 7114 





pant, 

y? + ay — ax — y(a + h + Td) + ad = 0. (1) 
* Remarquons que la quantité d'eau entrée dans le vase est 
égale à celle qui est sortie du tube. Le volume de l'eau entrée 


dans le vase est (S — s)y ; elle occupait dans le tube fe volume 5x. 
D'où o® = (S — 5)y, 


ER 


0 
+0 


(2) 


Remplaçons y par sa valeur dans l'équation (1) ; elle devient 





DANCE (a+ h+1714d)+ ad = 0, 


9 S : 2 à 2 
#5) Dors S— 5 


(AT AA s s [Ja(S—o) e- | 
7 | ste APE 1 EE LR nl h 114. ad — 0 
»| (=) + lee (ee 











J 


et, en remplaçant les lettres par leur valeur, 


2 m2 
ina 186 — 0, 
ga 24 

25. a? — 1397,2œ + 3264 = 0, 
24 ; 





/ MORE 
698,6 + V (698,6) — 27 >< 3264 
je 25 À 
24 
698,6 + 696,18. 
Ge CREER 
24 


La plus grande solution ne convient évidemment pas ; l’autre 












ÉTAS # 


convient seule. On a donc 


Dr 34 
En portant cette valeur de æ dans l'équation (2), on a 
Y = _. = 0,097. 


Donc, quand la pression extérieure augmente de 1°*, l’eau 
baisse dans le tube de 2°%,34 et monte dans le vase de 0°",097. 

Cherchons quelle serait la variation de température capable de 
produire le même effet, la pression extérieure restant fixe. 

D'abord il y a dans le vase a(S—o)® d'air, sous la pression 
h+764 et à Oo. 

Supposons que la température varie de t°. Par hypothèse, l’eau 
monte dans le vase de y" et le volume de l'air devient 
(a— y{S—s). Sa température est alors i et sa pression 
h — x — y +76d. 

Appliquons à cette masse d'air l'équation des gaz 














V.H, — ka ; il vient 
1 + at 
AS Nr NE PEN CURE 
1 + ot 
__ (a—y\h— x — y +164) 
ou A Lait = - an N Ta 
et, en remplaçant les lettres par leur valeur, 
EN 2009,908 14191185 
ARTE MON TEST FÉER EU 
d'où ii I, 3,4. 


Un abaissement de température de 3,4 produirait donc le 
même effet qu'une augmentation de pression de 1°, 





——— +" 


ALGÈBRE 


3832. — On considère un segment circulaire ACB appartenant 


« , * 
à un cercle de rayon donné R. Calculer la corde AB de ce seg- 


ment sachant que la somme AB+nCD = 2R, n désignant un 
nombre donné quelconque et CD étant la distance du milieu CG de 
l'arc à la corde. Indiquer le nombre des solutions suivant la valeur 
attribuée à n. Interprèter les solutions négatives. 

(Bacc. lettres-math., Nancy, novembre 1895.) 


Posons AB=— 2x, CD —y. L'énoncé fournit l'équation 


2x + ny = 2R. (1) 
La figure donne une seconde équation, 
a = y(2R — y). (2) 


Pour qu’une solution de ces équations puisse fournir une solution 
du problème, il faut que # et y soient posi- 
C tives : 


Van 


LE>20; 0: 

Ces inéquations de condition, nécessaires, sont 
aussi suffisantes. Si en effet les équations (1) 
et (2) sont vérifiées par des valeurs positives 


des inconnues, y sera tel que l’on ait 
Y(2R —y)=x? > 0; 
donc 0, <y<2R; 


E t 


On pourra donc porter sur un diamètre CE une longueur CD 
égale à y; la perpendiculaire élevée en D rencontrera donc le 
cercle en deux points A et B tels que 


AD = yER — y) = & ; 


donc AD 2 
AB + nCD = 2R, 


puisque les valeurs de æ et y vérifient l'équation (1). 
Pour résoudre le système, on tire de la première équation 


Enfin, on aura 


2R —n 
LH ST Le (3) 
on porte dans la seconde, qui devient 
(2R — ny} — 4y(2R — y) = 0 (4) 
ou (n2 + 4)y? — 4R(n + 9)y + 4R? = 0. (5) 


Le problème est résolu par les équations (5) et (3). 
La condition æ>0 équivaut à 


2R 
Po or 


comme il faut déjà y > 0, le problème a autant de solutions 
de . : à 2R M 

que l'équation en y a de racines comprises entre 0 et ER 

En désignant par f(y) —0 le premier membre de (5), on 


trouve 


f(0) = 4&R?, ” 
2R\ _16R{1—n) 
le) 5 r? s 


Ce dernier résultat se forme aisément à l’aide de (4). 
Pour que le problème admette une seule solution, il faut et il 


2 : ‘ 4 
suffit que (0) et (+) soient de signes contraires, ce qui, 


donne nés 1: 
Cette condition étant remplie, la plus petite racine de l'équation | 
en y convient seule ; l’autre fournit pour # une valeur négative. 

Pour que le problème admette deux solutions, il faut et il. 


suffit: . 

1° que f(0) et al +) soient de même signe que le coefficient . 
de y; | 
2° que la demi-somme des racines soit comprise entre 0. 
2R 1 
LES T 
“ | 
3° que le discriminant b?— 4ac soit positif. | 


La première condition donne 
HIS 
2R « 2R(n + 2) . 
n n? + 4 


la seconde, | 
ou : n+4k> n°? +AQn, | 


, . 


ou LD, 
vérifiée du moment que n < 1. 
Enfin la troisième s'écrit 
&{n +2) — 4(n? +4) > 0, 
ou &n > 0, NEA 
condition supposée par l'énoncé et par les calculs faits. 
En résumé: | 
n > 1 une seule solution, la plus petite racine; 
n < 1 deux solutions. 









Lt. " SRI TE /2R 
Dans le cas limite n — 1, — estégalà2R, (+) = ren) 


est nul; 2R est racine de l'équation en y; la valeur correspon- 
dante de x est nulle. L'équation en y devient alors 
By? — 12Ry + 4R2 = 0. 
2R 


Elle admet les deux racines 2R et na La première donne la 


tangente en C; la valeur de x correspondant à la seconde est 
3R 
10 









(4 , "+ Ai -HE "+ Lg } 
_ Valeurs négatives de «. Elles se produisent dans le cas de 
ñn > 1, quand on prend pour y la plus granderacine. Soit — x 
celte valeur ; elle vérifie les équations 

ny — 2x = 2R, 

e? = yQ2R — y) 
et convient par suite au cas où l’on demande de déterminer AB 
de telle sorte que 
nCD — AB = 2R. 


[Ont résolu cette question : MM. P. Adrian ; P. Bresson ; F. Mazoyer, à 
Saint-Etienne ; Brugerolle, école normale de Draguignan ; H. Ducassé, à Aubin; 
Ferrand, à Cognac ; H. Julien, à Hirson,; G. Larcher, au Creusot; E. Montagut; 
F. Ricci, à Florence ; Thomas, école primaire supérieure d’Elbeuf; M. Vachon, 
pensionnat S'-Louis, S't-Etienne.] ‘ 


EE 


GÉOMÉTRIE 


A propos de la question 4070. 


Mener une droite parallèle à un plan donné rencontrant trois 
droites donnees. 


Dans la solution indiquée (p. 57, 22° année), l’auteur ramène 
le problème proposé au suivant : 

Etant données dans un plan deux droites OB et OC, mener 
par un point A de ce plan une droite rencontrant OB en G et 
OC en H, tel que le rapport ie soit égal à un rapport donné À. 

La solution se termine ensuite algébriquement par la résolu- 
tion d’une certaine équation du second degré. 

Or, on peut achever le problème géométriquement à condition 


"A 
ap 


LINE 
ES 





de se servir des premières constructions qui se présentent dans 
la théorie de l’homographie (figure 1). 


Le rapport ne étant égal à À, on considère sur les droites OB 


et OC tous les couples de points G et H, vérifiant la condition 


BG 

CH =} (1) 
Ces points tracent sur OB et OC deux divisions homographi- 
ques ; les faisceaux ayant ces divisions pour bases et pour som- 


met commun À sont donc eux-mêmes homographiques. Dans le 


cas particulier où G et H sont sur une droite passant par A, 


la droite AGH (c'est la droite inconnue) appartient à La fois aux 
deux faisceaux ; c’est un de leurs rayons doubles. 


Pour construire ces derniers, on cherche d’abord trois couples 
de rayons homologues. A cet effet, on remarque : 1° que BG et 
CH s’annulent simultanément, donc AB et AC forment un de 
ces couples ; 2° que BG et CH deviennent simultanément infi- 
nis ; doncles parallèles AF à OB et AE à OC forment un autre 
couple. Prenons enfin sur OG un point K tel que 


BO 
CK 
AO et AK forment le troisième couple. 

On fait passer ensuite par À un cercle arbitraire, qui rencontre 
AB, AF, AO en f,v,w; AC, AE, AK en £, v’,w' ; on marque 
P, intersection de fo’ et Bo; Q intersection de Bw et Fw; on 
tire PQ ; si cette droite rencontre le cercle en y et ;, Ay et Ay' 
sont les rayons doubles ; ils rencontrent les deux droites en des 
points G, H, G', H”’ tels que 

BG BG 
CHE CHE 

Le problème peut donc admettre deux solutions ; une seule, 
si la droite PQ est tangente au cercle ; aucune, si elle ne le 
rencontre pas. | 

On voit même comment on pourrait discuter le problème en 
laissant fixes les points A, O, B, C et faisant varier Le rapport x. 
Tous les points de la figure seront fixes, sauf w’ et Q. Les 
positions limites de Q seront les points d'intersection de £'w 
avec les tangentes issues de P au cercle (si toutefois ces tan- 
gentes existent). Des positions limites de Q, on déduira les 
positions limites de w’', par suite celles de K, et enfin les valeurs 


= À; (2) 


—Ÿ? 


re ROMP 
limites du rapport TK = À 


Pour la démonstration de ces constructions, nous ne pouvons que 
renvoyer nos jeunes lecteurs au traité de géométrie de MM. Rouché et 
de Comberousse, Appendice du Livre VIT, divisions homographiques et 
involution. Ces notions sont très simples, et tout élève d'Elémentaires 
devrait les posséder ; elles lui seraient assurément plus utiles que le 
calcul de 7 par la méthode des isopérimètres, par exemple, L'étude et 
l'emploi de l'homographie sont courants chez nos voisins d'Allemagne 
et d'Italie. 


4145. — On donne dans un plan un cercle O et trois droites 
01, do, ds. Circonscrire au cercle un quadrilatère ayant les sommets 
opposés À, G sur G1, le sommet B sur d: et le sommet D sur 03. 


Supposons le problème résolu. Soient M, N, P, Q les points de 
contact des côtés du quadrilatère ABCD et du cercle donné 0. 

On sait que les po- 
laires par rapport à un 
cercle de tous les points 
d'une droite passent 
par le pôle de cette 
droite par rapport au 
même cercle. Donc les 
polaires MQ et NP des 
points À et C de la 
droite Ô1 passent par 
le pôle E de cette 
droite ; de même la 
polaire MN du point B 
passe par le pôle F de la droite 5: et la polaire PQ de D passe 
par le pôle G de la droite ô;. On est ainsi ramené au problème 
suivant : À 

Dans un cercle O, inscrire un quadrilatère MNPQ connaissant 
le point de rencontre de deux côtés opposés et un point de 












# 


chacun des deux autres côtés. Ce problème a déjà été traité ici 
(V. 21° année, 3954, p. 30). 
(E. MONTAGUT, à Périgueux.) 


[Ont résolu la même question: MM. Bayor; Ch. Bourdet ; E. Foucart ; 
J. Gilles ; Loïc ; J. Pastour ; M. Rebeix ; A. Rongier ; L. Weisz.] 


4986. — Etant donnés deux cercles O et C tangents intérieu- 
rement au point À, on considère les points de rencontre B et D 
de ces cercles avec le diamètre commun. Démontrer que: 

4° Le point À appartient à la tangente commune extérieure aux 
deux cercles décrits sur CO et BD comme diamètres ; 

20 Si M et N sont les points de contact respectifs de la tangente 
commune, on &a AN —2AM. Déterminer en outre le point de 
rencontre A! des tangentes communes intérieures. Conditions de 
réalité. 

Soient R le rayon du 
cercle O, R’ celui du cer- 
cle C; ce dernier est, par 
hypothèse, tangent inté- 
rieurement au cercle O en 
A; on peut toujours sup- 
poser qu'il lui est inté- 
rieur; d'où R > R'. 

10 La figure donne im- 
médiatement, en appelant 
let K lescentresdes cercles 
de diamètres CO et BD, 


z 


ei 
ch 


Re | R+R 
AE NA AU SE STS 
AR + (AB+AD)= R+R, 
CO = R—R' = 2p, 
BD = 2(R — R’) — 2p'; 
AL REA COSTA 
donc INC TITÉ. BD 4e 7e 


le point À étant évidemment sur le prolongement de IK, c’est par 
suite le centre d'homothétie direct des cercles de centres I et K; 


le rapport d'homothétie est _ 


20.AMN étant une des tangentes communes issues de A, 
M et N sont deux points homologues ; donc 


AM _ 1 


AN 2 


3° Le centre d'homothétie inverse se trouve entre | et K, en 
un point A’ tel que 








USA 
A'KTarr ae 
ôr | HEAR SES 
ALP A TRMETUIK 6 PT 
donc PRÉ ORC UN 250 Pie 6 , 


égalités qui déterminent A’. 

Pour que les tangentes communes intérieures soïent réelles, il 
faut et il suffit que les cercles [ et K soient extérieurs l’un à 
l'autre ; donc 

AO < AB ou R'418R7 


[Ont résolu cette question: Melles C. David ; J. Parizot; MM. G. 
E. Baudot; L. Bigot; L. Bois ; G. Boucher; V. Bourquin ; tra 
A. Bouzy ; E. Brière ; L. Cabrol ; B. Carrière ; C. Carteron : R Van 
Cauwenberghe ; L. Curt ; L. Cussenot ; Custaud ; G. Damien ; G. Delaha e; 
Ga Ruor ;, G. Fauvernier ; Feintuch ; L. Fournier; P. Frescal; Gauthier : 
F, Ge tzenlichter ; A, Giansilj ; L. Gourdet ; G, Hiernaux ; H. Janois ; G. Jar- 


\ . , Re À 
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reton ; E. Rornis; J. M, Lagarde ; R. Larsonneur ; E. Layes ; C. Lefebvre ; 


À PP TUE? 
UE 2 , La À A4 pan LS VS Ter 
7 CAN STUNT PER ERA SPRONE E PPT «5 PRE UANCRE 
UC CE D NN SET CES RNA TAR 
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ns 


A. Lescure ; E. Lézier; X. Lhommelin,; L. Magne ; A. Maître; J. Martins. 
J. Mébu ; A. Mirc ; Montaland ; F. Morel ; J. Orsini: L. P, à A.; G. Perdrizel; 
J. Pillard ; G. Réveillon; M. Rebeix; B. Ribes ; E. De Rycke; P. Sickler;" 
Ohannis Tarikian; J. Trouillé ; Vial ; Villemagne ; A. Wiart.] E 


4298. — Si, dans un triangle ABC, les carrés des côtés AB: 
et AC, supposés inégaux, sont entre eux comme leurs projections « 
sur le côté BG, ou encore si la hauteur issue du sommet A est 
moyenne proportionnelle entre les segments qu'elle détermine sur 
le côté BC, La somme ou la différence des angles B et C est égale 
à un droit. 1 

Dans le cas où B—C—1", trouver la relation qui existe 
entre les côtés a, b, c du triangle ABC. 





Démontrons d’abord que la seconde hypothèse est une consé- 
quence de la première. En effet, en désignant par AD la hauteur 





issue du sommet À, l'égalité k 
À À 
PE Ne 
B D C EDAAÈATÉ C pe ? 
Fig. 1 Fig. 2 | 
AB __ BD 
AG CD 4 


AD + BD _ BD 
AD°+Ccp . CD’ 
d'où AD°(CD — BD) = BD.GD(CD — BD). 


Mais la différence CD— BD est supposée différente de zéro ; 
donc 


peut s’écrire 


AD° = BD. CD, 
Cette dernière égalité peut s’écrire 
AD _ CD 
BD — AD’ 


ce qui montre que les triangles ABD et ACD sont semblables ; 
done ABD — CAD. s 
Si les angles B et C sont aigus, le point D est entre B et C, 
et l'égalité précédente donne (jig. 1) 
B—=1"*—0C, ou BCE 
Si l'angle B est obtus, le point D est sur le prolongement 
de BC du côté de B, et la même égalité donne (fig. 2) 
Die RUN LUS ou B—C—=4%, 
Les réciproques sont vraies, Ainsi, dans un triangle où 
B—C—1*, on a, comme dans un triangle rectangle en A, 
AB __ BD 


En = CD’ et AD° = BD.CD. 
AB° __ BD 
CCD 
AC — AB _ CD—BD 
A Las CD+BD 


BC(CD + BD) — AC — AE, | 


Cela étant, de la proportion on déduit (fig. 2) | 4 


Mais CD’ =PD Re 


AC 2AP BC’ D à 
Donc no ne 0) er. 

AC° + AB AC” — AB < 
ou (b2 — ©}? = a%(b? + c?), $ 4 








a à OS IT à APE; 
+120 DO, "2e  : #. 


L Ca LE € ‘ we L \ \ “a t° due : * 
La réciproque est vraie. En effet, on déduit d'abord de l'égalité 


précédente, en supposant b > c, que l’angle B est obtus ; car 
celte égalité peut s’écrire 
D2(b2 — ©? — a?) — ca? + b? — c?), 
d'où DB — c— a > 0. 
À D? 
On remonte alors facilement à la proportion PE # po 
AC? CD 
Le A DEN 


(A. GOULARD, professeur au lycée de Marseille.) 





d’où l’on conclut 


Solution trigonométrique. — On doit avoir 
Label M'A LR ES 
DEC COS. C 
le signe — s'appliquant au cas où l'un des angles B et G est 
obtus. | 
En remplaçant b, c par les quantités proportionnelles sin B, 
sin C et supprimant les facteurs communs, il vient 





sin C net cos B 

sin B cos C 
ou 2 sin B cos B — Æ 2sin C cos G 
ou sin 2B = — sin 2C. 


Les angles 2B et 2C ont ainsi même sinus en valeur absolue ; 
par suite, comme ces angles sont supposés inégaux, il faut qu'ils 
soient supplémentaires ou bien que l’un d'eux surpasse l’autre 


de x. On peut donc écrire, suivant le cas, 
DIRE Ye : T 
PRG. ou +(B—0 = -: 


On verrait facilement que la condition AD°— BD.DC, se 
ramène à 
T 
LE où à QE be dé 1° 4 (5-0) 


Les angles B et ——C ayant ainsi même tangente en 


valeur absolue sont égaux ou supplémentaires : 


FT * TES VA: 
| Re En d’où B+C = 5 ? 
1e 
B+=—C=7, d'où  B—C— +. 

Lorsque +(B— 0) =; on à 
5% 1 :19.c08 B 
25 COS À 


b? = a? +. €? — 2ac cos B, 
= a? + b? — 2ab cos C. 
En éliminant cos B et cos C, on oblient 


DS AE ES SE 


7 CMSUNON AR EE" oE 20? 

r TACRCT EN ET. 

4 ou ae? + be? — ch — — 42h? — c2b? — b* 

ou a2(b? + c?) = (b? — c?}?> 

y 

-J (E. ARDIN-DELTEIL, à Montpellier.) 







L Remarque. — On peut encore ramener la condition 
AD° — BD.DC 
à celle-ci : 
| sin B sin C = + cos B cos C 
cos (B + C) = 0, 


RHC=T 
2 
(E. LAYES, à Saint-Didier.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; J. Amboise ; L. Barberot ; 

Baudot ; H. Bosc; V. Bourquin ; Burgat ; L. Cussenot ; Feintuch ; F. Gelizen- 
= ; + Gourdet ; G Hiernaux ; F. Morel ; M. Rebeix ; E. Sevin ; J. Trouillé; 
. Vaicle. 


MÉCANIQUE 


8782. — Le rayon d’un contour polygonal plan, régulier, de 
trois côtés, ABCD, est égal à 1 ; l'angle au centre AOB vaut 24; 
les côtés, parcourus dans un même sens de circulation, repré- 
sentent des forces appliquées à un corps solide. 

1° Démontrer que ces forces se réduisent à un couple ou à une 
résultante unique, égale et parallèle à AD selon que le contour 
est fermé ou ouvert. 

20 Calculer cette résultante, ainsi que sa distance au centre O. 

3° Étudier les variations de ces deux grandeurs quand x varie 
de O0 & 600. 

(Bacc. lettres-sciences, Constantine, juillet 1895.) 

lo Fn transportant la force AB en BB’ le long de sa direction, 
et menant la droite 
B'E, égale et paral- 
lèle à BC, on obtient 
en BE la résultante 
des deux forces AB 
et BC; en opérant 
de même sur les 
forces BE et CD 
supposées concou- 
rantes en F, on ob- 
tient en FG la ré- 
sultante des trois 
forces considérées, 

D'après cette construction, les triangles BB'E et ABC sont 
égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux ; 
donc BE est égal et parallèle à AC, de sorte que les deux 
triangles FE'G et ACD sont égaux à leur tour pour la même 
raison. Dès lors, la résultante FG est bien égale et parallèle à AD. 

Nous avons supposé les forces BE et CI 
concourantes en F. Lorsque ces forces 
sont parallèles, c’est-à-dire lorsque CD se 
confond avec CA, la force BE devient 
égale et de sens contraire à la force paral- 
lèle CD. Ces deux forces forment alors un 
couple. | 

20 Calculons maintenant la résultante 
FG= Y et sa distance OH—=#7y au 
point O. 

On a d'abord, en observant que AOÏ—34, 

N'=TAD = 2A1="2 sin Sa. 

D'ailleurs, en appliquant le théorème de Varignon, on a, en 

prenant le point O pour centre des moments, 


Yy = mtFE' + mtCD, 
mtFE' = mtBE = 2 m'AB, 
mt CD = mtAB ; 
on déduit de là, par addition, 
Yy = 3mtAB = 3AB X OK, 
D er rss 








Et ST à TN 804 9X 
3° Lorsque z croît de 0 à 300, la quantité 
V-22:8n0438 


croît évidemment de 0 à 2; + croissant de 30° à 60, Y décroit 
de 2 à 0. 

Pour «x — 30, 
ABCD prend la forme d'un demi-hexagone régulier ; pour «—60°, 
Y ou AD est nul (cas du couple). 


Y atteint son maximum, 2, et le contour 








TE 


Il reste à étudier la variation de la fonction 


__3sima cos x 
sin 34 


Comme sin 34 — 3 sin « — 4 sin? «, cette fonction peut s'écrire 





29 C0S x 
13% sin a 
#5 _ -3cosa 
ù Ÿ — Zcosa—1 
3 
ou enfin Ÿ = —. 
. 4 cos à — 
cos % 


Lorsque « varie de 0 à 600, cos « décroît de 1 à a la diffé- 


9 » 
rence du dénominateur diminue visiblement depuis 3 jusqu’à 0, 
et par suite y augmente constamment de 1 à + «. 
(J. POIRIER, à Neuilly-le-Réal.) 


{Ont résolu la même question : MM. L. Bousquet, à Celleneuve ; J. Delpont, 
à Moissac ; H. Ducassé, à Agen ; G. Guiot, à Courouvyre. 


A 


PHYSIQUE 


4257. — Un ballon renferme de l'air sec à 100 et sous la pres- 
sion de T56mm, Le poids de cet air est de 65',32. On demande quel 
serait le poids d'acide carbonique qui remplirait le même ballon à 
la température de 0° et sous la pression de 760, 

On donne la densité de l'acide carbonique 1,526 ; le coefficient 
T0 celui du gaz _— 
(Bacc. letires-math., Lyon, nov. 1897.) 


de dilatation cubique du verre 


Appelons a la masse d’un litre d'air dans les conditions nor- 
males, V,; le volume du ballon à 0°. 

La masse de l’air sec que renferme le ballon à 10° et sous la 
pression de 756% est donnée par la formule 


ip 756 +R 
De a et ET Per Ar qerepe 


La masse + du gaz carbonique qui remplirait le même ballon 
à 0° et sous la pression de 760% à pour valeur 
Woo ax 4,526: 
Divisant les deux équations l'une par l’autre, il vient 
6,32 156(1 + At) 
æ 1,526 >< 7601 + at) 
æ — 108,047. 


, 


d'où l’on tire 
(P. BONNOT.) 


{Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; L. Barberot ; Bayor ; 
L. Bigot; À. Broutin; Burgat ; L. Cabrol ; M. Chapron ; E. Clément ; P. Colin; 
L. Curt ; N. Delhotel ; G. Digne ; R. Durand ; G. Dupuy ; RP. Fournel ; 
P. Frescat; Gernez-Pfaumatter ; M: Georgi; Gervaiseau ; H. Grzybowski ; 
P. Guillemin ; R. Henry; E. Joyer ; E. Layes ; Laguarigue de Survilliers ; 
H. Lefèvre ; H. Levy ; E. Madet ; E. Le Maigre ; A. Maitre ; J. Maury ; J. Mé- 
néchal ; A. Mirc ; V. Parizet; Raynaud ; M. Rebeix ; P. Rolley ; P. Sickler ; 
L. Sylvestre ; P. Tarnier; L. Tarrin ; P. Tribier ; J. Trouillé ; H.Valdenaire ; 
Veyret ; Vial.] 


= ———— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4321. — Quelle valeur faut-il donner à y dans l'équation du second 
degré en x 
(4 — y)x? — 9x — 12 — 
pour que la somme de l'une des racines et du quadruple de l'autre se 
réduise à zéro ? 
(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1897.) 


ñ ! À . e” 


4322. — On donne un cercle de rayon R et un point À à une dis- 4 
tance d de son centre. Déterminer sur le cerele 


un point M tel, qu'en menant la tangente MN en 
N - ce point et abaissant du point À la perpendicu-. 


M laire AN sur cette tangente, on ait 
MN + AN = |. 


Discuter. — Quelle doit être la longueur { pour 


que le cercle de diamètre MN soit tangent à la 
droite OA? 


(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1897. 


43238. — Étant donné un triangle rectangle isocèle, on demande de 
déterminer les rayons de trois cercles, dont chacun est tangent à deux 
côtés du triangle et en outre tangent aux deux autres cercles. 


(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1897.) 


4324. — Étant donnés une circonférence de rayon R et un point A 
à une distance OA — a du centre 0, mener par le point A une droite 
AMN, faisant avec OA un angle &, telle que, si on désigne par M et N 


les points de rencontre de cette droite et de la circonférence, le volume | 


engendré par le secteur circulaire OMN en tournant autour de O4, ait 
une valeur déterminée, 
Discussion. 
(Bacc. letires-math., Bordeaux, juillet 1897.) 


4325. — On considère une droite YY' et un point A situé en dehors 
de cette droite. On joint le point À à un point 
quelconque B de YY', puis on construit un rectan- 
gle ABMN dont AB soit un côté et dont la diago- 
nale BN soit perpendiculaire à YY'. On demande 
de trouver, lorsque le point B se déplace sur YY': 
1° Le lieu géométrique du point d’intersection 
O des diagonales ; 
20 Le lieu géométrique du sommet M du rec- 
tangle opposé au point A; 
30 Le lieu géométrique du sommet N. 


(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, juillet 1897.) 





4326. — Un triangle ABC, rectangle en A, se meut dans un plan, de 
manière que le côté AB reste tangent à une parabole donnée et que le 
côté AC passe toujours par le foyer de cette courbe. - 

Déterminer, pour une position quelconque du triangle, son centre 
instantané de rotation 0. 

Dire quel est le lieu décrit par le point A, quand le triangle se dé- 
place et en conclure que AO est parallèle à l'axe de la parabole. Enfin, 
déterminer le lieu décrit par le point O sur le plan fixe. 


(Bacc. leltres-sciences, Caen, juillet 1897.) 


4327. — Une sphère de platine, pesée dans le mercure, perd de son 
poids 50 grammes à 00, et 498,5415 à 60°. Trouver le coefficient de 
dilatation cubique du platine, le coefficient de dilatation absolue du mer- 


,; sa densité à 00 : 13,6. 





cure étant 5530 
(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1897.) 


- 


4328 — Une roue de Savart de masse négligeable a 10°® de rayon 
et porte 10 dents, Elle se meut autour d'un axe hori- - 
zontal 0, grâce au poids P qui tombe verticalement, 


et fait vibrer une lame /. On demande : 
ES 19 De déterminer l'accélération de la pesanteur au 
lieu d'observation, sachant qu'après trois secondes de 
chute le son rendu par ! a une hauteur de 410 vibra- 
tions doubles ; 


tave grave du précédent. 
* (Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1897.) 
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SUR LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE 
DES TRIANGLES 


par M. J. Girod, professeur au Lycée de Versailles. 


Chaque année, parmi les sujets de compositions écrites donnés au 
baccalauréat dans les diverses Facultés des sciences, apparaissent des 
discussions de triangles déterminés par trois conditions quelconques. 
Un problème du même genre est proposé réguliérement aux candidats 
à l'Ecole centrale, et très souvent aux candidats à Saint-Cyr. 
La principale difficulté de ces questions est le choix de l’inconnue et 
la détermination des conditions nécessaires et suffisantes que doit 
remplir cette inconnue pour qu'on soit assuré de l'existence du triangle 
qui en dépend. 

Nous nous proposons de définir quelques catégories dans lesquelles 
rentrent un grand nombre de cas signalés un peu au hasard dans la 
plupart des traités, d'indiquer pour chaque groupe de cas analogues 


quelle est l’inconnue préférable, et enfin de préciser les conditions 


| nécessaires et suffisantes auxquelles on doit assujettir cette inconnue. 


Nous rangerons les principaux cas qui peuvent se présenter 
en quatre catégories : 

1e Catégorie : On donne les angles et une longueur quel- 
.conque liée au triangle. 
“ 2° Catégorie : On donne un angle, un des deux côtés qui Le 
Wcomprennent et une condition relative à des longueurs. 
- 3° Catégorie : On donne un angle et deux autres conditions 
telles qu’on puisse en déduire une relation symétrique par rap- 
port aux deux autres angles inconnus. 
i 4° Catégorie : On donne trois longueurs quelconques. 


— Première catégorie. — Par raison de symétrie, on ne spécifie 
“pas en général dans la résolution théorique quels sont les deux 
“angles qui sont donnés et on considère indistinctement comme 
tels les trois angles A,B,C. Evidemment ces trois angles 
“doivent au préalable vérifier la relation A + B+ C— 180e. 

Les inconnues sont les côtés a, b, c. Une seule condition suffit : 
c'est qu’on puisse trouver pour l’un des côtés une valeur réelle 
et positive. Les deux autres côtés auront alors des valeurs réelles 
et positives, puisque la résolution complète se ramène à celle 
d’un triangle dont on connait un côté et les deux angles adja- 
cents, dans des conditions où cette résolution est toujours pos- 
 sible. 

_ Si la donnée linéaire joue un rôle particulier par rapport à 
lun des côtés, a par exemple, on calculera d’abord ce côté a. 
Un procédé souvent commode pour trouver la relation entre a 
t les données consiste à évaluer de deux manières la surface du 
iangle ABC : 1° à l’aide de a et des angles, par la formule 
, _ æsinBsin C 
à sin À 
'égaler les résultats. 

D — Résoudre un triangle connaissant les angles et la 
sectrice Ê de l'angle A. 










; 2° en fonction de la donnée linéaire, et 
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On sait que l'angle de la bissectrice et de la hauteur issues du 


—C 
sommet À est égal à HSE (en supposant B> C). 
La hauteur AH est donc donnée par la formule 
AH =15t0s Lere. a 


En évaluant de deux manières la surface du triangle ABC, on a 


a? sin B snC _ AE 
sin À EAU 2 


B—C 





? 


5 sin A cos 





Pa 


d’où résulte GIE EC 
sin B sin GC 


La construction graphique d’un triangle défini par les angles 
A, B, C et une donnée linéaire Z peut être formulée pour tous 
les cas. On construit d’abord un triangle A’B'C' ayant ses angles 
égaux aux angles A, B, G. On détermine la longueur ? de la 
ligne qui, dans le triangle A’B'C', est homologue de la ligne / 
associée au triangle ABC. On peut alors construire le côté a du 
triangle ABC, puisque entre & et le côté homologue a’ du 
triangle A'B'C’ existe la relation = = sa 

La disposition des constructions pour obtenir cette quatrième 
proportionnelle varie évidemment avec les particularités de Ja 
figure ; ce qui précède n’est qu’une indication générale, montrant 
que lunique condition algébrique imposée à & est toujours véri- 
fiée (sauf absurdité manifeste dans les données) et que le problème 
n’a qu’une solution. Aussi, dans les concours, cette catégorie ne 
fournit guère que des exercices numériques, relatifs à quelques 
cas dont la théorie est exposée dans la plupart des traités. Les 
discussions appartiennent aux catégories suivantes. 


Deuxième catégorie. — On donne un des angles, un des 
deux côtés qui le comprennent, parexemple À et b, et une lon- 
gueur quelconque autre que c. 

On pourrait calculer c; on connaïitrait alors deux côtés b, c et 
l'angle compris À. Le côté c n’est assujelti qu’à la condition 
d'être réel et positif : la discussion est par conséquent très 
simple. 

Mais en général la formule qui détermine c n’est pas calcu- 
lable par logarithmes. Si l’on doit terminer par une application 
numérique, il est souvent préférable de calculer l'angle C adja- 
cent au côté à donné. On connaitra alors un côté à et les 
deux angles adjacents A et C. Les conditions nécessaires et 
suffisantes imposées à CG sont évidemment C>0 et 
A+C << 180°, ce qui donne la suite d’inégalités 

0 < C < 180° — À. 

Un exemple remarquable de cette catégorie est le cas de réso- 
lution dit cas douteux, où l'on donne A, b et a. | 

La discussion connue de ce cas montre quelles précautions 









on doit prendre pour traduire la suite d’inégalités 
0 < G<U80 — À 
lorsque l’angle C est déterminé par son sinus. 
Si l'angle 1800— À est aigu, à la suite 0 << C < 1800 — A 


correspond la suite 0 < sinC <sin A, et après avoir calculé 
une valeur de sin C satisfaisant à ces conditions, on devra attri- 
buer à C uniquement la détermination fournie par les tables. 

Mais supposons que l’angle 180°— À soit oblus, et faisons 
croître C de zéro à 180°— A. On voit que sin C commence 
par croître, atteint son maximum 1 lorsque C traverse la va- 
leur 90°, puis décroit de 1 à sin A. Donc sinC passe une seule 
fois par les valeurs comprises entre zéro et sin A, deux fois par 
les valeurs comprises entre sin À et 1. On exprimera donc 
que le problème a une solution unique en imposant à sin C les 
conditions 0 < sin OC < sin A, eten prenant pour valeur de C 
l'angle aigu des tables qui correspond à la valeur de sin C rem- 
plissant ces conditions. 

On exprimera que le problème a deux solutions en imposant 
à sin C les conditions sin À < sin C <1, et en faisant 
correspondre à chaque valeur acceptable de sin C l’angle aigu 
des tables et son supplément. 

La discussion est plus simple lorsque C est donné par son 
cosinus, À la suite d’inégalités 0 <G<180°— A on peut tou- 
jours substituer la suite 4 > cos GC > — cos A, et chaque va- 
leur acceptable de cos C ne fournit qu’une valeur de l'angle C. 

Enfin, si GC est déterminé par sa tangente, il faut encore dis- 
tinguer deux cas. Si l’angle (1800— A) est aigu, les conditions 
deviennent 0 <'tg CO <tg(180° — À), et à tgC ne corres- 
pond qu'un seul angle C, compris entre 0° et 900. 

Si l'angle 1800 — A est obtus, on voit, en faisant croître C de 
0° à 4180°— A, que tgC prend toutes les valeurs positives, et 
les valeurs négatives comprises entre — œ et —tg A. On 
devra donc exclure les valeurs de tg C qui sent comprises entre 
— tg À et zéro, et à chaque valeur acceptable de tg C ne corres- 
pond qu’un angle, aigusi tgC>0, obtus si tg C< —tgA. 

Mais il arrive très souvent que les équations conduisent à 

C A 


calculer a. plutôt que C. Alors à la suite 0 < Ts < 90° — J. 


on peut toujours substituer, selon la nature de la ligne qui déter- 


: C à | 
mine — l’une des trois suites 


0 < sin À < cos 


- 


- 


1> cos © > sin 


w|> w|> w|> 


0<tyT < cotg 


Exemple. — Résoudre un triangle connaissant À, b et le 
rayon r du cercle inscrit. 

Soit OÔ le centre du cercle inscrit. Evaluons de deux manières 
la surface du triangle BOC, On a 


p? si A VC 
SSD PR Fire 


_ ATECIÉ 
Ée) 
d'où résulte 
4 À + 
r sin 5 
(6 


ne. 
= Prin 


B 

pt — 
at LA 
; 
re 


AA Rp 

















ou, en développant Fe 
; PP 2 


sin © [6 sin Er cos À] =» sin À G 

2 2 SN 7 PONS 
” À 

r SM — 

d’où enfi nn CD 

in tg FT À 

b sin = — 7 cos 


La condition 0 < = << 900 — = devient, par substitution. 


des tangentes aux angles, 





LA A | 
EEE OP DE : 
ss A nr | 
b sin AA TS sin g 


La première inégalité nous donne bsin me — r COS + AL 
A < EE ; : 
ou r <big—-. Cette condition étant supposée remplie, on 


peut chasser dans la deuxième inégalité le dénominateur positif 











bsin ee: — r COS _ et on obtient | 
r sin? = < cos Le sin # —#.C0S 5 | 
ou b si à cos 
Ma D ISLT 3 3 ; 
b sin À 
RS > : 
Il estévident que l'on a toujours b sin È cos É < b y + Ù 
Donc la seule condition qui subsiste est r < È — # 


La formule qui donne tg Le n’est pas calculable par loga- 
rithmes ; mais pour la rendre calculable, il suffit de poser : 


“ — cotgo, et d'effectuer des transformations faciles. 


sin A sin 
2 ? 


| ie ) | 
sin Ta | 
2 | 


La construction graphique, qui est évidente, conduit aisément 
à la condition de possibilité : 2r << b sin A, puisque la circon-. 
férence de diamètre maximum est celle qui est tangente à la. 
parallèle AB menée par le point C. 

Signalons, parmi les cas qui rentrent dans cette catégorie, les 
exemples suivants : | 

On donne A, b et l’une des relations : 


a+c—=k, 


On arrive à — 


n. 
Does 
2 


a—c—=Rk, 


PH Ci RA, qi 62. — 14, 


ou l’une des quantités : 
Sr ras T0 Ve RSR ONRE RES 
Les trois premiers cas sont résolus dans la plupart des traités. 


Troisième catégorie. — On donne un angle A, avec deux 
longueurs autres que ? ou c, ou deux relations entre des lon- 
gueurs. On suppose expressément que les données conduisent 
des équations symétriques par rapport aux angles inconnus B et 
C. Dans cette catégorie rentrent le triangle rectangle en À, et les, 
triangles dont les angles sont en progression arithmétique, puis-" 
que l’angle moyen a pour mesure 600. | 

La somme B+C étant connue, on prend comme inconnue» 
B—C—x. On peut toujours obtenir une équation à une 
seule inconnue +, puisqu'une relation symétrique par rapport à 











+ G et B—C, comme nous allons le montrer sur des 
exemples. 
. Cherchons entre quelles limites doit être compris x. Les an- 
_gles B et C ne sont assujettis qu’à la condition d’être positifs, 
puisque des angles positifs A, B, C qui vérifient la relation 
-B+ CG —180°—A ou A+ B + CG —180° permettent de cons- 
truire un triangle semblable au triangle inconnu. 
On pourrait même construire un triangle égal, si a figurait 
_ parmi les données. 
. Ilest permis de supposer que B désigne le plus grand des 
angles B et C, et par suite, pour simplifier la discussion, nous 
poserons æ > 0. Or, deségalités B+C—4x et B—CG= x 
résulte B — = Lt AVE = S L’angle B est positif d’a- 
près les hypothèses faites sur « et suræ ; pour que C soit positif, 
il faut et suffit que l’on ait x < «. 
Ainsi les conditions qui expriment que B et G sont des angles 

- positifs, et que B est supérieur à C, sont 
0 <x<B+C, 0 << æ << 180° — A. 
Comme dans la catégorie précédemment étudiée, cette suite 
d’inégalités se traduit de diverses manières suivant la ligne tri- 
gonométrique qui donne x. 
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ou 


Mais très souvent l'équation à résoudre contient Er Alors à 


à, on substitue, suivant 


la suite d'inégalités 0 < _ < 90° — 
les cas, l’une des trois suites 
æ 


0 < sin 5 


bA . 
1>cos—- > sin : 


æ À 
0 < 8 <coig | 
Exemple. — Résoudre un triangle, étant donnés À, a et la 


0 



















b 
] he 
relation ñ 
MOna 5 — one Mg = IE & , et si l’on évalue de deux 
sin À sin À 


manières la surface du triangle ABC, l'équation 
a sin B sin C 
sin À 


a sin B sin GC 


LE sin À 


ah — nous donne 


Après avoir remplacé b, c, k par ces valeurs dans la relation 
—c—Àkh, on arrive à l'équation 
sin B— sin C = ksinBsincC, 












Der . Ë 
2 devient, par des transformations connues, 











— sin Æ cos [ES — h[cos (B — C) — cos (B + C)] 
4 sin sin À — k [cos (B — C) + cos A]. 


2 
_ Prenons pour inconnue 
B—C 
2 
Ona cos(B—C) — 1 —2y?, 


sin 





sin 





» en posant nn + 


et par suite l'équation devient 


= 0, 


: (1) 


ky°? + 2sin D y — À cos! 


La suite d’inégalités 0 < Léa < 90° — £ , par la substitu- 


ion des sinus aux angles, nous donne les conditions 


—— +, 


2 
Sa it f(y) le premier membre de l'équation (1). On a 


0 < y < cos 


20 





ie cos 
2 


1 


Fr: 


[(0) = — À cos? — et (cos +) = 2sin A à # 


Puisque f(0) et f(cos 5) sont toujours de signes contraires, 
les racines de l'équation (1) vérifient la suite d’inégalités 
TE € 1 EE < cos à : 
Donc le problème a toujours une solution unique, que l’on déter- 
B = CL | 
Il faut rendre y” calculable par logarithmes. 


Il y a divers procédés pour arriver à ce résultat, mais celui qui 
semble Le plus simple consiste à poser 





mine en posant sin 


A . EL PORTE 
ne rs cotg vo, y = cos (8 9, 
et à déterminer © par la condition 
ver: 
2 sin TS. 
y' — De _— — LE A SE 
On arrive ainsi à 
ATX 
* 2 sin oi 
cos — (colge —tge) — 
I A 
cotg 20 — qe 8 
A 
ou (82 — k'colg = 
Autre exemple. — Résoudre un triangle, connaissant A, et 
sachant que a+b=$, a+c—y On suppose 5> 7. 


Des relations données on déduit 2R{sin A+sinB) =6 et 
2R(sin À + sin C) = y. D'où résulte 
sin A +sinB sin A+ sin G 2? sin A +sin B+sin C 
ê "f if a DE 
_ sin B — sin C 


F RS 
0 


F 





et par suite 
(8 — )[2 sin A + sin B + sin C] — (8 + y){sin B — sin C] = 0. 
Par des transformations connues on obtient 

















(8—5)] sin A + cos cos ] —(B+y)sin Ésin . = Fa) 
B—C B—C_1—# 
Posons tg (=) —\t. UV On sait que ‘cos RATES 
Bb —0G 2t : ; : : 
ete sin —— — - Après avoir chassé le dénominateur 
2 1 + 
1+28, on arrive à l'équation 
ï 0 À 9 {A \ A 
(— [sin Alan Gps; (le e | 28 + 7y)sin sé —0 
ou 
1e an 
(sin À — cos S)e — 28 +7) sin S “l 
4 (? 
+ (2 — (sin À + cos 2) = 0. 
Les conditions 0<B—C<B+C 
B—C LE SE 
ou Du ges 


: d A 
se traduisent par 0 <1t< Lg (45 — 2) 
Soit f{t) le premier membre de l'équation (2). On a 
f(0) 


quantité positive par hypothèse. 


a 


({ 


D 


: À 
Le [sin À + cos : | , 


Au lieu de calculer directement lies — &)] , 


remplacer dans le premier membre de l’équation (1) 





À 
90° — sa 


A 


Le résultat R a le même signe que 


Aves]: 


par 


puisqu'on a déduit l'équation (2) de l'équation (1) en chassant un 


dénominateur positif, (1 + t?). 

On obtient ainsi 

R—="sin A (D — 2y). 

Puisque f(0) garde le signe +, le problème aura une solution 
unique si P—2;<0. 

Pour que le problème admette deux solutions, il faut que le 
coefficient de {? et R aient le signe de /(0), que la demi-somme 
des racines ou leur moyenne géométrique soit comprise entre 


zéro et 
k ) 


% . ; À 
La première condition nous donne sin À — cos— > 0, ou 


te(ass — Le , et enfin que le discriminant soit positif. 


d’où 


pu) 


2 


cos . (2 sin — 1)> 0. Elle équivaut à sin > 


= 


nd 300. 


9 

Cette condition étant remplie, la somme et le produit des 
racines de l'équation (2) sont positifs. Au lieu d'écrire que la 
demi-somme est inférieure à Lg(ai— + » considérons le 


produit des racines, 


[D 


sin À + Cos 


LS 





> |! 
© 
[æ 
> 


Sin A COS 


12 
lac 


(qui est indépendant de £ et de y), et écrivons qu'il est inférieur 


: A 
à te 450 — © ; 
is +) 


On arrive à 


; A 4 A ; A 2 
2'sin +1 (cos — sin 





4 4 
A de A HAS 
CAT COM SE RSS Le 
ou 

; SA 

2 sin +1 LTD 
se A < AA. 
RO EE | | + sin — 


Cette inégalité est manifestement impossible, donc Le problème 
n'a jamais deux solutions. Il en a une seule à condition que 
&<2y. Cherchons, dans ce cas, quelle est la racine qu'il faut 
choisir. 

Lorsque A < 60p, 
a toujours f(0) > 0, 


4 PA 
LC NONREEZ Lg (ae +) ; 

donc +” convient. 
Lorsque A > 60, 


le coefficient de #? est négatif, et puisqu'on 
les racines t’ et #” vérifient la suite 


on a la suite 
! , À 1/4 
0 <v <ig(is— —)<+, 


et alors la plus petite racine fournit la solution. Lorsque A tra- 
verse en croissant la valeur 60°, la racine négative de l'équation 
devient posilive en passant par l'infini; par suite la racine de 
l'équation du premier degré que l’on obtient en faisant A — 60° 
est acceptable, 


On pourrait aussi, dans les problèmes de cette catégorie, cher- 
cher à calculer les côtés b et c qui comprennent l'angle donné A; 
il suffirait d'imposer à b et c la condition d'être réels et positifs. 
Mais, si la discussion est généralement simple, les coefficients. 
des équations ou de l'équation relative à à et c sont des poly- 


nomes dont le degré est presque toujours supérieur à 1, et ils se 


prêtent mal au calcul logarithmique. 

Il est naturel de rattacher à cette catégorie les triangles où 
l’on donne la différence des angles B et C. Soit B—C = 24. 
Si les autres données conduisent à une équation présentant une” 


certaine symétrie par rapport à B et C, on peut calculer B + GC." 


Il suffit que B et C soient positifs et que leur somme soit infé- 





rieure à 180°. Si donc on pose B+C—3x, l’inconnue æ doit 


vérifier la suile d’inégalités 2x << x < 180. 

La première de ces inégalités exprime, comme on l’a vu, que 
B et C sont positifs. Comme dans les catégories précédentes, on 
déduit de ces conditions des limites pour la ligne trigonomé- 
trique dont x dépend. 


Exemple. — Résoudre un triangle, sachant que A —C = 24 
et que les trois rayons des cercles exinscrits ra, Ty, Te forment une 
progression arithmétique décroissante, de raison connue. 


On a re = DRE 


Ya = pig Fr = pig — 


2% 21l 
La condition qui exprime que les trois rayons forment une pro- 
gression arithmétique est 2r, = ra+re. 








ce ; , B 
D'où résulte l'équation 2tg Eotie (SEA RTE Es 
ou 9 in Co CO EE ie 
g 2 2 A 2 20 
C : ù ; 
Posons B . — æ. L'équation devient 
2 cos æ. cos a COS — — sin? æ 
c , 2 DT pe EN 
ou cos x[Cos à + Cos x] — sin? , 


Finalement, on a 
2 cos? æ + cos a.cos x — 1 = 0, 
ou, en posant COS &æ = y, 
2y? + ycosa—1 —0. (1) 

La suite d’inégalités ax << æ < 90° fournit les conditions 
cosa>y>0. Soit f(y) le premier membre de l'équation (1). 
Ona f(0)—=—1; et f(cosa) —3cos$ a —1. Pour que le 
problème ait une solution unique, il faut que l'on ait 

3coS a—1>0; 

d'où résulte, puisque l'angle « est nécessairement aigu, 


cosa > des . 
V3 
Le problème ne peut évidemment avoir deux solutions, puisque 
l'équation (1) a ses racines de signes contraires. 
Les problèmes de celte troisième catégorie sont peut-être ceux 
qui apparaissent le plus souvent dans les concours. Les divers 
traités en énoncent un très grand nombre. 


Quatrième catégorie. — On donne trois longueurs, ou 
trois conditions entre des longueurs. 

Un premier groupe est celui où l’on donne deux côtés, bet c, 
et une troisième condition. Evidemment, on doit calculer l’angle 
compris A. Les seules conditions imposées à A sont exprimées 
par les inégalités 0 < A < 180°, qui se traduisent de diverses 
manières suivant la ligne trigonométrique qui figure dans l’équa- 
tion. On pourrait aussi calculer a, mais en général l'équation à 
des coefficients moins simples ; dans ce cas les limiles de a son 










(On suppose b> c). 


b—c et b+e. 
_ ples : On donne b et c, avec l’une des quantités Da, My, Ma Où 


Citons quelques exem- 


l’une des relations a — kh,, a = AB Ia Ame, t elc. 

Dans le cas général, nous supposerons que l’une des longueurs 
données joue un rôle particulier par rapport à l'un des côtés, 
a par exemple. (Ce qui exclut les cas où l’on donne les trois hau- 
teurs, ou les trois rayons des cercles exinscrits, etc., qui doivent 
ètre traités à part.) Alors on cherchera à calculer l'angle op- 
posé À, et la différence B—C des deux autres. Il revient au 
même de calculer B+C et B—C. Si lon suppose B>C, 
les seules conditions que doivent remplir B et C s'expriment 
par la suite d’inégalités 

0<B—C<B+HC<1800. 
Fréquemment, on est conduit à prendre comme inconnues 
B— C B+C 


tu | 


3 g Les conditions sont alors 


FE C BC 





Elles se traduisent 120 à l' 4 des lignes trigonométriques 














lorsque ee el LS sont exprimés par Ja même ligne. 
Mais si, comme ilarrive en général, — CRE : Sn 


pas exprimés par la même ligne, on fera choix d’une ligne trigo- 
nométrique commune pour transformer cette suite d'inégalités. 


Exemple. — Dans un triangle on donne le périmètre 2p, le 
rayon r du cercle inscrit et la distance du sommet À au centre I 





du cercle inscrit: Al= d. 
On a d'abord 
son A 1 COPAPNTF 
[ r = dsin Én d'où LU RP (1) 
= Soit S la surface du triangle ABC. On sait que 
: : ie C 
Di pr et N ‘Bts te 
DT AB TC 
SANS r=pig ss 8) 
À 
{ | sin — sin s r cos : 
à 9 19% Ho 
ou : ak, LA ar 
cos ji HA sin - 
AE NIRRE ENT 





On en déduit 


B C mie. 
COS > cos — + sin — sin — 


LA A 
2 e E psin = +7 cos — 


: 
2 
S 


LES 
—— sin —— sin — 


. “À A 
2 9 9 p SIN — —r COS — 


cos ss cos 
2 2 2 


et par suite 


, TEA À A \ 
sin — pin Er cos 
cos == PURE Fe ; (2) 
p sin —r cos = 


( 
Q 








È 









Cette formule devient aisément calculable par logarithmes si l’on 








pose ne = tgo. On arrive à 
sin — sin (+ + +) 
gs B—C 2 
. sin SNA 
ca 
ù ; A r LUF 
Discussion. — La formule sn = — est équivalente à 
B + C À : Ye 
D — J » el, par conséquent, la suite d'inégalités 


B — 
0 + <2+S 


les Fonte par leurs cosinus, 


< 90° 





devient, lorsqu'on remplace toux 


A My OR 
side p sin 3 — r COS — 
LE — >; 
Ps "1À A 
DSP IN CDS — 
Une première conséquence est la condition 


NA A 
psin = —7 COS = > (M 


Si cette condition est remplie et si l'angle —- existe, c'est-à- 


A 


dire si A < 1, la seconde etla troisième inégalité dans l’ordre 
où elles sont écrites sont toujours vérifiées. Car la seconde 
p sin à = ACOS Le 
S — — 
c . ? 2 2 : Ta : A d 
MONTE A ee A > 1, puisque Sr In 
p Sim Fa. UHR COS 2 


et cette dernière inégalité est évidente lorsque le dénominateur 


LES A ne 
p Sin — 7 COS —- est positif. Il ne reste donc plus que la 
première inégalité, qui devient, lorsqu'on chasse ce dénomina- 


teur positif, 


: A UA A A 
psin Ë res à > sim (p sin 5 + rcos à.) 
.. À À { PA 
ou psnS(i-sins)>reos & (t+sins). 


Cette inégalité entraine l'inégalité précédente 


AE: A 
HD COS T0; 





s RATE RTS Ja 
le facteur positif {—sin— étant inférieur au facteur 
a 4:À 
1=PSIR 
ne 74 
En définitive, il ne reste plus que les conditions 2. <A 
A 2 A 
FCO x Eesti 
És PES TU à PRET 
sin x À — sin 5 
- “HA A 
Remplaçons dans celte dernière sin par + et CS 
ÿd?—r? 0 
PERS 1 00 arrive à 
V®—r (d+7r) SERA 
—_— ou ! 
P a K HE ; pv'> V+ 
Autre exemple. — Résoudre un triangle connaissant la hauteur 


h, la médiane m et la bissectrice intéricure Ê issues du sommet A. 


L'angle de la bissectrice intérieure et de la hauteur étant égal 








à G (dans l'hypothèse B > C), on a d’abord 
3 —C h 
cos B 2 C pr —. (1) 
Soit o l'angle aigu de la médiane et de La base, On a 
/ 
sin © — VE (2) 
nt 
1 
Transformons la formule connue cotge — TZ (cotgG—cotg D) 
Elle devient successivement 
coso _ sin(B—C) 


à TETE TF1 NU 
sin © 2sin B sin C 








COS® sin (B — C) 
sine  cos(B—C)— cos (B+C) ? 
d’où enfin 
(4e) 
cos (B + C) — IP RCE (3) 


cos 9 
Les formules (1), (2) et (3) permettent de calculer les angles. 
— Les conditions nécessaires et suffisantes sont 
0<B—C<B+C< 180. 
Si l’on remplace les angles par leurs cosinus, on à la suite 
d'inégalités 


Discussion. 


cos(B — C+e) 
cos © 


1> cos(B—C) > > —1. 


Résolvons ces trois inégalités dans l’ordre où elles se succèdent. 

Remplaçons dans la première cos(B—C) par sa valeur en 
BE 2h? 
, qui est connu. On a 1 > pt 
ou >. La deuxième inégalité est toujours vérifiée, pourvu 
que v existe, car. elle revient à 
cos(B—C) > cos (B— C) — tgv.sin(B — C). 

La troisième inégalité, en admettant l'existence de l’angle aigu &, 
équivaut à 


fonction de cos 





s(B—C++)+ cos 0 > 0 


ou 2 cos 5° cos (= +e) 0: 
Puisque cos PSS est égal à . , elle revient à 
B—C — 
cos (= +e) > 0, d'où résulte his + o < 900, ou 


B—C 
ee < 90° —0. 


0 


Si l’on remplace dans cette inégalité 


A 


: 4 h h ; 
les angles par leurs cosinus, on obtient F > —, d'où b<m. 
°m 


Cette condition entraine l'existence de l'angle ©. Ainsi les con- 
ditions nécessaires et suffisantes sont k < 6 < m, et lorsqu'elles 
sont remplies, le problème n’a qu’une solution. 


Re PR ni nn 


VARIÉTÉ 


A propos du postulatum d’Euclide. 





Les journaux de mathématiques reçoivent de temps à autre, 
paraît-il, des essais de démonstration du principe connu sous le 
nom de postulatum d’Euclide ; il n’est donc peut-être pas inutile 
de montrer pourquoi ces essais sont nécessairement infructueux. 

On admet au commencement de la géométrie, implicite- 
ment ou explicitement, un certain nombre de vérités qu'on ne 
démontre pas; parmi ces dernières, ia plus célèbre est sans 
conteste l’axiome des parallèles : Par un point on ne peut mener 
qu'une seule parallèle à une droite. Beaucoup de chercheurs 
ont essayé de le prouver en s'appuyant sur les vérités précé- 
demment admises ou démontrées; aucun n’y est parvenu. 
L'impossibilité de sa démonstration a été établie au commen- 
cement de ce siècle par les recherches, indépendamment pour- 
suivies, de plusieurs géomètres : Lobatschefsky, un Russe ; 
Bolyai, un Hongrois ; Gauss et Riemann, deux Allemands. Il en 
résulte que le postulatum doit être considéré comme une vérité 
expérimentale, empruntée au monde dans lequel nous vivons. 

Si en effet le postulalum était une conséquence nécessaire des 
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premiers principes, sa suppression ou sa modification devraien | 
conduire dans Ja suite des raisonnements à des conclusions con- 
tradictoires. Or, il n’en est rien. On peut admettre, avec Lobat- 
schefsky, que par un point on peut mener plus d’une droite non 
sécante à une droite donnée; avec ce nouveau postulatum on 
construit une géométrie dont toutes les propositions s’enchaînent 
logiquement les unes aux autres; senlement elles sont bien 
différentes de celles de la géométrie ordinaire dite euclidienne. 
Pour ne prendre que l'exemple le plus simple, la somme des 
angles d'un triangle est maintenant inférieure à deux angles 
droits, et cette somme diffère d'autant plus de deux angles droits 
que le triangle est plus grand. 

C'est ici que l'expérience intervient pour montrer que notre 
monde est certainement construit sur la base de la géométrie 
euclidienne ; dans les triangles les plus considérables que l’astro= 
nomie ait envisagés, toutes les observations ont toujours fourni 
deux droits pour somme des angles du triangle. 

Les géomètres ne se sont pas contentés de construire logique= 
ment ces nouvelles géométries ; certains d’entre eux ont même 
imaginé les conditions physiques dans lesquelies il faudrait | 
placer des êtres raisonnables pour qu’ils ne pussent pas conce= 
voir la possibilité de la géométrie euclidienne. | 

Riemann suppose des êtres infiniment plats, sans épaisseur, 
assujettis à demeurer sur la surface d’une sphère, et ne pouvant 
connaître par leurs organes que ce qui se passe sur cette sphère ; 
il suppose que ces êtres raisonnent et font de la géométrie. | 

D'abord, comme dimensions, ils ne connaïîtront que la lon-* 
gueur et la largeur. S'ils appellent ligne droite le plus court 
chemin d’un point à un autre, ce sera l'arc de grand cercle. On 
sait que deux arcs de grand cercle se coupent toujours ; ces êtres 
ne pourront donc même pas concevoir la notion de droites 
parallèles, puisque deux quelconques de leurs droites ont tou- 
jours un point de rencontre. Bien plus, il y aura des cas où ils 
admettront que, par deux points, on peut faire passer plus d’une 
droite; ce sera le cas de deux points diamétralement opposés. 

On voit que la géométrie de ces animaux imaginaires serait, 
précisément notre géométrie sphérique. 

M. Poincaré a imaginé une autre fiction au moins aussi 
curieuse que celle de Riemann. Il conçoit des êtres intelligents 
placés dans un milieu sphérique, dont l'indice de réfraction et Ia 
température sont variables, la température décroissant à partir 
du centre. Ces êtres ont des mouvements assez lents et sont assez 
petits pour être toujours à la même température ‘que le point 
de leur monde où ils se trouvent. De plus, ils se dilatent pro- 
portionnellement à leur longueur, et toutes les substances se 
dilatent de même. 

Ces êtres ne s’apercevraient jamais d’un changement de tem= 
pérature, puisque le liquide et l'enveloppe du thermomètre se 
dilatent l’un et l’autre de la même quantité. Ils croiraient leur 
sphère infinie; car, à mesure qu'ils s’en approchent, le froid 
augmente, leur taille diminue et de même la longueur de leur 
pas. Ils ne s’en apercevront pas, puisque tous les objets qui les 
entourent diminuent dans le même rapport; ils ne pourront 
jamais atteindre la surface sphérique qui les enveloppe. 4 

Après avoir montré ce que de tels êtres appelleraient une 
droite (leur plus court chemin entre deux points donnés), 
M. Poincaré fait voir qu'ils se verraient obligés d’admettre que 
par un point il passe une infinité de parallèles à une droite 
donnée. C’est précisément l'hypothèse de la géométrie de Lobat 
schefsky. 

Les travaux des géomètres cités et les fictions ingénieuses 
dont nous venons de parler, prouvent la possibilité rationnelle 
et matérielle des géométries dites non euclidiennes. Le postu- 
latum d’Euclide n’est pas une nécessité de notre raison, comme 





_ l'égalité de deux nombres égaux à un troisième. C'est du monde 
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extérieur que nous l'avons tiré. 

Tel que ce monde est constitué, il nous impose le postulatum. 
Mais s’il avait été créé sur d’autres bases, si la loi d’attraction 
de la matière avait été différente de celle que nous connaissons, 
nos sciences expérimentales seraient peut-être toutes changées. 
Le nouveau milieu eût donné à notre esprit d’autres habitudes, 
qui l’auraient empêché de concevoir la possibilité matérielle de 
la géométrie euclidienne, et lui auraient peut-être fait trouver 
très rationnelle une des géométries non euclidiennes. 


J. GRIESS, professeur au Lycée Charlemagne. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE TROISIÈME MODERNE (1897) 


4194. — On donne un cercle (C) de centre (0) et de rayon R 
et un point M. On fait passer un cercle (C!) par les deux points 
O et M. La corde commune aux cercles (G) et (C'} coupe OM en 
un point M’. Prouver que M' est déterminé, quel que soit le cercle 
variable (C'). 

Trouver le lieu de M' quand le point M se meut sur une droite 
donnée ou sur un cercle donné. 


Tirons le rayon OA. Les angles inscrits OAB, OMA sous-ten- 
dant des arcs égaux sont 
égaux. Par suite, les trian- 
gles OMA, OAM' sont sem- 
blables comme ayant un 
angle commun et un angle 
égal, et l’on a 
OM __ OA 
OA OM’ 
ou OM.0M' = 04”, 
relation qui montre que le 
point M’ ne dépend que du cercle O et du point M. 
Lieu du point M’ lorsque M décrit une droite. — Abaissons 





sur la droite la perpendiculaire OP, et en M’ élevons une per- 


pendiculaire à OM qui rencontre 
OP en P’. Le quadrilatère MPP'M' 
étant inscriptible, on a 


OP'’.0P = OM'.0M; 


comme le second membre de cette 
égalité est constant par hypothèse, 
il en est de même du premier mem- 
bre, et par suite de OP’, c’est-à- 
dire que le point P’ est fixe. Le lieu de M’ est donc un cercle de 
diamètre OP’. 








Dr] 


Lieu du point M' lorsque M décrit un cercle. — Joignons le 
centre I du cercle donné au second point de rencontre M, de la 


4 sécante OM avec le cercle. 





On a par hypothèse 
OM OM 27e FT 


d'ailleurs 





0 OM:.0M =ld—R?|, (2) 
en posant 
OT=RTÉEMM = 
En divisant (1) par (2), il vient 
OM’ fe k2? 
OM  |®—R] 


Le point M' est donc l’homothétique du point M; ce dernier 
décrivant le cercle donné 1, le point M’ décrit un cercle homo- 
thétique dont le centre l’ s'obtient en menant Ml parallèle 
à Mil. 

Ce centre est d'ailleurs déterminé par la relation 


Ou OM 

HA COM: 
1: EAU dr? 
d'où DE TR : 


Lorsque d—R, cette valeur devient infinie; le cercle l' 
ayant son centre à l'infini se réduit à une droite. On peut d’ail- 
leurs déduire directement ce résultat du premier lieu établi plus 
haut en échangeant simplement dans la démonstration les lettres 
Me M KP ele 

(FEINTUCH.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Blondin ; J. Bordas ; C. Bourdet ; 
Brodbeck ; Carteron ; Gazemajou ; H. Crozemarie ; L. Curt ; L. Debrun ; 
P. Dégeilh; L. Delavergnas ; J. Delpont ; E. Foucart ; Fréchet ; G. Hiernaux ; 
A. Mirc ; M. Oger ; P. Plisson ; E. Sevin ; L. Vignes.] 


4195. — On donne un cercle (C) de centre O et de rayon R 
et un cercle (C') de centre 0" et de rayon KR’. On prend sur le cer- 
cle (C) un point M. Peut-on trouver sur le cercle (C') un point M' 
tel que la distance MM’ soit égale à !, l étant une longueur 
donnée ? 

Entre quelles limites doit se trouver le pied P de la perpendi- 
culaire MP abaissée du point M sur la ligne des centres 00"? Dans 
quel cas le problème est-il possible, quelle que soit la position du 
point M sur le cercle (C)? On posera O0" = d. 


Soit R le rayon du cercle O sur lequel on prend le point M, 
R' le rayon du cercle 0’; le point cherché M’ est évidemment à 








la rencontre du cercle O0’ et d’un cercle de centre M et de rayon /. 
Pour que le problème soit possible, il faut et il sufit que ces 
deux cercles se coupent, ce qui exige que le point M soit choisi 
de manière à vérifier les conditions 
RE R'| CMOS; CORRE) 


par suite il faut et il suffit que le point M soit compris entre 





deux cercles de centre 0’ et de rayons |/—R'| et 2+R'. 
Supposons que ces cercles coupent le cercle O en des points M; 
et N1, M2 et N2; les cordes MAN, et M3N> rencontrent la ligne 
des centres en des points P, et P:; pour que le problème soit 
possible, il faut et il suffit que la projection P de M sur 00 
soit comprise entre P; et P,. 

Si le point P, se place entre A et O0’, il n’y à qu'un point 
limite P:; le point M pourra être pris en un point quelconque 
de l’are M2AN: ; si Po se place au-delà de B, on pourra prendre 
M en un point quelconque de l'arc MBN;; si les deux condi- 
tions sont réalisées simultanément, le problème est possible pour 
tout point M du cercle 0; ce cercle est alors tout entier dans la 
couronne comprise entre les deux cercles de rayons 7+R' et 

|Z—R']. 

Enfin, si P; et P: sont tous deux entre A et 0’, ou tous deux 
au-delà de B, le problème est impossible. 

Cherchons maintenant les conditions que doivent vérifier {, d, 
R, R’ pour que le problème soit possible, quelle que soit la posi- 
tion de M sur C, c'est-à-dire pour que le cercle O soit tout en- 
tier dans l'intervalle compris entre les deux cercles de centre O0’ 
et derayons 7Z+R' et |7—R';i. 

Il faut en premier lieu qu'il soit intérieur au plus grand de ces 
deux cercles ; cela exige d’abord que 

RENE RE 
d <I1+R'—R; (2) 
la condition (2) supposée remplie entraine évidemment la précé- 
dente. 

Deux cas peuvent se présenter ensuite : 

1° le cercle O peut être extérieur au cercle 0’, de rayon 

|1—R']; ce qui donne 
d>œR+|7—R |; (3) 

20 ou bien le cercle Ô peut comprendre dans son intérieur ce 

cercle ; ce qui donne 


puis 


d<R—]|7—R']|. (4) 
Il suffit naturellement que l’une ou l’autre de ces conditions 
soit remplie. 
Remarquons qu’on peut les écrire 


|I—R'I<d—-R 
et l'E RSR GE 
une de ces conditions étant remplie, on a nécessairement 
(I— RP <(4—R}; (5) 


et réciproquement, cette dernière condition étant vérifiée, l’une 
des précédentes l’est nécessairement. Or, cette condition (5) peut 
s’écrire 


GTR SRE, 
ou G—R'+d—-R)\U-R'—-d+R) <O0; 
elle exprime donc que Z doit être compris entre 
R'+R—d et R'—R+ a. 


En résumé, le problème sera possible pour tout point M du 
cercle O si l’on a 
1> R—R'+4 [condition (2) résolue par rapport à {| 
et t compris entre R'+R—d et R'=R+d. 
Résolvons maintenant la question par le calcul, ce qui nous 


fournira les limites de OP et doit naturellement conduire aux 
mêmes conditions jne précédemment. La condition (1) peut 
s'écrire 


PR) MO° < (+ R'}. (6) 
Projetons M en P sur O0’; la figure donne 
MO” = R?-+ d? —24.0P : 
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elle suppose P sur O0’; si P était sur le prolongement de O0’, 
an aurait fs 

| MO” — R? + d+24.0P ; | 
on ramène ces deux formules l’une à l'autre en désignant par OP la 
longueur OP affectée du signe + ou du signe —. suivant qu’elle 
est dirigée dans le sens O0’ ou en sens inverse; on a ainsi la. 
formule unique 


MO” — R?+ d? — 24.0P. 
Portant dans (6), on trouve 
(2— R'? < R2+ d —24.0P <(1+R'}; 
d'où 


R+d— (+R)? R?+ 4 —(1—R'? 


2d 24 ue 

ou l arOP 6. (71) 
Le point M élant pris sur le cercle O, la grandeur OP est en . 
valeur absolue inférieure à R ; elle est donc comprise entre —R 
et +R. Les conditions (7) ne fourniront donc deux limites pour 


< OP < 


OP, que si 
a > —R et B<R. 

Sion avait a <<—R et £B<R, on aurait une seule limite 
B;si a>œ—R et É<R, une seule limite &; enfin, siona 
simultanément 

(A rs R, b er. R, 
les conditions (7) sont remplies pour tout segment OP compris 
entre —R et +R ; le problème est possible pour toute position 
de M sur le cercle O. 
On est donc conduit à examiner le signe des différences 
a—(—R)=2+R, b—R. 
En se reportant aux valeurs de z et de £, on trouve 


HR = RE GE bre RUSSES 
24 >q 
_ (R+a+1+ Ra 9 
2d 4 
gp = (Rd CTRŸ FRE ITR ENCRES 
SRE 24 :{ 24 
=: VS 
ë “24 ÿ 
en posant 
a—=R+d—R', } 
b—R+R'— 4, (8) 
CR RE à. 


Pour que le problème soit possible pour toute position du 
point M sur le cercle O, il faudra donc que 


CES et (b— 120) 00, 
c'est-à-dire 7> R—R'+d4 et ! comprisentre R+R'—4 
et R'—R+d. 


Ce sont bien les conditivns trouvées précédemment. 


Remarque. — Resterait à voir si ces conditions sont compatibles; 
lorsqu'elles le sont, il faudrait reconnaitre les inégalités nécessaires et 
suffisantes, ainsi que la position relative des deux cercles, Pour cela, il 
faut connaître le signe des quantités a, b, c auxquelles on doit com- 
parer la quantité positive !, ainsi que l’ordre de grandeur de ces quan- 
tités. Un procédé méthodique consiste à calculer les différences deux à 
deux des quatre quantités &, b,c,0; ces différences contiennent d, R, R'; 
on y met en évidence les valeurs de d qui les font changer de signe ; 
ces valeurs sont elles-mêmes des fonctions de R et R', qu'on doit clas- 
ser suivant la grandeur relative de R et R’. 

Une discussion aussi complète ne pouvait tenter être exigée 
d'élèves de Troisième moderne. 

Le quadrilatère OMM'0’ étant considéré comme un quadrilatère arti- 
culé, le pivot O sera à révolution complète lorsque le point M peut être : 








pris en un point quelconque du cercle 0. On lira avec intérêt une dis- 
| cussion complète du quadrilatère articulé dans la Cinématique de 
M. Kœnigs, page 246. 


[M. M. Oger, soldat au 66° de ligne, a résolu cette question.] 
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4010. — Résoudre le système d'équations 
(@+ yet + y) = a, 
(a — y}(aÿ — y°) = 0. 
Première solution. — Développons les équations proposées ; 
elles s'écrivent 





a+ ay + oy3 + yt = a, 
| D — ay — ay +y* =; 
d’où, par addition et soustraction, 

2(at + yt) = a + D, 
2ay(x? + y?) = a — b. 


QE de, 
TO 
2 


Prenons pour inconnues auxiliaires 
(a+ y) = u, 
(a? — y?}? = v. 
Tenant compte des équations (1) et (2), il vient 
| u+v = a + b, 
(ue — vju = (a — b}. 
La première donne 
v—=a+b—u; ‘ (3) 
portant dans la seconde, on voit que x est racine de l'équation 
du second degré 


Qu? — (a + bju —(a —b} = 0; (4) 
+ la LH b L Sa — by 
| on en tire U = SRE DESSERTE (5) 


3a+b)EVia+bP+ sa 


et par suite v — : (6) 





L en résulte 

LR 
 TANPEENV ERREUR CEUX 
@ FF EN SRE 
# NEC EC; 





d'où enfin 

ke? = + V(a+ 0) + Va + bo} + 8e —6} 
+ Va(a+0) + Va 

ME Var Pr 


Dans les équations (6), il faut prendre les signes devant les 





& 


(8) 











ces équations (7) fournissent donc huit systèmes de valeurs pour 

æ° et y?, ce qui donne huitsystèmes d'équations de la forme (8). 

Par extraction des racines carrées, chacun de ces systèmes fournit 

quatre systèmes de valeurs pour æ et y; on a donc en tout 
32 systèmes de valeurs pour x et y. 

Or, d’après le théorème de Bezout, le nombre des solutions 

[ ‘un système de deux équations à deux inconnues, l’une de 


degré m, l’autre de degré p, ne peut être supérieur à mp. Le 
système proposé admet donc seize solutions au plus, 
Le nombre double des solutions trouvées provient de ce que, 
pour écrire l'équation 
(u — vu = (a — b}?, 
nous avons dû élever au carré les deux membres de l'équation 
2æy(x? + y?) = a — bd; 
cette équation du quatrième degré a donc été remplacée par une 
équation du huitième ; d'où naturellement les trente-deux solu- 
tions. On distinguera donc les solutions acceptables, en choisis- 
sant, parmi les systèmes trouvés pour æ et y, ceux qui satisfont 
à l'équation 
2æ&y(x? + y?) = a—0d ; 
les autres satisferaient à l'équation 
2xy(x? + y?) = — (a —b). 
(R. NITZESCO et À. ILIOVICT, à Jassy.) 
Deuxième solution, — Les binomes x? + y, 


respectivement divisibles par æ+y et æ—7y; 
proposées s’écrivent donc 


æi— y sont 
les équations 


(2 + y){(ax? — «y +Y?) = a, 


(œ@ — y} a? + xy + y?) = b. " 
Posons (a + y} = a, AU Di: 
les équations (1) deviennent 

d—33$—a—0, J 
a — Bab +48 —b—0, \ 9) 

De la première de ces équations, on tire 
2— «a L 
b = D dà ; (3) 


portant dans la seconde, on voit que x est racine de l'équation 
bicarrée 

Qat — (Ta — 9b)a2 — ka? = 0. (4) 
Cette équation donne 


FA je Vite 95 + V{Ta — 9) + 324, 
— TAC É CFO: 4 , 





à ces quatre valeurs de «x correspondent quatre valeurs de Ê 
fournies par l'équation (3) ; enfin chaque système tel que 

(æ + y}? = a, 

ay = À 
m+y=+t Va, 
y= Æ Va —48 
et fournit quatre systèmes de valeurs pour x et y; on a doncen 
tout 16 solutions. 

Les valeurs de 6 fournies par (3) seraient embarrassées de 
radicaux et longues à simplifier ; cherchons à les calculer direc- 
tement. 

A cet effet, retranchons membre à membre les équations (2); 
il vient 


peut s'écrire 


A 





485 — 200 + (a — db) = 0, 

: 48 + (a—1 
d'où mnt < 22e 
portant dans la première des équations (2), on trouve que £ est 
racine de l'équation 

88 + 2{a + b)E? — (a — D} = 0. 
Les valeurs de £ sont donc 
“E Gr) + PER NE 
11 n’est pas évident que les quantités sous radical dans les 














nn. 
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valeurs de a et de ? soient les mêmes; on vérifie aisément par MA —(a—+%p, A: 
un calcul direct que : 0 


(Ta — 95}? + 39a? — 9, [(a + b}? + 8(a — 8)?]. 
(I. BERTRAND, à Azillanet.) 


Troisième solution. — Soient 
(& + y)(a° + y?) = a, (1) 
(@— y(a — y?) = b (2) 
les équations proposées. En les divisant membre à membre, il 
vient 
Lou Le RD En A 


s — 


y PEUT TD 





Le premier membre ne dépend que du rapport —=:3; ilne 


Ha 
nr 
change pas quand on y permute x avec y, c'est-à-dire quand on 

1 La . 4 . hi 
change z en — ; cette équation est donc réciproque en :. Elle 
s'écrit 

b(s +1 +1) = a(z —1)(8 —1), 
ou bien 

(b— a)st + (b+ a) + (b + a)3 + db — a = 0. 

z étant une racine de cette équation, faisons x — y: dans 
équation (1); il vient 


(G. DELAHAYE, à Roye.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; Bayor; E. Bernardini; 
A. Bertrand ; E. Bordas ; Boulan ; C. Bourdet; P. Bresson; V. Cambureanu ; 
H. Clérian ; H. de Coincy ; H. Crozemarie ; Eldin ; Ferrand ; L. Fineuse ; 
L. Ganel; H. Janois ; A. Lochard ; Marcenet ; H. Marty ; N. Mollon; Nicotz ; 
N. Ohotnikoff ; F. Pégorier ; G. Picou ; P. Plisson.] 


4309. — Dans un plan vertical donné, une source lumineuse 
(assimilée à un point M) doit éclairer les trois points connus 
O, A, B, situés sur une même horizontale, de manière que les 


éclairements en ces trois points soient respectivement proportionnels 


$ 1 1 , 
aux trois nombres TRE 1; on demande de déterininer la 


position M de la source, en calculant l'abscisse OH — x et 
l’ordonnée MH — y du point M projeté en H sur l'horisontale. 
Données "DATA = 2002 FOBE= VEN 
On sait que l’éclairement produit par une même source lumi- 
neuse à une distance variable est inversement proportionnel au 
carré de cette distance. 


(Bacc. lettres-sciences, Rennes, novembre 1897.) 


Les éclairements aux points O, A, B étant respectivement 
proportionnels aux nombres 





Fe 08 Fe { et inversement pro- 
ait DE 70 P 
F4 : \ portionnels aux carrés des dis- 
RE) ne tances MO, MA, MB, on doit 
Pa Pr: K avoir 
” 1 CIE \ 
, se] \ ace Sa Pas 
6 è “HN À MO _ MA MB 
di nd LÉRESE: 


Calculons MO, MA, MB en fonction de a,b, x et y. On a, 
quelle que soit la position de M, 


MO° = »° + y?, 


dr À 


MB = (o— +. 
Les équations du problème sont donc 
Huy __ (a—aP + y? __ (x—b}+y? 
DE k a 1 24 
ou, en retranchant terme à terme chacun des deux derniers 
rapports du premier, | | 
GUY - (av) ST (@— bp} 
d'A iL 5 La 8 : 
De la seconde équation on tire facilement 
_ Sa — 50? 
es 2(8a — 5b) ? 
connaissant æ, on déduit y de l’équation 












, 


a+ y? __ ax?—(a—x) 
3 OS ER PNERN CRUE 


HR 7 1S RP 
qui donne y=+ Ve + À ao? 


Pour que y soit réel, il faut et il suffit qu’on ait 


8 — À où + À at <0 


H) 
ou : a LE 34. 
Pour comparer x à : a et 3a, calculons les différences 
x — ce a et x — 34. 
2 
On trouve 
3 —_ Ba + 30ab— 255?  —(2a — Bb)(ka — 5b) 
DRE sa 60) 2 LOIRE 
— 5(8a? — 6ab + D?) — 5(2a — b)(4ka — b) 
en 2(8a — 5b) 7 17: fa 


La différence x— ù a change de signe lorsque bd passe par 


l’une des trois valeurs suivantes : 
PA 4 8 


— 4, — 4, 


ee 


b) ù b] co { 

comme cette différence est négative pour b = 0, il en résulte. 

qu'elle est positive dans l’un des deux intervalles 
ss a 2 a et D a + co 

ER b) Sr L 

On verrait de même que la différence æ—3a est négative 

dans l’un des deux intervalles 


— , Sa et _2a, ka. 


En résumé, les deux conditions précédentes, ou la condition 
de réalité de y, sont remplies si l’on a 


La<b< a ou 2a <b <a. 
Application numérique. — On a 
__ 8(200)2—5(100 1380 _ on 
= Bsaa00 85100 0 CE 
MR TL PT TI 2 Se F - 
1350 \? 18 1350 9 
& (g M o —— tee D Re Ÿ À res 
; V ( n + x 200 x TT — + (200) = 36,07. 


(Louis GRILLET, à Mortain.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; E. Baudot; F. Beynas 
AT L. Bois; J. Boitel ; M. Boutry ; G. Charpentier ; F. Chuberre; R. Dautry; 
Geltzenlichter ; A. Grandguillotte; H. Jouanneau ; A. Larue; F. Leulliot; 
E. Lézier ; A. Maître ; L. Patin ; F. Pégorier; Remondet ; Robin ; A. Smân- 
tanescu ; H. Thouvenot ; A. Vergnole ; J. E, Villemagne.] 





Dans les solulions reçues, le calcul numérique a été généralement effectué 
eu prenant pour æ la valeur 122m,72, approchée à un centième près. Il faut 
bien se rendre compte que, dans ces conditions, on n’est nullement certain 
d'obtenir aussi pour y une valeur approchée à un centièine près. (1) 

La formule à calculer est 


y =\/— (a 30){3 - À (x — 3a) (x — +) = V{600 — x){x — 120) = mp. 


La valeur de æ étant 122,7272 .…., on commet done sur æ une erreur dont 
la limite supérieure est 0,008; ce même nombre est aussi une limile supérieure 
des erreurs commises sur les facteurs » et p. En désignant par w le produit 
mp, par Au une limite supérieure de l'erreur de ce produit, par m’ et p' des 
valeurs approchées par excès de m et p, on sait que 

Au = m'>X 0,008 + p' x 0,008 — 480 X 0,008 + 3 x 0,008 — 3,864. 
Au étant une limite supérieure de l'erreur de la quantité sous radical, on sait 
qu’une limite supérieure de l'erreur Ay du radical est 


1 
AR Em Au, 


y’ étant une valeur approchée par défaut de ce radical. On peut prendre 
ui" 30; "d'où 
PER ENT CRT OT 
60 L 60 À 
_ On peut donc simplement affirmer que l'erreur faite sur y ne dépasse pas 
0,07 ; on n'est certain que du chiffre des divièmes. 

Soient donc y —=ÿu, u—mp; Am el Ap les limites supérieures 
des erreurs commises sur #% et p ; Au et Ay les mêmes limites pour % el y; 
on à : 

AU = m'AP + p'AU, 


1 
AY — DO 
m', p' sont approchées en nombres ronds par excès, y par défaut. 

On veut par hypothèse la valeur de y à 0,01 près ; on doit donc y suppri- 
mer les chiffres qui suivent ceux des centièmes ; en forçant d’une unité le 
dernier chiffre conservé, si le premier chiffre supprimé est plus grand que 5, 
on peut done commettre ainsi une nouvelle erreur, au plus égale à 0,00 ; il 
faut done que le radical soit calculé à moins de 0,01 — 0,005 — 0,005. 

Pour que 


1 
Ay = — Au < 0,005, 
y 2y' < > 


il suffit, en prenant y'— 30, que 
Au.< 0,005 >< 60 = 0,3. 
Il suffit donc que le produit mp soit évalué à moins de 0,3. Or dans ce pro- 
duit, on devra supprimer les chiffres qui suivent celui des dixièmes en for- 
. çant au besoin d'une unité le dernier chiffre conservé, si le premier chiffre 
_ supprimé est plus grand que 5 ; il faudra donc calculer mp avec une erreur 
au plus égale à 0,25. Il suffit donc que 


Au = m'Ap + p'Am < 0,25. 


m' étant au moins 100 fois plus grand que p', prenons pour m'Ap la plus grande 
partie de l'erreur ; choisissons donc Am et Ap, de manière que 





m'Ap < 0,2, 

_ et p'Am < 0,05 ; 

… onpeutprendre m'= 500, p—3; d'où 
Ap < 0,0004, Am < 0,02. 


| 11 suffit donc de prendre p avec 4 et m avec deux décimales exactes ; on 
trouve ainsi 
- p —122,7212 — 120 — 2,7212 par défaut, 


m — 600 —122,173 — 411,27 par défaut. 
Le produit de ces nombres est 1301,610744: on y conserve seulement le 


1 
chiffre des dixièmes, et on extrait à 100 près la racine carrée de 1301,6 ; on 






trouve ainsi pour y la valeur 36,07... ; on reconnaît aisément que le chiffre 
survant de la racine est plus grand que 5 ; on doit donc forcer le dernier 
. chiffre conservé d’une unité ; la valeur cherchée est donc 


y —= 36,08. 


{(*) Consulter à ce sujet la brochure Approæimations numériques, par 
J. Griess. 





GÉOMÉTRIE 
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4072. — On considère dans un même plan deux points fixes A, 
B et une droite L, se déplaçant parallèlement à elle-même. Lieu du 
point M de la droite 1, tel que AM+MB soit minimum. 


Si L est parallèle à AB, il est évident que le lieu est la per- 
pendiculaire élevée au milieu de AB. Si L est perpendiculaire à 
AB, le lieu est la droite AB elle-même. 

Occupons-nous maintenant du cas général où la droite L fait un 
angle quelconque avec AB. 

Lorsque L coupe AB, le 
point M décrit évidemment 
la droite limitée AB, laquelle 
fait donc partie du lieu. 

Supposons enfin L exté- 
rieur à AB, plus près de B 
que de À. On sait, d’après 
une propriété connue, que le 
point M s’obtient en joignant 
B au symétrifique A’ de A 
par rapport à la droite L. Il 
en résulte l’égalité des angles 
HMA, MKB et par suite la 
similitude des triangles rec- 
tangles MAH,: MBK; donc 
on peut écrire 








MEMBER, 
MH NAN; 
mais, par hypothèse, BK < AH ; 


donc MK < MH ; 
par suite le point I est entre H et M, etona 


MK — IK—IM, MH — {M + IH — 1M +IK : 
HR IK IMPR. 
ERA IN IR AR 


d'où 1K(BK — AH) = IM(BK + AH) = 2.1M.OI — 2.IM.M P ; 
mais le premier membre est constant, donc il en est de même 
du produit MI.MP. 

Le point M est donc tel que le produit de ses distances aux 
deux droites fixes Ox et O0y, menées par le milieu de AB et res- 
pectivement parallèle et perpendiculaire à L, est constant. Il se 
trouve donc sur une hyperbole ayant Ox et Oy comme asymp- 
totes. D’après les hypothèses faites, il décrit la branche d'hyper- 
bole limitée en B et s'étendant du côté de Oy. 

En supposant la droite L de l’autre côté du point A, on 
trouverait comme seconde partie du lieu la branche de la même 
hyperbole, limitée en A et s'étendant du côté de O7. 

(LOCHARD, lycée Janson.) 


[Ont résolu la mème question : MM. Bayor ; Benoist-Daubray ; C. Bourdet ; 
L. Debrun ; A. Lochard ; Loïc ; R. Manen ; A. Marcenet : L. Ollié; L. Orlando,] 


4299.— On donne une circonférence O et un point À et on 
considère les circonférences O0" passant par le point À et coupant 
orthogonalement la circonférence 0. 

1o Trouver le lieu du point de rencontre de la tangente en À à 
la circonférence O0" avec la tangente à cette même circonférence 
perpendiculaire à la tangente en À. 

20 Trouver le lieu des points de contact de la circonférence 0’ 
avec les langentes perpendiculaires à la tangente en A. 


as a fi M cs AT és à D TAC 1 sde + À À de nb AU Ad * 


408. 


Le cercle O0’ étant orthogonal au cercle O, 
est rectangle en B, et As a 


le triangle OBO' 


00" = OB + OB 
ou, comme O0'B = O'A, 
00 — O'A° = OB = const. 
Le lieu de 0’ est donc une droite perpendiculaire à OA en un 
ÔE* 


point I tel que CI — Cette droite est d’ailleurs l'axe 





20A 
radical du cercle O et du point A (cercle de rayon nul). 














1° Soit M le point de rencontre de la tangenteen A avec la 
tangente perpendiculaire MN. Abaissons MP perpendiculaire 
sur OA, et tirons O’A, O'N. La figure O'AMN est un carré; 
donc AM — AO’. Lestriangles rectangles AMP, AO’ ont alors 
l'hypoténuse égale et les angles en A complémentaires; ils 
sont égaux et MP— AI, ce qui montre que le lieu de M est 
une parallèle à OA. La réciproque est évidente, car à tout point 
M projeté en P répond un cercle 0’ dont le centre est tel que 
10/74; 

En considérant la seconde tangente M'N' perpendiculaire à la 
tangente en A, on voit que le lieu complet est un système de 
deux droites symétriques par rapport à OA. 

2° Le cercle variable O0’ coupe OA en un second point fixe A’, 
symétrique de A par rapport à I. L’angle inscrit AA'N étant la 


de 


sorte que le lieu de N est une droite passant par A’ et inclinée 
à 45° sur OA; cette droite rencontre 10’ en un point K appar- 
tenant au lieu précédent, puisque 1IK — A'1— AI. Tout point 
N de la droite répond au lieu, puisque le cercle AA'N existe 
toujours. 

L'ensemble du lieu de N est formé de deux droites rectangu- 
laires admettant OA comme bissectrice. 


0 
moitié de l'angle au centre AO'N, Ps ou 4b°, 


apte À 
est égal à o 


(Ernest LAVADOUX, institution du Sacré-Cœur, Moulins.) 


Remarques. — 1° Tous les cercles passant par A et orthogonaux 
au cercle O rencontrent OA en un point fixe A’, qui n’est autre que le 
conjugué harmonique de A par rapport aux extrémités D et E du dia- 
mètre OA. C’est ce qui résulte de la relation 


OA' x OA — OB° — OE’: 
Donc le lieu de 0’ est la perpendiculaire élevée au milieu de A4. 
2° Après avoir remarqué que O'A — AM et que l'angle MAO’ est 
droit, on en conclut de suite que le lieu de M s'obtient en faisant 
tourner le lieu de 0’ d’un angle droit autour de A. Comme la rotation 


peut se faire dans deux sens, le nouveau lieu se compose de deux droites 
parallèles à OA, Fr la distance : à OA est égale à AI. 


30 Deméme (2: : 
ü V2; done le lieu 


l'angle MAN est égal à 45; 


de N se déduit de celui de M en faisant tourner ce dernier de 45° et 
amplifiant les rayons vecteurs tels que AM dans le rapport de ÿ2 à 4. 


+ 
Re St 


Au point S, pied de la perpendiculaire abaissée de A sur KM, COTrr espond. 


ainsi le point K ; comme la nouvelle droite fait 45° avec KM, elle passe 


par A’. On retrouverait de même la seconde droite. 


{Ont résolu la même question: MM. P. Barroué ; 
Le Gourdet ; G. Hiernaux ; Jouanneau ; Martin ; J. Méhu; de Mendiry : 
. Morel ; J. Orsini ; M. Rebeix ; Ribes.] 


4305. — Si dans un tétraèdre les arêtes opposées sont égales et. 


orthogonales deux à deux, le tétraèdre est régulier. 


Première solution. — L'arête SC étant orthogonale à l'arête 

opposée AB, on peut mener par 

S SC un plan perpendiculaire à 

AB en H; ce plan coupe les 

faces SAB et ABC suivant les 

droites SH, CH, perpendiculaires 
à AB. 

Mais les faces SAB et ABC 
sont égales comme ayant un 
côté commun et deux côtés 

H égaux : SA = BC et SB = GA: 
Donc les hauteurs SH, CH, rela- 
À tives au même côté AB, sont 
égales, ce qui entraine l'égalité 
des triangles rectangles SAH et CAH. On peut alors écrire 


SA — AC BC = BS. 


En considérant l'arête SB perpendiculaire à AC, on démontre 
de même que 


ou 


SA = AB BG=US 
Ainsi, les trois arêtes issues de A sont égales, ainsi que les 


arêtes qui leur sont opposées dans la face SBC; le tétraèdre est 
donc régulier. 


ou 


(FEINTUCH.) 


Deuxième solution.— Les points S et B appartenant par hypo- 
thèse à un plan perpendiculaire à AB, on a 


SA'—SB — CA — CB. 


Or SA =.CB et SD 
donc CB — CA’ = GA — CB 
ou CAE=CE. 
On établit de même que 
BAIE 


La base ABC du tétraèdre, ou toute autre face, est donc un 


triangle équilatéral... 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 


— Soient D, E, F, G les milieux des 
quatre arêtes. Dans le trian- 
S gle SAB, la droite DE qui 


Troisième solution. 


joint les milieux de deux 1 


côtés est parallèle au troi- 
E sième AB et égale à sa moi- 
tié ; de même pour FG. 


La figure DEFG ayant ainsi | 


ses côtés opposés parallèles 


dont 


parallélogramme les 


côtés sont égaux à la moitié . 
comme on 


G de AB et SC; 
suppose les arêtes AB et SC 
À égales et perpendiculaires, il 


en résulte que le parallélo- | 


gramme DEFG est un carré (côtés égaux et perpendiculaires). 


Aux arêtes opposées SB et CA, SA et BC correspondent deux 


autres carrés analogues. Ces trois carrés ayant deux à deux une 


P. Boutroux ; L. Cussenot ; 


aux arêtes AB et SC est un À 


m À 








Og — 


diagonale commune sont nécessairement égaux, de sorte que les 
triangles obtenus en joignant les milieux des côtés de chaque 
face du tétraèdre sont tous équilatéraux. Par suite, les faces du 
tétraèdre sont également des triangles équilatéraux. 

(M. REBEIX.) 


Quatrième solution.— Par les arêtes AB, CD du tétraèdre, on 
mène deux plans parallèles AEBF, DGCH. De même, par les 

arêtes opposées AD, BG, les 
B Plans parallèles AGDF, BECH, 
Enfin, les plans parallèles AECG, 
DFBH par les arêtes AC, BD. 
On forme ainsi un parallélépi- 
pède. 

Mais la diagonale EF est égale 
et parallèle à CD, à cause du 
parallélogramme DCEF. Done, 
le parallélogramme AEBF, ayant 
ses deux diagonales égales et 
perpendiculaires, est un carré. 
Il en est de même de toutes les autres faces, et le parallélépipède 
est un cube. 





Dès lors, les diagonales des faces, qui forment les arêtes du 


tétraèdre ABCD, sont toutes égales, et ce tétraèdre est régulier. 
| (A. THORIN, à Tours.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bigot; Burgat; G. Damien ; L. Gourdet ; 


A. Gourdin ; E. Layes; L. Magne; CG. Marie; L. P. à 
P. Tribier ; V. KR, T. ; R. Vidal-Naquet.] 


A.; H. Thouvenot; 


4306. — Soit un cercle de surface 104 ; on admet que l'aire du 
triangle équilatéral inscrit soit 43, 
419 Démontrer que cette hypothèse revient à supposer 


Re 
F LR 3,1418.%. 
1849 


20 Dans la figure ci-dessous on a représenté le cercle de centre À, 
de diamètre CS et de surface 104; le triangle équilatéral inscrit 
CLF, de surface 43 ; les demi-cercles de diamètres CA et AS; la 
perpendiculaire MN au milieu de CL, la corde LS et l'arc CF 
de centre L. Prouver que les aires des différentes sections de la 
figure sont représentées par les nombres qui y sont écrits. 


(Cyclometria, composée par l'éditeur Georgius Ludovicus Fre- 
bonius, Hambourg, 
1627.) 


1° Appelons R le 
rayon du cercle ; 
nous pouvons écrire 


surf. CLF — 1e 
AL) 
D'autre part, 
rR — 104, 
10 
= —: 


d'où R? 


Portons cette 
valeur dans (1); il 
vient 


» 
EU 
4T 


—=t3,l4187% 





2° Numérotons les diverses sections de la figure ci-dessus et 
cherchons leurs différentes surfaces en fonction de la surface du 
cercle, S —104, et de celle du triangle équilatéral, s — 43, 
Nous avons : 


vi + EL ARE à 
Section 1 — 1/2 segment CNL — ME = A0 





6 
ve il 
ST Fans LP PNR > CNE P 10 — 
6 
— 2 = segment d'un cercle de rayon hi. et dont 
la corde est le côté du triangle équila- 
téral inecril dans ce cercle; sa surface 
est donc 1/4 surf. seg. CNL = ........ 5 2 
— 3 — MNC.— section 2 — 10 5 1 — pi 
6 12 12 
/ 
— 4 = 1/2 cercle AMC — section 2 — a — 5 À 
ie ii 
RS OL AN el ere dla lee evene ee 016 10, No 0. à Î 12 
. ; il d 
— == 2 — — 9 DAMES ns , — 
5 — 1/2 CLF — section 4 — 21 1/2 Poe 13 F 
6 section 6 R2 Cote CLE 
= : TE = ——; ion 6 — - 
1/2 CLF  (R/3} 2%X3 
ER es LEA 
—— 6 le Dee ne le Ne ae se -v 4 + 0e #2" à 1 a 
—. 7 = 1/2 segment LSF—section 6—10 . —7 . 
RE A Da rte ed « a « à à 3 
104 l 
ER 0 TÉL CORCI ASIE EL En — 
/ IR ne: 6 g 
—  9— 1/2 segment LSF — section 8—10 +6 Fe 
2 
AR LANG PNG NEO ON SR ARMES Er 3 — 
3 
RL CLICS NA RPR l en ea 6 : 
— 11 = 1/2 CLF — section 10 = 21 1/2—6 1/2 — 15 
— 12 — secteur CLF — triangle CLF 
104 3 
Re 9 
6 
: 1 
— 13 = segment CPF — section 12 — 20 HR = 1 _. 
Vérification. — Surface cercle A, total égal......... 104 
(L. DELAVERGNAS, à Eymoutiers.) 
{Ont résolu la même question : MM. d’Abreu ; A. Amblard ; E. Ardin-Delteil ; 
G. Bacquet; A. Ballé ; R. Basset; E. Baudot; L. Bellour; E. Beynas; 


L. Bigot ; J. Boitel ; M. Boutry; A. Bouzy ; V. Cambureanu ; E, Chaineau ; 
G. Charpentier ; KE. Chuberre ; E. Clément; J. Coupat; L. Curt ; M. Deschamps; 
Douménach; Feintuch; Galeb; A. Gourdin; A. Grandguillotte ; L. Grillet ; 
A. Jeannel ; L. Jollv; Jouanneau ; E. Joyer ; M. Lagarde ; R. Larsonneur ; 
A. Larue ; E. Layes ; F, Leulliot ; C. Marrot ; Melin ; J. Ménéchal ; L. Midiere; 
L. P. à À. ; KE. Pégorier ; L. Perret ; J. Quilichini ; M. Rebeix ; P. Reboul; 
Remondet ; Robin; E. Sevin ; E. Sinturel ; H. Thouvenot ; V.R.T.; L. Vacelot ; 
A. Vergnole ; Vial ; R. Vidal-Naquet; E. Villemagne.] 


—————— ff} ——— 
TRIGONOMÉTRIE 


4282. — Calculer les trois côtés d'un triangle, connaissant 
l’angle À, le périmètre 2p et la surface $. 


(Baccalauréat, Marseille.) 
On a à résoudre le système 


a? = b? + c? — 2bc cos A, (4) 
a+ b+c— 2p, (2) 
bc sin À = 2. (3) 


L'équation (1) peut s’écrire 
a? = (b + c} — 4bc cos? 2 





on en tire, en tenant compte de (2) et (3), 


S A 
ht il a+ (4) 
Les côtés b et c sont alors les racines de l'équation 
: S A OLA 
mi — (p + cote +) æ + RATS = (1 
A 
ou, en remplaçant sin À par Turn UNE 


AA » 
tg À pa? — (te ee p°? + S)æ +. + (g? 5 }es — (10) 
Discussion. — Il faut et il suffit : 1e que la valeur de a donnée 
par l’équation (4) soit positive; 2° que les racines de l’équation 
(5) soient réelles, car alors elles sont positives. 
On obtient ainsi les conditions 


S A 
pe CE F5 


2 A à 
(te Sr+s) — k fe (: + tg? Je > 0. 
En posant, pour abréger, 
A S 
B— = ms Us 
ces conditions deviennent 

m <, (6) 
m2 — 21 + 2 )m + À > 0. (7) 


La substitution de À à m dans le trinome (7) donne un résultat 
négatif; donc ce trinome a deux racines réelles et distinctes, 
séparées par À. 

Comme, à cause de la condition (6), m ne peut pas être supé- 
rieur à la plus grande, il faut que # soit inférieur à la plus petite, 
et alors la condition (6) est vérifiée a fortiori. L'unique condition 
de possibilité du problème est donc 


m < (1 + 222 — 211 + À), 

ou, après quelques calculs faciles, 
: A AA ne FANNE 
S COS? Di < p° sin C0 — sin _ ; 


; _ 9 A 9 Fo 24}, \ 
S < p? ig D tg° A . 








ou encore 
(A. GOULARD.) 


Solution géométrique. 


Supposons le problème résolu. Traçons le cercle inscrit O et le 


À 


cercle exinscrit 0’, ces cercles tou- 
chant le côté AB ou son prolonge- 
. ment en D, D’. On sait que 
AD y 
ét SG DD LOU DE 
De là cette construction : 
Sur l’un des côtés de l'angle 
donné A, on prend AD'—y»p, et 
en D’ on élève à ce côté une perpen- 
diculaire qui coupe en 0’ la bis- 
sectrice de l’angle A ; sur cette bis- 
sectrice on détermine ensuite le 
point O au moyen d’une parallèle 
à AB menée à la distance connue 


LEA Il ne reste plus qu’à mener la 


Fe 








droite BC tangente commune inté- 
rieure aux cercles connus O et O0". 
Pour que le triangle fourni par cette construction existe, il 


: Û thx 
Se , + ENS TR 
CNE APTE TRS à RES en dr | 
— —— - di L Ré « 2 + 
) , s | ph 


PT rap a 1à ] 4 . L 
RTE VER: 2 res ART < " Avis 


faut et il suffit que le cercle O soit plus Peu que le ere d'e 
extérieur à ce dernier, ou, ce qui revient au même, que l’on ait 


OD < O'D' et 00" > OD+O'D'. 


Comme O’D'— ptg = la première condition revient à 








< A 
ei. tg ci (4) 
En remarquant que 
be, 
00 = A0 —40 = 1, 
cos —- sin — 


la seconde condition s'écrit 
p S S A 











sk À 2-0 AUIBES 
cos va p sin ? 
{1 — sin 

ou > < p?tg À, < 

2 SU 

1 + sin — 

2 

6 5 7 — A\ 
ou mieux MS Le 8 > — tg? (= NA (2) 
L'inégalité (1) est comprise ue inégalité (2), puisque 


TA ou 1. 





(CG. BOURVÉAU, instituteur à Kernével.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; A. Baras; L. Barberot; 
Bayor ; L. Bigot ; G. ER > Er Brière ; F. Chuberre ; A. Cormerois ; : Ge Digne ; 
G. Dupuy; R. Durand; . Geltzenlichter ; ba Guillemin ; E. Layes ; L. M. 
L. Magne ; A. Maitre ; ni ‘Michel ; F. Morel ; A. Nayel ; P. Plisson ? ROBE 
Tiret ; H. Valdenaire ; Vial.] 


© ——— ———— ff — —————— 


MÉCANIQUE 


4097. — Un poids P est maintenu en équilibre sur un plan 
een ; P 
incliné par l’action de trois forces égales à 7 
en sens contraire de la pesanteur, l'autre dans la direction AB et 
la troisième suivant l’horisontale AC. On demande de trouver 
l’inclinaison du plan sur l'horizon. 


et dirigées l’une 


(Examens d'élève de 1'e classe de la marine marchande, 1897.) 


Pour que le corps soit en équilibre, il faut que les forces don- 
nées qui le sollicitent admettent une résultante normale au plan 
et dirigée vers le plan. 

La première de ces conditions s’exprimera en écrivant que la 
somme des projections des forces sur la direction AB est nulle ; 
etil viendra, en appelant x l'angle du plan avec l'horizon, 


: PP P P 
P sinæ— — sinæ— si COS gr 


ou bien 2sinæ—1-—cosæ = 0, 
ou encore, après suppression du facteur 





2 À 
cos — qui donne æ — 1800, 
œ 1 
tg 9 + “oi 
d'où D — 2 Arc ie oo 


Quant à la pression exercée par le solide sur le plan, c’est pré- 





ja à 





_cisément la somme des projections des forces sur la normale au 
plan, c'est-à-dire la résultante de ces forces. Il viendra donc, en 
représentant cette pression par À, 


P L Ê 
Q = Pcosx — — cosæ + — sin x — À (2 cosæ + sin a) 


3 3 
p 1 — tg? SA tg pa 
2 2 
ou it LE + 2 
3 iT œ 
1 + tg° x "a 1+tg — 
œ (l 
ou enfin, en remplaçant tg 3 Par: 
2P 
SEE en 


[Ont résolu cette question : MM. Cayrol, à Condé ; P. Cornélis, lycée Janson ; 
J. Courtinat, à Cussel ; Franqueville, à Rouen; Ganel, pensionnat de Valbe- 
noîte, à Saint-Etienne ; H. Hamel, à Caen ; Henry, à Maizières ; J. Juquelier, 
à Condé ; J. Lebel, au Quesnoy ; P. Leboucher, à Yvetot; Legras, lycée 
d'Orléans ; de Mendiry; Mollon, à Saint-Etienne; Niculescu ; Pégorier, à 
Cette ; Peyrache, à Saint-Etienne ; Raynaud, à Escande.] 


a ———— 


PHYSIQUE 


43141. — De l'air, saturé de vapeur d’eau, à la température 10°, 
pour laquelle la tension maxima de la vapeur d'eau est de 9nm;1, 
est refoulé par une pompe de compression de 1lit de capacité, dans 
une enceinte, primitivement privée d'air, de Ait de capacité. 

Sachant que la température finale dans celte enceinte est de 15°, 
_ pour laquelle la tension maxima de la vapeur d'eau est de 12,7, 
_ on demande quelle sera la pression finale dans cette enceinte au 
bout de 10 coups de piston. 

La pression atmosphérique est de 760% de mercure ; 

Le coefficient de dilatation de l'air est x — 0,00365. 


(Bacc. lettres-math., Marseille, novembre 1897.) 















- La masse des 10h! d’air saturé de vapeur d’eau, refoulés par la 
… pompe de compression, a pour valeur 


ne 





1 H — Lx 9,1 
me 10%< 1,293 nat SITE 
…_ L’enceinte qui les reçoit ayant une capacité de 2!!, on a aussi 
| 4 x SK i27 
. D er ou ao nl 


En égalant les seconds membres et supprimant les facteurs 
communs, il vient 


(76001) X— x 12,7 
1 + 10% REA CE ba ou 


| d'où Ton ire X — 3854nm 3. 
# 


Telle est la pression finale demandée. 
(ARDIN-DELTEIL.) 


Ont résolu la même question: MM. L. Barberot; Baudot; Bayor; F. Beynas; 

got ; M. Boutry ; L. Curt; Delpont; R. Duffranc ; J. Fourestier; A. Gran- 

illotte ; Grillet ; E. Layes ; F. Ladevèze ; R. Larsonneur ; F. Leulliot; P. Le 

pet: Ménissier ; Perret, J. Quilichini; Remondet; Tribier ; A. Vergnole ; 
al. 


4319. — Un baromètre est enfermé dans un large tube de verre 
scellé à la lampe. A l'instant de la fermeture, la hauteur de la 
colonne est 76°%, et La température est 15°. 

Calculer la hauteur de la colonne lorsque la température est 40°. 

1 
Coefficient de dilatation de l'air . : + nier 000900: 
On ne tiendra pas compte de la dilatation du verre. 


Coefficient de dilatation du mercure. 


En ne tenant compte tout d’abord que de la dilatation 
qu’éprouve le mercure dans le tube barométrique en passant de 
45° à 40°, on a 








40 
us 76(1 + pa) __ 76x<5390 
D An no 
5550 


Mais, dans le tube scellé, la force élastique de l'air augmente 
dans le rapport de (1+40><0,00366) à (1+15 ><0,00366); 
par conséquent, la hauteur de la colonne de mercure doit aug- 
menter dans le même rapport. On a donc finalement 


16 x 5590(1 + 40 >< 0,00366) 
B565(1 + 15 >< 0,00366) 
(A. SUGNOTTE, lycée de Bourges.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardaillon ; L. Barberot ; M. Boutry; 
L. Brindamour ; F. Chuberre ; L. Curt ; L. Cussenot; Decourtye ; R. Duffrac ; 
L. Florentin ; L. Fontaine; Gauchet; Jouanneau ; A. Jupeau ; E. Layes,; 
L. Lassence ; P. Le Moingt; F. Leulliot; D. Limongelli ; E. Madet; F. Morel; 
J. Patou ; L. Perret ; Raynaud ; Remondet ; P. Robin ; L. Seguenot; E. Sin- 
turel ; A. Smäntanescu ; R. Sudre ; L. Tarrin ; Vial ; J. Villemagne.] 





h — — 820,966. 


4320. — On donne 50 éléments de Daniell, dont la force électro- 
motrice est de 1 volt et la résistance de 1 ohm, montés en série. 

On demande combien on pourra alimenter de lampes à incandes- 
cence montées en dérivation, ces lampes étant de 50 volts, ayant 
une résistance, à chaud, de 50 ohms et exigeant pour leur fonc- 


: I : 
tionnement un courant de TS ampére. 


Appelons æ le nombre des lampes. Chaque lampe exigeant 


: 1 1 
pour son fonctionnement un courant de —- ampère, le courant 


principal devra avoir pour intensité æ>»x<-—ampères. D'un 


ro 


, Ps PR 50 
autre côté, la résistance extérieure a pour valeur 7 °hms; la 


résistance totale des 50 éléments montés en série est de 50 ohms, 
leur force électro-motrice de 50 volts. 
En appliquant la formule d'Ohm, il vient 
50 
MT Tr te 2 
50 + 
x 


DO ee 
AE 


d'où l’on tire M'A. 
Les 50 éléments Daniell ne pourront donc alimenter qu'une 
lampe, qui sera forcément placée dans le circuit principal. 
(G. HIERNAUX, école normale de Châlons.) 


[Ont résolu la même question : MM. Decourtye ; F. Leulliot; P: Le Moingt; 
Roure ; Seguenot ; E. Sevin ; L. Tarrin.] 


É—————— 


BACCALAURÉATS 





SESSION D'AVRIL 1898 
LYON 
Baccalauréat lettres-mathématiques. 


[. — {er sujet.— Lieu des points dont le rapport des distances à deux 
points donnés est constant. 


LA b € ad ? 4 ve 
E rite CV RTE 


La JET » 1 

I. — 2e sujet. — Lieu des points dont la différence des carrés des 
distances à deux points donnés est constante. 

I, — 3° sujet. — Démontrer que par un point pris dans un plan on 


peut toujours élever une perpendiculaire à ce plan et qu'on n'en peut 
élever qu'une. 


IL — 4329. — Etant donné un rectangle ABCD, déterminer sur le 
côté CD, entre C et D, un point M tel que, 
si l’on mène AM, le volume engendré par le 
trapèze ABCM tournant autour de AB soit 
dans un rapport donné » avec le volume 
engendré par le triangle ADM tournant 
autour de AD. 

Discussion. — Montrer que, pour que le 
problème soit possible, »m doit rester supé- 
rieur à un certain minimum, — Interprétation des solutions négatives. 

On désignera les côtés AB et AD du rectangle par a et b et on pren- 
dra pour inconnue la longueur DM = x. 

I. — 1er sujet. — Loi et mesure des intensités lumineuses. 

1. — 2e sujet. — Spectroscopie. 

I, — 3e sujet. — Lunette terrestre. 

11. — 1004 de cuivre à 1000, plongés dans 5004 d'eau à 50,1, ont 
porté latempérature de cette masse liquide à 6°,8. La même expérience 
étant répétée avec 80087 d'essence de térébenthine à 6°, la température 
de l'essence s'est élevée à 80,5. 

On demande quelle est la chaleur spécifique de l'essence. 

Il n’y a pas eu de candidats au baccalauréat lettres-sciences. 





& B 


PARIS 
Baccalauréat lettres-sciences. 


I. _ 4330. — Trouver et construire les limites des intervalles dans 
lesquels l'arc #, pris sur le cercle trigonométrique, doit avoir son extré- 
mité libre, pour que le sinus de cet arc vérifie l'inégalité suivante : 


(V3 — V2 )sin x —V6 +1 


Feiuk. 
4 sint—1 

IL. — 1er sujet. — Réduction d’un nombre quelconque de forces appli- 
quées à un corps solide, d'abord à trois forces, puis à deux. 

II. — 2e sujet. — Mouvement uniformément varié. Loi des espaces. 
Loi des vitesses. 

II. — 3° sujet. — Frottement, ses lois. Travail des résistances pas- 
sives. Rendement d’une machine, 

1. — Un corps solide pèse dans le vide 2K£,100 ; plongé dans l’eau, il 


ne pèse plus que 2ke, et dans l'alcool 2ke,020 ? Quelle est la densité du 
corps ? Quelle est la densité de l'alcool ? 

IL. — 1° sujet. — Densité des gaz. 

JI. — 2e sujet. — Bobine de Rubmkorff. 

II. — 3° sujet. — Éclairage électrique. — Galvanoplastie. 


——_e— 


a 





QUESTIONS PROPOSÉES 


260 (énoncé rectifié}. — Résoudre l'équation 
A de SP EME E es 
(m + 2aÿÿ/(a + a + (n — 2a)V(a — 2y = mna*V{a — x}. 
4334. — Calculer les trois côtés d’un triangle, connaissant la hau- 


teur À et la médiane m relatives au côté 4, ainsi que le rayon du 
cercle circonscrit. | 
Discuter. Conditions de possibilité. 
Construire géométriquement le triangle et discuter à nouveau. 
GG) 


4332. — Considérons sur une droite quatre points A, B, C, D ; soient 
[ lemilieu de AB, l' le milieu de CD; la 
I f! condition nécessaire et suffisante pour 
que les points CG et D soient conjugués 
À B D 1 ] CE 
harmoniques par rapport à A et B est 
AB? CD —41". 

En déduire que, si 21, æ+, 2, æ, sont les abscisses dés points À, B, C, D 

par rapport à une origine arbitraire O prise sur la droite, on à 

Ait + Tate) = (M + L2)(Xs + Mi). ; 
(JG: 


té 


, EAN ce En du a spas AE L ù : | " 
he a CL “€ SL Lie À * … rl. 
108 TELE PRO RE PE RE DE PROC RMET 


paramètre des paraboles données. 


à 


Mia 7 à ; e 2 dl". « 
Ur 





























4333. — Soient S et S' les centres d'homothétie de deux circonfé. 
rences quelconques 0 et 0 ; d'un point M de la circonférence de dia: 
mètre SS' on mène la tangente MA au cercle O et la tangente MA" au 
cercle O'. E 

10 Démontrer que la sécante AA intercepte dans les deux circonfé- 
rences des cordes égales. , 

20 Réciproquement, si une sécante AA, rencontrant en A le cercle 0 
et en 4’ le cercle 0’, détermine dans ces deux cercles des cordes égales; 
les tangentes en A et À’ se coupent sur le cercle de diamètre SS. 

(G. Hucox, professeur au lycée de Nimes.) 


4334. — On considère deux paraboles. 
P et Q, égales, de même sommet O0; l'axe 
Ox de la parabole P est perpendiculaire à 
l'axe Oy de la parabole Q ; ces deux para- 
boles se coupent encore au point A. 

Par un point M de leur plan on mène la 
parallèle MC à Ox, rencontrant P en C, la. 
parallèle MD à Oy rencontrant Q en D. 

Prouver que le lieu des points M, tels 
que MC— MD, se compose : 

1° Du cercle de diamètre OA ; \ 








20 De la droite limitée OA ; 
30 De la droite limitée GH, telle que 0G — OH —2p, double du 


(H. Miouez, lycée de Douai.) 
4335. — Dans tout triangle, on à 


SA EE Le BAPE C 1 
sin -- Sin sin << | 
(E. SirureL, collège de Cusset.) 


4336 (Épure proposée en vue des candidats à Saint-Cyr et au Borda). 
— On donne, sur une horizontale de cote 112mm, deux points B et D, 
distants de 96mm ; par la droite BC on mène un plan de pente 1, de 
manière que sa trace horizontale se trouve à droite du grand axe de la 
feuille. Dans ce plan on construit le carré ABCD, de diagonale BD, 
A étant le sommet de plus grande cote. 

Ce carré sert de base à un parallélépipède droit de 96wm de hauteur, 
situé au-dessous du plan P. Construire sa projection. 

Par le centre O de ce parallélépipède on, mène une horizontale H, 
parallèle à BC, et on y prend, de part et d'autre de O, les longueurs 
OS — 78mm, OE— 47mn, Par E on mène le plan vertical perpendi-« 
culaire à OS, et on y projette À en F. - 

Déterminer les génératrices de contour apparent du cône de révolu- 
tion ayant OS pour axe, SF pour génératrice, ce cône étant limité au 
plan vertical EF. 

Trouver l'intersection de la surface du cône avec celle du parallélépi-. 
pède, et représenter sur l'épure l'ensemble des deux corps supposés . 
solides. £ 

Représenter aussi, par des croquis réduits : 


10 le solide commun ; 
20 Ja partie du parallélépipède extérieure au cône ; 
39 la partie du cône extérieure au parallélépipède. 


Nota : Placer BD parallèlement au grand axe de la feuille, un peu à droite 
de celte ligne. . 
L'épure paraîtra dans le n° du 15 mai. Les élèves qui voudront la graphiquer 
sont priés de nous envoyer leur travail avant le 1° mai. : % 


4337. — Un bain d'argenture est traversé par un courant d’inten- 
sité Ovr,4. On demande quel est le poids d'argent déposé en 2 heures. 
Il faut 96600 coulombs pour mettre en liberté 15 d'hydrogène. Poids. 
atomique de l'argent, 108. “ 

(Bacc. letires-sciences, Besancon, juillet 1897.) 


338. — On considère un système de deux lentilles convergentes. 
ayant même distance focale f et dont les centres sont écartés de d. Quelle 
sera la grandeur et la position de l’image d'un objet AB de longueur L 
placé devant le système ? (E. SINTUREL.) 
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A PROPOS DE LA QUESTION 4298 


Proposée par M. Goulard. 


Il se présente dans cette question une occasion d'appliquer un 
théorème très simple, que les traités de géométrie citent dans 
leurs collections d'énoncés, mais qui mériterait d’être proposé 
en meilleure place. C’est le suivant : 

Considérons le cercle circonscrit au triangle ABC et soit T le 
point où la langente au sommet À 
rencontre la droite BG. On a 

RE _ TB 
FU 
Cette relation résulte immédiale- 
ment dela comparaison des triangles 
semblables TAB et TCA. 

Cherchons maintenantle deuxième 

point de la droite BG qui divise le 















| segment BC dans un rapport égal à . C'est évidemment le 





Tn2 


point de rencontre T’ de BC avec la polaire de T par rapport au 
cercle. 
Ces deux points sont d’ailleurs les seuls qui divisent BC dans 


— 





un rapport égal à 


Si donc la projection H de A sur BC possède la même pro- 
Mpriété, c'est que la hauteur AH se confond avec AT" ou avec AT. 
—. Dans le premier cas, la droite BC étant perpendiculaire sur la 
polaire de l’un de ses points, passe par le centre du cercle, et par 
conséquent l'angle BAC est droit. 

Pour conclure dans le deuxième cas, remarquons que l'angle 
ATB demeure égal à B—C (en supposant B>C); si donc 
AT et BC sont rectangulaires, on a B— C — 90°. 


: Le même théorème cité fournit une solution simple du pro- 
blème donné à l’Institut agronomique en 1897. 
On considère sur une droite trois points O0, À, B, tels que 
OÀ° 


- = k?; on construit la circonférence de centre © et de 





a 
D 


rayon égal à V/04.0B; prenant 
un point arbitraire M de ce cer- 
cle, on demande d'évaluer le rap- 
MA. 

MB 

Le cercle C circonscrit au 
triangle MAB est orthogonal au 
cercle O, puisque la puissance du centre du cercle O par rapport 


port 
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au cercle CG est égale au carré de son rayon. Donc la tangente 
en M au cercle C passe par 0. Du théorème cité résulte que 
MA mPrerDA k 
MB CB? 
J. GIROD, 
Piofesseur au lycée de Versailles. 


© © —— 


NOTE DE GÉOMÉTRIE 


Problème. — Etant données deux droites OB et OC, mener 
par un point donné À une droite qui rencontre OB en G et OC 


en H, de telle manière que le rapport 


CH 


soit égal à un nom- 


bre donné À}. 


Ce problème célèbre a été posé et résolu par Apollonius dans 
son ouvrage De sectione rationis. On en trouvera, à la page 93 
de ce journal, une solution fondée sur la théorie de l’homogra- 
phie. En voici une autre, extraite des Méthodes et Théories de 
J. Petersen (traduction O. Chemin, p. 76). 

Soit M le second point de rencontre des circonférences cir- 

conscrites aux triangles OBC 
et OGH. 


Pere nm 


On à BM = OCM 
et OGN = OH; 


donc les triangles MBG et 
MCH sont semblables, d'où 


MB _ BG 
MC ANG: 

; TE MB 

c'est-à-dire MC —}t 





Le point M peut donc être 
déterminé par l'intersection 
de la circonférence circonscrite au triangle OBG avec la circon- 
férence lieu des points dont le rapport des distances aux points 
B et C est égal à À. 

Cela fait, comme on a 


KCN = 180°— MOC, 


on peut construire le point G. 
A. GOULARD, 
Professeur au lycée de Marseille, 


———————— t#——  ——— 


PHYSIQUE 


— 


4327. — Une sphère de platine, pesée dans le meraure, perd 
de son poids 50 grammes à 0° et 498',3415 à 60°. Trouver le coef- 
ficient de dilatation cubique du platine, le coefficient de dilatation 
absolue du mercure étant En sa densité à 0° : 13,6. 

590 
(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1897.) 


Soient V le volume de la sphère à 0°, æ le coefficient de dila- 
talion cubique du platine. 

Dans chaque cas, la poussée subie par la sphère est égale au 
poids du mercure qu’elle déplace. 

A O&,ona 





V>x13,6—50, d'où = De 
A 60, le voluine de la sphère est V(1+ 60x) et la densité du 
mercure, HS . On a donc 
LT 550 
L9,5k1B = V{1 + 60%) LE . 
1 + 5850 


Portant dans celte équation la valeur de V et simplifiant, il 
vient 
__ 49,5415 x< 561 
RO NAT RE 


d'où l’on tire æ == 0,0000 2569. 


(G. VENTE, à Caen.) 

[Ont résolu la même questian : MM. X., de Bourg-de-Péage ; Ardin-Delteil ; 
L. Aulagnier ; L. Barberot ; E. Baudot ; Bigot ; de Bersaucourt ; A, Bertrand ; 
L. Bois ; Bonnet ; M. Boutry ; A. Bouzy ; L. Brindamour ; Brugerolle ; 
À. Buisson ; Burgat ; J. Charignon ; A. Chautemps ; “. Chuberre ; Cryé; 
Qussenot; E, Delarue ; Delpont ; L. Dumas ; Ferrier ; Fourestier; rourmier ; 
P. Frescal ; Geltzenlichter , J. Gonnet ; E. Gourdon ; A. Jeannel ; A. Jupeau ; 
w. Ladevèze ; Laguarigue de Survilliers ; KR. Larsonneur; A. Larue ; L. Las- 
sence ; £. Layes; H, Lefèvre ; A. Legros ; A. Lescure ; Leulliol; P. Marill ; 
i. Le Maigre; J. Maury ; Mirc ; Perrot ; J, Pillard ; Quilichini ; Raynaud ; 
Al. Rebeix ; Reboul ; Robin ; A. Ronzier ; E. Seclin ; A. Smàntanescu ; Sudre; 
leuhé ; L. Vaclet ; R, Van Cauwenberghe ; A. Vergnole ; Vial ; J. Villemagne; 
D. Vincent; J. Coupat; Grillet, Jouanneau ; EL. M,, à Vic ; Méhu ; Ménissier ; 
Seviu ; Siuturel,] 


4328, — Une roue de Savart de masse négligeable a 10°% de 
rayon et porte 10 dents. Elle se meut autour d'un axe horizontal O, 
yrâce au poids P qui tombe verticalement, et fait vibrer une 
lame Et. On demande : 

1° De déterminer l'accélération de la pesanteur au lieu d’'obser- 
vation, sachant qu'après trois secondes de chute le son rendu par ! 
a une hauteur de 470 vibrations doubles ; 

2° L'espace parcouru par P quand le son est à l’octave grave du 


précédent. 
(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1897.) 


1° Chaque fois qu'une dent heurte la lame 7, il se produit une 
vibration double. Quand le son rendu correspond 


= 


à 470°° doubles, la roue fait FH ou 47 tours par 


seconde. Le poids tombe alors avec une vitesse 
égale à 47X927x >x<10, et l'on a, en appliquant 
0 la formule, v = yt, 
41 27 XA10 = y X3, 
y = 984°2,308. 
Telle est l'accélération de la pesanteur au lieu de l'observation. 
29 Quand le son est à l’octave grave du précédent, c'est-à-dire 


d'où l’on {ire 


ge 



















CARE QT LUN NI NET NT OT F : 
La ; Lt N'ES hr 


quand il correspond à 235"° doubles, la roue fait ES tours el à 
vitesse du poids à cet instant est de A 
2 2m >< 10 — 147600,552. | 


10 
32 
En appliquant la formule e — Le , on a pour l’espace par. 


couru 


| 1476,582 
EE ————————— nn 77cm 4, 
DE ONE OS TN NS 
(A. MIRC.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Ballé ; A. Bertrand ; L. Bigot ; L. Bois ;. 
G. Bonnet ; H. Bosc; M. Boutry ; Brugerolle ; Burgat ; Chuberre ; Delpont ; 
Fournier ; E. Gourdon ; Laguarigue de Survilliers ; Lassence ; H. Lefèvre s 
Magne ; À. Maillon; P. Marill ; J. Maury ; Niel ; J. Pillard; Raynaud ; Reboul; 
Remondet ; Robin ; P. de Sahbathier ; L. Tarrin ; M. Teulié; R. Van Cauwen- 
berghe ; Vergnole ; Grillet; Ménissier ; Sevin ; Vidal-Naquet.} 


——— 4 


ARITHMÉTIQUE 


4276. — 


æ?—1 


rouver la plus petite valeur positive de x telle que 
soit divisible par 1898 
2° Pour quelles valeurs de l’exposant y le nombre 31—1 est-il 
divisible par 1898 ? 
1° On a 41898 = 213 ><018. 
Pour que x?—1 ou (x+1t)(x — 1) soit divisible par 1898, 
il faut donc et il suffit que l’on ait 
Den oué == AU E TR mo ES 
Si l'on prend le mème signe devant 1 dans les deux équations, 
on en déduit par soustraction 
Tu — 130 = 0, 


équation dont toutes les solutions sont évidemment données par 
les formules 
u = 132, Vie 


Si l’on prend des signes différents devant 1 dans les deux équa- 
tions, on en déduit par soustraction 
Au — 130 6, Où LORS 


En suivant la méthode indiquée dans le Traité d'Arithmétique 
de M. Humbert (p. 142-152), on trouve que toutes les solutions. 
de cette dernière équation sont données par les formules 


vi 73h 98e. 

En résumé, les plus petites valeurs positives de x et v. sont 

vr—= 128, | 

et par suite la plus petite valeur positive de x est 

m= 2 TAXE — 1 — IS 13-2980 PI 
C=NIERE 


u = 13k + 52, 


=) et 





c'est-à-dire. 


2° Si l’on observe que 729 — 35, on voit, d'après le calcul 
précédent, que 36 = ».73 — 1. 1 

On vérifie d’ailleurs facilement que 35 est la plus petite puis= 
sance de 3 qui, divisée par 73, donne pour reste — 1 ; on en con- 
clut que 3? est la plus petite puissance de 3 qui, divisée par 73; 
donne pour reste {. Done, pour que 3/—1 soit multiple de 73, 
il faut et il suffit que y soit multiple de 12. 4 

Or 3y — 1 est toujours pair. D'autre part, comme 
3 —m.13+1, 37—1 est divisible par 13 quand y est mul: 
tiple de 3. d 





— A5 


Finalement, pour que 3/—1 soit divisible par 1898, il faut 
el il suffit que y soit maltiple de 12. 
Remarque. — 3141 n'est jamais divisible par 1898. 


(A. GOULARD | 


(Ont résolu la même question : MM. Benhaïm ; Burgat; R. Van Cauwen- 
berghe ; L. Gourdet ; G. Hiernaux ; H. Janois; A. Mirc ; A. Thorin.] 


a nni— 


ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 


Concours de 1897. 





On donne dans un triangle ABC l'angle À, le côté b et le 


a | 
rapport D k du côté a à la médiane correspondante m. 


Calculer le côté c. — Discuter. 


Voir une solution algébrique et une solution géométrique dans notre numéro 
du 15 février 1891 (question 2544). 


4130. — On donne trois points fixes À, B, C en ligne droite ; 
k considère une circonférence variable passant par les points B 
et C; on mène par le point À les deux tangentes AT, AT’ et la 
corde des contacts TT’. On demande : 
| {o.Les lieux géométriques des milieux des côtés du triangle 
UAPT": 
| 2° Le lieu du centre du cercle circonscrit à ce triangle ; 

3° Les lieux des points d'intersection de la tangente AT avec 
chacune des deux tangentes parallèles à la droite ABC. 





1° Soient 1, L’ et P les milieux des côtés du triangle ATT’. 

On a 
AT° = AT? = AB.AC = const. 

Les droites AT, AT’ ont donc une longueur invariable, de 
sorte que le lieu des 
points I, l’ est une cir- 
conférence de centre À 
et de rayon égal à la 
moitié de cette lon- 
gueur. 

La corde T1’, polaire 
du point À par rapport 
au cerclé O, coupe BC 
en un point fixe D, 
conjugué harmonique 
de A par rapport à B 
el G; le lieu du point 
P, sommet de l'angle 
droit APD, est donc 
une circonférence de diamètre AD. On peut remarquer que cette 
irconférence est la figure inverse de la droite fixe OE, lieu des 
\entres des cercles passant par B et C: en effet, 

AP.A0 = AT° = const. 
D cerner, si l’on prend sur le cercle A un point quel- 
jonque 1, on peut toujours mener le cercle O passant par Bet 
“et tangent à Al; donc le cercle A est entièrement décrit par 
S points | et l’. 
ALen est de même du cercle AD, lieu de P, puisque la droite 
0) peut prendre toutes les positions possibles autour de A. 


2 Le centre w du cercle circonscrit au triangle ATT’ est à 
intersection de la perpendiculaire AP au milieu P de TT’ avec 











| 


— 


la perpendiculaire à AT en son milieu 1: cette dernière étant 
parallèle au rayon TO coupe la première, AP, au milieu de AO, 
Le lieu de w est donc homothétique de celui du point O; c'est 
une droite perpendiculaire à la droite AE en son milieu. 

Toute la droite appartient visiblement au lieu. 

3° Soient M, M' les points d'intersection de là tangente AT 
avec chactne des deux 
tangentes MN, M'N’ paral- 
lèles à ABC. Si l'on pro- 
longe MN d’une longueur 
ND = AT, Je lieu du 
point D est une parallèle 
XY à OE, et l'on a 
MD = MN + ND 

= MT+TA = MA. 

Donc le lieu de M est 
une parabole admettant 
le point A pour foyer et 





la droite XY pour directrice. 

On verrait de même que le lieu de M’ est une autre parabole 
de même foyer À et dont la directrice X'Y’ est symétrique de XY 
par rapport à OE. 

La tangente MN restant toujours au-dessus de ABC et la tan- 
gente M'N' au-dessous, les points M, M’ décrivent seulement 
deux demi-paraboles ; les demi-paraboles restantes s'appliquent 
au cas où la tangente AT est remplacée par AT. 


Extension au cas où l'axe radical commun ne rencontre pas les 
cercles. — Les cercles considérés passant par deux points fixes 
ont même axe radical ; on peut dès lors les considérer comme un 
cas particulier d’un faisceau de cercles ayant un axe radical com- 
mun passant par À. 

Soient O, O1 deux de ces cercles admettant pour axe radical 
la droite fixe AE. Le point A 
étant d’égale puissance par 
rapport aux cercles du fais- 
ceau, les tangentes AT, AT: 
sont égales, et le lieu des 
points T, Ti, l’, T; est une 
circonférence fixe orthogonale 
aux cercles O, O:, .…. 

D'ailleurs, en considérant 
TT’, T\T, comme deux sé- 
cantes du cercle À, on a, en 
appelant D leur point de ren- 
D'ISDTSEÆ DTRDTY; 
donc le point D est d'égale puissance par rapport aux cercles 
O, O1 et par suite appartient à l’axe radical AE de ces cercles. 

Ces remarques faites, il est facile de voir que les lieux trouvés 
dans le cas particulier énoncé s'étendent au cas général. 

(Hexnt GLUCK, lycée Charlemagne.) 





contre, 


Solution analytique. (*) — Prenons pour origine le point A, pour 
axe des æ la droite BC, pour axe des y la perpendiculaire à BC en A ; 
nous ne ferons aucune distinction entre le cas où les cercles considérés 
coupent BG et celui où ils ne coupent pas cette droite; nous suppose- 
rons simplement que l'origine est dans tous les cas extérieure à ces cer- 
cles, qui par hypothèse ont pour axe radical commun l'axe des æ. Soit 
d l'abscisse fixe de leurs centres, À l'ordonnée variable d'un de ces 
centres, k# la puissance constante de À par rapport à tous les cercles. 
L’équation d'un de ces cercles sera 

D + y? — 242 — 2hy + k = 0. {1} 
RER Re NU 

{(*) Nous croyons devoir donner cette solution analytique au point de vue 
des aspirantes à l'agrégalion et au certificat d'aptitude de l’enseignement secon- 
daire des jeunes filles, ainsi que des élèves de Première-Sciences. 





Nous admettrons qu'on a trouvé géométriquement les lieux de I et l' 
et nous ne nous occuperons que du second et du troisième lieu. 
v L'équation de la polaire TL’ de l'origine par rapport au cercle (1) 
es 
dx + y — k = 0; (2) 
l'équation du cercle ATT' est alors de la forme 
+ Y— 2x — 2hy + k + {dr + 1y — k) = 0; 
puisqu'il passe par l'origine, il faudra que 
E— pk = 0 
l'équation cherchée est donc 
2 + Yÿ — de — y = 0. 


ou 


(3) 


(6) 
Le centre de ce cercle à une abscisse constante, égale à Es "son 


lieu est donc la droite 
d 
2 


1} 


perpendiculaire à Ox au milieu de OE. 

30 Soit y = l'équation d'une des tangentes au cercle (1), paral- 
lèles à 0x; l'équation aux abscisses de ses points de rencontre avec ce 
cercle est 

dm —2dv+p—2%u+k= 0; 
cette équation devant avoir ses racines égales, p est racine de l'équa- 
tion 
Ed — +2 — k = 0. 

On obtient donc l'équation de l'ensemble des deux tangentes paral- 
lèles à Or, en éliminant y entre cette dernière condition et l'équation 
y =, ce qui donne 


Yÿ — 21y + k — d = 0. (4) 
L'équation de l'ensemble des tangentes issues de l'origine A au 
cercle (1) est 
(+ y? — 242 — 21y + k)k —(dx + Ày —Kk} = 0. (5) 
On obtiendra l'équation du lieu des points M et M’ en éliminant x entre 
les équations (4) et (5), ce qui donne 
4k(x — d} — (242 + y? — k— d} = 0. 
k est positif par hypothèse ; cette équation se décompose donc en un 
produit de deux facteurs réels 
dx + y —k — d? + 2Vk (x — d)2d2 +y— k—d°— 2VK(x — d)] = 0. 
Une transformation facile montre ‘qu'on obtient ainsi les deux co- 
niques ». 
dy — (2 — d) +2Vk (x — d) — k = 0, 


D + Y — (x — d) —92VE (x — d) — k = 0, 
Ou bien E 
L+ÿ—(x—d— Vk} = 0, 
et a+ — (x —d + Vk) = 0. 
Sous cette forme on reconnait deux paraboles ayant pour foyer com- 
mun l'origine A, et pour directrices les parallèles à 0y qui ont pour 
équation % 
æ = d E #. 
[Ont résolu la même question ; MM. P. Barroué; Benoist-Daubray; P. Carlier ; 
Colard ; P. Cornelis ; J. Courtinat ; M. Cryé ; J. Delpont ; E. Foucart ; G. Hier- 


naux ; Jacquet ; L. Jardin ; J. Legrand ; À. Marcenet ; E. Montagut; A. Nayel ; 
P. Plisson; M. Rebeix; P. Rousseau ; P. Vincent ; Watrin.] 


4131. — Une sphère est tangente au plan horizontal en un 
point À; elle passe par un point B qui a pour cote 72nn et qui se 
projette en un point b à une distance de À égale à 96m, 
(Placer À et b sur une droite distante de 115®® Qu bord inférieur 
de la feuille, À à 20 & gauche du milieu de cette droite et b à 
gauche de A.) 

Considérer le plan P mené par le point À perpendiculairement 
au rayon OB, et le triangle équilatérat CDE inscrit à la section 
de cette sphère par ce plan, en plaçant horizontalement le côté DE 
de minière que sa cote soit inférieure à celle de CG. — Sur la 
perpendiculaire en C au plan P, prendre un point S de cote égale 
à 240, 

La sphère étant supposée opaque, représenter la portion de son 
volume comprise dans le trièdre dont les arêtes sont les droites 


indéfinies SG, SD, SE. 


116 







Prenons la droite bA comme ligne de terre æy. La sphère 
tangente en À au plan horizontal et passant par B a pour pro- 
jection verticale le cercle 0’ tangenten A à «y et passant par b'; 
on déduit de là le contour apparent horizontal o de la sphère. 

Le plan P mené par A perpendiculairement à OB a sa trace 
verticale AP’ perpendiculaire à Do’; ce plan coupe la sphère 
suivant un cercle dont une moitié est rabattue suivant le demi. 
cercle Ac’ sur le plan vertical ; le côté DE du triangle équilatéral 
inscrit dans la section étant de bout, se rabat suivant une per- 
pendiculaire à AP’ qui coupe le rabattement de la section au 


point di telque Adi = le point d, se relève en (d, d') et 


9 , 
(cde, c'd'e') sont les projections du triangle CDE. 

La perpendiculaire en GC au plan P a sa projection verticale 
perpendiculaire en €’ à AP’; le point (s, s') s'obtient en prenant 
sur cette perpendiculaire le point de cote 240®%. Remarquons en 
passant que le point le plus haut (y, y’) de la sphère appartient 
aussi à l'arête SC. 

Le plan vertical de projection étant un plan de symétrie de la. 
sphère et du trièdre, il suffit de déterminer l’intersection de la. 
sphère avec la face SDE et l’une des deux faces SCD et SCE. 

Intersection par lu face SDE. — Le plan de cette face étant de. 
bout, son intersection avec la sphère est un cercle projeté verli- 
calement suivant p'g'; en traçant le demi-cercle de diamètre p'q', « 
on a le rabattement d'une moitié de ce cercle sur le plan verti-, 
cal. D'ailleurs, l’arête SD se rabattant autour de p'g suivant. 
s'd:, les arcs dip' et Ôg' sont seuls utiles. Sur l’épure, on a 
relevé le point », en (m, m'}) et la tangente mut' au demi-cercle . 
pa" en (mt, m'{); on peut appliquer cette construction à la dé-" 
termination de la tangente aux points limites (d, d') êt (5, à). 
Les points p et q sont les sommets du petit axe de la projec=. 
tion horizontale de cette section. 

Intersection par la face SCD. — Cette face est coupée par le 
plan horizontal passant par (0, 0’) suivant l'horizontale (fg, f'g'). 
La droite fy détermine les points et : de l'intersection situés 
sur le contour apparent de la sphère; un seul de ces points, h,« 
est compris dans la face SCD. Rabattons maintenant cette face 
autour de fg sur le plan horizontal de (0, 0’) ; l'arête SC se rabat 
suivant sic et l'arêle SD suivant s,gd:; d’ailleurs le rabatte- 
ment de la section est représenté par le cercle chi, dont il suffit 
de relever les arcs c1hd; et y1ù, compris dans l'angle cisids, 
rabattement de la face SCD. 

En particulier, le point n, se relève en n au moyen du relè- 
vement 4 dela droite "171; la tangente en "1 au cercle ct 
coupe la parallèle à /g menée par d, au point w,, qui se relève 
en « sur la parallèle à fg issue de d: nu est donc la tangente 
en » à l'intersection. 

Remarquons ici que les parallèles à fg issue de d et d; sont 
précisément les tangentes au point d et à son rabattement ds 
Cela résulte de ce que la droite AD étant perpendiculaire à la 
fois aux droites DG et Dr de la face SCD, est perpendiculaire 
à cette face, de sorte que Ad est perpendiculaire à l’horizon= 
tale fg. 

La tangente dir au point à se relève en 5r au moyen du point” 
situé sur la charnière. Cette construction n'étant pas applicable 
aux points c et y, on remarque dans ce cas que les plans tan 
gents à la sphère en ces points sont de bout; ces plans se cou 
pent suivant une droite de bout projetée verticalement en v’ ets 
qui rencontre au point (v, v’) l'horizontale de la face SCD issue 
du point (y, y’): wc et vy sont donc les tangentes cherchées. \ 

D'ailleurs en T le plan tangent est horizontal, en sorte que la 
tangente yv est parallèle à fg. Les points y et 4 sont les so 
mets du petit axe de l'ellipse, projection horizontale de la section, 
car en ces points la tangente est horizontale. Pour avoir le grand 























axe, nous prenons le milieu w de dy et menons ÀAw parallèle 
: . x dsy1 
à fg ; il reste à porter wÀ — est 
grand axe qui est dans la face SCD. 

Toutes les lignes qui limitent le solide commun en projection 
horizontale sont vues, sauf l’arc d’ellipse dpe, qui est caché par 
les parties des faces SCD et SCE intérieures à la sphère. 


(L. MESSENT.) 


pour avoir le sommet À du 


NL met LL es 


GÉOMÉTRIE 


4314. — Propriétés des triangles dont les côtés sont en pro- 
gression arithmétique. 

Soient a, b,c les côtés d’un triangle supposés en progression 
arithmétique (a> b>c). Appelons : M le milieu du côté 
moyen AC, K son point de contact avec le cercle inscrit, H et D 
les pieds de la hauteur et de la bissectrice intérieure relatives à 
ce côté; h la hauteur BH, 7r et rs les rayons des cercles inscrit 
et exinscrit dans l'angle B:; démontrer les relations 


MCE ol MD _ 4 Dr IEC, 1 
ME — 2° MH 4° HUE PEraN Re 


Réciproquement, si une des quatre relations précédentes esl 
vérifiée, les côtés du triangle sont en progression arithmetique 
et b est le côte moyen. 

Applications : 

I. Construire toute la série des triangles variables dont les côtés 
forment une progression arithmétique de raison connue d. 

IL. Construire le triangle lorsqu'il est entièrement déterminé par 
une des conditions suivantes : 

49 On donne la hauteur À ; 

29 Le rayon r du cercle inscrit ; 

3° Le rayon r, du cercle exinscrit dans l'angle B ; 

4° Le rayon R du cercle circonscrit ; 

5° La différence A —C— des angles À et C; 

6° La longueur de la bissectrice BD ; 

1 La longueur de la médiane BM, etc. 


Construisons le triangle ABC répondant aux conditions impo- 
sées par l’énoncé, et marquons 
sur le côté moyen AC les points 
M, K, H, D et K'; soient I et l 
les centres des cercles inscrit et 
exinscrit dans l'angle B. 

1° La projection MH de Ja 
médiane relative au côté moyen 
AC sur le côté moyen est égale 
au double de la raison de la pro- 





gression. 
En effet, 
BC — AB —2.AC.MH; 
d’où 
DER) LL 2 
NH CD UPS 


20 
en appelant d la raison de la progression. 

20 La distance MK du pied de la médiane BM au point de 
contact K du côté moyen avec le cercle inscrit est égale à la 
raison. En effet, 

MK — UK — CM re = Era 








3° La distance MD du pied de la médiane au pied de la bissec- … 
trice BD est égale à la moitié de la raison. En effet, 


DM 








2 
CDVENDS. IOPPPR NP RIT 
mais NT qe = 9 
«a 
donc CODE por 
a — b d 
et DM — 5 = A: 
, : MATE TA MD 
Il en résulte bien ME = =: ME = 5: 
4° Les triangles semblables DIK, DBH donnent alors 
DL = DK _ MK—MD 1. 
DÉS DH CC MH-LMD IS 
BH h 
donc IK — VE EE pe LE 


5e On sait que le point E, milieu de AC, est équidistant des 
centres | et l’ des cercles inscrit et exinscrit. De ce qui précède 
on conclut aisément 
DH — MH — MD = MK'+ MD = DK’, 

LKR "PREL ou r» = h. 

Donc, en résumé, si les côtés du triangle sont en progression 
arithmétique, on a 

MK ME et PART rs 

MH 2 (MN 40 07 DOCS 

téciproquement, si pour un triangle ABC une des relations 
précédentes est vérifiée, les côtés du triangle sont en progression 
arithmétique, et b est le côté moyen. 


donc 








HT Se MK 4281 
Soit d'abord MH ù On a vu que 
Fa 4 —=0C a? LÉ ce? 
de la relation supposée, on conclut 
b 1 
ER On F + ç="g#: 
Mio 2b = a+ c, b—c—a—)»; 
les côtés sont donc bien en progression arithmétique. 
On procèderait d'une façon analogue si on supposait se = 
Soit maintenant . — — la figure montre alors que 
SDK = DA, 
ou 3(MK — MD) = MH — MD, 
ou 3MK — MH — 2MD; ! 
mais 
_ a—c ac ___ b(a—c), 
MK — à Mu SE RS MD ot 
il vient donc 
drague, Ua, 
2 2 CR Ra ER 
ou (a — cha + c — b\(a + c — 2b) = 0. 
Or, on exclut les casoù a—c, a+c—b; il reste donc 
a +c = 2b, a—b—=b—c.. 


Ce calcul se fait encore plus simplement en remarquant que 
20 DA — 2pr: 
On raisonnerait d’une façon analogue pour le quatrième cas. 
Applications. 


1. — Construire toute la série des triangles variables dont les 
côtés forment une progression arithmétique de raison connue d. 


























On porte à partir d'un point M sur une droite les longueurs 
, MR°= "4; MHE04; 


Par D on mène une sécante 
quelconque rencontrant en B, 
1, E les perpendiculaires élevées 
à la droite en H,K,M. On con- 
nait le sommet B du triangle, le 
cercle inscrit de centre 1, le cer- 
cle circonscrit dont le centre O 
se trouve sur la perpendiculaire 
élevée au milieu de EB. On peut 
donc trouver les sommets A et C 
de trois manières, soit en menant 
de B les tangentes au cercle I, 
soit en traçant le cercle circon- 
scrit de rayon OE, soit en décrivant de E comme centre une cir- 
conférence de rayon El, 

IL, — Nous n'insisterons pas sur la construction des triangles 
signalés; elle se ramène toujours très simplement à la détermi- 
nation du point B à l’aide des données. 

[Ont résolu cette question ; MM. Perret, instituteur-adjoint à Boigé-la-Ville ; 
Laguarigue de Survilliers ; Barrouëé, lycée de Brest ; J. Sire, collège de Lure ; 
Remondet, inshtuteur à Augisey ; Hiernaux, école normale de Chàlons-sur- 


Marne ; V. R. T., école normale de Périgueux ; J. Quilichini; L. P., à Amiens ; 
P. Tribier, lycée de Guéret.] 





#4} 


TRIGONOMEÈTRIE 


4308. — Trouver la limite de l'expression 
Sin? x — sin? a 








EF LT 8 


lorsque x tend vers a, 
PREMIERE MÉTHODE, — Si l'on fait æ = a dans l'expression, 
; Me UM ( 
elle se présente sous la forme indéterminée Tr 


Pour éviter cette forme, remarquons que le numérateur de 
l'expression peut s’écrire 








ae ee 1 —cos2æ  1— cos 2a 
sin? x — sin? a — = 
2 2 
cos 2a — cos 2x À , 
= pe  ———— = sin (æ+a).sin(z — a.) 
1 


Par suite, 
sin?æ—sin?a _ sin(x+a) sin(æ— a) 
x De" œ a 
Quand x tend vers a, l'arc x—a tend vers zéro, et le rap- 
port de son sinus à l'arc, vers 1. Le produit précédent a donc 


ax? — a? 


dans ce cas pour limite 


: sin (æ + a) sin ?2a 
lim. — = - 
æ+ a 24 
SECONDE MÉTHODE, — On sait que pour «= a, l'expression à 
la mème limite que le rapport des dérivées de ses deux termes. 


On a donc 


“lim. 





— + 


" 
sin?x—sina Le 2sinæ.cosæ _ sin 2a 
Ga? 2% | AAA 

(6. BERNARD, lycée Saint-Louis.) 


{Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; E. Ardin-Delteil ; L. Bar- 
berot ; F. Beynas ; R. Bonnefont-Pédufau ; V. Bourquin ; E. Boutaud ; 
M. Boutaud ; V. Cambureanu ; R. Campion ; J. Chantre ; KF. Chuberre ; 
P. Courbière ; R. Dautry ;. G. Dazier ; J. Delpont ; L. Gourdet; G. Hiernaux ; 
Jenatzy ; J. Jubin ; R. Larsonneur ; A, Larue ; E. Laudat ; E. Layes; Leulliot; 
L. Magne ; A. Maître; J. Méhu ; E. Ménissier ; F. Morel ; J. Orsini ; K, Pé- 
gorier ; G&. Perdrizet; J. Pillard : S. Pochon? P. Reboul ; Robin; E. Sevin ; 





_ £. Sinturel ; E. Vaicle ; E. Villemagne.] 





—© —p—————————— 


TA 


dr 4,2 At MR L QE, PEL FIST ve P7 PTT t Re TN - fl Lille", 


QUESTIONS PROPOSÉES 


43389. — Trois hommes À, B, GC et leurs trois femmes D, E, F (énu- 
mérés dans un ordre quelconque) vont au marché et achètent un cer- 
tain nombre d'objets. 

Chaque personne paie chaque objet un nombre de francs égal au 
nombre d'objets qu'elle achète. 

Chaque mari achète pour 63fr de plus que sa femme. De plus : 

A achète 23 objets de plus que D ; 

B achète 11 objets de plus que E. 

Trouver la femme de chaque mari. 

(A. Coussar, à Lyon.) 


4840. — Etant donnée l'aire d'une zone sphérique à une base, mon- 


-trer comment varie le volume compris entre cette zone et le plan de la 


base quand on fait varier le rayon de la sphère dont fait partie ce 


volume. (Bacc. lettres-sciences, Caen, avril 1897.) 
4341. — On a un trapèze rectangle ABCD dont ôn connait la surface, 


9 


4 ANT? 7 
40 de décimètre carré, le rapport des deux bases, 3 et la somme de 


y ces mêmes bases, 0m,10, 
D : On fait exécuter à ce trapèze une révolution 


complète autour .de la droite æy passant par le 
côté DC et l'on suppose matériel le volume qu’il 
engendre. Ce volume, placé à l'extrémité A d'un 
fléau rectiligne, est équilibré par un poids de 
1508" placé à l’autre extrémité B du fléau. Si l'on 
place au contraire ce volume à l'extrémité B, ‘il 
faut un poids de 1978s",032 en A pour avoir l'équi- 
0 x libre. 

Calculer d'après cela : 10 le poids du solide ; 
20 sa densité ; le rapport des deux bras du fléau. 
(Concours de vérificateur-adjoint des poids et mesures, 1898.) 


4342. — On considère deux cercles O et 0’ se coupant en À et B. 
On joint A et B à un point quel- 
conque C du cercle OÔ par deux 
droites qui rencontrent le cercle OU’ 
en D'et E: 

jo Calculer la longueur D'E' et en 
déduire les lieux du pôle N'et du 
milieu M' de D'E'; 

2° En joignant de même A et B à 
un point quelconque C' du cercle 0’ 
et appelant M le point analogue à 
M', démontrer que les deux cereles de centres 0 et 0’ et de rayons OM 
et OM ont les mêmes centres d'homothétie que les deux cercles 
donnés. 





(Luiz HÉMois.} 


4343. — On considère un triangle ABC, le cercle circonscrit de 
centre O et les symétriques A', B', C des sommets par rapport au 
centre 0. Démontrer que les droites qui joignent un point quelconque 
du cerele aux points A", B', C' coupent les trois côtés du triangle ABG en 
trois points «, &, y en ligne droite avec le point 0. 

Généraliser pour le cas d'une conique. 


RTS 2 (A. Buisson, collège d'Issoire.) 
4344. — On donne l'équation 


(à cos a — La? — 4x + 4 cos a +20, 


æ désignant un angle aigu. L 
1e Pour quelles valeurs de æ les racines sont-elles réelles? 
4 ji ü x FES V: =Q 6 9 
2 Quels sont les signes des racines pour ces valeurs de « 3 
3° Rendre le produit des racines caleulable par logarithmes. 
(Bace. lettres-math., Nancy,avrit 1897.) 


4345. — Un tube eylindrique de longueur L est ouvert à ses deux 
extrémités. Une partie, de longueur /, est plongée verticalement dans 
une cuve à mereure. On ferme alors et on maintient fermé avec le doigt 
l'orifice supérieur du tube, puis on élève verticalement le tube tout en- 





tier jusqu'à ce que la partie inférieure cesse de plonger dans le mercure 
de la cuve. On demande de calculer la longueur æ comprise entre les 
niveaux que le mercure occupait dans le tube dans la première et dans 
la seconde position. On désigne par H la hauteur du baromètre pendant 
l'expérience. 
Application numérique. — 10 L= 0,85, ! — 0,32, H—0%,74. 
90 TL — 02,80, 1—02,60, .H=—=10n;80; 


(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1897) 


4346. — A l’un des plateaux d'une balance hydrostatique, on sus- 
pend, par un fil de poids négligeable, un morceau de zinc plongeant 
dans de l'eau : le poids de ce zine dans l'air est de 2008r. 

A l’autre plateau, on suspend de la même façon un morceau de pla- 
tine plongeant dans du mercure. 

1° Tout l'appareil étant à la température de 0, quel doit être le poids 
du morceau de platine pour que la balance soit en équilibre d'’elle- 
même, sans poids ni tare ? 

20 La température de tout le système étant alors portée à 50°, quel 
poids doit-on mettre pour rétablir l'équilibre, et dans quel plateau de 
la balance ? 

0,999871 : 


Données : Densité de l'eau à 00 
— du mercure à 00 13,596; 
— du zinc à 00. 6,8 ; 
— du platine à 00. 2146 
— de l'eau à 500 0,9882. 
1 
Coefficient de dilatation absolue du mercure entre 00 et 1000. . 560? 
— — lNÉaITONUZDC EC EN EE 0,0000294 ; 
= —— — platme "1.122260. EU UNO0QST 


(Bacc. lettres-sciences, Marseille, novembre 1897.) 
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BIBLIOGRAPHIE 


Cours de Géométrie cotée à l'usage des candidats à l'École spéciale mi- 
litaire de Saint-Cyr, par N. Cuarnurr, ancien élève de l'École normale 
supérieure, professeur agrégé au lycée de Lyon. — Gr. in-8°. Paris, 
Nony et Cie. 


Les professeurs chargés de la préparation mathématique des candi- 
dats à l'École spéciale militaire sont tenus de développer intégralement 
le programme des connaissances exigées pour l'admission et de, n'en 
négliger aucun point, quelle que soit l'opinion que chacun puisse 
avoir, en son for intérieur, sur les récentes modifications qu'on lui a 
fait subir. Et s'il est permis de regretter la disparition du calcul des 
dérivées et des quelques notions de géométrie analytique si utiles dans 
l'étude de la variation des fonctions, on n’en doit pas moins continuer à 
enseigner avec ardeur la formule des annuités et celle des amortisse- 
ments. 

Nous sommes heureux cependant de pouvoir louer sans réserve cer- 
tains changements apportés au nouveau programme, comme, par 
exemple, la suppression de la géométrie descriptive et son remplace- 
ment par la méthode des plans cotés, la seule employée en topogra- 
phie. 

M. Charruit, qu'il est inutile de présenter aux lecteurs de ce journal, 
a bien voulu écrire un livre de géométrie cotée s'adressant particuliè- 
rement aux futurs Saint-Cyriens et les faire profiter de son expérience 
et de son talent. L'entreprise n'était pas sans difficultés. En effet, les 
cours de marine exceptés, on ne consacrait jusqu'ici, dans les classes 
de mathématiques de nos lycées, que fort peu de temps à l’enseigne- 
ment des quelques principes fondamentaux de la géométrie cotée, de 
sorte qu'à l'apparition du nouveau programme de Saint-Cyr, chaque 
professeur de mathématiques à dû songer à faire lui-même son cours 
de cotée. Ce m'est un plaisir de me rappeler mes entretiens avec 
M. Charruit sur ce sujet, alors que j'étais encore son collègue au cours 
de Saint-Cyr du lycée Ampère. II m'a été permis ainsi d'assister à la 
genèse de ce livre, et si des voix plus autorisées que la mienne peuvent 
le louer comme il convient, je puis, mieux que personne, dire avec quel 
soin il a été composé et avec quel profond sentiment des besoins des 
élèves il a été écrit. 

L'ouvrage débute par une brève exposition des procédés de Ja géo- 
métrie descriptive, destinée à faire comprendre la théorie des change- 


e 


dans la suite. 


Après cela, l'auteur traite directement chaque question du programme, 


en ayant soin de montrer comment, dans chaque problème, il y a deux 
parties distinctes : la solution géométrique et la construction de cette 
solution par l'application de la méthode des plans cotés, c’est-à-dire la 
solution graphique. 

A l'inverse de ce que font plusieurs auteurs, M. Charruit n'a presque 
jamais recours au calcul. Nous estimons avec lui qu’on a plus vite fait 
d'exécuter un rabattement pour trouver la distance de deux points que 
d'employer une formule où il faut faire deux élévations au carré, une 
addition et une extraction de racine carrée. 11 y à ici un préjugé qu’il 
importe de déraciner. Il semble en effet que l'emploi d’une formule 
soit préférable quand il s'agit d'avoir un résultat exact, car on peut 
obtenir la valeur approchée de la racine carrée d’un nombre avec l’ap- 
proximation que l'on veut, mais un tel résultat n’est intéressant que si 
les données sont elles-mêmes connues exactement, ce qui est rarement 
le cas. En effet, à quoi bon posséder la cinquième décimale d'un nom- 
bre, si les données ne permettent pas d'affirmer qu'on est sûr de la troi- 
sième ou de la seconde ? L'auteur se rencontre ici avec M. Klein. Le 
grand géomètre allemand a en effet exprimé cette opinion au congrès de 
Chicago (*), que le rapport plus ou moins intime de toute science appli- 
quée avec les mathématiques peut être caractérisé d’après le degré de 
rigueur obtenu, ou qu'il est possible d'obtenir, dans les résultats numé- 
riques relatifs à cette science. De telle sorte que si l'on voulait faire 
reposer une classification de ces sciences sur le nombre moyen de dé- 
cimales employées dans chacune d'elles, l'astronomie serait au premier 
rang ; la chimie se placerait à l’autre extrémité de l'échelle, et la géo- 
métrie descriptive entre ces deux extrèmes, 

Après l'étude de la ligne droite et du plan, vient l'exposé des méthodes 
générales. M. Charruit à réuni ensuite dans un seul chapitre tous les 
problèmes d'angle et de distance où l'on a à utiliser les méthodes 
générales. Quelques claires notions sur la représentation des polyèdres, 
sur leurs sections planes et l'intersection des polyèdres terminent la 
seconde partie. Nous félicitons l’auteur d’avoir renouvelé les exemples 
qu'il donne et de les avoir si bien choisis. A force de voir les meilleurs 
ouvrages reproduire continuellement l’'épure du tas de sable et celle du 
palier avec rampe, on finissait par croire que la géométrie avait été 
inventée uniquement pour résoudre ces deux respectables problèmes. 

La troisième partie est consacrée à l'étude des surfaces inscrites au 
programme, c'est-à-dire du cône, du cylindre et des surfaces de révolu- 
tion. Ce sont à peu près les seules pour lesquelles un raisonnement 
élémentaire permet d'établir l'existence du plan tangent en un point, 
Les démonstrations de l’auteur sont simples et rigoureuses. Le lecteur 
trouvera dans cette partie du livre tout ce qui concerne les propriétés 
élémentaires des surfaces et de leurs plans tangents. 

La quatrième partie concerne les sections planes des surfaces. L'auteur 
a exposé avec un rare bonheur les méthodes générales ; nous signale- 
rons en particulier celles qu’il donne pour la sphère et pour le cône et 
le cylindre de révolution. Comme applications, se trouvent quelques 
exemples d'intersection d’une surface et d'un polyèdre. 

Les théorèmes de Dandelin sur les sections planes du cône et du. 
cylindre de révolution sont, non seulement énoncés, mais soigneusement 
démontrés, ce qui est une bonne chose. 

Un chapitre est réservé aux questions d'angles et de distances et à la 
manière dont il est possible de les résoudre par l'application des pro- 
priétés des surfaces de révolution ; il se termine par la résolution des 
trièdres. 

Enfin deux notes complètent l'ouvrage : l’une, où M. Charruit établit 
par des considérations fort simples que la projection orthogonale d’une 
conique sur un plan est une conique de même nature, et l'autre, fort 
intéressante, où il détermine une section plane d’un cône de révolution 
en prenant pour plan de base un plan qui coupe le cône suivant une 
ellipse se projetant horizontalement suivant un cercle. 

En terminant l'analyse rapide des matières contenues dans ce volume 
si bien fait, si pratique, si intéressant, et qui sera, nous en avons la 
conviction, si utile aux jeunes gens à qui il s'adresse, nous sommes 
heureux d'adresser nos sincères félicitations à notre excellent collègue. 


A. MALUSKI. 





(*} Conférences sur les mathématiques faites au Congrès de mathématiques 
à Chicago, par Félix Klein ; vi® conférence. ; 
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ÉCOLE NAVALE 


CONCOURS DE 1897 


4125. — Déterminer la hauteur x et la base 2y d'un triangle 
isocèle, connaissant les rayons r et R des cercles inscrit et cir- 
conscrit. — Condition à laquelle doivent satisfaire 2R et 2r pour 


que la base du triangle soit moyenne proportionnelle entre ces 
quantités. 


Première solution, — On sait que dans tout triangle 


it 0e) ee 
USERS à 
1 
Or ici S— --2.2y — «y; 
BRUT l 18 AE 
a=2y, b=c—= vx + y, p= 'a+b+c) =y+ Var +. 


Les deux équations du problème sont donc 
2Roy = ya? + y°) (), (1) 
ay = (y + Var + pi). (2) 
Les inéquations de condition nécessaires sont æ=>0, y>0; 
elles sont aussi suffisantes. Supposons en effet que le système 
des équations (1) et (2) fournisse pour x et y des valeurs posi- 
tives ; construisons le triangle ayant x et y pour côtés de l’angle 
droit ; on en déduit aisément le triangle isocèle de hauteur x et 
de base 2y. Puisque les valeurs de x et y satisfont à (1), le 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle sera R ; puisqu'elles 
satisfont à (2), le rayon du cercle inscrit sera 7. Ce triangle salis- 
fait donc aux conditions imposées. 
Pour résoudre le système, on écrit la seconde équation 


ya —r) = ra? + y}, 
et on élève ses deux membres au carré, ce qui donne 
er) = rl +); 
des solutions de cette nouvelle équation on ne devra prendre que 
celles qui rendent positif le produit y(æ—7+); comme on doit 
déjà avoir y > 0, ilfautdonc x >r. 
r°æ 


2 





On en tire y ; 


x — 2r 


- portant cette valeur dans (1), après avoir supprimé dans les deux 





membres y qui ne peui être nul, il vient 


2% 


ve 
PRE; 
æ — 2r 


supprimant encore # qui ne peut être nul, on voit que finalement 





(*) L'équation 2Rx — TAPQUÉ s'écrit à la simple inspection de la figure. 


/ 


Rédaction 17, rue des Écoles, à Paris. 


Abonnements.... Librairie Nony et Cie, 17, rue des Écoles, PARIS. 
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æ et y sont fournies par le système des équalions 





Phenom er) = Tr, (3) 
Vo 2 ) (4) 
x—2?r 
à condilion que Ye A0; Dia r: 
La condition y>0 se traduit évidemment par æ>92r, con- 


dition qui entraine «x >r. 

Le problème admet donc autant de solutions que l'équation (3) 
a de racines supérieures à 2r. Mais la forme de l'équation (3) 
montre que toute racine réelle de cette équation satisfait à la 
condition 
(2R — x)(x— 2r) > 0, 

SA EL 2 PR: 

Il en résulte que toute racine réelle de cette équation est une 
solution du problème. 

Cette équation s'écrit 22—92(R + r)x + r(4R +7) — 0. 
La condition de réalité est 


ou 


(R+r}—r(4R+r) > 0, 
ou bien R(R — 2r) > 0, 
c'est-à-dire Re Dr, 


condition bien connue. Le problème admet alors deux solutions. 
x 3 
Pour R=?r, on trouve x — — R; les deux solutions se 
confondent alors avec le triangle équilatéral inscrit. 


La condition imposée s'écrit 
Cu-=2R;2r ou le 1651 
portant cette valeur de y? dans (4), il vient 
R(æ—92r) = x, 
2Rr 
MISES . 
R—7r 
Exprimons que cette valeur de x satisfait à l'équation (3) ; on 
trouve 


ou 





= R(2Y3— 3). 
(P. BARROUÉ, lycée de Brest.) 
Deuxième solution. — Soit ABC le triangle isocèle inscrit 
dans le cercle de rayon R. Prenons 
pour inconnue l'angle à la base 0. 
La figure donne immédiatement 
AG = 2R sine, 
æ = AC sino =, 2R'sints (1 














y = AG cose — 2R coswsine; (2) 
FERA DA CE CH 
KO SAS Cr 
c'est-à-dire 
r___?2Rsing—2R sine coso 
2R coso 2R sine 9 


ou, en supprimant haut et bas 2R sine qui n’est point nul, 
r = 2R cos o[l — cos o). 


(3) 


VONT TT TR ESA 
i T4 EU D rt 


: 


Le problème est résolu par les équations (1), (2) et (3) ; on dé- 
montrera, comme précédemment, que les inéquations de condi- 
tions nécessaires et suffisantes sont 


0 < cos < 1. 


Or la forme de l'équation (3) montre que toute racine réelle de 
celte équation du second degré en cos vérifie la condition 


cos o{1 — coso)> 0, 
0 < cos y < 1. 


Toute racine réelle de (3) est donc une solution du problème. 
Cette équation s'écrit 


ou bien 


2R cos? o—2R cose +7 = 0. 


Elle aura ses racines réelles si 


R2— 2Rr > 0, 
ou R > ?r. 
Pour R—2r, la valeur commune des racines est 5 donc 
COS © — _ LPS —; une seule solution, le triangle équi- 


latéral inscrit. 
La condition imposée s'écrit 


(2R sinv cose)? — Rr, 
ou r = 4R sin? 9 cos? e. (à) 


Portant cette valeur dans (3) et remplaçant sin°e par 
on trouve 


1— cos? o, 


&R cos? o(1 — cos? y) — 2R cos (1 —cose). 


Supprimant les facteurs cos® et 1—cos® qui ne peuvent être 
nuls, sans quoi il n'y aurait plus de triangle, il vient 


2 cosg(1 + cos ©) — 1, 
ou 2 cos’ o +2 cos? — 1 — 0. 


La racine positive de cette équation étant seule acceptable, on 
trouve 


[3 —14 
COS G = ——, 


A 


d'où sing 1 — cos = 12 VS = VS , 


Ces valeurs portées dans (5) donnent 
WE Rÿy3 (2 ce V3). 


[Ont résolu la même question : MM. A. Colard; P. Cornelis ; Crozemarie ; 
L. Curt ; J. Delpont ; M. Drovin; H. Fajon; A. Franqueville; G. Hiernaux ; 
CI. Limouzin; J. Méhu ; M. Oger; A. Pavard ; F. Pégorier ; E. Roncaglia ; 
P. Vincent ; J. Witiner.] 


4127. — Une sphère de rayon donné R —45mu est tangente 
au plan horizontal de cote séro en un point A. Parce point À on 
mène une droite d faisant avec le plan horizontal un angle de 60», 
et l'on considère le cône de révolution dont cette droite d est l'axe 
et dont l'angle au sommet est égal à 15. 

Tracer le contour apparent de ce cône et les projections de son 
intersection avec la sphère : 1° sur le plan horizontal; 2° sur un 
plan vertical perpendiculaire à la projection de la droite d sur le 
plan horisontal; 3° sur un plan vertical parallèle à cette 
droite. 

On supposera dans le tracé que la sphère est un corps opaque 
dont on a enlevé la partie commune à la sphère et au cône. 


.: J" à \ ; Te 

Sur le plan horizontal de cote zéro, la sphère a pour contour 
apparent le cercle A de rayon R = #45", Soient alors æy et 
æy1 les lignes de terre des deux plans verticaux parallèle et per- 
pendiculaire à la droite d; sur chacun de ces plans, le contour. 
apparent de la sphère est un cercle de mème rayon que le cercle 
A et tangent en a’ à xy ou en a" à æiy1. ; 









































Contours apparents du cône. — La droite D étant de front par 
rapport au plan vertical xy a pour projection sur ce plan la droite. 
ad! qui fait avec æy un angle de 60°. (Le point d' s'obtient. 
immédiatementen prenant #d'—R). Enjoignant a’ au milieu, 
b' de l'arc 1’d', la droite ab’ est une des génératrices de contour 





TS 30° 
ad’ 


apparent du cône, car b' HE 15°; de même en joi-. 


gnant a’ au milieu c’ de l'arc i'd'a', on a la seconde génératrice, 


—— = db. 


ES 
puisque c'd' — 
Pour obtenir le contour apparent horizontal du cône, il faut 
mener à cette surface les plans tangents verticaux. A cet effet, 
considérons le plan de bout PaR’ qui passe par d’ et est perpen- 
diculaire à l'axe D du cône ; ce plan coupe la verticale de A au 
point (i, i'}, situé également sur la sphère, et il coupe le cône 
suivant un cercle dont une moitié est rabattue sur le plan de 
front passant par D. La tangente ses menée de à à ce cercle 
représente le rabattement d’une des tangentes au cône située 
dans un plan vertical passant par A ; par suite, le point e; relevé 
en (e,e') fournit un second point d’une des génératrices de con- 
tour apparent horizontal du cône. Comme le point e, est sur le 
cercle de diamètre d', le point (e, e') appartient à la sphère, 
c'est-à-dire à l'intersection. | 
Pour avoir le contour apparent sur le plan vertical z,y, il faut 
mener les plans tangents au cône perpendiculaires à ce plan ver- 
tical. Un de ces plans coupe le plan P«R' suivant une droite 
rabattue sur le plan de front passant par A suivant la tangente « 
af1 à la demi-base du cône ; on en déduit l’une des génératrices 
(Af, a'f', a"f") de contour apparent vertical. | 
Le point de rencontre de cette génératrice avec la sphère s’ob- 
tient en rendant la génératrice parallèle au plan vertical ai : | 
a"f" vient en a”f/, el le point de rencontre est en g# sur le 
cercle o”, de sorte que (9, g') est le point cherché. 


Intersection du cône et de la sphère. — Nous connaisons déjà de 
cette intersection les quatre points (b, b', b"), (c, c', ce"), (e, e’, e”) 
et (g, g', g"). 

Cherchons maintenant un point quelconque et la tangente en : 
ce point. Pour cela, coupons la sphère et le cône par une sphère . 
de centre A ; les sections sont deux cercles de bout projetés ver- 
ticalement en p'q' et r's'; l'intersection "”' de »'q' et r's' fournit 
la projection verticale des deux points communs à ces cercles ; 
en traçant le cercle A, projection horizontale du cercle »'q', on 
en déduit la projection » de l'un des points de l'intersection. 

La tangente au point (”, m'), perpendiculaire à chacune des : 
normales en ce point à la sphère et au cône, est perpendiculaire 
à leur plan. La normaje à la sphère est (mo, m'o'); la normale 
au cône rencontre l'axe a'd' au même point w’ que la normale 
au point r’ qui est perpendiculaire à la génératrice ab’. Dès lors, 
o'u' est la trace du plan des normales sur le plan de front mené 
par À, et en menant m'{' perpendiculaire à o’w, on trouve la 
tangente en m”’ à la projection verticale de l'intersection. Cette 
construction est applicable en particulier aux points limites b' et. 
c’, Mmaisil convient de remarquer que dans ce cas les tangentes 
ainsi obtenues ne sont plus les projections verticales des tan- 
gentes aux points correspondants de l'intersection, ces dernières 
étant de bout. La tangente en "” est perpendiculaire à l’horizon- 


| ET 3. 





ta e issue de (0,0) du plan des normales ; comme la normale plan vertical de trace x1y1 au point (v, v',v”) : m’x" est donc la 

mu au cône a sa trace horizontale sur le plan horizontal pas- | tangenteen "”” à la seconde projection verticale. 
. sant par o’ en dehors des limites de l'épure, on la remplace par 
_ Ja droite (mn, m'n'), située dans Le plan des normales, et dont Ponctuation. — L'intersection de la sphère et du cône est 

la trace sur le plan précité est (k, W), de sorte que la tangente | évidemment vue dans les deux premières projections et 


mt est perpendiculaire à 0%. La tangente (mt, m1) rencontre le | cachée par la sphère dans la seconde projection verticale ; 


—— 


nn AU de LE tt de nf 
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quant aux contours apparents du cône, ils sont tous cachés. | courbe se projette sur ce plan suivant une courbe de degré 
î moitié moindre, c'est-à-dire suivant une conique, qui est, dans le 


Remarque. — La sphère et le cône de révolution étant deux | cas considéré, un arc de parabole. 
(L. MESSENT.) 





rbe d’intersection est une courbe gauche du 4° degré ; comme 
les deux surfaces ont un plan de symétrie commun, celte 


AO RON | - : PRET PT 





7 .— r pri re 26 0 ; CRUUNE RAIN EA, à 6 TR TIREUR 
F 4128 Men les valeurs de x, comprises entre zéro et 1809, tinctes: sin + correspondant à set 3; cos — correspondant 
; satisfaisant à l'équation à on 2 bi | 
“jf À à vw et ©. bi « 
ie sin _ ENT) (1) Remplaçant © successivement par %1, 9», 93, ®, on se rss 
x ramené à résoudre les quatre équations 
, pour les valeurs de », comprises entre séro et 3609, données par x | . 
l’équation te (a+ x) = sin _ tg% (x— 4) — cos CE tg5 (x+a) = cos 3! 
sin? © — tg52520 20 24,2 >< cost 2780 12/13",4. (2) 4 


En désignant par a le second membre de l'équation (2), cette 
équation donne 


SD = = V0. 
Soit à l'angle aigu dont le sinus est égal à ÿa ; 
cédente donnera pour © les quatre valeurs 


D — TEA, 


l'équation pré- 
Q1 == Œ; 


D — TT —%, 


on obtient donc pour + les quatre valeurs 


-6 


1 a CE T 0 O3 T a 0, œ 


A SE 2 





Le second membre de (1) n’admet donc que deux valeurs dis- 


Calcul de x. 


2 log sin a — 3 log tg 72°20'24",2 + 3 log cos 81°47’46”,6 
[on a ramené au premier quadrant tous les angles de l'équation (2)]. 


log tg 7202020" — 0,4970365 











3 (x — Arts - 
te (x a) = sin 


"17 OUX ee we . PE 
Les quantilés sin — et cos > étant certainement positives, cal- 


2 
culons les angles aigus f, et 52 tels que 


[2 
tg5 B2 — cos NE 
Les équations précédentes admettent alors pour solutions : | 

= kRR Hi — a, wo —hAr+fita, 23 = hTr+Hf— a, 
ox = RT + Rs + a. M 

L'angle # devant être compris entre 0 et 7, on voitimmédiatement 
qu'il faut prendre k —0 dans x et x,. On prendra À — 0: 
ou { dans les autres valeurs, suivant que les angles {4 — x Le 
G> —x sont positifs ou négatifs. 


; L4 
tg5 PB, — sin pl 


4" 2912 
0,2 1456 
log tg 72°20'24”,2 — 0,4970671 5 log tg 72° 20/24”,2 — 2,4853353 
log cos 8104750" — 1,1543537 146,1 
— 3",4 496,7 3,4 
log cos 81°47'46”,6 = 1,1544034 3 log cos 81°47/46",6 — 3,4632102 
D—9 1,9742719  — log sin 70°28/20" 2 log sin a — 1,9485457 
7,5 4" log sin à — 1,9742728 
1,5 0,2 a — 70°2821"2 
à = 3501440", 
Calcul de fa et de fo. 
3 log tg 1 — log sin - , 3 log tg £a = log cos — 
log sin 3501410" — 1,7611361 
0,6 17,8 
log sin 35°1440”,6 — 1,7611379 log tg fi — 1,9203793 
D — 318 1,9203475  — log tg 39°46' 30” 
300,3 7 
“Arr 0,4 Pi = 39°4637",4 
log cos 3501420” — 1,9120910 
— 9” 1341 
— 0,4 
| À 59 log tg & — 1,9707016,7 
log cos 35°1410",6 — 1,9121050 
Dee 1 = ; 
3 jl HAÉEREERS log tg 439 4 7" Pa — 4304! 9,43 
id] 
31 6 75 


Calcul de x. 


8 et f> étant tous deux plus petits que «, il faudra prendre À = 1 dans æ et æ3 ; les quatre solutions sont donc 


== — 1809 — (a — P:), 


On sur tous calculs faits 


ai — 149018/16",2, 


[MM. P. Barroué, lycée de Brest, et A. Pavard, au Mans, ont envoyé des résultats exacts.) 


Mie... 


x = 113032! 


æ2 = à + Lo, %3 — 1800 — (x — Go), 


28”,95, œ = 152035467,55,0 


æ, = a + Pi. 


æy = 11001458",6. 









4126. — En mesurant deux longueurs a et b on a trouvé 
CA PAS) 


b=#&%iu2 à ÆHo0,1 près. 


Av TU pres 


A quelle approximation pourra-t-on obtenir le logarithme vul- 


a 
b 
| Le module de transformation des logarithmes népériens en lo- 


garithmes vulgaires est M — 0,43429. 


gaire du rapport 


Le logarithme cherché est donné par la formule 


ae 100% ee ML + ; 


b 
ou n = M(La — Lb). (1) 
Lorsqu'on calcule un nombre par la formule 
n = fla, b) s 
et que a et b sont affectés d'erreurs 54 et db, l'erreur de n est 
* donnée par la formule ? 


ôn = fa(a', b’).da + fifa”, b").6b. 

Pour obtenir une limite supérieure de ën, on remplace dans 
les dérivées partielles les nombres a, b’, a", b” par des valeurs 
par excès ou par défaut de a et », de manière à forcer les valeurs 
de ces dérivées, on remplace ô« et ôb par leurs limites supé- 
rieures et on prend tous les termes avec le signe + (*). 

Appliquons à la formule (1); on aura 

M UM 


LE: (= b 


Remplaçons & et b par leurs valeurs par défaut 60 et 40; M 
par la valeur par excès 0,45, da et 5b par leurs limites supé- 


rieures 0,2 et 0,1. La limite supérieure de 5n sera 
0,45 0,45 s 1 1 \  0,045%x<7 
60 PU TT D AU Le 0,045 30 Er RP CTIENE 


ou 0,0027 par excès. 





. . . a 
Onne pourra donc compter dans le logarithme vulgaire de «y 


* 


sur plus de deux chiffres décimaux exacts. 


4129. — Construire un triangle ABC connaissant : 1° la dis- 
tance du centre 1 du cercle inscrit au centre l' de l'un des cercles 
exinscrits ; 2° le rapport des rayons de ces deux cercles : 
30 la hauteur abaissée du sommet À qui appartient à la droite I, 

Les deux premières données restant les mêmes, construire le 
triangle ABC connaissant le rayon du cercle circonscrit. 


I. — Supposons le problème résolu : soit ABC un triangle 


A 


dans lequel on connait la distance 


Il = d, le rapport _ A des 


rayons des cercles inscrit et exins- 
crit de centres I, l’, et la hauteur 
Al = fr. 

La ligne des centres Il’ des deux 
cercles’ passe par le point À commun 
aux deux tangentes communes exté- 
rieures, et l’on a 

AFS Ce 
Al TR 
de même la tangente commune 








(*) Voir Approrimalions numériques, par 3. Griess, p. 16, 22, 23, 24. 


4 





© 


D 


intérieure BC rencontre Il’ en un point D tel que 


DES 
JTE IS 

Ces relations permettent de déterminer facilement la position 
des points À et D par rapport aux points connus I, l’. 

On détermine ensuite visiblement les sommets B et C en pre- 
nant l'intersection du cercle décrit sur IL’ comme diamètre avec 
la tangente au cercle À et de rayon AH issue du point D. 

Le point D étant toujours compris entre I et l’, les points B 
et G existent toujours, pourvu que la tangente issue de D puisse 
être menée, ce qui entraine la condition 


AD >> b, 
ou, en exprimant AD en fonction des données d et x, 
2kd 
HT EE . 
Lips MÉETT 

Dans ce cas, le problème admet deux solutions symétriques 
par rapport à AD. 

Il. — Supposons maintenant la hauteur L remplacée par le 
rayon R du cercle circonscrit. On sait 
que ce cercle coupe la droite AIT en 
un point M, milieu de l'arc BC ; en 
ürant MB, on à, d’une part, 











NBI — MBC . CBLE +. 
et d'autre part, 
Mb = AB Ba — 28, 


ce qui montre que le triangle MBI est 
isocèle, et, par suite, que M est le 
centre du cercle BIC, qui passe aussi 
par l’. 

Il suffit alors de faire passer un 
cercle de rayon R par le point A, déter- 
miné comme plus haut, et par le milieu M de Il’, puis de tracer 
le cercle de diamètre Il’ qui rencontre le premier aux points 
B et C. 

La seule condition de possibilité est qu'on puisse décrire un 
cercle de rayon R sur AM comme corde, ce qui suppose 


M 
R > ee : 


PA 








ou, en exprimant AM en fonction des données, 


d(i +) 


R 


> . 


T7 4{A—Rk) 


\/ 


(A. PAVARD, au Mans.) 


[Ont résolu la même question ; MM A.M. R. P.; Barroué; Benoist-Daubray. 
Bourdet ; A. Colard ; Crozemarie ; M. Cryé; Dunand ; Foucart ; G. Hiernaux : 
J. Legrand ; Mazars ; Mirc ; Montagut ; Nayel; Oger; Plisson ; Rebeix ; Thorel : 
Videlaine; Vincent.] 








- 
ALGÈBRE 
4312. — Trouver la valeur de la somme 
1 l LE 
æ(æ+1)...(x+k) (æ + 1)(x + 2)...(&+k+i) Re” 


1 
(@+n—1){x+n).. .(c+Rk+En—1). 





+ 


Vers quelle limite tend cette somme lorsque n croît indéfini- 
ment ? 


Le. 

















(&+n—1) PAS (@+n—2+%k) (x+n) PATTES (G@+hk+n—1) 
te k 
 o(@+n—t)x+n)..... (@+k+n—1) 
Additionnons membre à membre et simplifions. Le second 
membre de l'égalité sera précisément la somme demandée S 
multipliée par À ; nous aurons donc 











1 1 
alm+1)...(æ+A—1) 7 (a+). (&+A + n A) rue 
d’où 
m4 1 l 
2 ile PER re en dl 


Lorsque » devient infini, la fraction soustractive à pour limite 
zéro ; donc 
mr ! 1 
lim S = —. ; 
, kR x(æ+1)...(x+k—1) 
Plus généralement, soit une suite de termes de la forme 
{ 


x'@æ + r).. 








.(æ + kr) 


+ 





Le + (nr —1)r]fe + (0 — tr rl Le + (0 Ur + kr] | 


dans laquelle les facteurs de chaque déneminateur forment une 
progression arithmétique de raison r. En procédant comme pré- 
cédemment, on obtient la formule 


a | 
S= EX 
1 


. [ak —1)r] ve &+nr)(x+{(n+#1)r]... 





Pen Lœ-nr+{R—1 va 


(L. BOUCHARD, institution du Sacré-Cœur, à Moulins.) 


[Ont résolu la même question : 
gorier, 
Brive. | 


MM. de Mendiry, lycée de Bordeaux ; €. Pé- 
à Cette ; F. Riesz, école polytechnique de Zurich ; A. Rozer, collège de 


a ————— 


GÉOMÉTRIE 


4315. — Une pyramide SABCDE a pour base un pentagone 
régulier dont le côté est a ; les autres arêtes de la pyramidé sont 
aussi égales à a. On demande de calculer : 

1° Le volume de la pyramide ; 

20 Le rayon de la sphère circonscrite ; 

3° Les lignes trigonométriques de l'angle plan du dièdre.SA. 


(Bacc. lettres-math., Clermont, novembre 1897.) 


1° Menons la hauteur SH, l’apothème HK et le rayon AH. Le 





Or on sait que 


À EVaoey >. 
R désignant le rayon | 
du cercle circonscrit au 
pentagone ; on déduit 





de 170 ‘1 
h = PERS | 
V40=3/5 408 
s 2 / ; 
puis , HK = R—T = + it 
| 3 —ÿ5 
t SH = Ja R? — 
e Va R a TR LE 
LT MO ES a 3( ra 
De Se 
12(5,—148):1 0 6(5 — /5) 24 


2° Soit O le centre de la sphère circonscrite à la pyramide ; ce 
point est situé à l’intersection de SH et du plan perpendiculaire 
au milieu M de l’arête SA par exemple. 

Le quadrilatère AHOM ayant deux angles opposés droits est 
inscriptible, et l’on a 


2 


SO.SH — SM.SA ou —; 


A 


NET IN 


ou, en Re haut et bas par VAE + V5, 


3° Dans le triangle équilatéral SAB, la médiane BM est en 
même temps hauteur ; il en est de même de ME; l’angle BME 
ayant ainsi ses deux côtés perpendiculaires à l’arête SA mesure 
l'angle plan 4 du dièdre SA. En considérant le triangle BME, 
on à alors 


d'où SO == 


5)3+V5) = —V10+92V5. 


BE? — BM° + ME° — 





2BM.ME cos a, 
ee 


d'où, en remarquant que BM = ME — 
Je 2BE° 
cos a — CP 


Il reste à évaluer BE, côté du pentagone régulier étoilé inscrit 
dans le cercle de rayon R. Or 


PE Nr 9 
BE — À À 10275 = ce a/10 +205 
Vio—2y5 
_a(10+2ÿ5) _ a(ÿ5+1). 
ET EL CAS. 
Par suite, 
3 a? — (Vs +1} Gi 2% 
À V5 
COS — = Ne 
3a? 


Connaissant cos 4, il est facile d'obtenir les autres ETES tri ne 
gonométriques : ; 








na = Vous = 1-22, 


3 


Sin & tour 2 
ges ARE cogne 





cos x 








s Ï 3 è 3 
SCA = — COSÈC A = — = —: 
COS % 6: sinx 2 
P (SYLVESTRE POCHON, collège de Châtillon-sur-Seine.) 


[Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; B. Carrière ; F. Chuberre; 
L. Curt ; A. Jeannel ; F. Leulliot ; F. Morel ; L. Patin ; J. Quilichini; Robin; 
Vial ; Villemagne.] 


——————————————— 


MÉCANIQUE 


4318. — Réduire les forces appliquées à un solide à deux : 
l'une passant par un point donné A, l'autre située dans un plan 
donné (P). 


Réduisons les forces appliquées au solide à deux dont l'une R 
passe par À; puis transportons 
s R le point d'application de la se- 

| conde S au point B d'intersec- 
A tion de sa droite d'action avec le 

plan (P). Enfin, joignons A et B 

et soit BC l'intersection du plan 

ABS et du plan (P). 

Nous pouvons décomposer la 
P force S en deux autres : l’une, *, 
dirigée suivant BA et dont le 
point d'application pourra être 
transporté en A; l'autre, X, dirigée suivant BC. ; 
Ceci fait, nous avons la force X située dans le plan (P) et les 
deux forces R et x qui admettent une résultante U passant par A. 
Cette réduction est évidemment possible d'une infinité de 
manières. 
(E  SEVIN, colluge Chaptal.) 


Ont résolu la même question : MM. F. Chuberre ; Feintuch ; Jouanneau ; 
R. Larsonneur ; E. Layes ; Robin ; E. Sinturel ; Vial; V. R. T.] 
a 


PHYSIQUE 














4337. — Un bain d'argenture est traversé par un courant 
» d'intensité Oamp,4. On demande quel est le poids d'argent déposé 
en 2 heures. Il faut 96600 couloinbs pour mettre en liberté 15° 
d'hydrogène. Poids ctomique de l'argent, 108. 

(Bacc. lettres-sciences, Besançon, juillet 1897.) 


Un coulomb met en liberté = Omilligr,01035 d'hydrogène 


1 
# 96600 
… et, d’après les lois de l’électrolyse, dépose 

0,01035 >< 108 = Anillisr,1178 d'argent. 

L’ampère correspond au débit d’un coulomb par seconde; donc 
la quantité d'électricité qui a traversé le bain d’argenture pendant 
deux heures a pour valeur 0,4 <2>< 3600 — 2880 coulombs. 

Par suite, le poids de l'argent déposé est 


Amilligr,1178 >< 2880 — 3219milligr,274, 
(E. CLÉMENT.) 


- _[Ontrésolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; L. Barberot ; Berlrand ; 
… F. Beynas ; M. Boutry; G. Dazier ; L. Florentin ; J. Fourestier; A. Lescure ; 
P. Marill ; M. Oger ; M. Rebeix ; Robin ; Roure ; J. Bruyas; A. Chapron ; 
F. Chuberre ; Jupeau ; A. Marius ; P. Reboul ; Remondet; E. Sevin; J.-E. 
-Villemagne.] 


BACCALAURÉAT 


SESSION D'AVRIL 14898 


PARIS 


Baccalauréat lettres-mathématiques. 


1. — 4347. Dans un triangle ABC rectangle en A, on connait l'hypo- 
ténuse a et la longueur d de la bissectrice BD de l'angle B. Calculer les 
côtés de l'angle droit. Discussion. 


If. — 1er sujet. — Volume du parallélépipède oblique. 
IL. — 2e sujet. — Aires de la zone et de la sphère. 


IL. — 3e sujet. — Volume de la sphère. 


[. — Un ballon de 101it contient un gaz à 0°, sous la pression de 75cm 
de mercure ; on fait la tare du ballon dans ces conditions. 

Avec une pompe, on retire ensuite une portion du gaz, de facon qu'à 
0° la pression dans l’intérieur du ballon ne soit plus équilibrée que par 
25cm de mercure. En reportant le ballon sur la balance, on constate 
que sa masse à diminué de 128r,95, 

Quelle est la densité de ce gaz par rapport à l'air ? 


Il. — 1% Sujet. — Lois générales de l'induction électrique. 


I. — 2e sujet. — Description d'une machine dynamo-électrique. — 
Réversibilité de ces machines. 


IL. — 3e sujet. — Téléphone. 





CONCOURS DE 1898 


ÉCOLE PROFESSIONNELLE SUPÉRIEURE DES POSTES 
ET DES TÉLÉGRAPHES (1re section) 


I. — (A traiter par l'arithmétique). — Un lingot d'argent au titre de 
0,840 pêse 64k8,200. Combien faut-il y ajouter d'argent pur pour que le 
titre s'élève à 0,853? 


Il. — 4348. Dans une équation A du second degré, on remplace æ 
par y+k; on obtient ainsi une équation B où l’inconnue est y. 
Choisir Æ de manière que les racines de l’équation A et celles de l'équa- 
tion B aient même produit. 


Expliquer la solution k— 0. Prouver que, si on adopte l'autre 


valeur de k, la somme des quatre racines des équations A et B est nulle. 


L'équation A sera, à la volonté du candidat am? + bxm +c = 0 


ou 2x? — 17 —3 — 0, 


IL, — Définir deux polyèdres semblables. 

On considère une pyramide à base triangulaire, SABC, etla pyramide 
sabc dont les sommets sont les points de concours des médianes des 
faces de la première. Démontrer qu’elles sont semblables. Donner les 
rapports : 1° de deux arêtes homologues ; 2° des aires de deux faces 
homologues ; 3° des volumes des deux pyramides. 


IV. — 4349. AC et BD sont les diagonales d'un rectangle ABCD. 

40 Il existe sur AC, entre A et G, deux points M et N pouvant servir 
de centres à des circonférences tangentes à deux côtés adjacents du rec- 
tangle. Construire ces points et calculer leur distance MN en fonction 
des côtés a et b du rectangle. 

20 On prend sur A, entre A et C, un point quelconque I et on décrit 
sur AÏ etsur CI comme diamètres, deux circonférences qui rencon- 
trent les côtés du rectangle les plus voisins de leurs centres, la première 
en E et en F, la seconde en G et en H. Les tangentes aux points 
E, F, G,H rencontrent la diagonale BD respectivement en e,f,g, h. 
Prouver que ef + gh — AC. 

3° Prouver que la somme Ee+Ff+Gg+HA reste invariable 
lorsque 1 se déplace sur AC et évaluer cette somme en fonction de 
a et b. 





QUESTIONS PROPOSÉES 





4350.— On donne, dans un plan, un cercle de centre 0, et un point 
C, sur un diamètre AB de ce cercle. On 
désigne par M et N les points où une sé- 
cante CS, menée par G, rencontre le cercle; 
par K l'extrémité du rayon perpendiculaire 
à cette sécante et la rencontrant; enfin 
par H le point d'intersection de OK et de CS. 
Cela posé, on demande de déterminer la 
— 9 —9 
sécante CS de manière que l'on ait la relation CM CN — 12 OH <HK. 

Discuter, en supposant que le cercle reste fixe et que le point GC se 
déplace sur le diamètre AB. 

On représentera par R le rayon du cercle et par à la distance OC. 
On pourra prendre pour inconnue la distance OH = x 
ou l'angle OCS = y. 

(Bacc. lettres-math., Lyon, novembre 1897.) 





4351. — On donne un cercle 0 et une tangente AT 
au point A. Mener par le point de contact A une 
corde AM telle que AM = NT, N désignant le second 
| point de rencontre du cercle avec la perpendiculaire 

| menée de M sur la tangente AT. 

| On mène la tangente MP en M, et on la limite au 
| diamètre passant par A; on projette M en M’ sur ce 

1 diamètre; calculer AP et PM’. 
P 





(T. VinaILLer.) 


4352. — On donne un point P dans le plan d’un triangle ABC. Mener 
par le point P une sécante qui rencontre les côtés AB, BG, CA en des 
points D, E, F tels que le point D soit le milieu de EF. 

(E.F.) 


4353. — Soit un tétraèdre SABC, CD perpendiculaire sur AB, SH 
perpendiculaire au plan ABC; les sens positifs sur AB, DC, HS sont tels 
que les trois segments AB =a, DC=—h, HS —H soient positifs. 
On considère un parallélépipède rectangle inscrit ou exinserit au 
tétraèdre. Trois arêtes étant OM, ON, OP, les sommets opposés à 
O,M,N,P sont 0’, M', N',P'. La face OMP'N est dans le plan ABC ; la face 
opposée O'M'PN' a un côté PN' dans le plan SAB, un sommet M’ dans 
le plan SAC, un sommet 0’ dansle plan SBC. 


On pose OM -— x, ON — y, OP = 3%, et on demande d'établir, en 
D U z 
une seule fois, la relation — + —+— —=1, 
a h H 
: DA ERET Z À s À 
Calculer Z: en supposant — = — — we ; faisant ensuite ÀA—= +1, 
À La 


u—=+1, on obtiendra les côtés des quatre cubes que l'on peut géné- 
ralement inscrire ou exinscrire à un tétraèdre, ainsi que la disposition 
de ces cubes. (FoxTexé.) 


4354. — Un miroir plan M, passant par le foyer F d’une lentille con- 
vergente CD infiniment mince, est placé perpendiculairement à la 
droite OF joignant le centre optique O au foyer F. 

On place, en avant de la lentille, un objet AB et on demande de cons- 
truire l’image formée par les rayons qui, après avoir traversé la lentille 
CD, se réfléchissent sur le miroir M et repassent à travers la lentille 
CD. Calculer la grandeur de l'image et sa distance à CD. — Discussion. 

(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1897.) 


4355.— Le courant produit par une pile de 100 éléments Bunsen 
passe dans un circuit extérieur dont la résistance est égale à 10 ohms. 
On demande quelle sera l'intensité du courant si l’on dispose les 100 
éléments en 4 séries de 25 chacune, associées en batterie. Comment 
faudrait-il disposer les éléments pour rendre maximum l'intensité du 
courant ? — Force électromotrice d'un élément Bunsen : 1,9 volt ; résis- 
tance intérieure de cet élément : 0,1 ohm. 

(Bacc. lettres-sciences, Caen, juillet 1897.) 
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mathématique. C’est un tableau d'ensemble, suffisamment détaillé pour | 


tout ce qui se rapporte aux parties élémentaires, forcément incomplet 


et écourté dès qu'on aborde les parties élevées de la science, dont 
l'intelligence supposerait chez le lecteur des connaissances que l’auteur 
nue veut pas lui demander. Néanmoins, grâce à la clarté du style, il 
réussit à montrer que « la science mathématique mérite l'admiration 
des hommes, non seulement par les services directs qu’elle nous rend, 
mais par les perfectionnements qu'elle apporte à la culture générale de 
l'esprit humain, et par les satisfactions intellectuelles qu’elle donne à 
ses adeptes ». 

Nihil est in intellectu quod non prius [ueril in sensu, toutes nos 
idées nous viennent des sens, les idées mathématiques aussi bien que 


les autres ; tel est le point de départ de M. Laisant. Ceci admis, il pré- 


sente successivement au lecteur les diverses branches de la Mathéma- | 


tique. Analyser d'une façon détaillée un livre qui est lui-même un 
résumé, est impossible ; une énumération des titres de chapitres mon- 
trera l'intérêt très réel qu'on éprouve à le lire. 

Une première partie est consacrée à la Mathématique pure: I. La 


Mathématique et ses subdivisions. — IL. L'arithmétique et larithmo- 
logie. — II, L'algèbre. — IV. Le calcul infinitésimal. — V. La théorie 
des fonctions, — VI. La géométrie, — VIL La géométrie analytique. — 


VIII. La mécanique rationnelle. 

La seconde partie est consacrée à la Mathématique appliquée, qui a 
pour objet le retour de l’abstrait au concret ; l'auteur insiste à maintes 
reprises sur ce fait important qu'elle ne donne que des solutions appro- 
chées des problèmes qui lui sont posés, solutions d’ailleurs très suffi- 
santes pour la pratique. 

Après un premier chapitre de considérations générales, viennent : 
Il. L'application du calcul. — HI. L'application de la géométrie. — 
IV. L'application de la mécanique. 

Une dernière partie enfin a pour objet l'enseignement mathématique 
et vise plus spécialement l'enseignement francais : L. Vues générales.— 
If. Enseignement de l'arithmétique.— HI. Enseignement de l'algèbre et 
du haut calcul. — IV. Enseignement de la géométrie. -— V. Enseigne- 
ment de la géométrie analytique, — Enseignement de la mécanique.— 
VIL. Hitrarchie des enseignements. 

Dans la première partie, l'auteur touche en passant à bien des sujets 
délicats, sur lesquels il nous sera permis de n'être pas toujours d'accord 
avec lui. Signalons en particulier la définition du nombre incommen- 


surable en arithmétique, qui, à notre avis, ne peut se faire d'une 


manière précise et rigoureuse que si on l’affranchit entièrement de la 
considération de limite (*)}. Le formalisme que les tendances modernes 
cherchent à faire pénétrer dans la définition, des opérations, vivement 
critiqué par M. Laisant, a pour raison d’être une sorte de probité 
mathématique ; pour but, de montrer à un esprit suffisamment müri 
jusqu'à quel point on peut affranchir des notions concrètes les premières 
données de la science mathématique, et comment on peut réduire au 
minimum le nombre des postulats nécessaires. 

Il va de soi qu'il ne saurait être question de ces notions dans un 
enseignement absolument élémentaire. Dans celui-ci, toutes les parties 
de la science doivent être appelées à s'entr'aider ; on lira avec le plus 
vif intérêt les pages que M. Laisant consacre à l’enseignement 
mathématique. On ne peut que s'associer pleinement à sa critique de 
la facon dont on enseigne la géométrie élémentaire ; cette poussière de 
théorèmes, ces propositions découpées en parties aussi menues que 
possible, ont pour seul effet d'aveugler les commençants, tout cela 
« par suite de cette croyance si fausse, épave des superstitions scienti- 
fiques du passé, que tout est de perfection divine dans l'œuvre des 
Grecs d'il y à deux mille ans. » (Méray.) 

Peut-être serait-il aussi à souhaiter de voir donner une moindre 
importance dans les cours de géométrie analytique à la théorie des 
coniques, des quadriques et de leurs propriétés les plus infimes ; le 
temps consacré à cette étude pourrait être employé plus utilement, 
ainsi que M. Laisant le demande, à l'étude de quelques méthodes géné- 
rales. 

Les concours d'admission aux grandes écoles ont été vivement criti- 
qués ; M. Laisant ne dissimule aucun de leurs inconvénients et conclut 
pourtant fort justement qu'il n’y à, en dehors du concours, aucun autre 


procédé de sélection fournissant la même somme de garanties et de. 


justice. Tout dépend de la manière dont l'examinateur dirige l'examen 


et de la largeur de vues avec laquelle il apprécie les réponses du can- - 


didat. , 

On nous permettra d'ajouter que ces délicates fonctions d'interroga- 
teur devraient toujours être confiées à des maitres éprouvés, familia- 
risés par la pratique de l’enseignement avec les matières de l'examen 
et le maniement des jeunes gens. J. GRIESS. 








{") On lira avec intérêt le dialogue philosophique et humoristique consacré à 
la définition de la limite par M. G. Milhaud, dans son étude sur Le Rationnel. 
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RAPPORT ANHARMONIQUE 
HOMOGRAPHIE, INVOLUT':ON () 


par M. J. Griess, professeur au Lycée Charlemagne, 


Nous nous proposons de résumer en ces quelques pages les notions 
qui nous semblent indispensables à tout bon élève de Mathématiques 
élémentaires sur ces trois sujets; nécessaires pour lui donner des idées 
générales, elles lui seront indispensables s'il doit pousser plus loin ses 
études mathématiques. Loin de chercher à être complet, nous avons 
restreint la matière autant qu'il nous a été possible; le lecteur qui 
désirera acquérir à ce sujet des connaissances plus approfondies pourra 
se reporter soit à l'Appendice de la Géométrie de MM. Rouché et de 
Comberousse, soit à la Géométrie supérieure et au traité des coniques 
de Chasles. 


I. — Segments portés sur une droite. 


1. Etant donnée une droite X’X et sur cette droite deux points A et B, 
on peut parcourir la longueur AB en marchant de A vers B ou de B 
vers À. Il est utile, pour la suite, de distinguer l’une de l’autreles deux 
distances ainsi parcourues ; on y parvient en les affectant du signe plus 
ou moins, suivant que le sens du parcours coïncide avec un sens arbi- 
trairement choisi sur la droite ou avec le sens opposé. 

Choisir ce sens, c'est orienter la droite; la longueur AB, affectée du 
signe convenable, s'appelle un segment ; le point de départ est l'origine 
du segment, le second point en est l'extrémité. Un segment se représente 
par la notation AB ou (AB), en ayañt soin d'écrire en tête la lettre qui 
représente l’origine. Le nombre qui mesure la longueur AB est la valeur 
arithmétique du segment. 

De ces définitions résulte la relation évidente 


AB + BA — 0, ou AB — — BA. 


2. Relation de Chasles. — Etant donnés sur une droite orientée 
trois points quelconques AÀ,B,C, on à toujours, en grandeur et en 
signe, 

AB + BC + CA — 0. 

Cette relation peut s'écrire de trois manières différentes, en permuiant 
circulairement les segments AB, BC, CA. Il suffit évidemment de dé- 
montrer une de ces trois relations, ou bien l’une de celles obtenues en 
changeant les signes de tous les segments. Comme la notation des points 
est arbitraire, on peut toujours suppo- 
ser que le dernier segment CA est celui 
qui va du dernier point à droite au 
premier à gauche, et que le sens CA est 
le sens négatif. Dans ces conditions 


É38,. 4 (fig. 1), les segments AB, BC, AC sont 





ES OR RP PE 0 RS ET RE 


(*) Nous sommes très encouragés par les lettres que nous recevons à 


publier des études dans le genre de celle-ci et des notes sur des questions de. 


cours, Pour que les élèves qui se préparent simplement au baccalauréat ou à 
des examens primaires {rouvent cependant dans le journal ce qu'ils y cherchent, 
nous consacrons des feuillets supplémentaires aux études un peu étendues. 
A partir de la prochaine rentrée des classes, nous chercherons à donner 
encore davantage satisfaction à nos deux principales catégories de lecteurs, en 
dédoublant le journal. {N. d. L. R ) 


positifs et la figure montre que 
AB + BC — AC — — CA; 


AB-+ BC -+ CA —.0. 


Usage de cette relation. — Elle sert à exprimer le segment qui sépare 
deux points B et C d'une droite orientée en fonction des segments qui 
vont d’un troisième point quelconque A de la droite aux deux premiers. 
Elle s'écrit en effet 


donc 


BC — — CA — AB — AC — AB. 

Le segment qui sépare deux points d'une droite orientée est égal à la 
différence des segments qui vont d'un troisième point quelconque à l’ex- 
trémité et à l’origine du segment donné. 

Dans tout ce qui va suivre, il ne sera plus question que de segments; 
pour simplifier l'écriture, nous supprimerons les traits. 


II. — Rapport anharmonique. 


3. Définition. — Etant donnés sur une droite orientée quatre points 
pris dans un ordre quelconque A, B, G, D, on appelle rapport anhar- 
monique de ces quatre points le quotient du rapport des segments qui 
vont du troisième point aux deu.r premiers par le rapport des segments 
qui vont du quutrième point aux deux premiers. 

En représentant ce rapport par la notation (ABCD), on écrit 
CA . DA 
CB DB 

4. Propriétés du rapport anharmonique. 

I. — Le rapport anharmonique ne change pas quand on intervertit 
deux des points, pourvu qu'on intervertisse en même temps les deux 
autres. 

Echangeons les deux premiers entre eux et de mème les deux der- 
niers.: 


BADC) = DR Ch ne CA "DA 
LU TUE à re PT 
Echangeons un des deux premiers avec un des deux derniers : 
IDCE BOAT APS DEN DA" DB). CB 
RÉ ENPGACI ACHUCGANS DA: CA 

II. — Si dans le rapport anharmonique on intervertit les deux der- 
niers points Sans toucher aux deux premiers, le nouveau rapport est 
égal à l'inverse du rapport donné. 

La définition (3) donne 


— (ABCD). 





— (BADC) — (ABCD). 





DA CA 1 
HÉMECR © = VTABCD) 

II. — Si dans le rapport anharmonique (ABCD) on intervertil les 
deux points du milieu sans toucher aux deux autres, la somme du 
nouveau rapport formé et du rapport donné est égale à 1. 

En effet 


(ABDC) = 








CA DA CA.DB ; 
RENE CR DA 

| BA DA  BADC CD.BA 

ne BCP DCS BCD CE: DA 


Mais, d’après (2), 
CA.DB + CD.BA = (CB + BA)DB + CD BA 
— CB.DB + BA(CD + DB) == CB.DB + BA,.CB 
— CB(DB + BA) — CB.DA. 


Donc (ABCD) + (ACDB) — 1 





ns A ER 


an A à 


RS Entre 





ra CNET 


T0 MER LL 


5. Valeurs différentes du rapport anharmonique de quatre 
points donnés. — Les quatre lettres A, B. G, D peuvent être rangées 
l'une à la suite de l’autre de 24 manières différentes; on le voit en for- 
mant d'abord les 6 permutations possibles des trois lettres B, C, D, puis 
en écrivant dans chacune de ces permutations la lettre A aux quatre 
places possibles. : 

Dans chacun de ces 24 rapports anbharmoniques on peut toujours 
placer la lettre A en tête, sans changer la valeur du rapport ; il suffit 
(4, D) d'échanger À avec la première lettre et d'échanger en même 
temps les deux autres. Ces 24 rapports ont donc mêmes valeurs que les 
6 rapports 

(ABCD), (ACBD), (ADBC), 
(ABDC), (ACDB), (ADCB), 


obtenus en placant la lettre A en tête de chacune des permutations 
possibles des lettres B, C, D. , 

Les rapports qui occupent le même rang dans les deux lignes ne 
diffèrent que par l'échange des deux dernières lettres ; donc (4, IT) ils 
sont inverses l’un de l’autre; il suffit de calculer ceux de la premiere 
ligne. Mais (4, II) 

(ABCD) + (ACBD) — 1, 

(ADBC) + (ABDC) = 1 ; 
donc, si on appelle m le rapport anharmonique (ABCD), on voit que les 
24 rapports anharmoniques des quatre points ont en général 6 valeurs 
distinctes : 


il 
mn, 1 — M, 1L— —, 
mn 
1 1 1 
= RS RP EPA 
m 1—m 1 
4 RES 
m 


6. Projectivité du rapport anharmonique. — L'importance du 
rapport anharmonique en géométrie dérive entièrement de la propriété 
que nous allons maintenant démontrer. 

On appelle faisceau un système de droites concourant en un point S, 
qui est le sommet du faisceau ; les droites en sont les rayons. 

Lorsqu'un faisceau de quatre droites est coupé par deux transver- 
sales, le rapport anharmonique des quatre points déterminés par la 
première est égal au rapport anharmonique des quatre points corres- 
pondants délerminés par la seconde. 

En effet, supposons les quatre 
rayons du faisceau S rencontrés par 
les deux transversales en des points 
À et À”, Bet Bi Cet'C',.-D'etD' 
(fig. 2). I s'agit de montrer que 

(ABCD) = (4'B'CD'). 

Puisqu'il s'agit d'évaluer 

CA DA 

CBS DB: 
menons par B la parallèle à SA et 
soient y et 5 les points où elle ren- 
contre SC et SD. Les triangles CAS 
et CBY sont homothétiques par rap- 
port à B; les triangles DAS et DB 
e sont par rapport à D; il vient 
donc en grandeur et en signe, à 
condition d'écrire les sommets ho- 


9 











Fig. 2 a x 
mologues aux mêmes places ‘ 
CA _ SA DAS: J5SA s 5B 
DAS TP: DB  :€B. ne 7B 


l 
Faisons identiquement le même raisonnement pour la seconde trans- 
versale en menant par B' la parallèle à SA’, eten appelant 9’ et y’ les 
0 


points analogues à 3 et y; il viendra 


L [4 9'B' 
(A'B'CD') = —— . 
TB 
Or, la figure formée par les points B,7, à est évidemment homo- 
thétique de celle formée par les points B', y, à’, le centre d'homothétie 
étant le point S. On en conclut, en grandeur et en signe 

îB 0'B' 

YB Gr YB'’ 

On peut dire que la division A'B'CD', formée sur la seconde transver- 
sale, est la projection centrale de la division ABCD formée sur la pre- 
mière, le centre de projection étant le point S. Le rapport anharmo- 
nique de quatre points en ligne droite est doncune propriété invariante, 
quand on projette ces quatre points sur une autre droite; il est projectif. 





ou (ABCD) — (A'B'C'D'. 





Dr 


Comme conséquence, on appelle rapport anharmonique des quatre 
droites SA, SB, SC, SD et on représente par la notation (S.ABCD) le 
rapport anharmonique constant des quatre points en lesquels une 
transversale quelconque rencontre les rayons du faisceau. La démons- 
tration précédente montre qu'on peut toujours remplacer un rayon du 
faisceau par son prolongement sans altérer le rapport anharmonique. 

Si d'un point arbitraire O on'projette le faisceau (S.ABCD) sur un 
plan quelconque en (S'.A'B'CD'), la transversale ABCD du premier faisceau 
aura pour projection une transversale A'B'CD' du second ; et puisque 

(ABCD) = (A'B'C'D'), 
on en conclut que : 
(S.ABCD) = (S'.A'B'CD'). 

7. La démonstration précédente montre aussi comment on peut rem- 
placer le rapport anharmonique (ABCD) par un simple rapport de seg- 


-ments. Ayant joint un point arbitraire S aux quatre points A, BB, C, D, 


on mène par B la parallèle au rayon SA ; on a vu que 
(ABCD) = Fi - 
: YB 
Inversement, étant donnés sur une droite trois points À, B, G on peut 
demander de construire un quatrième point D tel que 
(ABCD) = À. 
On prend en dehors de la droite ABC un point arbitraire S ; on tire 


2 


SA, SB, SC; par B on mène la parallèle à SA, on marque le point y où 


elle rencontre SC; enfin on détermine sur By le point à tel que 
5B 
8? — À , 


yB 
la droite Sû rencontre ABC au point cherché D. (*) 


8. Cas particulier du rapport harmonique. — Lorsque les 
quatre points en ligne droite A, B, C, D ont un rapport anharmonique 
égal à —1, on dit qu'ils forment une division harmonique. 

Si (ABCD) = — 1, 
on dit que C et D sont conjugu ‘s harmoaiques par rapport à A et B. 
Les points C et D jouent d'ailleurs le même rôle, car (4, II) : 


1 
(ABCD) = == 4; 


enfin on sait aussi (4, I) que 
(CDAB) = — 1 ; 
donc, lorsque C et D sont conjugués harmoniques par rapport à 4 et B, 
réciproquement A et B le sont aussi par rapport à C et D. 
La relation harmonique (ABCD) = —1 peut être mise sous les deux 
formes remarquables : 
0C.0D — 04, (a) 
en désignant par 0 le milieu de AB; 
ROULE 1 
AA ED 





(8) 


“On obtient la forme (x) en remplaçant (ABCD) par sa valeur et expri- 


mant tous les segments qui y figurent, en fonction de OA, OB, OC, OD ; 
la forme (f), en exprimant tous les segments en fonction de AB, AC, AD. 


Le faisceau (S.ABCD) étant harmonique (fig. 2), la parallèle menée 


par B à SA rencontre SC et SD en des points à et y tels que 
5B É 
E (ABCD) = — 1 ; 
donc B est le milieu de 75 ; d'où cette propriété : 

Toule parallèle à l'un des rayons d'un faisceau harmonique est divisée 
par les trois autres rayons én deux parties égales. 

De là un procédé pour construire, comme au $ 7, le conjugué harmo- 
nique D d'un point C par rapport à deux points A et B. 


9. Trois rayons SA, SB, SC étant donnés, il n'existe done qu'un seul 
rayon SD formant avec les précédents 
un faisceau harmonique. Donc (fig. 3) 
si par un point quelconque CG de SC 
on mène une sécante rencontrant SA 
et SBenEet F, le point G où elle ren- 
contre SD sera le conjugué harmonique 
de C par rapport à E et F. D'où ce 
théorème : | 
Le lieu du conjugué harmonique d'un 
point C situé dans le plan d’un angle 
ASB par rapport aux points d'inter- 
Section avec les côtés de l'angle d'une. 





Fig. 3 sécante issue de ce point, est le rayon 


SD conjugué harmonique de SC par rapport a SA et SB. 








(*) Hn’existe qu’un point à, lorsqu'on a égard aux signes des segments. 











On appelle polaire du point C le lieu ainsi trouvé ; donc : ; 

La polaire d'un point par rapport à un angle est une droite passant 
par le sommet de l'angle. , 

Menons par C les deux sécantes CADB, CEGF (fig. 3), tirons EB et AF 

qui se coupent en S'; la droite GD est la polaire du point CG aussi bien 
par rapport aux côtés de l'angle ASB que par rapport à ceux de AS'B ; 
donc elle passe par S' et se confond avec SS’. 
* Cette remarque permet de construire avec la régle seule le point D 
conjugué harmonique du point G par rapport à Aet B. Ayant joint A 
et B à un point arbitraire S, on mène par G une sécante quelconque 
rencontrant SA en E, SB en F ; ontire AF et EB quise coupent en S'; 
la droite SS! rencontre AB au point D conjugué harmonique de C par 
rapport à A et B. 

Le quadrilatère ABFE, complété par les points de rencontre S et C 
des côtés opposés, s'appelle un quadrilatère complet ; AF, EB, SC sont 
ses trois diagonales. 

AF rencontre SC en H, de telle sorte que la division HASF est harmo- 
nique ; ce raisonnement pouvant se répéter pour toute autre diagonale, 
on peut énoncer cette proposition : 1 

Dans un quadrilatère complet, chaque diagonale est divisée harmonti- 
quement par les deux autres. 


10. Deux faisceaux de quatre droites superposables ont évidemment 
même rapport anharmonique. Il en sera certainement ainsi lorsque les 
angles formés deux à deux par les rayons de l’un des faisceaux seront 
égaux aux angles formés par les rayons homologues de l'autre. 

D'ailleurs on peut remplacer un rayon quelconque par son prolonge- 
ment ; la proposition est donc encore vraie quand les angles homolo- 
gues sont supplémentaires. On conclut de là deux propositions impor- 
tantes. 


I. — Si on joint un point quelconque M d'un cercle à quatre points 
fixes À, B, C, D de ce même cercle, le rapport anharmonique du faisceau 
(M.ABCD) reste constant lorsque le point M décrit le cercle. 

En effet, M décrivant le cercle (fig. 4), l'angle 
M AMB reste constant ou bien il est remplacé par son 
A supplément ; de même pour les autres angles AMC, 
etc. Donc le faisceau (M.ABCD) reste constamment 
superposable à lui-même. 
Ce rapport anharmonique constant s'appelle le 
rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D 
D sur le cercle. Lorsqu'il est égal à —1, on dit que 
B C les quatre points A, B, C, D divisent le cercle har- 
Fig: À moniquement. (IL à été fait usage de cette notion 
dans la solution du problème d'agrégation de 
1897, par M. H. V., 22° a., n° 5). 

Lorsque sur un cercle les points C et D sont conjugués harmoniques 
par rapport à À et B, la droite CD passe par le point de concours des 
tangentes en À et B. 

En effet, considérons (fig. 5) le faisceau ayant B pour sommet et dont 
les rayons passent par A, B,C, D; l’un de ses 
rayons sera la tangente en B; si on le coupe 
par CD, la division CIDR sera harmonique par 
hypothèse. Si on répète le même raisonne- 
ment en prenant pour sommet du faisceau le 
point A et en appelant R’ le point de rencontre 
de CD et de la tangente en A, on voit que la 
' division CIDR’ est aussi harmonique; donc R 

Fig. 5 et R se confondent. Les deux tangentes en A 
et B rencontrent CD au même point. 


HI. — Si on coupe quatre tangentes fixes à un cercle par une cinquième 
tangente mobile, le rapport anharmonique des quatre points d’intersec- 
tion reste constant lorsque la tangente mobile roule sur le cercle. 

En effet, soient a et b (fig. 6) les points où 
les tangentes aux points fixes A et B sont ren- 
contrées par la tangente mobile. L’angle a0b est 
toujours égal à la moitié de l'angle AOB ou à 
son supplément. Donc le faisceau ayant pour 
rayons les droites joignant le centre du cercle 
aux quatre points de rencontre de la tangente 
mobile et des tangentes fixes reste toujours 
superposable à lui-même ; son rapport anhar- 
monique est donc constant ; et il en est de 
même de celui des quatre points d’intersection. 








Fig. 6 


| Ce rapport constant s'appelle le rapport anharmonique des quatre tan- 
 gentes fixes ; il est aisé de voir qu'il est égal à celui des quatre points 
. de contact. En effet, l'angle AMB, obtenu en joignant un point quel- 
conque M du cercle aux points A et B, est égal à la moitié de AOB ou 
à son supplément; AMB et a0b sont donc égaux ou supplémentaires. 
_ Donc, etc. | 


/ 











11. Quand on considère deux faisceaux ou deux divisions rectilignes 
ayant mème rapport anharmonique, on est fréquemment conduit à envi- 
sager le cas où ces deux groupes de quatre éléments ont un élément 
homologue commun; ils jouissent alors des propriétés remarquables 
suivantes. 

I. — Lorsque deux faisceaux de quatre droites ont un rapport anhar- 
monique égal et un rayon homologue commun, les points de rencontre 
des autres rayons homologues sont en ligne droite. 

Soient en effet (fig. 1) les deux fais- 
ceaux (S.ABCD),(S",A'B'C'D') ayant même 
rapport anharmonique et tels que SD et 
S'D' se confondent suivant SS’'. Soient + 
le point de rencontre de SA et S'A', 8 
celui de SB et S'B', à le pointd'intersec- 
tion de «8 avec SS'. Supposons que 28 
rencontre SC en y et S'C' en y. On 
pourra écrire 

(a yô) — (S.ABCD), 
(x8y"8) — (S'.A'B'C'D'): 





donc 
Fig. 7 (aByè) = (a8y'5), 

ce qui prouve que Y’ coïncide avec ” 
c'est-à-dire que SG et S'C' se ae “ af. Fin à 

IL. — Lorsque deux séries rectilignes de quatre points ont même rapport 
anharmonique et un point homologue commun, les droites qui joignent 
deux à deux les autres points homologues sont concourantes. 

Soient ABCD, A4’B'C'D' deux séries recti- 
lignes de quatre points tels que D et D’ se 
confondent (fig. 8). Appelons $S le point de 
rencontre de AA’ et BB'; menons SD,SC, SC’. 
On pourra écrire 

(ABCD) — (S.ABCD), 
(A'B'C'D') = {S.A'B'C'D). 
Mais SA, SB, SD se confondent avec SA’. SRB 
SD’; donc SC’ se confond avec SC; donc CC passe par S. 

Remarquons en passant l'identité des deux démonstrations ; les points 
et droites de la première sont remplacés par les droites et points ana- 
logues de la seconde. 








Fig. 8 


12. Ces deux propositions vont nous permettre de démontrer deux 
théorèmes remarquables d'un emploi fréquent, relatifs à 6 points et à 
6 tangentes d’un cercle. 

I. — Théorème de Pascal. — Si on numérote 1, 2, 3, 4, 5, 6 Les 
côtés successifs d'un heæagone inscrit dans une: circon férence les 
points d'intersection des côtés opposés 1 ef 4, 2 et 5,3 et G sont en 
ligne droite. 

Considérons en effet (fig. 9) l'hexagone inscrit ABCDEF. Prenons deux 
sommets B et F, ni opposés ni 
consécutifs. Les faisceaux admet- 
tant ces points pour sommets et 
dont les rayons passent par les 
quatre autres sommets A, C, D, E 
ont même rapport anharmonique 
(10, [). Donc 

(B.ACDE) = (F,ACDE). 
Coupons le premiér faisceau par 
le côté DE séparé de B par un 
seul sommet C ; le second par le 
côté DC séparé de F par le 
seul sommet E : il vient 

(a8$DE) = (yCDi). 
Ces deux séries rectilignes de quatre points ont même rapport anhar- 
monique et un point homologue commun D: donc (11, Il) les droites : 
ay, $C, EÔ, qui joignent deux à deux les autres points homologues, sont 
concourantes. Mais « est le point de rencontre des côtés 1 et 4, y celui 
de 3 et6, £C etE5 sont les côtés 2 et 5 ; le théorème est donc démontré. 

Ce théorème nous permet de résoudre la question 3941 (21e année, 
no {): 

Par un pointquelconque P du 
plan d'un cercleon mène les deux 
sécantes PAP’, PBP", puis par un 
autre point À les sécantes QAQ", 
QBQ'. Démontrer que les trois 
droites PQ, P'Q', P'Q" sont con- 
courantes. 

11 suffit (fig. 10) de considérer 
l'hexagone inscrit AP'Q'BP"'Q" et 





Fig. 9 





s Fig. 10 
de lui appliquer le théorème de Pascal. 
_Il, — Théorème de Brianchon. — Si on numérote 1, 2, 3, 4, 
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5, 6 les sommets successifs d'un hexagone circonscrit à une circonfé- 
rence, les droites qui joignent les sommets opposés 1 el 4, 2 et 5, 3 et 6 
concourent en un même point. 

Considérons en effet (fig. 11) l'hexa- 
gone circonscrit dont nous désignerons 
les côtés par à, b, c, d, e, [. Prenons deux 
côtés b et f, ni opposés ni consécutifs. 
Les séries rectilignes déterminées sur 
b et f par les quatre autres côtés ont 
même rapport anharmonique (10, Il). 
Donc 


ot t 


(aæyde) = (x'Y'0'e'), 
Prenons la première division comme 
base d'un faisceau ayant pour sommet 
le point de rencontre S de d'et e, séparé 
de b par un seul côté c; la seconde 
comme base d’un faisceau ayant pour 
sommet le point de rencontre S' de d 
et de c, séparé de f par un seul côté e ; 
il vient 
(Srayde) = (Sa yde) 

D'ailleurs ces deux faisceaux ont les rayons homologues Sô et S'? 
communs; donc (11, I) les points de rencontre de Sx et S'a', Sy et S'y, 
Se et S'e’ sont en ligne droite, Mais Sa et S'«' sont les diagonales 1-4 et 
3-6 ; Syet S'y se coupent au sommet 2; Se et S'e' au sommet 5 ; donc 
la diagonale 2-5 passe par l'intersection de 1-4 et 3-6. 

On remarquera encore ici la dualité parfaite des deux démonstrations. 





Fig. 11 


13. Extension des propriétés précédentes aux coniques 
(ellipse, hyperbole, parabole). 

Elevons par le centre d'un cerele une perpendiculaire à son plan et 
prenons-y un point arbitraire S ; le cône de sommet S ayant le cercle 
pour directrice est de révolution. On sait (théorème de Dandelin) que 
si on le coupe par un plan, on obtient selon la position du plan sécant 
une ellipse, une hyperbole ou une parabole ; inversement, étant don- 
née une ellipse, une hyperbole ou une parabole, on peut généralement 
trouver un plan coupant le cône donné suivant une courbe égale. 

Une conique quelconque peut donc toujours être considérée comme la 
projection centrale d'un cerele sur un plan convenablement choisi. Dans 
cette projection, le rapport anharmonique d'un faisceau ou d'une divi- 
sion rectiligne restent invariables ; donc toutes les propriétés du cercle 
qui ne sont basées que sur cette seule propriété se transportent immé- 
diatement aux coniques. 


I. — Dans une conique, le rapport anharmonique du faisceau obtenu 
en joignant un point mobile de la conique à quatre points fixes de la 
conique est constant (théorème de Chasles). 


Il. — Dans une conique, le rapport anharmonique des quatre points 
où une tangente mobile rencontre quatre tangentes fixes est constant. 


Il. — Si on numérote 1, 2,3, 4, 5, 6 Les côtés successifs d'un hexagone 
inscrit dans une conique, les points de rencontre des côtés opposés 1 
et #, 2 et 5, 3 et 6 sont en ligne droite (théorème de Pascal). 


IV. — Si on numérote 1, 2, 3, 4, 5, 6 les sommets successifs d'un 
hexagone circonscrit & une conique, les diagonales 1-4, 2-5, 3-6 qui 
joignent deux à deux les sommets opposés sont concourantes (théorème 
de Brianchon). 


III. — Homographie. 


14. Définition. — On dit que deux figures F et F' se correspondent 
homographiquement, lorsqu'à un élément donné de la première ne cor- 
respond qu'un seul élément de la seconde, et réciproquement. 

C'est ainsi, par exemple, que se correspondent les séries rectilignes de 
points déterminés sur deux droites L et L' par les sécantes issues d'un 
point $ non situé sur ces droites. 

Supposons que x, Y, soient les paramètres nécessaires pour 
déterminer un élément de la figure F; x’, y', .… ceux nécessaires pour 
déterminer l'élément correspondant de F'; les premiers devront être 
liés aux seconds par des équations du premier degré, aussi bien par 
rapport à æ, y, ... que par rapport à a, y, .... De plus, si n est le 
nombre des paramètres æ, y, . , le nombre des équations devra être 
Egal à »n, et de même celui des paramètres æ', y, ... . 

Supposons, par exemple, que les figures F et F' soient dans un même 
plan. On peut déterminer un point de l’une d'elles en se donnant Ja dis- 
tance OM— 9 de ce point à un point fixe O, et l'angle w dont il faut 
faire tourner une demi-droite Ox autour de © dans un sens conve- 
able, pour l'appliquer sur OM. En désignant par p’ et w' les éléments 
analogues pour un point M' de F', la correspondance homographique 
sera définie par deux équations 





fe, p', w, w') — 0, 


file, p', w, w') ES 0, . 
du premier degré en p, p', w, w', Par exemple, on peut prendre 
WT 
P= kp'; : 


les deux figures F et F° sont alors homothétiques par rapport au point 0. 
On pourrait prendre 

Obs DONEURE 
les deux figures F et F' sont alors inverses par rapport à 0. 


15. Divisions homographiques. — Lorsque les points de deux 
droites L et L' se correspondent homographiquement, on dit que les 
points de ces deux droites forment deux divisions homographiques. 

Prenons sur L un point arbitraire 0, sur L' un point arbitraire O'; 

soit M un point quelconque de L, M le 
L point correspondant sur L' (fig. 12). On 

peu fixer la position des points M et M' à 
‘aide des segments 


OM=Tr. UMNE=Te 


L'homographie sera donc définie par une 
seule équation, du premier degré par rap- 
port à æ et x’; elle sera donc en général de 
la forme 
axx + bx + cx + d = 0. (1) 

L'homographie étant définie, les coefficients à, b, c, d ou plutôt les rap- 
ports de trois d’entre eux au quatrième sont connus et réciproquement. 
I suffit donc de trois équations de condition pour déterminer ces rap- 
ports ; on les obtient par exemple en se donnant arbitrairement trois 
couples de valeurs correspondantes de æ et æ'. Donc : 

La correspondance homographique de deux séries rectilignes de points 
est définie par la connaissance de trois couples de points homologues. 





Fig. 12 


“ C d 
Supposons & 0; posons ———=#%, ———Y, ——#; 
a a 
l'équation (1) prend la forme 
XX — UT — VX +0 = 0; (2) 
d'où 
; UX — 1 DL — 0 
T = —— ou LT = ——: 
œ—0 g'—Uu 


Lorsque M s'éloigne indéfiniment sur L', æ' devient infini et par suite æ 
devient égal à v; de même, quand M s'éloigne à l'infini sur L, æ devient 
infini et æ' égal à w. Désignons par l' le point à l'infini sur L', par J le 
point à l'infini sur L (fig. 12), par L et J' leurs homologues; on aura 
donc 
01="%;, OEM: 
Si en particulier on fait coïncider O avec 1 et 0’ avec J'; les coefficients 
u et » de l'équation (2) devront être nuls, et l'équation d’homographie 
prend la forme réduite 
x" +0 = 0: (3) 


Elle peut toujours se réduire à cette forme, excepté si a = 0. Dans 
ce cas l'équation (1) devient 
bx +cx'+d = 0. 

Prenons pour origines 0 et 0’ sur L et L' deux points homologues; x 
et æ' devront s'annuler simultanément, donc d—=0. L'équation de- 
vient 

bx+cx = 0 ou UT 
On est donc dans le cas particulier où les segments OM et O'M' sont pro- 
portionnels, 

Il est clair que si on se donne sur L trois points A,B, CG, sur L' trois 
points A, B',C' et qu'on fasse se correspondre les points M et M’ de L 
et L' par la condition 

(MABC) = (M'A'BC'), 
Jes points M et M’ décrivent sur L et L’ deux divisions homographiques, 
dont (A, 4’), (B, B'), (CG, C’) sont trois couples de points homologues. 

La réciproque est vraie : 

Dans deux divisions homographiques, le rapport anharmonique de 
quatre points quelconques de la première est égal au rapport anharmo- 
nique des quatre points correspondants de la seconde. | 


En effet, soient (A, A’), (B, B'), (C, C') trois couples de points homo-. 


logues, M et M' deux autres points homologues quelconques et 
(MABC) = À, (M'A'B'C') = À. 


Puisque par hypothèse à une position de M ne correspond qu'une 


position de M', à une valeur de À ne correspond qu'une valeur de »' et 
réciproquement; done à et à sont liées par une équation de la forme 


aXN +ba+cX\ +d = 0. 























M se confondant avec B, M’ se confond avec B'; done À et N sont nuls 
simultanément ; par suite d —0, et on peut écrire l'équation sous 


Dee : a $ 0 
NET LE 4 
M se Confondant avec G, M’ se confond avec C’ ; donc À et X deviennent 
simultanément infinis ; donc 4 —0 et l'équation devient 
DA RCN = 0: 
enfin M se confondant avec A, M’ se confond avec A’; À et \ deviennent 
simultanément égaux à 1 ; donc b+e—0, et l'équation devient 
= Ne 

(MABC) = (M'A'B'C'). 

Il résulte immédiatement de là que deux divisions homographiques 
d'une troisième sont homographiques entre elles. 


la forme 


Donc 


Nous avons déjà remarqué qu'un fais: 
ceau de droites concourantes détermine sur 
deux droites L et L' deux divisions homo- 
graphiques. 


graphiques étant données, on peut les 
mettre en perspective. 

Prenons dans l’une trois points À, B, C, 
dans l'autre les points correspondants 
A’, B', C'. Déplaçcons L' de facon à faire 

Fig. 13 coincider A’ avec À, et soient B, et C les 
positions de B' et C. Tracons BB, et GC qui se coupent en S (fig. 13). 

Soient M et M' deux points homologues, M; la nouvelle position de M’. 

D'après ce qui a été démontré, on peut écrire 

° (MABC) = (M'A'B'C') = (M;AB:C:). 

Les deux séries rectilignes de quatre points (M, A, B, C), (Mi, A, Bi, Gi) 
ont même rapport anharmonique, un point homologue À commun ; 
donc (11, IL) MM, passe par le point de concours S de BB; et CG, Ainsi 
dans les divisions décrites par M et M, deux points homologues sont 
toujours en ligne droite avec le point S, qui est leur centre commun 
de perspective. 

De là résulte la construction du point M' homologue de M; on fait 
coïncider A’ avec À et on détermine S par BB, et CC; on tire SM qui 
fait connaitre M, ; enfin on prend A'M'— AM: 





16. Faisceaux homographiques. — Un faisceau est le système 
formé par une infinité de droites concourant en un même point $, 
sommet du faisceau. | 
Lorsque les rayons de deux faisceaux se correspondent homographi- 
quement, les deux faisceaux sont homographiques. 
Il est évident que deux faisceaux homographiques déterminent sur 
deux droites quelconques des divisions homographiques ; réciproque- 
. ment, les faisceaux obtenus en joignant deux points quelconques $S et S’ 
aux points homologues de deux divisions homographiques sont eux- 
- mêmes homographiques. 
Par suite, le rapport anharmonique de quatre rayons de l'un des 
faisceaux est égal au rapport anharmonique des rayons correspondants 
; de l’autre. Cette égalité des rapports anharmoniques caractérise donc 
- deux faisceaux homographiques. On en conclut cette proposition : 
; Dans toute conique, les faisceaux obtenus en joignant un point 
variable M de la conique à deux points fixes S et S'sont homographiques. 
En effet, soient (fig. 14) A, B, G trois points fixes de la 
A conique ; on à démontré (13, I) que 





; ! 

è S B (S.ABCM) — (S'.ABCM). 

t Donc SM et S'M engendrent deux faisceaux homogra- 

è phiques. 

nn c 

! É 17. Divisions homographiques de même base.— 
M Lorsque les deux bases L et L’ des deux divisions coïnci- 


M Fig. 14 dent, on peut se demander s'il n’existe pas de point de 
| l'une des divisions qui coïncide avec son homologue 

® l'autre ; ce point s'appelle alors un point double. 

Ÿ Deux divisions homographiques de même base admettent en général 
deux points doubles, réels ou imuginaires. 







En effet, les deux divisions étant tracées sur la même droite, rappor- 
tons-les à la même origine ; soient x et x’ les segments OM et OM, liés 
par la relation 

# axa' + bx + cx' + d = 0. 

Si M est un point double, on a OM—OM, donc # = x; 
. ment x est donc racine de l'équation du second degré 


# ax +(b+cx+d—=0; (4) 
æ 


d'où résulte bien l'existence des deux points doubles. 


le seg- 





Réciproquement, deux divisions homo- 





Soient encore I et J’ (fig. 15) les points de chaque division homologues 
du point à l'infini dans l'autre ; on sait (15) que 


b 


C 
ONDES OT = y = — —-: 
a a 


Prenons le point O0 au milieu de If; on devra avoir 
OI + OJ — 0, 
b+ce = O0. 
Donc en posant — — w, l'équation (4) devient 
DAMON 0" (5) 


Les points doubles sont donc réels quand w est négatif, 
0 étant considéré comme appartenant à la première division, soit 0° 


son homologue dans la seconde (fig. 15). Pour æ—0, on aura 
æ = 00’; l'équation d'homographie donne alors 
c,00' + d = 0 
d c , 
ou 422.00 
a a 
10 — 0[. 00”. 
L'équation (5) s'écrit donc 
pe DA 2010008" 0IR 007 
Pc IX Pam Es : 
# DEN ù On obtient donc des points doubles 
F/ HUE | réels, lorsque OJ' et 00’ sont de même 
md on seus-VOntlessconstruit, à l'aide d'un 
A cercle quelconque passant par J' et 0” 
Fig. 15 (fig. 15). 
18. Faisceaux homographiques de même sommet. — De 


même que deux divisions homographiques de même base admettent 
deux points doubles, deux faisceaux homographiques de même sommet 
admettent deux rayons doubles, c'est-à-dire deux rayons tels que chacun 
d'eux coïncide avec son homologue, On pourrait évidemment les cons- 
truire en coupant les deux faisceaux par une droite ; les deux faisceaux 
y déterminent deux divisions homographiques de même base ; les 
rayons doubles sont les droites joignant le sommet commun aux points 
doubles de ces divisions. 

Il est préférable d'employer une autre construction, plus directe. 

Soient (SA, SA'}, (SB, SB'), (SC, SC’) les trois couples de rayons homo- 
logues nécessaires pour définir 
les deux faisceaux homographi- 
ques (fig. 16); SM et SM' deux 
rayons homologues quelconques. 

Tracons un cercle quelconque 
passant par $, et supposons que 
MOAPIB EP EG: C, M, MSSo1ént 
les points où il rencontre les 
rayons considérés. Quand on fait 
varier M et M', les droites AM 
et AM se coupent toujours sur 
une droite fixe. 

En effet, puisque les deux fais- 
ceaux sont homographiques, on 
peut écrire (16) 


(S.ABCM) = (S.A'B'CM') : 








donc (10, 1} 
(A'.ABCM) = (A. A'B'C'M'). 

Ces deux faisceaux de quatre droites ont mème rapport anharmonique, 
les rayons homologues A'A et AA’ se conftondent ; done (11, 1) les points 
de rencontre de A'B et AB’, 4'C et AC, A’M et AM’ sont en ligne droite. 

En d’autres termes, les droites variables A’M et AM’ se coupent tou- 
jours sur la droite fixe yB, qui joint le point de rencontre y de A'B el 
AB’ au point de rencontre $ de AC et A'C. 

On en conclut aisément la construction du rayon SM homologue d'un 
rayon donné SM 

SM sera un rayon double si M' et M se confondent, ce qui ne peut 
avoir lieu que lorsque M se place en F ou G, points d'intersection de 
y8 et du cercle. Les rayons doubles sont donc SF et SG. Ils sont d'ail- 
leurs distincts, confondus ou imaginaires suivant la position de y8 par 
rapport au cerele. 


19. On sait que les trois coniques sont des courbes telles qu'une 
droite ne peut les rencontrer en plus de deux points. On démontre que, 
réciproquement, ce sont les seules courbes jouissant de cette propriété. 
Nous allons en conclure cette proposition importante : 
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Le lieu géométrique du point de rencontre des rayons homologues de 
deux faisceaux homographiques est une conique passant par les sommets 
des deux faisceaux. 

Définissons les deux faisceaux par trois couples de rayons homo- 
logues (SA, S'A'), (SB, S'B'), (SC, 
S'C'), et cherchons les points du 
lieu qui se trouvent sur une 
droite quelconque D, rencon- 
trant les trois couples de rayons 
donnés en des points qu'on peut 
appeler (A, A), (B, B, (C, C 
(fig. AT). Soit G un tel point; 
puisque SG et S'G' sont, par hy- 
pothèse,deux rayons homologues, 
le point G est à lui-même son 
homologue dans les deux divi- 
sions homographiques de même 
base, définies sur la droite D 

Fig. 17 par les trois couples de points 
(A,A'), (B,B'), (G,C'}. C'est done un point double ; or, il y à au plus deux 
points doubles ; done le lieu cherché ne peut être rencontré par une 
droite quelconque en plus de deux points ; c'est donc une conique. 

Elle passe par S et S'. En effet, soient Sp et S'y deux rayons homo- 
logues se coupant en M; lorsque Su se confond avec SS', S'y prend 
une certaine position S'T'; par suite M vient en S’ qui est donc un point 
du lieu. De plus S'T' est la position limite que prend la sécante SM 
quand M vient se confondre avec S'; c’est donc la tangente en S'. De 
même $S est un point du lieu, et la tangente en S est le rayon ST, ho- 
mologue de S'S considéré comme appartenant au second faisceau. 

Deux faisceaux homographiques étant définis par leurs sommets et 
trois couples de rayons homologues, il résulte de ce qui précède que 
par cinq points (les deux sommets et les trois points de rencontre des 
rayons homologues) on peut faire passer une conique et une seule. 

On sait que les trois coniques se distinguent par le nombre de leurs 
points à l'infini : l'hyperbole en a deux, la parabole un seul, l’ellipse 
aucun. 

Les points à l'infini du lieu précédent sont évidemment fournis par 
les rayons parallèles des deux faisceaux; pour les construire, il suffirait 
de transporter l'un des faisceaux parallèlement àlui-même au som- 
met de l’autre, et de construire les rayons doubles des deux faisceaux 
de même sommet ainsi obtenus. 

Un cas particulier intéressant du théorème est celui où le rayon SS! 
se correspond à lui-même dans les deux faisceaux. On peut alors les 
définir par le rayon commun SS', et deux autres couples (SA, SA), 
(SB, S'B) dont nous appellerons A et B les 
points de rencontre (fig. 18). Soient SM et 
SM deux autres rayons homologues quel- 
conques se rencontrant en M. Les faisceaux 
étant homographiques, on a 

(S.ABS'M) — (S'.ABSM). 

Ces deux faisceaux de quatre droites ont 
même rapport anharmonique, un rayon 
homologue commun ; donc (41, D A, B, M 
sont en ligne droite. Le point de rencontre 
M de deux rayons homologues quelconques 
décrit donc la droite AB. 

Le lieu se compose alors des deux droites SS' el AB. 





Fig. 18 


20. Pour montrer l'application de ces propositions, traitons le pro- 
blème suivant : 

On donne un cercle C, une droite D, un point P. On prend un point 
mobileM sur D. et on demande de déterminer lelieu géométrique du point I, 
intersection de PM et de la polaire de M par rapport à C. 

Discuter la nature de ce lieu, suivant la position du point P dans le 
plan (fig. 19). 

M étant sur D, sa polaire passe 
par le pôle R de D qui est un point 
fixe. À une position de PM ne cor- 
respond qu'un seul point M, par 
suite une seule polaire qu'on ob- 
tient en abaissant de R la perpen- 
diculaire sur OM. Inversement, à 
une position de RI ne correspond 
qu'un seul point M et par suite une 
seule position de PM. 

Donc PM et RI se correspondent 
homographiquement : comme P etR 
sont fixes, le lieu de I est une coni- 
que, passant par Pet R.Elle passe par les points A et B où D rencontre le 
cercle C; il suffit, pour le voir, de supposer M en A ou B. De même 








Fig. 19 








elle passe par les points de contact E et F des tangentes issues e Pau 
cercle C ; il suffit de faire coïncider PM avec une de ces tangentes pour 
trouver ces points. È £ 


"A 

Le genre de la conique se détermine en cherchant ses points à lin 
fini, Les droites PMet RI seront parallèles si OM et PM sont perpendi- 
culaires : le point M devra done se trouver à l'intersection de Dset du … 
cercle de diamètre OP. On est donc ramené à ce problème : Comment | 
faut-il placer le point P pour que le cercle de diamètre OP rencontre. 
D ou lui soit tangent ? 6 

Prenons d'abord le cas limite. Soit Q le point de tangence du cercle … 
de diamètre OP et de la droite D 
(fig. 20), w le milieu de PO. La | 
figure montre que wQ = w0. 

Prenons 

OK: = 20K, OV = 20f; 

VK, (droite fixe) sera parallèle 
à D, et VP sera parallèle à OK, 
par suite perpendiculaire à NE 
Donc 






PVE=RRO: 


Il en résulte que P se trouve. 

alors sur la parabole H de foyer … 

0 et de directrice VK,. Le som- | 

met de cette parabole est K ; sa | 

tangente au sommet est D. 4 
Donc, lorsque P est sur H, il 

y a une seule position de M pour 


RE: 20 laquelle les deux rayons homo- 
loguessont parallèles; la conique 
a un seul point à l'infini : le lieu de I est donc une parabole. | 


Lorsque le point P est extérieur à H, ona PO > PV, doné w0 > wQ; 
le cercle de diamètre OP rencontre D en deux points distincts; la co- 
nique, lieu de I, est une hyperbole. 

Lorsque P est intérieur à H, le cercle de diamètre OP ne rencontre 
plus D, et par suite le lieu est une ellipse. 

On peut enfin se demander dans quel cas le lieu se réduit à deux 
droites. Pour cela il faut et il suffit que la droite PR se corresponde à 
elle-même dans les deux faisceaux. Le point M se trouve alors à l'in- | 
tersection de PR et de D. D'ailleurs RI, c'est-à-dire RP doit être perpen- 
diculaire sur OM; donc MO est droit, et le point M est l’un des deux 
points où le cercle de diamètre OR rencontre D; c'est donc un des 
points A ou B. Il faut donc que P se trouve sur RA ou RB. 

On peut remarquer que ces deux droites sont tangentes à la para- 
bole H (la tangente au sommet est le lieu des projections du foyer sur 


1 
| 


toutes les tangentes). | 
Pour ne pas allonger la discussion, nous n'avons rien dit à propos de . 
la réalité des points A et B. ) ‘ 



















IV. — Involution. Er 


21. L'involution est un cas particulier de l'homographie. 

On dit que deux divisions homographiques de même base sont en in- 
volution lorsque deux points homologues quelconques M et M' sont réci- 
proques, c'est-à-dire lorsqu'un point M considéré comme appartenant 
à l'une ou l'autre division a toujours le même homologue M'. 

Il en résulte que si l'équation de l'homographie est satisfaite pour 
æ—a, x —4,. elle doit létreaussi pour T0 Meter RUN 
donc simultanément ë 


aa + ba + Ca + = 0, 
aa + ba + ca+ d = 0, 
d'où, par soustraction, 
(b—ca—x)=0; 
comme en général &æ— a n'est pas nul, il en résulte 
=, | 
et l'équation devient symétrique en æ et x’. On peut donc la ramener 
la forme 
2e" — U(x + x) + w = 0. 
Elle ne renferme plus que deux coefficients « et » ; on pourra les déter- 
miner en se donnant deux couples de points homologues : ea 
Deux couples de points homologues suffisent pour définir une invo- 
lution. : : L 
En appelant Iet J' les points homologues de l'infini (17), on a main- 
tenant 
LU = 00 
les points I et J' se confondent en un même point w ; en prenant ce 
point pour origine, # est nul et l'équation de l’involution devient 
æx +w = 0; 





We 
.* ms 


En désignant par (M, M'), (P,P'), ..…. des couples de points homologues, 


on à donc 
— © = 6M.0M' = wP.wP'—= .., —= constante. 


Les points doubles s'obtiennent en faisant » = #', et sont donnés par 
l'équation 


a? + w =0. 
Is sont réels lorsque —# est positif. Soit E l'un d’eux, M et M un 
eouple de points homologues ; on aura 

wE? = 0M.wM', 


22. Soient (A, A’,) (B, B') les deux couples qui définissent uneinvolution ; 
proposons-nous de construire : 4° le 
point central ; 2° les points doubles ; 


_ _—— 


22 D 
27 ne 30 deux points homologues quel- 

RE \ conques (fig. 21). 
[ 12 | Prenons un point quelconque P ; 
| \| j traçons les deux cercles PAA', PBB' 
\ P: "4 et leur axe radical PP'; son point 
NAME A NB F B'/ de rencontre w avec la droite L 
ir ro EE qui porte l'involution est le point 

Fig. 21 central ; car 
: wA.wA'— wB.wB. 


Lorsque les segments AA', BB’ sont entièrement extérieurs ou entiè- 
rement intérieurs l'un à l'autre, on peut mener du point w une tan- 
gente wg au cercle PAA’. En prenant ensuite sur L les longueurs 


: WE = 0F = wo, 
E et F seront les points doubles, car 
GE — 09 — wA.wA’, 


Enfin, si par P et P’ on fait passer un cercle quelconque rencontrant 
L en Met M', ce seront deux points homologues ; car 


M .wM' =; wP .wB" = wA .wA'. 


La relation wE — wA.wA' prouve aussi que les deux points doubles 
E et F (supposés réels) forment une division harmonique avec deux 
points homologues quelconques. 


23. Faisceaux en involution. — Deux faisceaux de même som- 
met sont en involution lorsque deux rayons homologues quelconques 
sont réciproques, c'est-à-dire quand un rayon considéré comme appar- 
tenant à l’une ou l’autre division a toujours le même homologue. 

Comme pour les divisions homographiques de même base, deux fais- 
ceaux en involution ont des propriétés analogues à celles de deux divi- 
sions en involution. Ils peuvent renfermer des rayons doubles ; quand 
ces derniers sont réels, ils forment un faisceau harmonique avec deux 
rayons homologues quelconques. 

Les constructions relativement à deux faisceaux en involution se font 
très commodément à l’aide du théorème suivant et de sa réciproque: 

Lorsque plusieurs cordes AA, BB’, ... d'un cercle concourent en un 
même point w, les faisceaux qui vont d'un point du cercle aux extrémités 
de ces cordes sont en involution. 

En effet (fig. 22), le rayon SA, par 
exemple, considéré comme appar- 
tenant au premier faisceau ou au 
second a toujours pour homologue 
SA’; car par définition on considère 
comme rayons homologues ceux qui 
aboutissent aux extrémités de la 
même corde. 

Réciproquement, si deux faisceaux 
sont en involution et que par le 
sommet commun on fasse passer un 
cercle quelconque, les droites qui 
joignent les points de rencontre des rayons homologues et du cerclecon- 
courent en un point fixe. 

En effet, donnons-nous deux couples de rayons homologues néces- 
saires pour définir l'involution. Soient A et 4", B et B' les points où ils 
rencontrent un cercle quelconque mené par le sommet S; soit w le 
point de rencontre de AA’ et BB’. Un autre rayon quelconque de l'un 
des faisceaux étant SM, qui rencontre le cercle en M, menons Mo qui 
rencontre le cercle une seconde fois en M'. D'après le théorème direct, 
SM et SM’ sont deux rayons homologues dans l'involution définie par le 
point w, c’est-à-dire dans l'involution définie par (SA, SA’), (SB, SB). 
Comme MM' passe par w, la réciproque est démontrée. 

Le raisonnement précédent montre comment, l'involution étant 
définie par deux couples de rayons homologues, on détermine le point w, 
et par suite le rayon SM’ homologue d’un rayon donné SM. 

Un rayon sera double quand il se confondra avec son homologue ; le 





Fig. 22 






point M est alors l'un ou l’autre des points dé contact E ou F (fig. 22) 
des tangentes issues de & au cercle. 

Deux faisceaux en involution admettent toujours un couple de rayons 
rectangulaires ; on les obtient en joignant le point w au centre w’ du 
cercle, ce qui donne les rayons SD et SD’. Ce couple est en général 
unique, à moins que w ne se confonde avee w/, auquel cas tous les 
couples de rayons homologues sont formés de rayons rectangulaires. 


24. Les raisonnements précédents sont basés sur cette seule propriété 


N 


du cercle, d’être rencontré par une droite en deux 
points seulement : ils s'appliquent donc à une 
conique quelconque. 

Voici une application de cette remarque. Si 
autour d'un point 0 d'une conique on fait pivoter 
un angle droit, les côtés OA, OA’ de cet angle droit 
engendrent deux faisceaux en involution (fig. 23) ; 
en effet, OA considéré comme appartenant à l'un 
quelconque des deux faisceaux admet toujours le 
même homologue, savoir la perpendiculaire OA! 
à OA. Si donc OA et OA’ rencontrent la conique 
pour la seconde fois en A et 4’, toutes les droites 
telles que AA’ concourent en un point fixe. Supposons que OA devienne 
la tangente en O ; O4’ devient la normale ON et AA’ se confond avec 
ON ; donc le point fixe se trouve sur la normale en 0 : On trouve ainsi 
un théorème dû à Frégier. 

Toutes les cordes d'une conique, vues d'un point O de cette conique 
sous un angle droit, concourent en un point situé sur la normale 
en 0. 





Fig. 23 


25. Nous allons appliquer ces résultats à la solution partielle de la 
question proposée en 1897 au concours d'admission à l'Ecole Centrale. 

On donne deux axes Ox et Oy, sur Oy deux points P et B, tels que 
OP — p, 0OB—%b. Par B on mène une droite arbitraire D ; par P 
on mêne la parallèle à Ox et on y prend deux points w et u!, tels que 
Pubui— KE 

19 Démontrer que si le point de rencontre de D et de Ou décrit une 
conique tangente en O à Ox, le point de rencontre de D et Ou’ décrit 
également une conique. 

En effet, soit G la conique donnée (fig. 24), tangente en 0 à Ox. A 
tout point à de Px’ ne correspond qu'un 
seul point M de C sur Ou, par suite 
une seule position de D; de même au 
point ne correspond qu'une seule 
droite Ou ; donc sur toute droite Ou/ne 
se trouve qu'un seul point du lieu. Le 
point O0 est d’ailleurs un point du lieu 
, de M’. Pour que M’ vienne en O, il suffit 
que p’ s'éloigne indéfiniment ; Op’ de- 
vient la tangente en 0, & vient en P, 
M en A, D se confond avec Oy; M se 
confond done avec 0. Il en résulte de 
plus que Ox est la tangente en O au 
lieu de M', puisque c’est la position 
limite de OM. Enfin O0 est un point 
simple du lieu, car aucune autre hypothèse ne peut amener M' en 0. 
Le lieu de M' est donc tel que toute droite passant par 0 le rencontre 
en 0 et un second point ; c’est une conique CG tangente à Ox en 0. 

Remarquons que D et Ou’ n'engendrent pas deux faisceaux homogra- 
phiques; car à une position donnée de D correspondent sur GC deux 
points M et M;, donc deux points y, et par suite deux points p’. 

20 Condilion pour que la seconde conique s2 confonde avec la 
conique G. Cette condition étant remplie, montrer qu'il existe une po- 
sition de D telle que la corde interceptée par elle dans la conique C 
soit vue de OÔ sous un angle droit. 

Toutes les cordes telles que MM; passant par un point fixe B, les 
droites telles que OM et OM, tracent sur Pzx' une involution (24), M 
venant en À, OM, se confond avec 0x; P est donc le point homologue 
du point à l'infini, c'est-à-dire le point central de cette involution. 

Pour que CG se confonde avec C, il faut et il suffit que M' se confonde 
toujours avec M; pour cela il suffit que l'involution dont nous 
venons de parler se confonde avec l'involution des points p et p'. Or 
ces deux involutions ont déjà en commun le couple (P, +); il suffit 
done qu'elles aient un second couple commun, par exemple mêmes 
points doubles; il suffit donc d’une condition. 

La position cherchée de D s'obtient alors en joignant B au point de 
Frégier, situé sur la normale en 0 à la conique C. 

30 Les points P et B étant supposés sur une droite OPB mobile 
autour de O, chercher pour des valeurs données de p et de K (supposé 
positif) Le lieu sur lequel on doit prendre B pour que le point M' de- 
crive toujours la conique C. 





Fig. 24 
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Le point P supposé donné est, sur la parallèle Px' à Ox, le point cen- 
tral d'une involution définie par Puy. Pu'— k; par hypothèse les droites 
Op et Ou’ rencontrent la conique C en M et M (jig. 25). 

Prenons de part et d'autre de P 

PI PPMEEYE : 
J et J' seront les points doubles de cette involution ; quand y et p se 
confondent avec J ou J/, les deux 
B points Met M' se confondent avec 
l'un des points E ou F de rencontre 
de OJ ou OJ avec CG. Donc les tan- 
gentes en E et F se coupent au point 
cherché B, qui est ainsi déterminé. 

(On vérifie aisément qu'il se trouve 
sur OP.Eneffet, P étantle milieu de 
JJ', la division (J'Plæ) est harmo- 
nique : de même le faisceau O.ESFR; 
donc OP est la polaire de R par rap- 
% port à l'angle EOF; d'ailleurs R 

Fig. 25 étant sur la tangente en 0, la polaire 
de R par rapport à la conique est 
OS ; donc le pôle de EF, qui passe par R, est sur OP). 

Du raisonnement précédent il résulte que sur toute droite OP ilya 
un seul point du lieu B. Ce point vient se confondre avec O lorsque P 
vient sur 0x; OB se confond alors elle-même avec 0x, et 0 est un point 
simple du lieu ; on en conclut que le lieu de B est une conique C*? 
tangente en 0 à Ox. 

49 Trouver la position de B et la relation entre p et k, telles que 
toutes les cordes interceptées par la conique C sur la droite mobile D 
soient vues du point O sous un angle droit. 

I suffit évidemment que B vienne au point de Frégier de la conique 
C, relatif au point O0. La normale 
en 0 est alors OB, et P se trouve sur 
cette normale. Les points tels que p 
et y’ sont alors de part et d'autre 
de P (fig. 26), et l’involution formée 
par ces points ne possède pas de 
points doubles réels. La figure mon- 
tre.qu'on à alors en valeur absolue 


PriPit— PO? DIE 
Fig. 26 C'est la relation cherchée. 
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ARITHMÉTIQUE 


4339. — Trois hommes À, B, G et leurs trois femmes D, E, F 
(énumérées dans un ordre quelconque) vont au marché et achètent 
un certain nombre d'objets. 

Chaque personne paie chaque objet un nombre de francs égal au 
nombre d'objets qu’elle achète. 

Chaque mari achète pour 63° de plus que sa femme. De plus : 

À achète 23 objets de plus que D ; 

B achète 11 objets de plus que E. 

Trouver la femme de chaque mari. 


Soient x le nombre d'objets pris par un des trois hommes et 
y celui pris par sa femme. 

Chaque personne payant chaque objet un nombre de francs 
égal au nombre d'objets qu'elle prend, pour que l’un des trois 
hommes paie 63! de plus que sa femme, on doit avoir 

dm — y? — 63, 
ou (@ — yl(x + y) = 63. 

D’après cette égalité, les nombres æ—#7 et æ—<+y s’obtien- 
dront en décomposant 63 en un produit de deux facteurs entiers. 
Ur comme 63 = 37, cette décomposition n’est possible que 
des trois manières suivantes : 

1 X 63, 3 x 21, 9X7. 

On déduit de là les trois solutions: 





0 Ci Vi == 085 Lo d'où 


T4 — Ya = 
Da — Ya = 8, Ga + ye = 21; d’où Hole) ys ="92 
Dy —Y3 = 1, œs + ys =; d'où LRO VAE 


Pour que l’un des trois nombres 
HER 
convienne à A ou B, il faut et il suffit qu'il surpasse respective- 
ment de 23 ou de 11 l’un des trois nombres 
Jo ED, Yi SU 
En retranchant l’un des nombres 1, y», y: de l’un des nombres 
%, &?, &:, On reconnaît sans peine que 


Ho 1?, La 0 


Yi pt 


Gi — ya — 23, Go — Yy3 = Al. 

Donc x, s'applique à À et y: à D; -— 2 s'applique à B et y 
à E; x; correspond alors à C et y à F. 

Des trois solutions æ1,-y1; a, y; 3, ya, il résulte que les 
trois hommes A, B, C ont respectivement pour femmes F, D, E. 


(E. MATHIEU, école normale de Châlons.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Bacquet; A. Bertrand ; J. Condemine ; 
Feintuch ; J. Fourestier; L. Gourdet; G.,Lemaire; A. Mirc; M. Saget, 
A. Sineau ; Burgat; M. Cryé ; Laguarigue de Survilliers ; L. Magne ; G. A. Ni- 
colas ; P. Reboul.] 


* 
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ALGÈBRE 


3813. — Une société anonyme fait un emprunt en émettant 
10.000 obligations, valeur nominale 500 francs, rapportant 15 francs 
d'intérêts ; quelle somme doit-elle consacrer à l'amortissement de 
cet emprunt pour que le remboursement soit effectué en 30 ans, et 
pour quelle somme les obligations non amorties figureront-elles au 
passif, si cette société fait faillite au bout de 20 ans?  « 
(Concours général de Belgique, 1894, Première commerc. et industr.) 


Soit G le montant de l'emprunt, r le taux de l’intérêt pour 1f, 
a l'annuité cherchée. 
1° A la fin de la 1r° arinée, la somme empruntée s’est accrue de 
ses intérêts et est devenue C(f+7r); mais à ce moment on 
prélève là-dessus une annuité a; le capital qui reste à rembour- 
ser au commencement de la 2° année est par conséquent 
C( + r) — a. 
A la fin de la 2° année, ce capital est devenu 
[CU + r) — a] +r) = CU +r} — afl + r), 
et, l’'annuité une fois payée, la somme remboursée est réduite à 
CU +7) — al + r) — a. | 
On voit tout de suite la loi de formation de la formule don- 
nant le capital dû au commencement de chaque année par la 
Société à ses actionnaires : au bout de la 30° année, après le 
versement de la dernière annuité, ce capital est 
CC + 70 — af + — af + Tr) — ... — a pr) a 
= CH +70 — aff +79 + A + 78 + (7) 
Re ue 


Mais, à ce moment, l'emprunt est complètement amorti : 


SD 

Ces EST 0 
Ki CH + rhr 
RU LES dE TA ITES 


Remplaçons dans cette formule C par 5 000 000 et r par 0,03; 
calculant par logarithmes la valeur de (1,03)% = 2,4272581, et 
effectuant ensuite, on trouve 

a = 256508f. 








20 Pour savoir ce que doit la Société à ses obligataires, lors 
_ de Ja déclaration de faillite, c'est-à-dire la somme à inscrire au 
passif du bilan, il faut calculer le total des valeurs actuelles, à 
ce moment, des annuités qui restent à servir : 
20° annuité : Au moment de la faillite, la Société devrait ver- 
ser la 20° annuité. La valeur exacte de cette annuité est donc 
a = 256508fr; 
21° annuité : Cette annuité devrait être versée 1 an après la 
| faillite: à ce moment elle vaudrait a, mais actuellement elle a 
une valeur à’ telle que 









u'Â{+r) = a, d'où PRET Er) = af +r)t. 


On trouverait de même que la valeur réelle de la 22° annuité, 
au moment de la faillite, est a(i+r)?; que celle de la 
23e annuité, dans les mêmes conditions, est a(l+r)*, et ainsi 
de suite, jusqu'à la 30°, qui vaut a({ +r)". 

Le total que nous voulons obtenir est donc égal à 

a+a{i+r){+alt+r} +... al +r) 10 


se à 40 + 3\—10 
= MERE CENTS Acer) —= 256508 HONTE (4,0%) Û 
r 0,03 


En se servant des logarithmes, on trouve 2393271fr,70. 


Remarque. — Les tables de Violeine (*) comportant une approxi- 
mation plus grande, devaient, dans l'espèce, être employées de 
préférence aux tables de logarithmes. Leur emploi donne les 
résultats sensiblement différents : 

pour l'annuité, a — 255096f",30, au lieu de 256 508"; 

pour le passif, P — 2431120", au lieu de 2393271£,70. 

(Prerre DUCLOS.) + 


[Ont résolu la même question ; MM. J. Delpont, à Moissac ; G. Simond.] 


4324. — Quelle valeur faut-il donner à y dans l'équation du 


second degré en x 
(4 — y}? — 9x — 12 — 0 


pour que la somme de l'une des racines et du quadruple de l'autre 


| se réduise à zero? 
: ; (Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1897.) 


À On sait que dans toute équation du second degré de la forme 
ax? + bxæ+c—= 0, 
la somme des racines est égale à — = et leur produit à —. 
(44 


En désignant par x’ et «” les deux racines de l'équation pro- 
posée, on peut donc écrire 





æ' + 4a = 0, (1) 
the = —, (@ 
| aa = Ti (3) 
Retranchons (2) et (1) membre à membre ; nous aurons 
3 = — = 
d'où ir È— ur , 
Ê Dm — — 4x" = = 
se 


. (9 Les Tables de Violeine sont des tables spéciales pour les caleuls d'inté- 
rêts composés, annuités, amortissements, etc.; elles sont en usage dans les 
sociétés financières, les compagaies d'assurances, de chemins de fer, etc. 





12 —3 _ —12 
y k=y &—7y 
ou, en supposant y #4, 
3 —=4—7Y, 
d’où MR 1 
Pour cette valeur de y, l'équation proposée admet pour racines 
d = ed et = = — 1. 


En examinant le cas particulier réservé, on voit que lorsque 
y = 4, l'équation n'est plus que du premier degré, et ne peut 
par suite remplir la condition énoncée. 

(BRUGEROLLE, instituteur à Draguignan.) 


(Ont résolu la même question : MM. G. Anastasiu ; E. Ardin-Delteil ; L. Au- 
lagnier ; L. Badoux ; A. Ballé ; P. Barroué ; R. Basset ; E. Baudot; Bayor ; 
G. Beaudun ; L. Bellour; C. Benoit ;: F. Beynas ; Bigot, H. Bosc; E. Boutaud ; 
M. Boutaud; A. Bouzy; F. Bréthous-Guichot; E. Brière ; A. Buisson; J. Camus; 
R. Van Cauwenbergne ; A. Chapron ; G. Charpentier ; E. Charton; F. Chuberre; 
E. Clément ; Coupat ; M. Cryé; L. Curt; L. Cussenot ; G. Dazier; A. Delcung ; 
J. Delpont; Donnadieu ; J. Douménach; L. Dumas ; P. Dupuis ; Feintuch ; 
Ferrier; L. Florentin ; J. Fourestier ; L. Fournier ; R. Fradin ; P. Frescal.: 
G. M. ; N. Garrigues ; J. Gonnet; P. Goudry ; L. Gourdet ; E. Gourdon ; H.Jou- 
anneau ; J. Guillaume ; A. Helin ; Herrmann ; CG Hiernaux ; H. Ifier); 
L. Jardin; A. Jeannel ; A. Jupeau ; Krom; X. Lacreuse ; B. Lachenaud ; 
. Ladevèze; M. Lagarde; Laguarigue de Survilliers; R. Larsonneur; A. Larue; 
. Laudat ; E. Lavadoux ; E. Layes; A. Legros ; E. Le Maigre ; F. Leulliot ; 
. Magne; C. Marie; G-. Massoutier ; J. Maury ; E. Ménissier; A. Mirc; 
Mouchet : R. Mothes; F. Pégorier; G. Perdrizet; P. Perrot; J. Pillard ; 
. Pingeot; S. Pochon; C. Poujol ; J. Quilichini; Raynaud ; M. Rebeix ; 
Reboul , Remondet; Robin; A. Rongier; À. Rozier ; P. de Sabbathier ; 
P. Saint-Félix ; E. Séclin ; E. Sevin ; J. Sire ; A. Smântanescu ; Stanciu!escu ; 
Stern ; R. Sudre ; L. Tarrin ; R. Terrebonne ; M. Teulié; E. Vaicle ; Valentin ; 
G. Vente; A. Vergnole; Vial; Vidal-Naquet; E. Villemagne ; P. Vincent; 
E. Sinturel.] 


THE En 


ee 2e 





GÉOMÉTRIE 


4297. — On donne un triangle ABC. Soient r le rayon du 
cercle inscrit et À son centre; M étant le milieu du côté BC, 
démontrer que MO coupe la hauteur AH en un point |, tel que 
ALT: 

Première solution. — Soit D le point de contact du cercle O 

avec le côté BG. La figure donne 


r.HM 
Al = AH — 1H = Af — DUT: 
Calculons AH, HM et DM en fonc- 
tions des côtés a, b,c, du demi-péri- 
mètre » et du rayon r. 
On a d’abord 


6) » 
Ar20R,. 
/\L x Asset 
Û 


BREL EM : 
puis 


A 


© 
LD 


En multipliant membre à membre les deux égalités 








2 HM — HC + HB, a — HC — HB; 
il vient 
aHM —-HC —HB — b — 01, 
d'où AM EE 
Par suite, 
Cane r(b? — c?) 2 ANT 7 
A= <= — a PE ON Te 


(G. GAUCHET, école primaire supérieure de Granville.) 


M. G. Delahaye, à Roye, remarque que la droite qui joint M 






au centre O, du cercle exinscrit dans l'angle À rencontre AH en 
un point I, tel que Al; = ra. 

Seconde solution. — Traçons le cercle circonscrit au triangle 
A ABC; la bissectrice intérieure de l’angle 
A passe par le milieu K de l'arc BC; 
soit S son point de rencontre avec BC. 

Les triangles semblables AO!, OKM 
donnent 






Al AE 
MK — OK ? (n) 
7c les triangles semblables ODS, SMK 


B # 
donnent 
ODA US (2) 
K ME TRISK k 
divisant (1) et (2) membre à membre, il vient 
AI __AOXSK (3) 
ODANTOKE OS 


O étant le centre du cercle inscrit, on sait que OK = KC. 
D'autre part les triangles ABS et SKC sont évidemment 





équiangles et par suite semblables; donc 
AB KC . 
SES ER 
BO étant bissectrice de l’angle B, il vient 
AB: A0 KC OK . 
SL 208 TS SRMNENTR 
donc enfin AO SK= OKE<0OS, 
et par suite, d'après (3), 
AT:=.0D: 

(Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil : P. Boutroux ; Burgat ; 
Cussenot ; G. Delahaye ; Feïintuch ; L. Florentin ; L. Gourdet; G. Hiernaux ; 
F. Leulliot ; L. Magne ; À. Mire ; L. P. à À. ; J. Quilichini ; M. Rebeix; Vial.]| 

SE &_ — 
GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 
4336. — On donne, sur une horizontale de cote 119, deux 


points B et D, distants de 96mm: par la droite BD on mène un 
plan de pente 1, de manière que sa trace horizontale se trouve à 
droite du grand axe de la feuille. Dans ce plan on construit le 
carré ABCD, de diagonale BD, A étant le sommet de plus grande 
cote. 

Ce carré sert de base à un parallélépipède droit de 96®® de 
hauteur, situé au-dessous du plan P. Construire sa projection. 

Par le centre O de ce parallélèpipède on mène une horison- 
tale H, parallèle à BD, et on y prend, de part et d'autre de O, 
les longueurs OS — 78nn, OE = 47mn, Par E on mène le 
plan vertical perpendiculaire à OS, et on y projette À en F. 

Déterminer les génératrices de contour apparent du cône de 
révolution ayant OS pour axe, SF pour génératrice, ce cône étant 
limité au plan vertical EF. 

Trouver l'intersection de la surface du cône avec celle du paral- 
lélépipède, et représenter sur l'épure l’ensemble des deux corps 
supposés solides. 

Représenter aussi, par des croquis réduits : 

410 Le solide commun ; 

2° la partie du parallélépipède extérieure au cône ; 

3° La partie du cône extérieure au parallélépipède. 

Projection du parallélépipède. — Soit bd — 96" Ja projec- 
lion de la diagonale horizontale BD. La diagonale AC se trouve 
dans le plan vertical mené par le milieu #(112) de BD et dont la 





Mt Bet æy; en ADHENt ce De sur le P lan eos al, la dia- 
gonale AC se rabatsuivant la droite a'c' — 96mm, passantpar ÿ 
et inclinée à 45° sur æy, et en élevant alors à a/c', en a’, #, c', 
des perpendiculaires égales à 96", on a les projections verticales 
aa, d1,, c'e, des arêtes latérales de front du solide, d’où l'on. 
déduit aisément sa projection abcdaibicd1. On voit d’après cette. 
construction que la diagonale AC; est verticale, de sorte que le 
centre O du solide se projette en a. | 

Contour apparent du cône. — Sur la parallèle à bd issue de: a, 
prenons as—18mm et ae—#41mm, s étant pris du côté 
opposé au rabattement du plan vertical æy. Le point A se pro- 
jette en (e, a’) ou (f, f') sur le plan vertical mené par e perpen- 
diculairement à OS (plan de front); la génératrice (sf, s'f’), 
rendue horizontale après rotation autour de l’axe SO, vient en 
(sg, s'e') ou (sg1, s'ai). Le cône limité considéré a ainsi pour 
contour apparent le triangle sgg1. 

Intersection du parallélèpipède et du cône. — Nous chercherons 
d’abord les points remarquables situés sur les arêtes du solide 





ET 


et sur les génératrices de contour apparent du cône, puis un point 


courant et les points les plus hauts et les plus bas de l’inter- 
section. | 

a) Points sur les arêtes. — Traçons le cercle s', projection ver- 
ticale de la section du cône par le plan vertical æy. Ge cercle ne 
coupant pas les arêtes a'ai et cc, situées dans son plan, ces 


totl 


arêtes sont extérieures au cône. Le plan des arêtes parallèles BB: : 
et DD;, passant par S, détermine dans le cône deux génératrices 
dont une seule, (s7, 7), est figurée sur l’épure et fournit l’un . 


des points « où l'arête bb; perce le cône. 


Des quatre plans menés par S et par l'une des arêtes de la | 
base A1B:C, Di, les plans said; et sdics peuvent seuls couper le . 


cône ; les génératrices d’ intersection s’obtiennent en cherchant 
la trace verticale (v, v’) de la droite (sd,, s’ 


de rencontre »', qg' des droites a{v' et c/{v’ avec le cercle s'; les 
P,9 1 1 


:), puis les points : 


génératrices sp et sg fournissent ainsi les points 6 et y sur les 


arêtes aid1 et dici. En observant que la génératrice SP divise 


l'arète AD dans le même rapport en projection horizontale ou : 


verticale, il est aisé de voir que les points 6 et y divisent res- 
pectivement a;di et c,d\ dans le même rapport, de sorte que la 
droite Êy est parallèle à aic1. Par raison de symétrie, la droite 
6 prolongée détermine deux autres points analogues sur les 
arêtes ad et dc. Fe 

b) Points sur les génératrices sq et sg;. — Le plan horizontal 
contenant ces génératrices coupe le parallélépipède suivant un 
losange dont une moitié ahk est seule figurée et fournit les 
points À et L sur la génératrice sg1. Il est bon de remarquer que 
les plans de front menés ‘par À et & contiennent les points de 


l'intersection situés dans le plan de profil ss’, comme on le - 


vérifie en rabattant ce dernier sur le plan horizontal. 


. ©) Point courant. — Un plan quelconque mené par l'axe du . 
cône rencontre ce dernier suivant la génératrice (sn, s'n') et la « 


face bcc,b, suivant la droite (hr, s'r') ; l'intersection de sn et kr 


donne le point m de l'intersection. Le plan tangent au cône sui- « 


£ 


| 
| 


vant la génératrice (sn, s'n') rencontre l’arête cic au point (#, t'), . 
et mt est la tangente en ”». On pourrait appliquer la construc- 


tion à la détermination des tangentes aux points re 


a , y: 
d) Points les plus hauts et les plus bas. — Pour ces points, la 


projection horizontale de la tangente est parallèle à æy. En 
considérant d’abord les faces latérales du parallélépipède, ces 
points appartiennent aux génératrices de contact telles que (su, : 


s'u') des plans tangents au cône parallèles aux arêtes latérales ; « 
le plan de cette génératrice et de l’axe coupe les deux faces issues « 


de aa suivant deux droites projetées en ük et ük, et rencon-. 


trant la génératrice aux points à et <. 





























LÉGENDE 
relative aux croquis 


3) 


(cheute b 


A, solide commun. 


lépipède 


B, partie du parallé 


extérieure au cône. 


C, partie du cône extérieure 


au parallélépipède. 


d Le à - 1 sm n 
| « L 2. WPF “ 2 Û » - ni ’ 


Dans le cas des bases du solide, les points visés appartiennent 
aux génératrices de contact des plans tangents au cône parallèles 
à la diagonale ac où ac; on constate ainsi que l’un de ces 
points est situé à l'intersection de P,d, avec su. 

Ponctuation. — L'ensemble du parallélépipède et du cône est 
représenté par l'intersection proprement dite et les parties des 
arêtes et du contour apparent extérieures aux deux solides ; une 
ligne n’est d'ailleurs vue qu'autant qu'elle se trouve à la fois sur 
la surface visible du parallélépipède et du cône. 

Pour la ponctuation des trois autres figures, nous n’insisterons 


pas, ces figures parlant suffisamment aux yeux. 
(L. MESSENT.) 


[Ont envoyé des épures exactes: MM. L. Curt, école normale de Bourg; 
V. Duffet, à Lyon ; M. Oger.] 


A À ———————— 


GÉOMÉTRIE 





Théorème. — Si dans un triangle deux bissectrices sont égales, 
le triangle est isocèle. 


Soit le triangle ABC, O le point de 
concours des bissectrices BD et EC sup- 
posées égales ; la troisième  bissectrice 
est AO. Les deux triangles AEC, ABD 
sont égaux comme ayant un côté égal, 
l'angle opposé égal et la bissectrice cor- 
respondante égale. Par suite le côté AB 
est égal au côté AC. 

(A. MOREAUX, professeur au lycée de Nancy.) 





Reste à faire voir que deux triangles ayant un côté égal, l'angle opposé 
égal et même bissectrice de cet angle sont égaux. 

En effet, prenons une longueur EF égale 
au côté connu, et décrivons sur EF comme 
corde un segment capable de langle 
connu, La bissectrice de l'angle opposé 
à EF passera par le milieu D de l'arc EDF 
qui complète le segment. Menons par D 
une droite quelconque rencontrant EF 
en H et le segment en G. 

Dans le triangle GEF, GH est la bissec- 
trice de l'angle en G. D'ailleurs 

GH = DG — DH. 


Lorsque DG tourne autour de D en partant 
de la position DE, la longueur DG croi 
CR constamment de DE à DL; la longueur DH 
décroit constamment de DE à DK ; done HG croît constamment de zéro 
à KL. Si donc la longueur / de la bissectrice est intérieure à la flèche KL 
du segment, il existe bien un seul triangle ayant un côté donné et un 
angle donné, la bissectrice de cet angle ayant une longueur donnée, 

Les triangles dont les sommets sont à droite de KL sont évidemment 
identiques à ceux que nous venons de considérer. 





A ————— ————————— 


TRIGONOMÉTRIE 


4099. — Les aryles æ et ax satisfont à la relation 
(4 + m cos æ)(1 — m cos a) = 1 — m?, 
dans laquelle « est un angle connu et m un coefficient numérique 
également connu. On demande de calculer tg Fe 5 
| (Diplôme d'élève de 2° classe de la marine marchande, 1897.) 


Développons le premier membre de la relation et réduisons : il 
vient 


m COS % — M COS à — m°? COS & COS à — — m}?, 





C FU ait | L de Léo 140 de JTE Le x. Li a na Pre RS Po 








NE PETER LA A7 à ” s Met 
> 4 û # VA Rte 4 
Â 


pposé différent de | 


d'où en supprimant le facteur commun "”, su 
— MH Ccos «x 
1—mecosa 


En remplaçant cos æ par sa valeur en fonction de l’arc moitié, 





COS æ — 


Zéro, 








9 À 0 À — Mm + COS 4 
s auron — — sin? — = : 
nous à S Cos 2 e En co 
d'ailleurs cos? CU + sin? Sin À. 
On déduit de là, par addition et soustraction, 
9 eos LE MERE 1— mcos x __ (1—m)(1 + cos a), 
a DIE, 1 — m cos 7 4A—mcosx : 


1 — Mm COS à + M — COS x 
1— mcos «x 


(1 + m)(1 — cosia). 
1 — m COS & ? 





{l 





; Hu 
2 sin? t — 


puis, en divisant membre à membre, 
æ * (1+ m)(i— cos a) 
2  ({— mj(l + cos a) 





, 
pe D) a 2 % \ 
d'où, en observant que cos «x — 1 —2sin 2 2 cos? mn — 1, À 


æ œ l+m 
Br = is 


1—m 
Pour que tg . soit réel, il faut et il suffit qu'on ait 
(A + m\1 — m) > 0 
ou 1L< ME LS 


Cette condition remplie, aux deux valeurs de tg TZ Correspon- 
dent pour ee deux arcs + et —x, « étant un arc positif sinfé- 


rieur ou égal à S Tous les arcs © qui admettent les deux 


2 
valeurs ci-dessus pour tangentes sont alors compris dans la 
# : 


formule Es kr EL a, 


et par suite tous les arcs æ satisfaisant à la relation donnée sont 
Gi 2kn E2a, + 
k étant un nombre entier quelconque positif, nul ou négatif (ces 


arcs ont en effet pour cosinus cos 24 et vice versa). 
En posant m —cose (ce qui est toujours possible attendu 


| 
| 


di ti EL D à 


que m est compris entre — 1 et +1), on a pour 8S la forme 


te 
tg _ EE _. . 
85 | 


(L. GANEL, pensionnat de Valbenoïîte, à Saint-Etienne. 


[Ont résolu la même question ;: MM. E. Ardin-Delteil ; Bayor ; M. Belleux ; 
L. Bessoles; P. Bonnot; R. Cayrol; E. Chemin ; P. Cornelis; G. Costey; 
J. Courtinat ; L. Debrun ; L. Curt; A. Franqueville; J. Gutton; R. Henry ; 
H. Janoiïs ; H.Jouanneau; J. Juquelier; P. Leboucher ; M. Legras ; M. P. A.R.; 
Marcenet; de Mendiry ; E: Ménissier; N. Mollon ; C. Niculescu ; M. Oger; 
H. Perdrix ; J. Peyrache ; Raynaud ; Renaud ; J. Séjournet ; E. Sevin ; E. Sin- 
turel ; C. Titiriga ; M. Valla.] 


logarithmique, 


mé. de RS à 





4291. — Complément aux propriétés du tétraèdre isocèle (voir 
la note de M. Vacquant, dans le numéro 7): 


Appelons a, b, c les côtés de l'une quelconque des faces égales 
ABC; A, B, C Les angles de cette face ; «, À, + les médianes qui 
joignent les milieux des côtés a, b, c aux milieux des arêtes 
opposées du tétraèdre; ©, Ÿ, 6 les angles dièdres ayant pour 
arêtes a, b, c; NV le volume du tétraèdre; S'l'aire ABC. On 
aura : 


1. PH Y2 = o?, y? + a? = b?, 


+= c?; 












2 sino® sing _sin0, 
À | sinA snB sinC” 
3: V= 1 = — ÿcos À cos B cos C ; 
‘ PET 


2 
(a+ b+c)(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c), 
A 1 


5. Si on appelle p la puissance de l'un des sommets du tétraèdre 
par rapport à la sphère inscrite, 


d'où P2y? + y'a? + a2p? — 


uv, a?b?c? ur, 
NT (a+ b+ cb +c+ ac + a — ba + b — 0) 
(+ UE + ot) + D) 
4(827? se ra ne æ202) 
4° Le quadrilatère A'C/A”C” est un parallélogramme, comme 
ayant deux côtés opposés égaux et parallèles ; on sait que ses 
diagonales se coupent à angle droit (voir n° 7, p. 50); donc 





GA + CU = FC, 
ou AR + QU — 4P 0 = AC; 
d'où a? se — p? : 


on prouverait de mêmeque +? — a, et a? + 8? — c?. 








2° Menons par S le plan perpendiculaire à l’arête BC du 
- dièdre SBCA ; ce plan sera perpendiculaire aux deux faces du 
- dièdre, et contiendra par suite la hauteur Sw du tétraèdre ; 
- l'angle SE sera le rectiligne du dièdre BC ou e. 

. Le triangle rectangle SEw donne 


sin a = Le 
4 | IAE: 
- or SE est la hauteur de la face SBC dont la surface vaut 

1 
Dis xs BC.SE ; 

_ donc SE vaut re >: , et par suite 
| sin p = a: . 
RE 


AA | | “#4 


on trouverait de même 





: Su Su 
sing? sinf= cc: 
Donc sing _ sin Ÿ ia. sinO 
a b C 


ou bien, en remplaçant a, b, c par les quantités proportionnelles 
sin À, sin B, sin C, 


sinv® _ sin _ sin0 
sinA sinB snC 
3° Le volume du tétraèdre est donné par la formule 
1 
VS 
3 ù 
donc ONE 


Or,on a trouvé précédemment 
(b2 + e2 — a2)(c? + a? — B?)(a? + b? — c? ) 





hk2 — = 
85° 
Remplaçons a?, b?, c? par leurs valeurs en fonction de :?, £?, y?; 
il vient 
202.2 
9V2 — êæ à Y : 
20Y 
d'où V — Re (*) 


D'après une propriété établie précédemment, on sait que 
22 = bP+c— a; 
or a? = b? + c? — 2bc cos À ; 
donc a? = bc cos À ; 
de même 62 — ca cos B, 
y? — ab cos C. 
Multipliant membre à membre, on trouve 


a2%2%? — JV? — a?b?c? cos A cos B cos (OT 
DORE RER PONS 
donc ee — cos A cos B cos GC. 


&o On sait que 





re re _ Va dE cb +c—ac+ a — bja + b — c), 


d’où, par des calculs bien connus, 
16S2 = 4a?c? — (a? + © — b??, 
AS? = (a? + P2)(82 + Y?) — 


V2 + yo? + a°0? 
et enfin Ur LÉ Le 


A 


c'est-à-dire 








En égalant les deux valeurs de $, on trouve la seconde relation 
à démontrer. 

SuUa puissance d'un point extérieur par rapport à une sphère 
est égale au carré de la longueur de la tangente issue de ce point 
à la sphère. 

Dans le cas du tétraèdre isocèle, les quatre sommets sont équi- 
distants du centre de la sphère inscrite (SG — AG = BG = CG); 
le rayon de cette sphère est égal au quart de la hauteur : 








GO = — Sw 
ar 2 Er 2 k? 
Donc p = SG — GO0° — S TRE 
EU 2 1 b2+ c? 
mais SG? = AG? — ES RUN LD: 50) 
7 a? ue D? Se c? (b2 + 2 — a)(02+ a? —b?)(a2+b°? — c?) 
donc ee 16 5 887 , 








(*) Ce résuitat peut aussi s’élablir en construisant le parallélépipède d'arêtes 
SA, SB, SC. 





à 
À 


6 sé É A RS 4: , rx VE 
D | | « $ ER À “ £ kr. À : 3 f 6 
— 142 — TRS 
expression qui se réduit, tous calculs faits, à 4 = 60°, l'équation admet une racine infinie, l'autre étant égale 
(a +6 + 0)6 + c— aje+a—bla+b—c) abat 0) 3° Le produit des racines s'écrit 
En tenant compte des relations déjà trouvées (1° et 4°), cette aie Le HE De 
2 coSa—1 À 


expression devient 
(PH PI + a)(0? +) 
LP? + ya? + a20?) ù 
(F. CHUBERRE, lycée de Rennes.) 


P — 


On pourrait se proposer de calculer, en fonction des données, 
l'angle que font entre elles deux arêtes opposées du tétraèdre. 
Le volume d’un tétraèdre a pour mesure le sixième de l’aire du 
parallélogramme qui aurait ses côtés égaux et parallèles à deux 
arêtes opposées, multipliée par la plus courte distance de ces 
arêtes. Donc 


2 
Ve + SA. BC sin (SA, BU) x A'A" = TE sin (SA, BC); 


Les aûy x Se 

d’où SA = (82 + y?) sin (SA, BC); 
ee s 26y 

d'où Sin (SA, BC) = BE + 


(M. REBEIX, lycée du Puy.) 


, [Ont résolu la même question : MM. E. Layes, à S'-Didier ; H. Thouvenot, 
école J. B. Say ; A. Maître; H. Janois, au Mans; E. Brière, à Clermont.] 


4344. — On donne l'équation 
(2 cos à — 1 )x? — 4x + 4 cos a +2 — 0, 
a désignant un angle aigu. 

1° Pour quelles valeurs de à les racines sont-elles réelles ? 
2° Quels sont les signes des racines pour ces valeurs de a? 
30 Rendre le produit des racines calculable par logarithmes. 

(Bacc. lettres-math., Nancy, avril 1897.) 
1° La condition de réalité des racines est 

4—2(2 cos « — 1)(2 cos a +1) > 0 


ou 2— (4 cos a —1)>0 
ou J—41Cosi a "0, 
ci . 
d’où Eve COST V3 
2 & COS 4 KL 2 ’ 
condition qui se réduit à 0 < cos « EE puisque le cosinus 


d’un angle aigu est positif. 
Comme LE — cos 30°, on voit que l’angle aigu « ne peut 
varier qu'entre 30° et 90°. 
2° Le produit des racines est 
4 cos à + 2 
2 cos a — 1 


Comme l'angle aigu « a son cosinus toujours positif, ce produit 
sera positif en même temps que 2cosæ—1, c’est-à-dire pour 





sl 
COs-u > — 
1 F 5 
ou, puisque 3 — Cos 60°, 
æ << 60°. 
Dans ce cas, le signe commun des deux racines est celui de 


4 
leur somme, nee de sorte que ces racines sont ici 


positives. 

Ainsi, dans l'hypothèse 30° << x< 60°, les deux racines sont 
réelles et positives; si on suppose au contraire 60° € ax < 90°, 
ces racines sont de signes contraires. Dans le cas particulier 
















o 1 
ou, en divisant haut et bas par 2 et remplaçant s par cos 60°, 


a 602 x — 60° ‘A 
DCOS — 08 ———— - 
‘ cos à + cos 60° ‘5 2 2 
cos « — cos 60° ce 5600 a — 60° 
— 2 SIN IN —— 
2 
60° + % 60° — 
= 2 cote ——— ct ———> 
RENE PRES 


expression logarithmique. : 
(J. MEHU, lycée de Brest.) 


[Ont résolu la même question : MM. J. de Bersaucourt ; A. Bertrand ; L, Bigot ; 
A. Bouzy ; J. Chantre ; A. Chapron ; G. Dazier ; J. Delpont ; F. Leulliot ; E. Ma-« 
thieu ; Millet; Remondet; P. Tribier ; L. Barberot ; Bayor ; A. Blanc; 
M. Boutry ; A. Buisson ; J. Coupat ; L. Cussenot; R. Fradin ; P. Goudry ; 
Jouanneau ; L. M., à Vic; E. Layes ; E. Le Maigre ; E. Madet ; C. Marie; 
A. Mirc; A. Nayel; G. A. Nicolas; M. Oger ; K. Pégorier ; L. Perret; J. Pillard; 
R. Quéré ; M. Rebeix ; P. Reboul ; E. Sevin; G. Tastet ; J. E. Villemagne ; 


t 


P. Vincent.] 


a. — 


MÉCANIQUE 


4341. — On a un trapèse rectangle ABCD dont on connaît la 
_ de décimètre carré, le rapport des deux bases, 
et la somme de ces mêmes bases, 0®,10. 

On fait exécuter à ce trapèze une révolution complète autour de 
la droite xy passant par le côté DC et l’on suppose matériel le 
volume qu'il engendre. Ce volume, placé à l'extrémité À d'un 
fléau rectiligne, est équilibré par un poids de 7508" placé à l’autre 
extrémité B du fléau. Si l'on place au contraire ce volume à 
l'extrémité B, il faut un poids de 19788",032 en À pour avoir 
l'équilibre. +4 

Calculer d'après cela : 1° le poids du solide ; 2° sa densité; 3° le 
rapport des deux bras du fléau. 

(Concours de vérificateur-adjoint des poids et mesures, 1898.) 


— 


surface, EE 


1° et 3°. Soit x le poids du solide. Dans l’état d'équilibre du. 
levier AOB, les poids appliqués en A et B sont inversement 
proportionnels aux deux bras OA et OB du fléau ; donc 


y æ __OB  1978,032 
A D? 750 0A Es 
d’où a? = 150 >< 1978,032, 


et x — )150 x 1978,032 — 121867. 


En outre, le rapport des deux bras du fléau | 
est NÉ £ 
B C OB _ 1218 ue. 

x — = —— = {,024) . AE: 
0 OA — 10 DS 


Ê : 2% La densité d du solide est égale au 


rapport des nombres qui mesurent son poids æ et son volume vw. 

Or le solide engendré par le trapèze ABCD est un tronc de 
cône dont les rayons de base sont AD, BC et la hauteur CD 
par suite, | + 


ou + rCD(AD° + BC° + AD. BC). 
Pour calculer AD et BC, on a 1420 200 
AD _2 | 
BC AD=- BC =10; 


en prenant le centimètre comme unité de longueur; - 





d'où AD = 40m, BC = 6cm ; 
| f. ABCD 40 
d’ailleurs CD= LE hot pts” — 80, 


1 
En remplaçant dans », il vient 
1 
v— gr 8(4+ 67-24) = 6360%,6076, 


du 498 
—— 636,6976 


» 


11:91: 
(J. MÉHU, lycée de Brest.) 


[Ont résolu la même question : MM. Abel; A. Ballé ; J. de Bersaucourt ; 
A. Bertrand ; L. Bigot ; E. Boutaud ; M. Boutry; A. Bouzy; J. Charignon; 
J. Condemine ; J, Delpont ; G. Dive ; J. Fourestier ; G. Godard; L. M. ; R. Lar- 
sonneur ; E. Layes; A. Legros; E. Le Maigre;, P. Le Moingt; K. Leulliot ; 
C. Lhuissier ; E. Mathieu ; À. Mirc ; L, Patin ; R. Quéré ; M. Rebeix ; Robin; 
…E. Roncaglia; P. de Sabbathier ; M. Saget ; A. Sambury; G. Tastet; M. Teulié ; 
 E. Ardin-Delleil ; E. Chaineau ; A. Chautemps ; J. Coupat ; L. Durand ; Jou- 
- anneau ; E. Madet; G. A. Nicolas ; M. Oger; F. Pégorier; L. Perret; P. Reboul; 
J. F. Villemagne ; P. Vincent.] 


BL Se 
puis 7 
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t 


ES 


PHYSIQUE 


_ 4338. — On considère un système de deux lentilles conver- 
gentes ayant même distance focale f et dont les centres sont 
écartés de d. Quelle sera la grandeur et la position de l’image 
d'un objet AB de longueur ! placé devant le système ? 


Appelons p la distance de l’objet à la première lentille et sup- 
posons, pour fixer les idées, p < f. 
_ L'image A'B', fournie par la première lentille, est virtuelle; 
sa distance p’ à cette lentille est donnée par l'équation 


SNS TA 1 
p M 
es h pf 
_ d’où l’on tire = = —. 
: | PTT y 


… Les rayons réfractés provenant de l’objet et dont les prolonge- 
-ments forment l'image virtuelle A'B' peuvent être considérés 
comme émis directement par A'B', et comme la distance 
p' + d de A'B' à la seconde lentille est plus grande que f, 
l'image B’A” fournie par la seconde lentille est réelle. Sa dis- 











AL O 
ROC ES 
d'où l’ : , ar, af } 
d’où l'on tire LE Near | 
. Remplaçant p’ par sa valeur dans cette équation, il vient 
pf æf 
d= —-— 
f—p af 


L “apr APE ht A ierat 2 RE 
PRE GIE pb} ff EP) 

PE TR A 2 es 21 

: pf —(f—p}f— à) 

_ Quant à la grandeur de l'image, on l'obtiendra à l’aide de la 
relation évidente 


B'A’ PPATRRAUE 
MAD AE 0 AP. 
et des relations connues 
Poe #2 uw 
AB p+d. f 
LT 
NP ARTE 








B'A' ja f 

D PRET V4 | 
re AB ( É e. 
dou B'A’ — aB(+ 2 1) f 


f TPS 
On voit que x et B’A” dépendent de p. La discussion est 


d’ailleurs facile. 
[(E. SINTUREL..) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor ; A. Bertrand ; M. Boutry ; L. De- 
lavergnas ; J. Fourestier ; P. Marill ; M. Oger ; A. Rozier ; C. Sourénian.] 


4345. — Un tube cylindrique de longueur L est ouvert à ses 
deux extrémités. Une partie, de longueur l, est plongée verticale- 
ment dans une cuve à mercure. On ferme alors et on maintient 
fermé avec le doigt l’orifice supérieur du tube, puis on élève ver- 
tiçalement le tube tout entier jusqu'à ce que la partie inférieure 
cesse de plonger dans le mercure de la cuve. On demande de cal- 
culer la longueur x comprise entre les niveaux que le mercure 
occupait dans le tube dans la première et dans la seconde position. 
On désigne par H La hauteur du baromètre pendant l'expérience. 

Application numérique.—1° L=0%,85, 7 = 0,32, H — 02,74, 

Fute 0,604 00:60 h =01,80: 
(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1897.) 

Soit s la section du tube. 

Quand le tube plonge dans le mercure, son orifice étant fermé 
avec le doigt, le volume occupé par l'air contenu dans le tubeest 
(L—71}s, sous la pression atmosphérique H. 

Quand la partie inférieure cesse de plonger dans le mercure, le 
volume occupé par la même masse d'air est (L—7Z7+x)s sous 
la pression H—/7+%x. 

En appliquant la loi de Mariotte, on a 

(L — 2)sH = (L — 7 + x) — 7 + x), 
ou @? — ax(2—H—L)+7(7—L) = 0, 
d'où l’on tire 





2H LE Ver RL) ZA TI) 


pee 2 
__ _2—H—L+VH+L)—4H 


2 
Pour que le problème soit possible, il faut évidemment que æ 
soit positif et plus petit que /; la racine positive convient donc 
seule. 


Application. — En remplaçant les lettres par leur valeur, il 
vient 

Lo D 450: 

20 Di= 20cm 


(G. BERNARD, lycée Saint-Louis.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Bacquet; L. Bellour; J. de Ber- 
saucourt ; J. Bruyas ; A. Buisson; Burgat; Chuberre; Cussenot; Delorme ; 
J. Fourestier ; A. Jupeau ; R. Larsonneur ; A. Legros ; L. M., à Vic; Mathieu ; 
A. Mirc; G. A. Nicolas ; M. Oger ; R. Quéré ; Robin ; L. Vacelet; M. Vans- 
choor ; J, E. Villemagne; G. Dive ; Jouanneau.] 


4346. — À l'un des plateaux d'une balance hydrostatique, on 
suspend, par un fil de poids négligeable, un morceau de zinc 
plongeant dans de l’eau ; le poids de ce zinc dans l'air est de 2006", 

À Pautre plateau, on suspend de la même façon un morceau de 
platine plongeant dans du mercure. 

1o Tout l'appareil étant à la température de 0°, quel doit être le 
poids du morceau de platine pour que la balance soit en équilibre 
d'elle-même, sans poids ni tare? 

20 La température de tout le système étant alors portée à 50°, 
quel poids doit-on mettre pour rétablir l'équilibre, et dans quel 
plateau de la balance? 


; 





Données : Densité de l’eau à 0° . 0,999871 ; 
— du mercure à 0°. . 13,596; 
2 'dusineit OP: tr M6, 


—  uplatine à 0°. . 21,16, 
We l'eau aS0 0,9882. ; 
Coefficient de dilatation absolue du mercureentre 0°et100°. 5550 ? 
— linéaire du zinc. 0,0000294 ; 
Le LE — plaiine. . 0,0000087. 


(Bacc. lettres-sciences, Marseille, novembre 1897.) 


1° Appelons æ le poids que doit avoir le morceau de platine 
pour que la balance soit en équilibre d'elle-même. 
Le poids apparent du zinc, dans l’eau, est 


200 — 200, 0,999871 : 
6,8 


æ 
21,16 
y aura équilibre si ces deux poids apparents sont égaux. On à 
donc 


celui du platine, dans le mercure, est x— 213,006-11 


200 — 200 0 999871 — x? %< 13,596 
ERA) GENRE JAP 


d'où l’on tire æ = 4718",224. 
2° Lorsque tout le système a été porté à 50°, le volume du zinc 


€ 


0 
est devenu ES (+50>x<3><0,0000294), et le volume du pla- 


6,8 
77.2 
tine EE (1 + 50 X 3 >< 0,0000087). Comme, à cette tem- 
D 
; 1355 
pérature, la densité du mercure a pour valeur —- le 
| ES 
5550 
nouveau poids apparent du platine est 
71,22 18,8 
77,094 — HUE 0 4 | 50 sc 3 52 0,0000087) 
21,16 50 
15550 
: — 1726r,933. 
De même, le nouveau poids apparent du zinc est 
200 — _ > 0,9882(1 + 50 x 3 x 0,0000294) — 1708r,807. 


IL faudra donc mettre 472,933 — 170,807 = 25",126 dans le 
plateau qui soutient le zinc pour rétablir l'équilibre. 
(P. REBOUL, à Tours.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Bacquet ; A. Ballé ; Aram Bazbazian; 
L. Bellour ; G. Bernard ; J. de Bersaucourt ; A. Bouzy ; d. Bruyas ; A. Buisson; 
E. Calmette ; A. Chapron ; Chuberre; Coupat; C. Dujardin ; L. Florentin ; 
P. Goudry; A. Jupeau; J. Latou ; R. Larsonneur; E. Layes; A. Legros ; 
F. Leulliot ; E. Le Maigre; Madet ; Mathieu; J. Méhu ; A. Mirc ; J. Mouchet ; 
Nicolas ; L. Patin ; Perret ; R. Quéré ; M. Rebeix ; Remondet ; de Sabbathier ; 
M. Saget; Tastet ; J. E. Villemagne ; G. Dive.] 


a 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4356.— Calculer les rayons de base d’un tronc de cône circonscrip- 
tible à une sphère, connaissant son volume et sa surface totale. 
(Bacc. letires-math., Dijon, novembre 1897.) 


4357. — Inscrire dans un cercle de rayon R un trapèze de hauteur 
RV3 , tel que la somme des carrés de ses côtés soit égale à 42. 
Discuter. — Valeurs limites de P. 


4358. — On donne un demi-cercle ACB, de rayon R; sur la tan- 
gente AT perpendiculaire au diamètre AB, on porte 
AM tel que AM= x, puis, du point M, on mène 
la tangente MC. On demande : 

1° De calculer en fonction de R et de x les dis- 
lances du point C au diamètre et à la tangente ; 

2° De déterminer æ de manière que la somme de 
ces deux distances soit égale à une longueur don- 
née m, telle que CD + AD — m». — Discussion. 
(Bacc. leltres-math., Toulouse, novembre 1898.) 





Ib Sri: ie 2,1. 






4359. — Etant donné sur un cercle 0 un point fixe A, on fait tour- 
ner autour de ce point une corde mobile AB. On demande : | 

1° le lieu du point d'intersection M de la tan- 
gente en B avec la perpendiculaire à la sécante AB 
menée par 0 ; 

20 Je lieu du point d'intersection P de la tangente 
en B avec la parallèle menée par le centre 0 à la 
sécante AB ; 

30 de déduire le lieu du point M de la connais- 
sance du lieu de P et inversement ; 3 

4° le lieu du point d’intersection N de la tangente 
en B avec la tangente en C, un des points d’inter- 
section du cercle O avec la perpendiculaire menée 
par 0 sur AB ; | 

50 le lieu du point d'intersection Q de la tangente en B avec la tan- 
gente en D, un des points d'intersection du cercle 0 et de la parallèle à. 
AB menée par O ; 

6” déduire le lieu de N de la connaissance du lieu de Q et inversement. 


(Lurz HÉMOIS.) 





4360. — Lieu géométrique des points dont la somme des distances 
aux trois faces d'un trièdre est constante. 
(L. G., à Tournus.) 


4361. — Deux barres homogènes, de mêmes matières et de mêmes. 
dimensions transversales AB, CD, peuvent tourner librement en leurs 
extrémités À et C autour de deux char- 
E nières horizontales [ et J qui traversent 
une tige AC. 
A B On sait que ce système pesant est en. 
. r' équilibre dans un même plan vertical 
J lorsque les barres AB, CD horizontales | 
(9 D sont réunies par la tige AC verticale et. 
par un fil F’ vertical etque labarre AB. 
est supportée par un fil F dont la droite prolonge celle du fil F’, en ra-. 
sant l'extrémité B de la barre AB. 
On regarde le poids de la tige AC comme négligeable, et on demande . 
de calculer : 






















CD 
1° Le rapport XE de la longueur des deux barres ; 


29 La tension du fil F, la tension du fil F’ et la compression de la tige 
AC estimées en prenant comme unité de force le poids de la barre AB. 


(Bacc. lettres-sciences, Rennes, juillet 1897.) 


4362. — Entre deux conducteurs A, B supposés sans résistance sont 
disposés, comme l'indique la figure, 3 groupes de 
2 lampes à incandescence dont la résistance indivi- 
duelle est de 1ohm,5. Ces conducteurs sont reliés aux 
deux pôles d'une batterie de 4 éléments de pile dont la 
force électromotrice et la résistance individuelles sont: 
respectivement 1volt,8 et 0ohm,5, Parmi les 3 arrange- 
ments rationnels de ces 4 éléments, en existe-t-il qui 
détermineront un courant plus intense ? Quelle sera 
: alors la quantité de chaleur rayonnée par seconde dans 
Piles chaque lampe ? : 


(Bacc. lettres-sciences, Poitiers, novembre 1897.) 


A B 


4363. — Etant donné un aéromètre de Beaumé pour liquides plus 
denses que l’eau, on constate que sion vient à en augmenter le poids 
de 2er en introduisant de la grenaille de plomb à son intérieur, il s'en 
fonce dans l’eau pure jusqu'à la division 15 de la tige. 

Sachant qu'une dissolution de se] marin contenant 85 parties d’eau e 
15 parties de sel a une densité de 1,114, on demande quels sont pour € 
aéromètre : son volume jusqu'au zéro de la tige ; le volume d’une diwi- 
sion; son poids initial. 

(Bacc. lettres-math., Bastia, juillet 1897.) 
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NOTE SUR UNE CONSTRUCTION DE L'ELLIPSE ET DE L'HYPERBOLE 


Par M. P. Mascaret, professeur au lycée de Digne. 





Ellipse. —Soit M un point d’une ellipse ayant pour foyers F 
et F’. Traçons le cercle directeur relatif au foyer F’, et prenons, 
sur F'F, le point © conjugué harmonique de F par rapport à ce 
cercle ; au milieu D de Fo élevons la perpendiculaire A à Fo; 





_prolongeons F'M jusqu’à sa rencontre, A, avec le cercle direc- 
teur et menons la droite A+, quirencontre A en B. Je dis 
que BM est parallèle à FF. En effet, on peut écrire 
À FA FF x Fe; 
4 . 
_celte égalité prouve que 
ERr = KP. 
Rs 
BED ; 


AP = BI ; 


TAF — MA et 
| par conséquent EMA — fBe. 


. Le quadrilatère MABF est inscriptible et on voit alors que les 
angles ABM, MBF sont égaux. La droite BM étant bissectrice 
de l'angle ABF, est perpendiculaire sur BD et, par suite, paral- 
lèle à FF. 


44 


Or 


8 
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Réciproquement, si l’on joint un point quelconque A du cercle 
directeur aux points F’ et w, et si l’on trace BM parallèle à FF, 
le point M est un point de l’ellipse. 


En effet, on à FA = FFx Fo; 


donc PAF = Ac. 
D'ailleurs MBF — BFS = of ; 
donc FAP — MB, 


et alors le quadrilatère MABF est inscriptible ; donc les deux 
angles MAF et MFA, égaux respectivement aux angles égaux 
ABM et MBF, sont égaux ; donc enfin 


MF = MA 
el FM + MF = F'A = 2a. 


On pourra donc construire l’ellipse de la façon suivante : ayant 
déterminé le point © et tracé la droite À comme il a été dit, on 
joint un point quelconque A du cercle directeur aux points F' 
et ©, puis on trace BM parallèle à FF. M est un point de 
l’ellipse. 

Remarquons d’ailleurs que la parallèle BM à F'F donnera 
un second point M’ de l’ellipse par sa rencontre avec le rayon 
F’A’, A’ étant le deuxième point d'intersection de la droite vA 
avec le cercle directeur. Les tangentes menées du point © don- 
neront les extrémités du petit axe. 

Remarquons aussi que 

MA 


ME _ MA _ Fa. 
MENT ME F'o 


Le rapport des distances d’un point quelconque de l’ellipse au 
foyer F et à La droite A est constant. À est la directrice relative 
au foyer F. 


L'égalité 


peut s'écrire 





: z 24 
d'où For “a 
ET F'A c ME C 
et alors a ou — = —.: 
; F'o ü MB a 


Hyperbole. — Soit M un point d’une hyperbole ayant pour 
foyers F et F’; © le point situé sur FF, et conjugué de F par 
rapport au cercle directeur relatif au foyer F’; A la perpendicu- 
laire à Fo en son milieu. Tirons la droite MF, qui rencontre le 
cercle en A, puis &A, qui rencontre A en B. MB est parallèle 
à FF. 
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On le démontre comme pour l’ellipse. Réciproquement, si l’on 
joint un point quel- 
conque À du cercle 
directeur F' et », et si 
l'on trace BM paral- 
lèle à F'F, le point M 
est un point de l’hy- 
perbole. Même démons- 
tration que pour l’el- 
lipse. La construction 
de l’hyperbole sera la 
même que celle de l’el- 
lipse. Si l'on trace les 
tangentes FG, FC au 
cercle directeur relatif 
à F’, les droites F'G et FK'C' sont parallèles aux asymptotes. 

La droite A est la directrice relative au foyer F. On à aussi, 
MH APaE 
LR 





comme pour l’ellipse, 


Applications. — Soit O le centre de l’ellipse. On à 
ME RON EReROT 
ENT D 
ce qui prouve que les trois droites OM, FA et A sont concou- 
rantes. 

En remarquant que FA est perpendiculaire à la tangente à 
l’ellipse en M, on peut dire que : 

La droite qui joint le centre de l'ellipse à un point quelconque 
de cette courbe et la perpendiculaire abaissée d'un foyer sur la 
tangente en ce point se coupent sur la directrice correspondante. 

Soit N’ le point de rencontre de BF avec le petit axe. On a 


BF. LD MGR E 
BN': PEDOMTABMN 
Donc la droite MN’ est parallele à EF, autrement dit MN’ est 
la normale en M. On a alors 


MN BF DFE _<F 

















MN © BN = DU = ®f 
——, 
ur FAN I SGAONIRE 
Or dE FE rene 
: l £ 2a°? b? 
of = ot FRE 2 BAY O RARE 
U c c 
ae MN rue 
cn MN 


Le rapport des segments détermines par les axes sur la nor- 
male en un point de l'ellipse est constant et égal à 2 - 

La propriété des trois points N', F, B d’être en ligne droite 
permet de résoudre le problème : Mener une normale à l'ellipse 
par un point du petit axe. 

Le point N' étant le point donné, on mène la droite N’'F, qui 
rencontre la directrice en B, puis ®B, qui rencontre le cercle 
directeur relatif à F° en A. Le point de rencontre M de F’A 
avec la parallèle BM au grand axe est le pied de la normale 
cherchée ; M'N’ est une seconde solution. 

Projections de MN et de MN' sur MF. — Soit P la projection 
de N sur MF. Les deux triangles rectangles MNP, BFD sont 


semblables ; donc 
MN/PErMP.,, 
FEYÉENEDAR 
: MN MN MA c 
d'autre pa TE A 
HAN ApArE FE ENG iles 


MP _ oc, , 
PDER 4 
or FDL Ms a 
2 c * 
donc Mae 
a 


Soit P’ la projection de N' sur MF. On a 
MP PSN ae 
MERE MN rh 


© MP=MPxX = a. | 
b? Ma. 


On voit que MP et MP’ sont des constantes. 
Les propriétés précédentes appartiennent aussi à l’hyperbole. 


——————————————h} 
ALGÈBRE 


3839. — Dans un trapèse isocèle ABCD, dont | et J sont les 
milieux des côtés parallèles, on a AB—92a, AD = 2a et la. 
relation 

HEESDISS 

Calculer le côté DC —2x "et 1] = y. 

Discuter, en indiquant pour chaque valeur de 1L le nombre de | 
solutions du problème. 

(Bacc. ès sciences et lettres-math., Grenoble, avril 1895.) 

L'énoncé fournit l'équation 

y + 5x = ll. (1) 

Dans le triangle rectangle DAH, le côté AH est égal à a—x. 
ou æ—a, suivant que le côté DC. 
est inférieur ou supérieur à 2a; dans 
tous les cas il fournit l'ébuotont | 

ka = y +(x— a). (2) 4 

Le Re est résolu par les équa- 

2a tions (1) et (2), auxquelles il faut join- 
dre de te de conditions néces-. 
saires 


D J C 


æ > 0, y 200 
EE I B Elles sont suffisantes, car si les équa-. 
; tions (1) et (2) admettent pour x et y 
un système de solutions positives, on pourra construire un 
triangle rectangle DAH ayant pour côtés de l'angle droit y et 
|[æ—a|; ces valeurs satisfaisant à (2), l'hypoténuse DA de ce 
triangle sera égale à 2a; on pourra donc construire le trapèze 
isocèle ABCD tel que AB — AD — 24. Enfin, comme les 
valeurs des inconnues vérifient l'équation (1), on en conclut que 
dans ce trapèze 
5DJ + 1T = 2, 
Pour résoudre le système formé par (1) et (2), on tire de (1) 
y =l—5x; 
portant dans (2), il vient 
4? = (1 — 5x) + (x — a), 
ou flæ) = 262%? — 2(a + S)x + 1? — 3a? — 0. 
L'inéquation y > 0 se traduit par æ < à. Donc : 


Le problème aura autant de solutions que l'équation f(x) = 0 


; u l : 
admet de racines comprises entre 0 et Fa 


v 





doit ds toit À its Me. : dé à : ndoèedi 


_ d’ailleurs (+) est négatif; “ 





PME PAP 0 Mc NOT POSE Pr 
3 : 


_ Calculons /(0) et f( 
_.de ? qui les font changer de signe. 
(0) = F— 30? — (1 + aÿ3)(1— ay3). 


TENTE 


à “4 
5) en mettant en évidence les valeurs 


4 


— ss +e)e— 15a). 


J 


Pour que le problème admette wne seule solution, il faut et il 


suffit que /(0) et rl) soient de signes contraires, ce qui se 


traduit par la condition 
(1— aÿ3)(1—15a) < 0, 
en négligeant des facteurs évidemment positifs. On en conclut 
qu'il faut 
aÿ3 << EL < 134. 


Pour que le problème admelte deux solutions, il faut et ïl 


suffit : 
l $ : k 
1° que (0) et (=) soient tous deux du signe du coefficient 
de æ?, c’est-à-dire positifs, ce qui exige certainement 
NES IE TE 
2° que la demi-somme des racines soit comprise entre 


4, 
et : 
à a + 5! l 
2 9 
ou da < l, 


condition remplie en vertu de la précédente; 
3° que le discriminant (quantité sous le radical) de l'équation 
soit positif; ce qui donne 
(a + 51)? — 26(22 — 3@) > 0, 
l2 — 10al — 79a? < 0; 
ce trinome en / a ses racines réelles et de signes contraires; la 
condition sera donc vérifiée si la quantité positive Z est infé- 
rieure à la racine positive de ce trinome. On trouve ainsi 
L << a(5 + 2ÿ26). 
Cette condition est compatible avec 7 > 15a; 
15 << 5 + 226. 
Donc pour que le problème admette deux solutions, il faut et il 
suffit que 


ou 


en effet, 


154 1 < (5 + 2/26)a, 
Il reste à examiner les cas limites. 
Pour {—ay3, l’une des racines de l'équation est nulle; 


qe est compris entre les racines ; 


._ l'autre est donc à rejeter. A la racine nulle correspond un 
_ triangle. 


Pour 7 150, 34 ; 


16& 
43 SR 


correspondent deux solutions. 
Pour = a(5+2ÿ26), les deux solutions se confondent. 
En résumé : 
1= aÿ3 une solution nulle. Triangle. 
 aÿ3 <1< 15a une seule solution, 
164 


‘ - k l 
l’une des racines est égale à Re — 





l’autre vaut elle est donc acceptable ; à ce cas 


415 x" — 3a. deux solutions. 


Wie ; 


13 








15a 1 < a(5+ 2/26) deux solutions. 
1 = a(5 +226) deux solutions confondues. 


. [Ont résolu la même question : Mie E. Lévêque, à Marseille ; MM, J. Bordas, 
à Palisse; D. Bosc, à Marseille; Brugerolle, à Draguignan ; J. Delpont, à 
Moissac ; C. Devaux, collège St-François-Xavier, Besançon ; H. Ducassé ; 
M. Dufour ; Ferrand ; L, Frère ; T. Gramain, à Bar-le-Duc ; M. Huguet, pen- 
sionnat N.-D. de Toutes-Aides, près Nantes; E. Montagut, à Agonac ; R. Salkin, 
collège de Montélimar ; R. Valensi, lycée d'Alger ; J. Vernis, collège de 
Perpignan.] 


4331. — Calculer les trois côtés d’un triangle, connaissant la 
hauteur hk et la médiane m relatives au côté a, ainsi que le rayon 
du cercle circonscrit. 

Discuter. Conditions de possibilité. 

Construire géométriquement le triangle et discuter à nouveau. 


I. Solution algébrique. — Désignons par a, b,ce les côtés 
inconnus du triangle ABC, par À et m la 
À hauteur et la médiane relatives au côté a, 
par R le rayon du cercle circonscrit au 

à triangle. 


Des théorèmes connus fournissent im- 


médiatement les trois équations 
B EE. C a? 


PE e2m +, 
b2— c2 = Qaym? — lÀ, 
bash: 
elles supposent évidemment m> A. 

Les valeurs de a, b,c tirées de ces équations doivent être 
positives ; mais ces eonditions nécessaires ne sont pas suffisantes. 
Il faut encore qu'avec les trois quantités positives a, b, c on 
puisse construire un triangle, ce qui donne les inéquations de 
condition 


(1) 
(2) 
(3) 


b—c <a<b+c, 
ou (b— cc? <a? L(b+c}. 
On fait jouer un rôle particulier au côté « dans ces conditions, 
parce que les données L et m se rapportent particulièrement à 
ce côté. 
Pour résoudre le système proposé, on tire des équations (1) 
et (2) 


(4) 


2 


a LRSEU IS ER RL 
D? = me? + nine Vm? — là, 


a? 


cz (ue fre —avm?— 1; 


on porte ces valeurs dans la troisième, ce qui donne 
a?\? 
(ne += +) — &{n — 2) = 4R?72 ; 


aù + 8(2h2 — m?)a? + 16(mt— RU) = 0, 
celte inconnue est racine de l'équation du 


on bien 
En posant a — 3, 
second degré 
22 + 8(2h2 —— m2) + 16(mt — R'h?) = 0. (5) 
Pour calculer b et c, nous nous servirons des équations (1) 
et (3), qui donnent immédiatement 


(b + c)? = 2m° + se + 4Rh = 2m? + 4RX + = EUR 
(b— cc}? = 2m? + - — 4&Rh = 2m? — 4Rh + _ (7) 


Les valeurs de «, b, c seront positives si l'équation (5) fournit 
une valeur positive de +, et si cette racine, portée dans (6) et 
(7), fait acquérir une valeur positive aux seconds membres. Cela 
exige que 


3> 4(2Rh — m°?); (8) 





4 Agé ich) ” Û > k. 4 dès: ne 





d’ailleurs on voit évidemment que le second membre de (7) est 
plus petit que celui de (6); il sera donc toujours possible de 
calculer b et c, lorsque la condition (8) est remplie. 

Reste à exprimer que les valeurs obtenues vérifient les condi- 
tions (4). Tenant compte de (6) et de (7), elles s’écrivent 

&(m? — 2Rh) < 3 < 4m? + 2Rh). 

Finalement une racine réelle de l'équation (5) ne sera solution 
du problème que si elle satisfait aux conditions 
3>0, 3>4(2Rh—m?), 3> 4{m—2Rh), 3 <4(m?+2Rh). 

Il y a donc deux hypothèses à faire, suivant la grandeur rela- 
tive de »? et de 2RA. 

I. m?<2hRh. Autant de solutions que l'équation (5) 
racines entre 4(2R2—m?) et 4(2Rh + m?). 

IL. m?>2Rh. Autant de solutions que l'équation (5) a de 
racines entre %(m?—2Rh) et 4{(m°? +2Rh). 


a de 


Are hypothèse : m°? <2Rh. 


Appelons (+) le premier membre de (5); on observe immé- 
diatement que cette équation a ses racines réelles et de signes 
contraires; le problème admet donc au plus une solution. Pour 
qu'il en admette réellement une, il faut que les deux résultats 
de substitution 

fLA2RA — m?)] et  /[4(2Rh+m°?)] 
soient de signes contraires. On trouve 
fLA@RR — m?)] = 64(2R h — m°?)(h? — m°?), 
puisque h<m, 

[TARA + m°?)] = 64hk?(m°? + 2Rh), 

Donc : Dans l'hypothèse m?<2Rh, le problème admet une 
seule solution fournie par la racine positive de l'équation (5). 


quantité négative 


quantité positive. 


m° > 2R4. 


Substituons d’abord dans f{2) les quantités 4{m?—2R}) et 


2e hypothèse : 


4({m + 2Rh). On trouve 
ft&(m? — 2R7)] = 64/2{(m° —2R}), quantité positive par hypo- 
thèse ; 


FLE M? + 2RX)] = 64h2{m? + 2Rh). 

Ces deux résultats étant de même signe que le coefficient 
de :?, le problème ne peut avoir dans ce cas que zéro ou deux 
solutions. Pour qu'il en admette effectivement deux, il faut 
encore : 1° que la demi-somme des racines soit comprise entre les 
nombres substitués ; 2° que les racines soient réelles. 

La demi-somme des racines de l'équation f{s) = 0 est égale 
à 4(m°—2%); elle est évidemmentinférieure à 4(r? + 2Rh) ; 
pour qu’elle soit supérieure à 4{(m?—2R}A), il faut que 

2Rh > 2h2 R>% 
Cette condition supposée remplie, il faut enfin que le discri- 
minant de f(:) — 0 soit positif, ce qui donne 
1622? — mm?) — 16(mi -— 4R2?) — G4[(H2 + r2) — mi] > 0, 
ou enfin me PR? + A2, 
Cette condition est compatible avec l'hypothèse 

m? > 2RA, 
2Rh <R?+ 7. 
Tr RRR 


hR, 


ou 


car 
Donc: Dans l'hypothèse 

solutions à condition que 
En résumé : 


le problème admet deux 
m2? << R? + 2. 


9 . 
Mm° <2Rh, une seule solution, 


2RhR<Mm <R +R, h< R, deux solutions. 


II. Solution géométrique, — Soient ABC le triangle cherché, 


MAS 










dvi h 


DL 





DS 
AE —A% et AD=—m la hauteur et la médiane données; on 
peut construire de suite letrian- 
gle rectangle AED, sous la con- 
dition évidente 

h < m. 


Le centre O du cercle circons- 
crit au triangle doit alors se 
trouver sur la perpendiculaire 
élevée en D à ED et sur un 
cercle de centre À et de rayon R. 

Supposons que ce dernier cer- 
cle coupe la perpendiculaire en 
0 ; on déterminera les sommets 
B et C en décrivant de O0 comme 
centre un cercle de rayon R et 
marquant les points où il rencontre ED. 

Pour que le point O existe, il faut 


R > AI = ED; 
pour que B et C existent, il faut en outre 
R > OD. 


Exprimons d’abord la première condition. Le triangle AED 
donne | 





ED = ÿm?— là; 
cette condition s'écrit donc 
R> ÿm?—Rh?; 
les deux membres étant positifs, on peut élever au carré, d’où 
m? < R?+ 7. (1) 
Cette condition supposée remplie, le cercle de centre A coupe 
la perpendiculaire DI en deux points O et 0’, en appelant O le 
point situé par rapport à AI du côté opposé à celui où se trouve 
DE. Le point O peut d’ailleurs se trouver au-dessus ou au- 


dessous de DE. 
Pour que 0 soit une solution du problème, il faut que : 


OD < R. 
Si O se trouve au-dessous de DE, on aura 
OD = 10 — ID, 
et la condition s'écrit 
10 — ID <R 
le triangle AIO donne d’ailleurs 
10 = YRI=AP = VR =m7, 
et la condition devient 
VR+R mr <R+h; 
elle est évidemment remplie; remarquons que dans ce cas 
RESAUDEADETE: 


Lorsque OÔ se trouve au-dessus de DE (c'est le cas de la figure), 
il vient 


ou  I0O<R+X; 





OD = ID —10 = h — YA? +R? — mi ER, 
h— R <YR+RI— me. 
Si }<R, la condition est évidemment remplie et le point O 
est acceptable. 


Si AR, les deux membres sont positifs ; on peut les élever 
au carré, et on trouve 


(k — RP <A+ RÈ = m° m? < 2Rk. 
Remarquons que cette condition entraine m? < R? + 2. 
19 St 7m <2Rh; 
20 si m?< R?+h? 


ou 


ou 


Donc : O est acceptable : 


avec h<R. 





















Pour que 0’ soit une solution du problème, il faut que 
OD<R ou ID+I0'<R ou I0'<R—; 


mais 10’ = 10 = YR + A2 — mi, 
donc il vient VR HR mm LR — 


Cette condition ne peut évidemment être satisfaite que si 
h<R; dans cette hypothèse les deux membres sont positifs ; 
on peut les élever au carré, ce qui donne 


m? > 2R4, 

Cette condition est compatible avec la condition nécessaire 
m2 < R?+ 7. 

Donc : 0’ est acceptable si 

En résumé : 

IL m?<2Rh, une seule solution, le point 0. 

I. 2Rh<m <R°+h%, R<R, deux solutions, O et O’. 

Ce sont précisément les résultats de la discussion algébrique. 


[Ont résolu cette question : MM. Ardin-Delteil, à Montpellier ; Bayor, à Cas- 
telnau ; Bourvéau, à Kernével; Carrière, élève à l’école normale d'Aix ; L. Cus- 
senot; Chapron, à Loudéac; J. Delpont; Leulliot, collège de Compiègne ; 
Millet; L. Magne, à Belvès ; H. Michel, lycée de Douai; Nayel, à Thouars ; 
F. Pégorier, à Cette; P. Reboul, à Tours ; Remondet, à Augisey; E. de 
Rycker, institut Dupuich, Bruxelles ; V. R. T., école normale de Périgueux.] 

Dans toutes les solutions reçues, la discussion laissait plus ou moins à désirer. 
Nous engageons nos correspondants à employer, pour les discussions du second 
degré, le procédé exposé dans ce Journal par M. Girod (17° année, nes 7 et 8). 


R<R et 2Rh< m? <R?+/h. 


a ————————————— 


GÉOMÉTRIE 


4248. — Dans un triangle isocèle ABG (AB = AC), on 
prend le symétrique D par rapport à AB du centre O du cercle 
circonscrit, et par D on mène à AC une parallèle qui coupe BC 
en E. Démontrer que l'angle DOE est droit. 


Première solution. — Soit G le point d'’intersection de DE 
et AB. 
A Le quadrilatère AOBD ayant ses côtés 


égaux est un losange ; donc BD est pa- 
rallèle à AO, et 


GBD — CAO 
| 
/\ F 
par suite 


GDÈ AUAU: 
B E C 


ASS 


FE 
GAO = OAC; 


GBD = GDB. 
Le triangle GBD est donc isocèle ; d'ailleurs le triangle GBE 


. l’est par construction, comme étant semblable au triangle ABC. 
_ Donc 


( 
; 
; 
L: 
ñ 


DÉARCb'=ICE, 
La droite AB passant ainsi par les milieux de deux côtés du 


. triangle DOE est parallèle au troisième, OE; OE est donc per- 
 pendiculaire à OD. 


2 


| (J. WAKULSKI, collège Sainte-Barbe.) 


k [Ont ainsi résolu la question ; Mie CG. David ; MM. E. Ardin-Delteil ; Bacher ; 
— Banié ; A. Baras ; P. Barroué ; Baudoin ; Benhaïm ; J. Beudin ; Bonnefont-Pé- 
“dufau ; F. J. Bourrières ; P. Boutroux ; A. Bouzy ; Burgat ; Cantin ; L. Caralp; 
— Carpentier ; B. Carrière ; Cayotte-Boisnard ; E. Chambaud : A. Cremer ; Cryé ; 
… G. Damien ; G. Danguy ; RP. Dégeilh ; A. Delcambre ; N. Delhotel; KF. Demblon; 
- Dobrovici ; Douménach ; R. Drion ; G. Dupuy ; G. Fauvernier ; Feintuch ; 
:—J. Font ; E. Foucart ; P. Fournel ; P, Frescal ; L. Gamet ; Gernez Pfanmatter ; 
: A. Gipoulou ; H. Guillaud ; P. Herrmann; J.J. G. B.; Jacquet; H. Janois ; 
J. Marius Lagarde ; A. Larcher ; A, Larue ; Layes ; P. Leduc ; H. Lefèvre ; 
…_ M. Legras ; Legros ; Le Hénaff ; Le Maigre ; M. Loewy; E. Madet ; L. Magne ; 
A. Maître; H. Martiny; J. Méhu; A. Mirc; E. Moëne ; A. Nicod; Niel; 
- J. Pastour; J. Patou; F. Pégorier; L. Perret ; J. Peyret; J. Pillard ; Ph. Plisson ; 
 J. Quintescu ; M, Rebeix ; F. Rey; J. Rigal ; A. Riche ; P. Rolley : E, Rousset ; 
. E. Routier ; E, De Rycker ; Saget ; G. Siedel ; J, Sous ; R. Sudre ; J, Trouillé » 
H,. Valdenaire; Vaquer ; Varinot; Vergnole ; Vial; P, Vincent; Watrin ; 
et Wittner.] ? 


= 





‘ 


Seconde solution. — La droite IH qui joint les milieux de AB 
et BC est parallèle à AG ou à DE. 

à Soit K le point de rencontre de IH et 

OE. Dans le triangle ODE, la droite IK 

est la parallèle au côté DE issue du 

milieu I de OD; cette droite passe donc 

par le milieu de OE, de sorte que HK 

est une médiane du triangle OHE, rec- 

tangleen H. Letriangle KEH est alors 

isocèle, et l’on à 


D 
j 
RAR c En — KGt = fé, 


ce qui montre que KE ou OE est parallèle à AB, c’est-à-dire 


perpendiculaire à OD. Se dl : 
(G. BERNARD, lycée Saint-Louis.) 


MM. J. Amboise; P. Bataille; E. FAGOR 

LE o1zi Si ÿ ; sc CG" Bretz;, 
G. Bernard; F. Beynas ; L. Bolzinger ; P. Bonnot ; H. Bosc 5 retz ; 
A. Chapron ; A. Chautemps ; Gambureanu ; Coste ; G- Delahaye NL Delaver: 
nas ; G. Digne ; M. Drovin ; Eldin ; J. Fillols; Fournier ; _N. Garrigues ; 
P. Gervaiseau : E. Guénard ; P. Guillemin ; G. Hiernaux ; Jouve ; G. Leclerc $ 
H. Lévy : Limongelli ; Masgana ; de Mendiry; He Morel ; A. Millet ; Mongin ; 
E. Pajot; Raynaud ; Ribes ; J. Sire; A. Slivneano ; Ch. Szabo ; P. Tarnier ; 
RESTTIbiIen se V- RDA 


[Ont ainsi résolu la question : 





4300. — On considère un cercle fixe O et deux points fixes 
P,P’ pris sur un diamètre. On joint les points P, P' aux extré- 
mités À, B d'un diamètre variable par deux droites qui coupent le 
cercle O en deux seconds points C, D. Lieu du second point de 
rencontre des cercles AUC et BOD. 


Transformons la figure par rayons vecteurs réciproques, en 
prenant pour pôle d’inversion 
le point O et pour module 
R2, R étant le rayon du cer- 
cle O. De cette façon, tous 
les points du cercle O sont 
leurs propres réciproques; 
par suite les cercles AOG et 
BOD, qui passent par l'ori- 
gine, ont pour transformées 
les droites AG et BD. Tout 
revient alors à chercher le 
lieu du point d'intersection 
N des droites AC et BD. 

Pour cela, menons la parallèle Nw au diamètre AB jusqu’à sa 
rencontre en w avec PO. Dans le faisceau N(PwP'O), la parallèle 
AB à l’un des rayons est divisée par les trois autres rayons en 
deux parties égales; ce faisceau est donc harmonique, de sorte 
que le point w, conjugué harmonique de O par rapport aux points 
fixes P, P', est fixe. 

Cela posé, on a 





oN _ Po 
OA PO? 
Puw 


d'où ON— R =2—"const:, 


PO 

ce qui montre que le lieu de N est une circonférence de centre . 

Le lieu de M est donc la circonférencetransforméede la circon- 
férence w par rapport au pôle O et au module R? d'inversion. 
On peut aussi considérer cettecirconférence comme l’'homothétique 
de la circonférence w par rapport à O, ces deux circonférences 
se coupant sur le cercle en deux points réels ou imaginaires (axe 
radical commun aux trois cercles). 

Dans ce qui précède, il est évident queles trois points en ligne 
droite O, P, P’ peuvent être pris d’une manière quelconque. 


(M. REBEIX, lycée du Puy.) 
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Remarques.— L'expression du rayon wN doit évidemment renfermer 
symétriquement les points Pet P'. Voici comment on peut trouver une 
telle expression : | 

Comptons sur le diamètre OP les segments positivement dans le sens 
OP ; les triangles homothétiques wPN et OPA, &P'N et OP'B donnent 





wN Fe wP wN NS P'o 
KT 60h Re 08 
d'où wN x P'o + wP pe PP’ 
e TRÉTCOPEL OP © OPEL OP 
R.PP” 
donc woN — 


OP + OP’ 
Pour calculer 0w, on peut se servir de la relation harmonique 


2 #3 “| 1 

Do eN0P DR 

d'où Ow — 200) ] 
OP + OP" 


On pourrait aussi se proposer de déterminer le centre du cercle lieu 
du point M. D’après une proposition de la théorie des figures inverses, on 
doit prendre à cet effet le point 1 où la polaire de O par rapport au cercle 
à transformer w rencontre Ow, et construire le point l', réciproque de 1. 

I est déterminé par l'équation 

w[.©60 — oN, 


qui s'écrit Ow.(0w — 01) = wN, 
d’où Ow.01— On” — wN.. 
l'est déterminé par l'équation 
OMOI=RS 
À è R° 0w.R? 2R°0P .OP'(OP + OP”) 
donc D a ——  —— 


NS AS AT SC 
OL Oo —wN 40P°.0P" —R'.PP: 
Pour que le lieu du point N soit une droite, il faut et il suffit que O1 
soit infini, ou encore que le cercle de centre w et de rayon wN passe par 
le pôle O0. Cette dernière condition s'écrit 


6N = Ow, 
d'où 20P.0P'— R:PP'—= R(0OP—0P):. 
Divisant les deux membres par R.OP.0P', il vient 

2 1 1 


R, . LO0P MDP 
Appelons H l'extrémité du rayon OH de même sens que OP, P" le sy- 
métrique de P' par rapport à O0, de telle sorte que OP"=— OP’, il vient 


2 TUE “ 1 
OH: -FOPST DES 
Cette relation exprime que P” et P sont conjugués harmoniques par 
rapport à 0 et H. 
[Ont résolu la même question: MM. R. Guillemin, collège Rollin ; E, Laudat. 
lycée Saint-Louis.] 





MÉCANIQUE 


4096. — Etant donné un plan incliné ABC, on propose de 
trouver sur BC deux points M et N telsque MN = BA = c et 
que la distance MN soit parcourue dans le même temps que lu 
hauteur BA serait parcourue par un autre point pesant tombant 
librement du point B. Le point pesant qui parcourt BC est suy- 
posé parti sans vitesse du point B. 

(Diplôme d'élève de 1e classe de la marine marchande, 1897.) 


BM = x; 


Posons 


nous aurons BN = x+c. 

Soient t et { les époques des passages du 
mobile aux points M et N; & étant l'inclinai- 
son du plan, il viendra 


1 : 
— 2 
% — 5 g SIN; EE, 





æ+cC—= -— gsina.tl? 


Ceci posé, le temps + mis par le mobile pour parcourir MN 





r= tt, 


a _ {9 æ + c) Re Dot : 

g Sin a g sin 4° 
mais la durée de la chute d'un point qui tombe de B sans vitesse 
iniliale à pour expression 





ou bien 


26 


PA 
par conséquent l'équation du ae. s'écrira 
VAE Crea dev 
g Sin & g Sin à g Ye 
ou encore 1 : 
Væ+c—V/x = Vesine. (1) 


Multiplions les deux membres par ÿæ+c+yx, il viendra 





C 


Pie VON 





Enfin, retranchons les équations (1) et (2) membre à membre, ) 


nous obtiendrons 





PAT PA 
_ c(—sinc) 
4 sin & 
Pour que cette solution soit acceptable, il faut que MN appar- 
tienne au segment BC c’est-à-dire que l'on ait 





d’où 





C 
: DC < 
sin 4” sin &@ 


L'équation (2) montre que ces inégalités sont vérifiées, et le 
problème est toujours possible. 





(Ont résolu cette question : MM. Bayor ; Betbézé ; ne Bessoles ; ù R. Cayrol ; 
je Fos J. Delpont ; J. Gutton ; J. Juquelier ; A. Larcher ; E . Ménissier ; 
M. : Mollon A: Nayel ; Je Peyrache.] * 

————————— —— ——— gp — 
PHYSIQUE 


4354. Un miroir plan M, passant par le foyer F d'une 
lentille convergente CD infiniment mince, est placé perpendicu- 
lairement à la droite OF joignant le centre optique O au foyer F. 

On place, en avant de la lentille, un objet AB et on demande 
de construire l’image formée par les rayons qui, après avoir 
traversé la lentille CD, se réfléchissent sur le miroir M et repas- 


sent à travers la lentille CD. Calculer la grandeur de l'image et 


sa distance à CD. — Discussion. 


(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1897.) 


Le rayon incident AE, paralièle à l'axe principal, se réfléchit 

en F et donne 
. le rayon FH qui 
sort de la lentille 
suivant HA”, 





lèle à l'axe prin- 
cipal. On voit 





après réflexion 
sur M et réfraction à travers CD, doit être égale à l'objet. 
Pour déterminer complètement A’, 


tion GI, parallèle à l'axe principal, tombe normalement sur le 


égalementparal- 


déjà que l'image 
A'B" obtenue 


considérons le rayon 
incident AF'G. Après avoir traversé la lentille, il suit la direc- 









$ 
ë 


L 
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de ab à 15 e db, ; . | 
miroir, revient suivant sa propre direction, et se réfracte fina- 


lement suivant GA. L'image du point À se forme donc en À”, 
point de rencontre des deux rayons HA" et GA”. 
_ En résumé, l’image obtenue AB” est égale à l’objet AB, et 
renversée par us à cet objet. ; 

Pour déterminèêr la distance OB”, remarquons d’abord que si 
le miroir M n'existait pas, la lentille CD donnerait de AB une 
image A'B' de grandeur égale à OG. 


A'B’ e fi 
Or on à AB = fer 
d'où Apres Le Ab. 


FPE 
d'un autre côté, les triangles semblables F'B’A" et F'OG donnent 


2 LME NE 
f 08 DÉTAIL . 
Que fs 
Donc f—OB" = p—f 
et OB" = 9f — p. 


Par suite, dans les conditions de l'énoncé, l’objet ne peut être 
placé à une distance de la lentille supérieure à 2f. 

Discussion. — 1° Si 
lentille, elle est renversée. 

2 Si f<p <?f, 
P = f, 


p—=2f, l'image se forme sur la 
on se trouve dans le cas de la figure. 
l'image AB” vient se former sous l’objet lui- 
même; elle est encore renversée. 

4° Enfin si p <}f, la figure 
ci-contre rend compte de la 
marche des rayons. L'image 
réelle renversée AB” se forme 
à une distance de F’ égale à 
2f—p, car les deux triangles 
F'AB et F'A’B" sont égaux 
comme ayant un côté de l’angle 
droit égal et un angle aigu égal. On a donc 

OB"= f+f—p —2f—p. 

(ARDIN-DELTEIL.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor; L. Bigot; Bosc; Boutry ; 
A. Bouzy ; A. Chapron ; A. Delbés; J. Delpont; G. Dive ; Grzybowski ; G. Hier- 
naux; Larsonneur; E. Larue ; Madet,; Oger; Patin; J, Pillard ; Raynaud ; 
Vente.] 


3° Si 
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BACCALAURÉATS 


SESSION D'AVRIL 41898 
Lettres mathématiques. 


ALGER 


1. — 4364. On donne une demi-sphère ABC et un cône de révolu- 
tion ayant son sommet au pôle B et sa 
base dans le plan du grand cercle AMC. 

R étant le rayon de la sphère et a 
celui de la base du cône, on demande 
de couper la figure par un plan paral- 
lèle à la base de manière que la sur- 
face de l'anneau compris entre les deux 
sections ait une valeur donnée, — Maxi- 
mum de cette surface. 

Cas particulier : a =R. 

M.— 107 sujet.— Centre de gravité d'une pyramide polygonale. 

U,— 2e sujet.— Condition d'équilibre de trois forces appliquées à un 
corps solide en des points différents. 

IL.— 3° sujet.— Graduation de la Romaine. 





T.— La chambre d'un baromètre contient de l'air sec. Dans une pre- 
mière expérience, on lit la hauteur 751mm, On enfonce le tube dans la 
cuvette jusqu'à ce que le volume de la chambre soit réduit au 1/5 de 
sa valeur : la hauteur lue alors est 740mm, On demande quelle est la 
hauteur barométrique actuelle. 


I.— 1er sujet.— Décrire et interpréter les expériences qui fournissent 
les notions de potentiel et de capacité électrique. 

II.— 2e sujet.— Condensation ; bouteille de Leyde ; électroscope con- 
densateur. 


IL. — 3° sujet. — Énoncé des lois fondamentales des courants ; — 
unités pratiques d'intensité, de résistance et de force électromotrice. 


BESANCON 
1 — 10 sujet. — Division des monomes. — Division des polynomes. 
I. — 2e sujet. — Logarithmes vulgaires. Définition et propriétés. 
1. — 3° sujet. — Variations de grandeur du trinome du second degré ; 
représentation graphique. 
{. — Calculer les côtés d'un triangle rectangle connaissant la somme 


m des deux côtés de l'angle droit et la hauteur k relative à l'hypoté- 
nuse, Discussion. 





[. — 1% sujet. — Condensation électrique. Théorie. (On ne parlera 
pas de la bouteille de Leyde, ni de l’électroscope condensateur.) 

L. — 2e sujet. — Électroscope condensateur. Description. Théorie. 

I. — 3e sujet. — Bouteille de Leyde. Description, théorie, décharge. 


On à une lentille dont la distance focale principale est f ; on la partage 
la figure ci-contre; si la lentille était re- 
collée, C et C se confondraient et 

distance de G et C égale à 2f, on place un point lumineux. On de- 

mande de construire les deux images et de calculer leur distance, 


en deux parties égales, comme l'indique 
; f 
ne NES 
formeraient son centre optique. À une 
sachant que G et C’ sont distants de 1cm, 


BORDEAUX 
EL. — 1: sujet. — Intersection d'une ellipse et d’une droite passant 
par un foyer. 
I, — 2e sujet. — Intersection d'une droite et d'une parabole. 
I. — 3e sujet. — Lieu des points d'où l’on peut mener à une parabole 


deux tangentes rectangulaires. 


IL, — 4365. On donne un quart de cercle 
AOB de rayon égal à l'unité. Soit OPMQ un 
rectangle inscrit dans ce quadrant. 

1° Déterminer l'équation trigonométrique à 
laquelle doit satisfaire l'angle x — MOP pour 
que le rapport du périmètre du rectangle à sa 
surface soit égal à un nombre donné m. 

20 Calculer l'angle æ dans les cas particu- 
culiers où 





m = 4V6 , m= 202 . 
1. — 1er Sujet. — Intensité d’un courant électrique. — Sa mesure en 
ampères. 
1, — 2e sujet. — Résistance d’une portion de circuit électrique. — 
Sa mesure en ohms. 
I. — 3° sujet. — Force électromotrice d'une pile. — Sa mesure en 


volts. 

IL. — 4366. Un appareil photographique pour paysage à son écran à 
une distance fixe de 20 centimètres de l'objectif, dont il occupe ainsi le 
plan focal principal. On veut cependant s'en servir pour photographier 


1 L . OR 
un tableau, en réduisant au — ses dimensions linéaires. 
s) 


Quelle sera la distance focale de la lentille à placer en avant de l'ob- 
jectif et contre l'objectif ? 

Cette lentille étant biconvexe et ayant 1 mètre pour rayon commun 
de courbure de ses faces, quel est son indice ? 

Quel rayon commun devront avoir les faces d’une autre lentille bicon- 
vexe, de même verre, pour que, en l'accolant à la précédente, on obtienne 
une photographie du tableau en vraie grandeur ? 
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, e 7e y dr. rise Li4s F * % 
à $ | ; ; É … , 4 ar! “; k VTT œ 
L TS 
' CAEN I1.— 2e sujet. — Vapeurs saturantes et non saturantes. — For 
| Glastique maximum de la vapeur d’eau à diverses températures. 4 
1 — 2367. Faire voir qu'en désignant par 4, b, €, d quatre entiers | 


donnés, on peut trouver pour à, p, #, p' un système de valeurs en- 
tières, positives ou négatives, telles que l'on ait : 
Ga + pb} + (a+ pb) = (a? + b?)(c? + d?). 

En déduire que si, dans un produit de n nombres entiers, chaque 
facteur est la somme de deux nombres entiers carrés parfaits, le pro- 
duit jouit de la même propriété. 

11. — der sujet. — Définition et extraction de la racine carrée d'un 
nombre entier à moins d'une unité. 


11. — 2e sujet. — Etudier le signe du trinome 22° — x — 1, lorsque 
æ varie de — œ à +. Même question pour le trinome 
42 — 4x +1, etpour le trinome 22° —x+1. 


LL, — 3e sujet. — Trièdres supplémentaires. 


I. — Un baromètre, dont la cuvette est assez large pour qu'on 
puisse y considérer les dénivellations du mercure comme négligeables, 
a une chambredans laquelle à pénétré une certaine quantité d'air. On 
veut néanmoins s'en servir pour déterminer la pression atmosphérique. 

Une expérience préliminaire a montré que, la température étant 0° 
et la pression effective 760mm, le baromètre marquait 740mm et la 
chambre barométrique avait une longueur de 25cm, 

On demande quelle sera la pression actuelle quand, à la tempéra- 
ture de 35°, le baromètre marque 745m, On sait que le coefficient de 





1 
——, celui de l'air 
0 


dilatation cubique du mercure est —: 
273 
On négligera d’ailleurs la dilatation du verre, 
II. — Acr sujet. — Force élastique maximum des vapeurs. — Leur 
détermination. 
II. — 2° sujet. — Actions chimiques des courants. — Lois de Faraday. 
11. — 3e sujet. — Action d'un prisme transparent sur un faisceau 


lumineux : déviation, formules générales. Détermination de l'indice 
dans le cas du minimum de déviation. 


CLERMONT 


J, — 4368. Deux droites 0x, Oy font entre elles un angle de 60°; 
on mène une droite Oz perpendiculaire au 


7 plan æ0y. Sur 03 on prend une longueur 
C donnée OC = €. On demande de détermi- 
ner sur 0x et Oy deux points A et B de telle 
sorte que AB ait une longueur donnée ! et 
0 À æ que le triangie ABG ait une surface donnée 
1 
he. Discussion. — Construction géomé- 
B trique. — Calculer avec les données le vo- 
Ÿ lume du tétraèdre OABC. 
Il. — 107 sujet. — Angle de deux plans. 
II. — 2e sujet. — Angle d'une droite et d'un plan. Géométrie 
Il. — 3e sujet. — Plus courte distance de deux | descriptive. 
droites. 


I — 4369. Un tube de verre bien cylindrique ABCD, dont la sec- 
tion intérieure estde 4cq, renfermant une cer- 
taine masse d'air, a été renversé sur une cuve 
à mercure. Ce tube est fixé à l’extrémité d'un 
fil passant sur une poulie O très mobile, et 
portant à l’autre bout un plateau P. 

On leste l'appareil de façon que les niveaux 
A-LB a du mercure MN, dans le tube et dans la cu- 
M fl N vette, soient les mêmes. La distance AM du 
P fond du tube au niveau du mercure est alors 

cl ID de 10cm. l 
On met dans le plateau P un poids de 1kg 

On demande de quelle hauteurle tube se soulè- 

vera. 

On négligera les effets de poussée du mercure sur les parois du tube 
et on prendra pour hauteur barométrique 730mm, 
IL. — 1 sujet. — Chaleur spécifique des solides et des liquides ; mé- 

thode des mélanges. É 










1. 3e sujet. — Hygrométrie. — Hygromètres à condensation. ‘0 


\ 
4 


GRENOBLE ‘ ‘# 


* 


I. — Déterminer un parallélogramme ABCD connaissant un côté AB, 
la diagonale AC et la hauteur BE issue de B. 
D — Conditions de possibilité. 
IL. — 1er sujet. — Lieu des points d’un plan | 
È dont le rapport des distances à deux points 
donnés de ce plan est constant. 


Il. — 2e sujet. — Inscrire un décagone 


À B régulier dans un cercle donné. # 


IL. — 3e sujet. — Volume d'un parallélé- 
pipède quelconque en supposant connu le volume d’un parallélépipède 
rectangle. 


I. — Etant donné un gaz combustible de densité 0,39, qui dégage en 
brûlant 11.000 calories par kilogramme et qui coûte 0f",30 le mètre cube, 
combien coûterait, à l’aide d’un brûleur alimenté par ce gaz, la pro- 
duction de 100.000 calories, et quel poids d’eau à 10° pourrait-on 
transformer en vapeur à 100° en utilisant 65 o/, de cette quantité de 
chaleur ? : 


IT. — 1er sujet. — Effets calorifiques des courants. 
Il, — 2e suget. — Effets magnétiques des courants. 
I. — 3e sujet. — Effets chimiques des courants. 


(La fin au prochain numéro). 


A ——— — 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4370. — M étant un point du plan d'un triangle équilatéral ABC, 
soient a, b, « les distances de M aux sommets A, B, C ; calculer le côté 
du‘triangle équilatéral en fonction de &, b, €. 

Construction géométrique du triangle. 

Discussion. 

(P. Tarnier, à Dijon.) 


43714.— On donne les trois côtés d’un triangle ABC : 
AD 7 BC = 228 etACGAEETRE 


Un point M décrit le côté CB. Soit x sa distance variable au milieu 
D de ce côté. a 

AN° 
CM.MB 





1° Pour quelles positions remarquables de M le rapport y = 


est-il minimum en valeur absolue ? 
20 Démontrer que les deux positions M' et M” pour lesquelles y 
prend des valeurs égales sont conjuguées harmoniques par rapport 


aux pieds des bissectrices issues du sommet A. 
(I. Ginon.) 


4372. — On donne une parabole et deux tangentes ; par le point de 
contact de chacune d'elles on trace la corde parallèle à l’autre. Démon- 
trer que les deux cordes ainsi obtenues se partagent mutuellement au 
quart de leur longueur. 

(Th. CARONNET.) 


— 4 — 


ERRATUM. — Dans l'explication de l’épure 4336, page 138, colonne 
de droite, ligne 8 en remontant, 
au lieu de 
d) Points les plus hauts et les plus bas. — 
lire : 
d) Points où la tangente est parallèle au plan de base du cône. — 
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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 


Concours DE 1896 


Mathématiques élémentaires. 


3891. — On considère une sphère variable 2 orthogonale à 
une sphère fixe S et tangente à une autre sphère fixe Si. 

1° Lorsque la sphère X est assujettie à la condition d'avoir son 
centre dans un plan P, le lieu du point de contact de et de Si 
est un cercle. 

Démontrer que, si le plan P est tangent à la sphère $, le lieu 
du centre de la sphère Y est une section conique ayant pour foyer 
le point de contact de S et de P. 

Examiner le cas où le plan P est tangent à la sphère S en un 
point du cercle d'intersection de $S et de Si. 

20 On peut déterminer sur la ligne des centres de S et de Si un 
point f tel que la sphère Yo concentrique à Y et passant par f reste 
toujours, quand E varie, tangente à une sphère fixe D ayant pour 
centre le point fr, centre de Si. 

3° Soient m le centre de Yo et m' le point de contact de 3, et de 
D. Lorsque le point m' décrit un cercle de D, le point m reste dans 

+ un plan et décrit, dans ce plan, une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole. 
Discuter, en supposant que le plan du cercle considéré sur D se 
déplace parallèlement à lui-même. 
4° Soit T Le plan perpendiculaire au milieu du segment qui joint 
le point f à un point m' pris sur la sphère D; lorsque le plan T 
passe par un point fixe q, le lieu du point m' est un cercle ,. 
- Sie point q vient à se déplacer dans un plan fixe, le cercle y, 
reste orthogonal à un cercle fixe de la sphère D. Examiner le cas 
où le point q décrit une droite five. ; 
… 5° Soit c le milieu de ff, prouver que les droites cm et fm se 
“ coupent en un point qui demeure dans un plan fixe lorsqu'on fait 
; varier la sphère Xo. 


ut. 


- Are Partie. — Toutes les sphères ayant leur centre dans le 
. plan P et orthogonales à la sphère S de centre O ont même 
. axe radical, la perpendiculaire menée de O au plan P, car la 
. puissance du point O par rapport à toutes ces sphères est cons- 
| tante. 
Toutes ces sphères ont avec la sphère S;, de centre fi, un centre 
radical commun C, que l’on obtient en prenant l'intersection de 
. l’axe radical commun aux premières sphères avec le plan radical 
de l’une quelconque d’entre elles et de S,. 
Si l’on considère alors les sphères > orthogonales à S, ayant 
. leur centre w dans le plan P, et tangentes à S;, le plan tangent 
commun au point de contact M de > et Si passe constamment 
_ par le point GC; le point M se trouve dès lors sur le cercle F, 


‘ 


2 


rm, À 





intersection de la sphère Si avec le plan polaire du point C par 
rapport à cette sphère. 

Ce cercle r n’est réel que si G est extérieur à S1; c’est alors 
le cercle de contact du cône circonscrit de sommet C. 





On voit immédiatement qu’à tout point M de r correspond une 
sphère ZX satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Comme le 








Fig. 2 


centre w se trouve situé sur le rayon fiM, et que ce dernier à 
pour lieu le cône ayant pour sommet f\ et pour directrice le 
cercle r, on voit que le lieu de w est une section conique, inter- 
section du cône précédent et du plan P. 





Dans le cas particulier où le plan P est tangent à S, en un 
point F, on voit que toutes les sphères ? sont tangentes en ce 
point à leur axe radical OF; si du point G comme centre, avec. CF 
comme rayon, on décrit une sphère S’', elle est orthogonale à 
toutes les sphères Y, ainsi qu'à S1, et coupe cette dernière suivant 
le cercle r. Le cône décrit par le rayon /.M est dès lors circons- 
crit à la sphère S’ le long de r; d’après le théorème de Dandelin, 
la section de ce cône par le plan P, qui est tangent à la sphère 
inscrite S’ au point F, est une conique de foyer F ; cette conique 
est précisément le lieu du point w. 

Dans le cas spécial où le point F se trouve sur le cercle commun 
aux sphères S et S1, le point C est confondu avec F si les 
sphères ne sont pas orthogonales, et est indéterminé sur OF si 
elles se coupent à angle droit. Dans la première hypothèse il 
n'existe qu'une seule sphère ©, celle dontle centre w estconfondu 
axec F, et dont le rayon est nul ; dans la seconde, les sphères x 
sont toutes les sphères tangentes à S, au point F, et le lieu de 
leurs centres est la droite f,F. 


2e Partie. — On sait que les sphères Z orthogonales à une 
sphère S et tangentes à une sphère Si sont encore tangentes à 
une sphère S>, inverse de la sphère S1 par rapport à S; soit f 
le centre de S>. 

Suivant que la puissance du point O par rapport à S1 est 


v 
0 






Fig. 1 

négative ou positive, la somme ou la différence des distances du 
centre w de > à f et f1 est constante, et le lieu de ce point 
est un ellipsoïide ou un hyperboloïde de révolution ayant pour 
foyers f et fi. La sphère X, de centre w passant par f sera 
toujours tangente à une sphère D de centre f; ayant pour rayon, 
dans le premier cas la somme, dans le second cas la différence 
des rayons des sphères S1 et S2. 


8e Partie. — A partir de maintenant, nous pouvons faire 
abstraction de tout ce qui précède, et considérer simplement des 
sphères Z passant par un point f, ei tangentes à une sphère D 
de centre f.; soient "» le centre de %, et #’ le point de contact 
de >, et D. Nous savons que 7 est situé sur une surface de révo- 
lulion qui est un ellipsoïde ou un hyperboloïde suivant que f est 
intérieur ou extérieur à D, et qui a pour foyers f et fi. 

Supposons que #7’ décrive un 
cercle T de D, et soit C le som- 
met du cône circonscrit suivant 
ce cercle ; les sphères 2 passent 
par un deuxième point fixe f’ 
situé sur Cf, et tel que 

CF.Cf = Cm ; 

dès lors le point "» reste dans un 
plan P perpendiculaire au milieu 
de ff’, et il décrit une section 
conique, intersection du plan P 
et du cône de révolution ayant pour sommet le centre jf de D 
et pour directrice le cercle Tr. 





Fig. 4 
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Cette conique aura des branches infinies si le plan parallèle 
à P, c’est-à-dire perpendiculaire à Cf, et passant par fi, coupe 
le cercle F; cette condition est équivalente à la suivante : la 
droite Cf est extérieure au cône de sommet C et circonscrit à la. 
sphère D. 4 

Si f est intérieur à D, cette condition n’est jamais remplie et. 
la conique est toujours du genre ellipse ; si f est extérieur à D, 
la conique sera une ellipse si C est intérieur au cône circonscrit … 
à D, de sommet f, ou à son opposé par le sommet ; elle sera une À 
parabole si C est sur l'un ou l’autre de ces cônes, et une hyper- 
bole s’il leur est extérieur. À 

On obtiendrait les mêmes conclusions en considérant le cône 
des directions asymptotiques de la surface de révolution sur 
laquelle se trouve le point m, et la section de ce cône par un plan 
parallèle au plan P et passant par son sommet. 


4e Partie. — Si le plan T perpendiculaire au milieu de fm! … 
passe par un point g,ona gm = gqf, et le point » se trouve 
sur le cercle y, d'intersection de D avec la sphère S, de centre g 
et de rayon gf. 

Si g se déplace dans un plan fixe Q, la sphère S, passe 
constamment par le 
D boint f et par son 
symétrique © par 
rapport à Q. Comme 
dans la première 
partie, le plan radi- 
cal de S, et de D 
coupe fo enun 
point fixe C, centre 
radical des sphères 
S, et de D; on en 
conclut que le cer- 
cle y, reste cons- 
tamment orthogonal au cercle de contact du cône de sommet C 
circonscrit à D. | 

Si g décrit une droite, intersection de deux plans Q et (, 
le cercle y, reste orthogonal à deux cercles, qui sont les cercles 
de contact de deux cônes circonscrits de sommets C et C’; son 
plan passe constamment par la droite CC’. 





Fig. 5 


5e Partie. — En considérant la section de la figure parun 
plan perpendiculaire à /f1, nous voyons que "” décrit dans ce 
plan une conique de foyers f et ji et de centre C milieu de ff\; 
le grand cercle de la sphère D situé dans le plan considéré est 
le cercle directeur du foyer fi, et fin est la perpendiculaire à 
la tangente en m à la conique. 

La propriété à démontrer découle alors de la suivante : 


Si l’on considère le rayon allant du centre à un point d'une 
conique, et la perpendiculaire abaissée d'un des foyers sur la tan- 
gente en ce point, ces deux droîtes se coupent sur la directrice 
relative au foyer considéré. 


Considérons en effet la droite fh parallèle à la tangente mt 
au point m; son pôle se trouve : . 
1° sur le diamètre em de la 
direction fh; 2 sur la perpen- 
diculaire menée en f à fh, car 
c'est une droite conjuguée de fh; 
le pôle n’est autre alors que le 
point de rencontre p de ces deux 
droites, et comme il doit se. 
trouver sur la polaire de f, il 
appartient à la directrice relative à ce foyer. 188) 





Fig. 6 
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{Solution CALE 
parties par M. Over, professeur de mathématiques élémentaires au 

lycée de Saint-Denis (Réunion). 

Pour démontrer la première partie, M. Ollier remarque que, lorsque 
des sphères variables coupent sous des angles constants « et & deux 
sphères, elles coupent aussi sous un angle constant y une sphère ayant 
avec ces deux sphères un plan radical commun, 

Il considère alors la sphère S, inscrite dans le cône de sommet 0 
(centre de S) circonscrit à Si, ayant un plan radical commun avec S 





et S. Toutes les sphères Ÿ, coupant S sous l'angle . et Si sous l'angle 


zéro, couperont S sous un angle constant, Mais les plans tangents au 
cône sont évidemment des sphères £ ; ils sont tangents à $: ; donc toutes 
les sphères È sont tangentes à S. 

Si on assujettit les sphères Z à avoir leurs centres dans un plan P, 
elles seront aussi tangentes à la sphère S; symétrique de S: par rap- 
port à P, et seront par suite tangentes aux trois sphères S, S:, S;. Mais 
(théorème de Dupuis) quand une sphère variable w touche constamment 
trois sphères fixes, chacun des trois points de contact décrit un petit 
cercle de la sphère correspondante. 

Donc le point de contact de £ et de Si décrit un petit cercle y. 


———— 


CONCOURS GÉNÉRAL DE SECONDE MODERNE 
(1897) 


4159. — 1° Etant donné le carré ABCD, on considère le 
triangle équilatéral gef tel que qg esten À et que e et f sont, 
respectivement, sur BG et sur CD. 

Evaluer le volume du solide compris entre le carré ABCD, /e 
triangle GEF (dont le plan est parallèle au plan du carré et qui 
» se projette sur celui-ci suivant gef) et les plans AGB, GBE, BEC, 


ECF, FCD, FGD, DGA. On prendra AB = a, AG — ne 


A 


20 Construire la projection du solide précédent sur le plan de 
.la face CEF ; ponctuation de cette projection. 

Tracer la section des faces de ce polyèdre par le plan passant 
par la perpendiculaire commune aux arêtes BC, FE et par le 
milieu de l’arête AD. On prendra a = 0,06. 


1o Soit ABCD (fig. 1) le carré donné; g étant supposé en A, 
menons par À des droites Ae, Af faisant chacune 30° avec la 
diagonale AC. L’angle en A du 
triangle efA est égal à 60°; d’ail- 
leurs, si on replie la figure autour 
de AC, le point B vient en D, Ae 
se place sur Af; donc e vient en f. 
Par suite Ae — Af, et le triangle 
isocèle eAf, dont l'angle en A vaut 
60°, est équilatéral. BD et ef sont 
évidemment parallèles, 

Considérons maintenant (fg. 2) 
le polvèdre limité par le triangle 

Fig. 1 équilatéral GEF, le carré ABCD, et 
les plans AGB, GBE, BEC, ECF, FCD, FGD, DGA. Par hypothèse 
le plan GEF est parallèle au plan ABCD, et le triangle GEF se 
projette sur le plan du carré en gef, de telle sorte que 


AB a, AG ff = = 2. 


Les arêtes de ce polyèdre, autres que celles des deux bases 
. GEF, ABCD se projettent sur les côtés du carré. 
_ Parle milieu M de l’arête AG menons un plan parallèle aux 
_ deux bases; il détermine dans le polyèdre une section MNPORST, 
_ ayant pour sommets les milieux des arêtes latérales; les sept 
côtés de ce polygone sont parallèles alternativement à un côté 





- 
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mais moins développée, pour les nat dernières 


de la base inférieure et un côté de la base supérieure. La projec- 
tion orthogonale de ce polygone sur le plan de base ABCD est 
un polygone mnpgrst, dont le sommet m coïncide avec A et dont 
les autres sommets sont les milieux des segments 'AB, Be, eC, 
Cf, fD, DA. 





Toutes les faces latérales de ce polyèdre étant des triangles, 
on peut un son volume à l’aide du théorème de Sarrus : 


V = —- AG(S.ABCD + S.GEF + 4S.MNPQRST). 
On a déjà 
AG = || S:ABCD = «. 


Pour calculer S.GEF, il suffit de connaitre le côté Af de ce 
triangle équilatéral. Le triangle rectangle AD/ de la figure 1 
donne 

AD 
cos 15° 


AE S 
mais 


cos 150 — cos (450 — 30°) — cos 45° cos 30° + sin 459.sin 30° 


EP CIONMOR EC ILE NE) 
ay V ES nee PER 
= ( +) 


CA 





ea 


Donc 
4a &a(Ÿ 6 — V2 jt à 
Pro DO pEE ns > AUS 


D'autre part, la surface du triangle équilatéral de côté 7 vaut 


F 2, 


—— ; par suite 


Apte 


a(V6—V2).V3 


S.GEF = “ EE AU EÉENE ET 





re | CARPE NAN EU SREONTEE d 
EL LM NT ty TS Lie Es 27 potter de Noir EE à 


de + 


Dante 


La surface du polygone mmnpgrst se compose du triangle 
équilatéral yef, et des trois trapèzes mfst, fegr, emnp ; le 
triangle Dst étant évidemment le quart du triangle Dmf, le tra- 
pèze mfst est égal aux trois quarts du triangle Dmf; de même 
les trapèzes fegr, emnp sont respectivement les trois quarts des 
triangles Cfe, Bme. Or la somme des trois triangles Dm, Cfe, 
Bme est égale à S.ABCD —S$.gef; donc enfin 


mnpgrst = L (S.ABCD — S.gef) + S.gef. 
On en déduit que l'expression du volume est égale à 
3 A - 
À AG(GS.ABCD + 28.GÉF) = + - © (ka? -+ 2042) 7 —3)] 


3 LR 
= — (2/3 —1). 


w|S ol 


2° Pour construire la projection du solide sur le plan CFE, 
construisons d'abord le triangle CFE. Faisons sur le plan hori- 
zontal un carré abcd et inscrivons-y, comme il a été expliqué, le 
triangle gef (fig. 3). Remarquons (fig. 2) que le plan GAC est 
perpendiculaire au milieu de ef et par suite aussi de EF; il 
est donc perpendiculaire 
au plan CEF et rencontre 
ce triangle isocèle suivant 
sa hauteur CH. Si donc on 
rabat (fig. 3) le trapèze 
ACHG autour de ac sur 
le plan horizontal, on ob- 
tiendra la longueur de 
cette hauteur CH. Ce ra- 
battement s'obtient en éle- 
vant en «a la perpendicu- 
laire à ac et en y pre- 
nant 
A ri NE 2e = 0n,09 ; 


on mène par g' la paral- 
lèle à ac et on y prend 
g'h°='GH = 6h; le der- 
nier côté ce’ du trapèze 
est la hauteur cherchée. 
Portons-la sur ca en ch; ; 
menons par X la paral- 
lèle à ef; prenons-y de 
part et d'autre de , des 
longueurs Aie; = hifi — 


€ e =: La 4 nl 
2e: le triangle cesf, est égal au triangle CEF. 


cd 





Restent à déterminer les projections des sommets A, G, B, D. 
Nous avons remarqué précédemment que le plan ACHG (fig. 2) 
est perpendiculaire au plan CEF suivant CH; il contient 
donc les perpendiculaires abaissées de A et G sur ce plan ; 
les pieds x et + de ces perpendiculaires se trouveront sur 
CH. 

Pour déterminer Cz et C7, il suffit donc (fig. 3) d'abaisser des 
points a et g' les perpendiculaires az’ et g'/ sur ch; on rabat 
ensuile les longueurs ca’ et cy sur ch en ca, et cgi, ce qui fait 
connaître les projections & et g1 des points a et y. 


La projection de ABCD sur le plan CEF est, comme on sait, un 
parallélogramme ; les diagonales de ABCD sont rectangulaires ; 
l'une d’entre elles, BD, est parallèle à EF et par suite au plan 
de projection CEF. Donc les diagonales de la projection sont 
aussi rectangulaires ; la projection de ABCD est donc un losange 
dont une diagonale a même longueur que BD. On la construira 
donc (fig. 3) en élevant la perpendiculaire au milieu Z de «c et 








Fig. 3 (échelle : 2/3). 


ere 
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I suffit maintenant de tirer les droites g1f1, gaie, ef, aida, ibn, 
chi, cdi, diga, biga, cf, ce, pour avoir les projections de toutes 
les arêtes du polyèdre. : 

Ponctuation. — Les arêtes qui limitent le solide en projection. 
sont évidemment vues. Le point a est certainement vu et aussi: 
les trois arêtes qui partent de ce point. Au contraire les arêtes, 
de ceif1, situées toutes sur le plan de projection, sont cachées. 

Section du polyèdre par le plan passant par la perpendiculaire. 
commune aux arêtes BC, FE et le milieu de l'arêle AD. | 

La droite Ee (fig, 2) est perpendiculaire au plan ABCD, par. 
suite aux droites BC et EF; comme elle les rencontre toutes. 
deux, c’est donc la perpendiculaire commune à ces deux droites. 
Soit t le milieu de AD; le plan Eet rencontre le plan ABCD 
suivant te; par suite le plan EFG, parallèle à ABCD, suivant la … 
droite El parallèle à te; d'autre part les plans EBC et GAD sont. 
parallèles ; donc le plan sécant rencontre la face GAD suivant … 
une droite Té parallèle à Ee ; il ne reste plus qu’à joindre L et T. 
pour avoir le dernier côté 
du polygone de section. 

En remarquant que Ee 
est parallèle à AG, lacons- 
truction de la section sur 
l’'épure se fait de la ma- : 
nière suivante (fig. 3) : 

On tire ese2 parallèle à 
agi jusqu’à sa rencontre 
en €; avec bic; on joint 
e> au milieu 4 de md; 
on mène dans la face 
gieif, la droite ei paral- 
lèle à e2!1, jusqu'à sa ren- 
contre en à avec g1f15 On 
mène {f, parallèle à eies 
jusqu'à sa rencontre en é2 
avec &g1; la section de- 
mandée est le polygone 
ejeotitots. 


(LAVASTE, collège Chaptal, 
4er prix.) 


[Ont résolu cette question : 
MM. Curt ; de Mendiry ; Przemarch, à Essacy (Hongrie) ; E. Sevin (2e accessit}, 
collège Chaptal.] : s 


Remarque. — Au lieu de se servir de considérations géométriques 
comme dans la solution précédente, on aurait pu opérer comme’suit. - 

On commence par construire la projection horizontale du solide sur 
le plan de base abcd ; les projections des sommets sont alors (fig. 3) les 
points à, b,c, d,e,f, g. La cote donnée permet de construire ensuite 
leurs projections verticales sur un plan vertical parallèle à la diagonale 
ac, par exemple sur le plan gac; les points a et c se confondent avec 
leurs projections verticales ; b et d se projettent sur ac, gen g', eet f 
au point k'. Il est alors aisé de déterminer la section du polyèdre par 
le plan vertical Eet. RE 

Cela fait, on remarque que le plan CEF est perpendiculaire au plan - 
vertical considéré et que sa trace verticale est ch'. Il suffit donc, pour 
avoir la projeetion cherchée, de faire un changement de plan horizon- 
tal, en prenant ch' pour nouvelle ligne de terre. | 


4 


4160. — Etant donnés trois points À, B, C en ligne droite (B. 
entre À et C), on décrit sur BC comme diamètre un demi-cercle : 


| auquel on mène la 
on propose de déterminer l'angle MOA de sorte qu'en joignant 
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tangente AD: soit M un point de l'arc BD; 


M et C, M et À et faisant tourner la figure autour de AU, le 
volume engendré par le triangle MAC soit partagé dans le rap- 
port donné k par la zone qu'engendre l'arc MB. 

Trouver les limites de hk en fonction du rapport h de OA à 
OB, O étant le milieu de BC. 


Soit OB—R; d'après l'énoncé, OA — AR et h est plus 
grand que {, puisque À est exté- 


RD rieur à BC. 
4 La condition géométrique impo- 
Â BAT À C V.AMB, =. 
VaBMCERE 
elle s'écrit 
V.AMB = V.BMG  -V.AMC 
É LOMRTONERT ENTRÉE 
les deux derniers rapports donnent 
V'AMC®M PE 
ati cire tt) 


Soit MI la perpendiculaire abaissée de M sur BC; la figure 
donne 


V.AMC — + FAC. NT 5 + DR.MT :; 


& rh B1+ + Hil”.00 


V.BMC = V.BMD + V.MOC = à 


= = RR(2R.B+ NT]. 


L’équation (1) s'écrit donc, après avoir divisé haut et bas par 
TR, 
h Ep 
AN US PRET 
2R.BI+ MI 
c'est-à-dire 
(R— RME = 2(4 + OR. BL 
La figure montre que 
MI = BI X IC; 
l'équation précédente devient donc finalement 
(k—Rh).1C = 24 +1)R. 
Soit æ l'angle MOA ; on voit aisément que 
IC=R +R cosx ; 
remplaçons 1C par cette valeur; il vient 
(Re —R)R + (h — AR cos x = 2(4 + 1)R, 


ou bien (RAR) cos & — 3k— +2: 
d'où COS æ — a death 


1 —k 
Pour qu'une valeur de x, tirée de cette équation, convienne 
au problème, il faut et il suffit qu’elle soit comprise entre 0 el 


l'angle DOA ; le triangle DOA montre que 


PODOTAE RSS 1 
cos DO DAMSARE 5% 
les conditions 
0 < x < DOA 


se traduisent alors par 
1 COS x Me 
h 
dt À 19 1 
1 ——— —— "— ES. 
hr 


MIT 





Considérons d’abord l'inégalité 
3k— h +2 
kR—Rk i 
Faisons passer tous les termes dans le premier membre et rédui- 
sons au même dénominateur; elle s'écrit 
| Ah — 1 — 2%) 
kh—Rk 


la fraction du premier membre sera positive en même temps que 


le produit 
(he | _ x |; 


ce produit est un trinome du second degré en X, admettant pour 
h—1 


= 


10e 


GE 





; son terme en X? est positif ; il est donc 





racines À et 


positif, si À satisfait à l’une ox l’autre des conditions 
h—1 
kR>œRh k < rs 
Prenons la seconde inégalité; opérons de même; elle s'écrit 
R(3h+ 1) — h(h—1) 
h(h — kh) 





ou 


0 





ou bien 
© [A(Bh +1) —A(h— 1) — À) > 0, 
en divisant par À qui est positif. Ce nouveau trinome à pour 
h{h — 1) 
BR + 
qu'il soit positif, il faut que k soit compris entre les racines ; 
h(h — 1) 
3h+1 


MR ON 


racines et k; son terme en k? est négatif; pour 


la plus petite est évidemment ; il faut donc que 


h(h — 1) 
3h14 


La condition nécessaire k<h 
cas, il faut choisir la condition 


montre que dans le premier 














h—1., 
PR g ; 
cette dernière, supposée remplie, entraîne À < h; il ne reste 
donc finalement que les deux conditions 
h(h —1) h—1 
DES ne 3) 
EEE sr 2 g 
Pour qu’elles soient compatibles, il faut encore que 
h(h — 1) h—1 
3h +1 ST 
ou, en supprimant le facteur positif h—1, que 


2h < 3h + 1, 
condition évidemment remplie. 
Sous les conditions (3), l'équation fournit pour æ une valeur 
acceptable et une seule. 
(LAVASTE, collège Chaptal, 1er Prix.) 


[Ont résolu cette question : MM. Delpont; Plisson ; de Mendiry ; M. Oger ; 
F. Pégorier ; Przemarch, à Essacy (Hongrie); E. Sevin (2 accessit), collège 
Chaptal.] 
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PHYSIQUE 


4355. — Le courant produit par une pile de 100 éléments 
Bunsen passe dans un circuit extérieur dont la résistance est égale 
à 10 ohms. On demande quelle sera l'intensité du courant si l’on 
dispose les 100 éléments en 4 séries de 25 chacune, associées en 
batterie. Comment faudra-t-il disposer les élèments pour rendre 
maximum l'intensité du courant? — Force électromotrice d'un 





à APR “e al Le FA HUE hi he à 4 x { 
PAT di d'a d ar des irigc) PT CPC NET AIT 
; | Pr PA 


; élément Bunsen : 1,9 voit; résistance intérieure de cet élément : 


0,14 ohm. nn 
(Bacc. lettres-scienres, Caen, juillet 1897.) 


| io Appelons æ le nombre d'éléments formant chaque série, 
y le nombre de séries, R la résistance du circuit extérieur 

r et e la résistance et la force électromotrice de chaque élément. 

| La force électromotrice totale est æe, la résistance intérieure 


L'intensité du courant s'obtient en appliquant la 


totale, PER 
y 


formule d'Ohm : 


xe : 
KA LR DORE (1) 
ar #4 à; 
y 


En remplaçant les lettres par leur valeur, il vient 
25 x 1,9 


EU 110 


2° La relation (1) peut se mettre sous la forme 





— 4amp,47, 





e 
[== 
r R 
— ct RE. 
y HA 
Pour que 1 soit maximum, il faut que le dénominateur soit 
minimum. Or ce dénominateur est formé de deux termes dont 
Rr Rr 


le produit est constant : — — Ù 
œy n 





n désignant Je nombre 


total des éléments; il sera minimum quand les deux termes 
seront égaux, c’est-à-dire quand on aura 





Ter où ++ (2) 
y æ q y 
Eu remplaçant dans la relation (2),R par 10 et r par0,1,on à 
Me + Le = 100, 
y 0,1 
ou æ = 100 y. 
Comme xy—100; æ#100, eétly ss 


Ainsi, il faut disposer les 100 éléments en une seule série pour 
rendre maxima l'intensité du courant, Cette intensité a alors 
pour valeur 

__ 100%x 1,9 
7 4100 X 0,1 + 10 
s (E. LE MAIGRE.) 


= ÿamp,5, 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil; Bayor; A. Bertrand ; 
F. Beynas ; G: Bonnel ; J. Bruyas ; F. Chuberre ; Coupat : J. Delpont ; 
E. Dumas ; Dupuis ; L. Florentin : C. Herrmann; Jeannel ; Jouanneau ; A.Ju- 


peau ; Lescure; F. Leulliot ; Limongelli; M. Elém. Alais ; E. Madet; P, Marill ; 
D. St-Martin ; ‘Maubeuche : A Mire SR: ULé MORE M. Oger; J. Pillard; 
Raynaud : Reboul ; Remondet; J. Reynaud ; Robin ; P. de Sabbathier { Sam- 
bucy ; E. Sevin ; G. Tastet ; G. Vente ; J. E. Vill emagne.] 
= Cr EVER TN MT = 7 —— ——— 
e CONCOURS DE 1898 (Suile) 
ÉCOLE NAVALE 
5 
| Arithmétique et Algèbre. 
1. — Une série à termes positifs est convergente lorsque, à partir 
Un+ 


d'un certain rang, l'une des quantités 





- et Yu, reste plus petite 
é qu'un nombre # plus petit que 1. — Application de ces théorèmes à 
l'étude de la convergence das séries. 



















































ontérenes 0. 

deux points N et B situés A 
même diamètre, , 4 108 

OT _0B— b.. 

On demande de sr SE 
rayon OE=x d'une cire 
férence, concentrique et inté- 
rieure à la précédente, telle que 
si l'on mène du point A une 
tangente à cette circonférence, 
la surface du triangle ayant pour 
sommet le point B et pour base 
la corde CD interceptée par la 
circonférence extérieure, augmentée du carré circonscrit à la circon- 
férence intérieure, soit égale à un carré donné Æ?. — Discussion. — 
Vérifier la valeur trouvée pour le maximum de Æ? en déterminant ce 
maximum par la dérivée. : 
















UT. — 4374. Pour obtenir les distances horizontales de points tell 
que M à un point A, un observateur mesure, 

- les angles AMB sous lesquels est aperçue. 

B une règle verticale AB de 4,50. L'instru= 
ment de mesure donne les angles à une. 

minute près ; on demande jusqu'à quelle À 

distance on pourra compter sur une ap-… 

À M proximation de 4 mètre. 


(1er juin, de 7 h.à 10 h:1/2,) 


Géométrie cotée. 

4375. — Dans le plan horizontal de cote zéro on donne une droite D 
et un point A sur cette droite. 
Mener par la droite D deux demi-plans rectangulaires P et P', au | 
dessus du plan horizontal, dont l’un fasse avec ce plan un angle de 30°. 
Tracer, sur le plan horizontal et sur le plan vertical perpendiculaire 

à D, le contour apparent d'un cône solide droit à base circulaire donné 
ayant son sommet en À et tangent aux deux demi-plans P et P'. 
Le cône droit a une hauteur égale à S0wx et un demi-angle au som-. 
met de 30°. q 
On commencera, pour résoudre la question, par mener par A une. 
droite faisant avec chacun des deux demi-plans un angle de 30°. 
(2 juin, de 1 h. à 3 h:1/2.) 


Calcul trigonomeétrique. 


4376. — Calculer l'arc # donné par la formule 

| æ — (58 12",3)[sin a cos b — cos à sin b cos C]. ? 
Hi —30% 270002; b = + 230 18 54,6, C — + 314 57 48" 
Pour obtenir le logarithme du facteur entre crochets, on calculera - 


les valeurs numériques de ses deux termes, d'où l'on déduira celle du 
facteur lui-même. ; "a 


Géométrie et Géométrie analytique (“à 


[L — Mener d'un point donné A une circonférence tangente à deux 
circonférences données 0 et 0’. On supposera les deux circonférences 
extérieures. — Nombre des solutions. Discussion. 

Considérer les deux circonférences @ et Q' passant par A, tangentes 
à O et 0”, et dont les contacts sont d'espèces différentes. Démontrer 
que, lorsque le point A se meut sur l'une des tangentes extérieures 
à O et 0’, le lieu du second point de rencontre de Q et Q' est une cir- 
conférence tangente à, 0 et 0”. 


IL. — Dans une circonférence on considère un diamètre et une corde 
parallèles. Démontrer que le paramètre de là parabole circonscrite au 
trapèze formé par ces deux droites est égal à la demi-distance de ces 
droites, Solution analytique ou géométrique. 


UT. — Oxy sont deux axes rectangulaires. D'un point M pris sur la 
bissectrice de l'angle x0y (OM = MM = a), on mène deux so 
rectangulaires variables qui coupent les axes respectivement aux points 
A, Bet A’,B°. Soit m le coefficient angulaire de l'une d'elles qu’on , 
prendra comme paramètre variable. É 

On considère les deux paraboles dont l'une est circonserite au triangle 


(*) Les questions de géométrie analytique sont trailées dans la Revue 0 de 
Mathématiques spéciales, n° de juillet 1898. vi 





s$ "+ 


MAA' et à son axe parallèle à 0y, dont l'autre est circonserite au 
triangle MBB' et a son axe paral- 
lèle à Ox. 

a) Démontrer que ces deux para- 
boles sont égales et que leur para- 
mètre commun est indépendant 
de m. 

b) Lieu du point de rencontre des 
axes ; lieu du point de rencontre des 
tangentes aux sommets; lieu des 
sommets de ces deux paraboles. 

c) Lieu des points de rencontre 
de ces deux paraboles. 





Pour simplifier les calculs, on mettra en évidence dans les équations 
mm 
2m 
Dans la question II,les parties a) et b) sont susceptibles d’une 
. démonstration géométrique en appliquant la question Il et en se ser- 
vant des propriétés du cercle des neuf points du triangle ABB. 
(3 juin, de 7 h. à 10 h. 1/2.) 


des paraboles le coefficient p = 


ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 


Mathématiques. 
1. — 4377, Déterminer les deux bases d'un trapèze rectangle, con- 
naissant sa hauteur À, sa surface —hm et le produit k? de ses deux 
_ diagonales. — Discuter. 


IL. — 4378. On donne deux droites de l'espace, AX et BY, ortho- 
gonales entre elles et ayant AB pour perpen- 


à B diculaire commune. On prend sur AX une lon- 
} gueur variable AM et sur BY une longueur 
N BN égale à AM. 

1° Démontrer que la sphère qui a MN pour 

Û diamètre passe par les points À et B. 
Yÿ 2° Trouver le lieu du centre de cette sphère. 
A MAEUX 3° Démontrer que le plan tangent en A à 
cette sphère passe toujours par une certaine 

à droite fixe. 


4° Démontrer que la droite MN reste parallèle à un certain plan fixe. 
(2 juin, de 7 h.1/2:à 10 h. 1/2.) 


















Calcul logarithmique. 


Dans un triangle, on donne 
DE=02553, 6 — 3048 et A0 RES N2 00 


Calculer B, C et «. 
(2 juin, dé th. 1/24 2Rh,/1/2) 


Epure. 


. 4379. — Données. — 1° Untétraèdre SMNP dont les faces MNP et SMN 
sont des triangles équilatéraux ; la première est dans le plan horizon- 
tal. MN égal à 220w% est parallèle au bord inférieur de la feuille et à 


une distance de ce bord égale à 50mw, La pente de la face SMN est _ 


| Le Dr est au-dessus du plan horizontal et se projette au-dessus 
_ de MN. 
- 2° Un hémisphère de rayon égal à T0mm, reposant par sa base sur le 
… plan horizontal et au-dessus de ce plan. Le centre de cet hémisphère 
est situé sur la perpendiculaire élevée au milieu de MN, au-dessus et à 
90mm de MN. 
Représenter la projection horizontale de la portion supposée opaque 
de l'hémisphère intérieure au tétraèdre. — Ecrire à l'encre rouge les 
cotes exprimées en millimètres des sommets utiles des courbes d'inter- 
section. — Représenter en traits noirs et fins les lignes de niveau de ce 
solide déterminées par des plans équidistants de 10mm, à partir du plan 
horizontal. — Construire les tangentesaux intersections des deux solides 
aux points qui ont pour cote 50um, puis celles qui se projettent perpen- 
diculairement à MN. 
) (9muin, der ku1/2 à 10 h."1/2) 


BACCALAURÉATS 


SESSION D'AVRIL 1898 


Lettres-mathématiques (Fin). 


LILLE 


I. — 1er sujet. — Translation d’une figure plane. Composition des 
translations. Réduction du mouvement le plus général d’une figure 
plane à une translation ou à une rotation. 


I. — 2e sujet. — On donne les deux foyers F, F' d'une ellipse et la 
longueur 2a de son grand axe. — Construire et discuter les points 
d'intersection de la courbe avec une droite donnée D. 

I. — 3e sujet. — Polyèdres homothétiques. Rapport des volumes de 

deux polyèdres semblables. 
« II. — On donne deux droites parallèles et un point A situé en dehors 
de ces deux droites. On demande de placer entre ces deux droites une 
perpendiculaire commune qui soit vue du point A sous un angle 
donné «, 





I. — 1er sujet. — Microscope composé. 
I, — 2e sujet. — Lunette astronomique. 
1. — 3° sujet. — Télescope de Newton. 


II. — 4380. Deux cubes ayant, l'un 10cm de côté, l’autre 1m de 
côté, sont suspendus sous les plateaux d'une balance ; celle-ci est en 
équilibre quand les deux cubes sont placés dans le vide. 

On met sur le eube le plus gros une surcharge de 187 et on plonge 
les deux cubes dans une masse d'air à une pression x et à une tempé- 
rature de 15° C. On demande la valeur de æ pour laquelle l'équilibre est 
rétabli, 

— 1 . 
ENST 
Poids du litre d'air dans les conditions normales, p — 18",3. 


Coefficient de dilatation de l'air, « 


MARSEILLE 


I.— Variations de cos x avec x. 
11.— Maximum et minimum de l'expression 
a cos? x + 2b cos x sin æ + C sin” #, 
où 4, b, c sont des constantes, 





I.— 4381. Etant donné un photomètre et deux sources lumineuses, 
A et B, situées à la même distance de l'écran du photomètre, on à 
interposé entre l'une d'elles, B, et l'écran une lentille divergente dont 
l'axe optique se confond avec la droite qui joint la source à la région 
observée de l'écran. De cette manière, l'une des moitiés de l'écran est 
éclairée directement par A et l'autre par le faisceau issu de B qui à 
traversé la lentille. Cette dernière a une distance focale de 25cm et est 
à 50cm de la source. Dans ces conditions on constate l'égalité d'éclaire- 
ment des deux moitiés de l'écran. On demande quel est le rapport des 
intensités des deux sources. 


I.— 1er sujet. — Densité des gaz (procédé de Regnault). 
.— 2° sujel. — Fusion et solidification, chaleur de fusion. 
UH.— 3e sujet. — Ebullition, chaleur de vaporisation. 


MONTPELLIER 
4382. — Circonscrire à une circonférence donnée un trapèze isocèle 


équivalent à un carré donné. Calculer les côtés du trapèze. Dans quel 
cas le problème est-il possible ? 





[. — 1er sujet. — Condensateurs électriques. — Théorie. 

1. — 2e sujet. — Lois des courants. — Unités pratiques d'intensité, 
de résistance et de force électromotrice. 

L. — 3° sujet. — Principes des machines magnéto et dynamo-élec- 
triques. 

IL — Un flacon pèse : plein d'air 7008r,30 ; plein d'un certain gaz, 
1068.00 ; plein d’eau, 3k5,100. Calculer la densité de ce gaz par rapport 


à l'air. 
On admettra que le litre d'air pèse 18,29 et le litre d'eau 18, 


, x - - ñ : . ‘PR Fi x CAR LR ‘ £ d è % hé ; ge F 
— 160 — ENTER FC dde PNR ur 
NANCY une longueur OA = « et sur 0y une longueur O0B = b. Une dro 
mobile OM tourne autour du point 0 et 
[. — 1er sujet. — Résolution de l'équation binome dans chacune de ses positions on pro- 


At? + Bag = 0, 
où p et q désignent des entiers positifs ou nuls et À et B des nombres 
quelconques donnés. 


Exemple : 


1. — 2e sujet. — Evaluer l'annuité æ qu'il faut verser à la fin de 
chaque année, pendant n années, pour produire un capital donné A, 
le taux de l'argent étant égal à 2. 

Exemple: n—5; À :— 8000fr ; i — 2 3/4 0/0. 

1. — 3° sujet. — Résolution des trois équations du premier degré : 

ax + by = 4, ax +by=d, by +c"z =, 
où a,a',b,b,b',c",d,d',d" désignent des nombres donnés tels que 
AE 
TARCAUR 

1. — Couper une sphère donnée par un plan de telle sorte que le 
segment sphérique à une base déterminé par ce plan soit équivalent 
au cône de même base qui a pour sommet le centre de la sphère. 


I. — 1er sujet. — Unités pratiques d'intensité, de résistance et de force 
électromotrice. 

I. — 2e sujet. — Principe des machines magnéto et dynamo-élec- 
triques. 

I. — 3e sujet. — Solénoïdes, Aimantation par les courants. 

I. — Un prisme triangulaire isocèle ABC, en verre 
d'indice n, est accolé à deux prismes triangulaires BDA, 
CAE, en verre d'indice n', de telle sorte que l’ensemble 
constitue un parallélépipède rectangle BDEC. 

Etudier la marche d'un rayon de lumière simple ou 
B . blanche qui tombe sur ce système normalement à la 

face BD. 


Dia eE 


POITIERS 


FL. — 1° sujet. — Trièdres supplémentaires. — Définition. — Relations 
entre les éléments de deux trièdres supplémentaires. 

I. — 2° sujet. — Etant donnée une sphère solide, trouver son rayon 
par une construction plane. 

L — 3° sujet. — Mener à la parabole une tangente par un point 
donné. — Dans quel cas obtient-on deux tangentes rectangulaires ? 

Il. — 4383. Calculer le rapport m”m° entre la surface de la sphère 
circonscrite et la surface de la sphère inscrite à un cône dont l’apothème 


1 si Ce) 
est « et le rayon de base b. — Sil'on pose The æ, quelle valeur doit 
prendre æ pour que m soit minimum ? 
L. — 1° sujet. — Microscope composé. — Champ. — Grossissement 
L. — 2e sujet. — Lunette astronomique. — Mise au point. — Champ. 


— Grossissement. 


I. — 3° sujet. — Lunette de Galilée. — Mise au point. — Champ. — 
Grossissement. 


Il. — On fait arriver 2k6,5 de vapeur d'eau saturante à 120° dans une 
cuve à 0° contenant 50K8 d’un mélange de glace et d'eau. On constate 
que la température s'y élève finalement à 54°. Quel poids de glace y 
avait-il à l’origine ? 


RENNES 


L. — 1% sujet. — Faire la discussion des signes que peut prendre le 
trinome à coefficients réels ax? + bæ+c lorsqu'on fait varier æ de 
— æ à +. Reconnaître si un nombre donné « est ou n'est pas com- 
pris entre les racines supposées réelles de l'équation aa? + br + ç — 0. 


L — 2e sujet. — Résolution trigonométrique de l'équation 
at + bxæ+c—=0. 
1. — 3e sujet. — Démontrer que les puissances d'exposant positif et 


entier d'un nombre plus grand que 1 vont en croissant en même temps 
que l’exposant et peuvent dépasser toute limite assignte d'avance. 


. . MIT : . . . r 
À Limite de ”/a lorsque » devient infini, & étant un nombre positif 
onné. 


I. — 4384. Etant donné un angle æ0y —w, on prend sur 0x 


RL …. 




































jette sur elle les longueurs OA et O0B 
en Oa et 0b. Etudier la variation de la 
somme Oa + 0b. - : 


181 


I. — 1er sujet. — Relations entre les. 
aimants et les courants électriques. … 
Procédés d'aimantation. L: 


I — 2° sujet. — Hygromètre de condensation. Usages. 


I. — 3e sujet. — Comment mesure-t-on avec un thermomètre à 
poids une température et le coefficient de dilatation d'un corps solide? 


I. — 4385. D'un point M on laisse tomber un corps pesant suivant 
la verticale MN. Quand il a parcouru un espace MN —7/, on laisse 
tomber du point M un deuxième corps pesant. Au bout de combien de. 
temps les deux mobiles se trouveront-ils l’un de l’autre à une distance 
donnée a ? Cl 

Application: 1=14®, a—10%, accélération dela pesanteur g—9",81. 





‘ 


TOULOUSE 
Etant données une circonférence de rayon R et une tangente CD à 
lèle à la tangente et telle que . 
si l’on abaisse de ses extrémités 
A et B les perpendiculaires BC 
et AD sur la tangente, les diago- 
I. — 4386. On donne un cylindre à double fond en tôle; il est her- 
métiquement clos; on suppose seulement que 
la paroi supérieure MN est traversée par un 
tube qui y est solidement encastré et qui 
depuis GH jusqu'en AB et le tube jusqu’en C.. 
Ona DE —4m1, EF —1n,2. 

La partie inférieure du cylindre est remplie 
d'air dont la pression est mesurée avec un. 
une règle d'argent étalonnée à 0° (le coeffi- 
cient de dilatation de l'argent est 0,00002) est 
de 30°m; la densité du mercure est 13,6 à et 

son coefficient de dilatation cubique est 


cette circonférence, on demande. 
B À 
B À 
C D ( D nales du rectangle ABCD soient 
s'ouvre dans l'atmosphère. De l'eau maintenue 
manomètre à mercure. La dénivellation PQ 
0,00018. On demande la résultante des pres-" 


de mener une corde AB paral- 
égales à une même longueur donnée /. — Discussion. 
à 4° remplit la partie supérieure du cylindre 
entre les deux branches, mesurée à 20° sur. 
sions exercées sur un décimètre carré du fond GH. 





M. — 1e sujet. — Définition de l'inclinaison et de la déclinaison. 
IL. — 2e sujet. — Galvanomètre. (On suppose que la bobine est com- 
posée d’un seul fil et qu'il n'y a qu'une aiguille). À 


Il, — 3e sujet. — Unités fondamentales pour les mesures des cou- 
rants ; énoncé des lois d'Ohm. 


———————@3à — 


QUESTIONS PROPOSÉES 





4387. — On considère sur un cercle S deux points fixes A et B, et 
tous les couples de points C et D conjugués harmoniques par rapport 
à A et B sur le cercle S. 

SALE le lieu du point de rencontre des tangentes en C et D au 
cercle S : F 

2° Trouver le lieu du point de rencontre des droites AC et BD. | 

(H. Micue, lycée de Douai.) 


4388. — On considère toutes les paraboles passant par un point 
fixe A et admettant pour sommet un autre point fixe 0. n. 
1° Lieu du point de rencontre de la tangente en A à l’une quelconque 
de ces paraboles avec l'axe et la tangente au sommet. é 
2° Lieu des foyers de ces paraboles. (Ce lieu est une cissoïde.) 3 
(G. Berxanp, lycée Saint-Louis.) 
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MAXIMUM D'UN PRODUIT DE FACTEURS POSITIFS DONT LA SOMME 
EST CONSTANTE 


par M. Cotton, professeur au lycée de Nice. 





Lemme.— Si a est un nombre positif, et x un nombre algé- 
brique tel que a+a soit positif [a> — a], ona 
(a + a}"(a— na) < art. (1) 
Pour # = 1, on trouve 
(a + a)(a — a) < a, 
inégalité évidente. 
Montrons que, si l'inégalité est vraie pour n — p, elle subsiste 
pour #—p+1. En effet, par hypothèse, 
(a+ a)r(a — pa) < art, 
Multiplions les deux membres de cette inégalité par a; il vient 
(a +ap{a+a—(p+ 1)a(a+a— 2) < art, 
ou bien 
(a + a[(a + a) —(p + 1)a(a +2) —a(a + à) +(p + 1)a?] <'art?; 
donc, a fortiori, en supprimant dans la parenthèse le terme 
positif (p+1)«, 
(a+ a)(a+a) —(p + 2}a(a + a)] < a+? 


gubien (a+ a)ti[a —(p+ 1j] <ar*?. 
Théorème EI. — x et y étant deux nombres positifs variables 
tels que 


æ+ ny = (n+ la, 
le maximum du produit æy" a lieu pour x — y. 
En effet, posons 
Y= a+ a, 
œn = (dE a) {a — na); 


Ga A —NY, 
on en conclut 
par suite, en vertu du lemme, 
œy anti, 
Si & est nul, on a 
DEV EI A, DYy— ati. 
Le maximum de æy" est donc att. 
Gorollaire, — On a toujours xy" <( ce ee 
n +1 
Théorème II. — Le maximum d'un produit de facteurs posi- 
tifs dont la somme est constante a lieu lorsque ces facteurs sont 
égaux. 
Considérons d’abord trois facteurs +, y, +, tels que 
G+y+3 = 3a. 
D'après le corollaire précédent, on peut écrire 


y + 2z\? 
vs <= )» 


doi 








y + 3\?2 0 ? 3\3 
; ana) 
Multipliant membre à membre ces inégalités, il vient 
2 NT 
Xyz <(+) . 


D'ailleurs cette inégalité devient une égalité pour 
D y == d. 
La proposition est donc démontrée. 
On passerait d’une façon analogue au cas de quatre facteurs, etc. 


Remarque. — La démonstration de M. Cotton repose sur l'inégalité 
suivante, indiquée en corollaire : 

æ el y élant deux nombres positifs quelconques et n un entier positif, 
on & 





DEENY\ 
zy" < Ci 
n +1 
On peut l'établir de la manière suivante. 
Posons FA = À; À sera positif ; l'inégalité à établir revient à 





k APN \VEE Nn+HIi+A—A\r! À —1\rr! 
X < A VO tn | pr; 
a n +1 n +1 


ou bien 1 = (n ce 1 À — il < i Ru y REX 
; !n+1 


n +! 





: À A ns Are 
Comme CET est plus grand que — 1, cette inégalité est vraie (Notes 


de MM. V. Hioux et Goulard), 
(E. REBUFFEL, professeur au lycée de Nice.) 


——————————————h} 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE DE FONTENAY-AUX-ROSES 
(1897) 


4176. — Par un point P pris sur la circonference du cercle 
circonscrit à un triangle ABC, on mène des parallèles aux côtés 
BC, CA, AB de ce trianÿle. Ces droites rencontrent la circonfé- 
rence aux points A’, B', C’. Comparer le triangle A'B'C au 
triangle ABC. 

Les triangles ABC et A'B'C étant supposés connus, peut-on 
retrouver le point P? 

Peut-on supposer le triangle ABC déduit du triangle A'B'C 
par le même procédé, à l'aide d'un point P'? Quelle relation y 
a-t-il entre P et P'? 

Peut-il arriver que les triangles ABC et A'B'C' aient un ou 
deux sommets communs ? Dans ce cas, où doivent se trouver les 
points P et P'? 
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4° Lesangles BAC, C'PB' ayant les côtés parallèles et de même 
sens sont égaux ; les arcs BC'C 
et C/CB’ quiles mesurent le sont 
donc aussi, et en retranchant 
l'arc commun CC, on en conclut 
BC' = CB', ce qui montre que 
les cordes BB' et CC’ sont pa- 
rallèles. Ce raisonnement reste 
le même pour les angles A'PC 
et ABC qui ont leurs côtés paral- 
lèles et de sens contraires et se 
modifie aisément dans le cas des 
angles A'PB' et ACB qui ont 
deux côtés parallèles et de même sens et deux autres parallèles 
et de sens contraires. On en conclut le parallélisme des trois cordes 
AA’, BB’, CC’. Il en résulte que les triangles ABC, A'B'C’ sont 
égaux comme symétriques l’un de l’autre par rapport au dia- 
mètre passant par les milieux des trois cordes parallèles AA, 
BB', GC. 
2° Pour retrouver le point P correspondant aux deux triangles 
égaux ABC, A'B'C', il suffit de mener par le sommet A' par 
exemple une parallèle à BC limitée à la circonférence du cercle 
circonscrit. Dans ces conditions, on a PC—A'B; or A’B= AB; 
x ES qu 5) M 

donc PC = AB’, ou, en rétranchänt PB’, B'C = AP;ce 
qui montre que PB’ est aussi parallèle à AC. On verrait de 
même que PC’ est également parallèle à AB. 

3° Les deux triangles ABC, A'B'C/ étant symétriques l’un de 
l'autre, on peut évidemment déduire le premier du second au 
moyen d’un point P' symétrique de P par rapport à l’axe de 
symétrie des deux triangles. 

4° Pour que le sommet A’ du triangle A'B'C' se confonde avec 

un des sommets du triangle quelconque 
r ABC, il faut et il suffit que la paraïlèle PA’ 
N au côté BC passe par À ou coïncide 
avec BC. 
Dans le premier cas, le point P est à 
l'extrémité de la corde parallèle à BC 
issue de À et détermine le triangle A'B'C 
ayant le sommet À commun avec ABC. 
Dans le second cas, P vient en B ou C. 
Supposons par exemple P confondu avec 
C; on en déduit alors le triangle A'B'C' ayant deux sommets 
communs avec ABC. 

Ainsi lorsque les triangles n’ont qu’un seul sommet commun, 
le point P se trouve à l'extrémité d'une 
des trois cordes parallèles aux côtés 





(ee) 








C 


sommets opposés. Lorsque ces trian- 
gles ont deux sommets communs, P se 


Ce que nous venons de dire pour le 
point P s'applique aussi au point P'en 





AD, 0. 


[Ont résolu les quatre parties : MM. A. Bouzy; L. Cabrol; L. Debrun: ! 


L. Delavergnas ; G. Hiernaux ; A. Maître ; A. Mirc.] 

[Ont résolu les trois premières parties seulement; MieiC. David; MM. P. Bar- 
roué ; J. Bordas ; H. Crozemarie; L. Curt; Feintuch; P, Gervaiseau; H. Janois; 
J. Ménéchal ; Le Hénaff ; M. Oger; J. Rigal.] 


4177. — Prouver que tout nombre entier ou décimal est com- 
pris entre 10tu et 10"-lu, en désignant par u une unité de 
l'ordre du chiffre qui occupe le n° rang, en comptant de gauche 


AB, BC, CA, issues respectivement des : 


confond avec l’un des sommets A, B, C, | 


remplaçant simplement A, B, C par | 





on: ROUE à js de eu RAR IN AT D de. 
à droite, à partir du premier chiffre significatif. Par een 
le chiffre de rang n représente des millièmes, le nombre con 























| 107% 1071 } 
t pe, ————— —_————— - 
est compris entre 1000 et 1000 è 


Soient N un nombre quelconque entier ou décimal. En divi-. 
sant N par &, valeur relative de l’unité de l’ordre du n° chiffre. 
dans N, le quotient représente un nombre composé de » chiffres . 
à la partie entière. On peut donc écrire 


. 410%-1 << << 107, 


et, par suite, en multipliant par «, 
10% 2% << N <Z 10%. CL OS 

Exemples.— Si N — 340, enprenant n —1, on a w = 100, 
et 100 << 340 << 1000. | 
Si N = 2457,2153, en prenant n —=1, ona u— 
109 << .2407,2153 < 10% | 

(L. DELAVERGNAS, à Limoges.) 

(Ont résolu la même question: MM. J. Bordas; L. Cabrol; Crozemarie ; 
L. Curt ; P. Dégeilh; E. Foucart; E. Fourmon; P. Gervaiseau ; Gourdet ; 


G. Hiernaux ; H. Janoïis; Louvet; A. Maître ; A. Mirc; Niel; M. Oger; J. Rigal; 
P. Tribier ; P. Vincent.) 


10% ? et 


4178. — Trouver le plus grand commun diviseur des nombres … 
2820 MR 119 >< 1816 >< 549 NC 

sans effectuer le produit indiqué et sans faire aucune décompo- 
sition en facteurs premiers. 


Cherchons par la méthode des divisions successives, le plus 
grand commun diviseur entre 2520 et chacun des trois nombres 
119, 1816, 549. On obtient ainsi les trois nombres consécutifs 
7,8, 9. Ces nombres étant premiers entre eux, leur produit 
divise 2520; donc 7 <X8>»x9— 504 est le plus grand com- 
mun diviseur entre 2520 et le produit 119 >< 1816 >< 549. 


{(L. CURT, école normale de Bourg.) 


Le raisonnement précédent suppose implicitement la proposition 
suivante: Soient d, d', d” les p. g. ec. d. entre un entier m et d'autres 
entiers a, b, c; si ces nombres d, d', d" sont premiers entre eux, leur 
produit dd'd" est le plus grand commun diviseur entre m et le pro- 
duit abc. 

En effet, m étant divisible par les nombres d, d', d" premiers entre 
eux, ce nombre x est aussi divisible par leur produit p = dd'd". 


; à m a 
d étant le p. g. c. d. de m et a, les entiers NE et a sont pre- 


m m a 
—— = — et —: On 
dd'd" p d 
: 51: m : b C1 
montrerait de même que D est premier avec T et PT il est donc 
; x a b C abc x 
premier avec le produit —:—.— "Par sure, en 


miers entre eux; a fortiori en est-il ainsi de 


divisant » et abc par p, on obtient des quotients premiers entre eux; 
p est donc bien le p. g. €. d. à m et abc. 
[Ont résolu la même question : Mike C. David ;' MM. E. Ardin-Delteil ; 
J. Bordas ; Crozemarie ; M, Dacquinis ; L. Delavergnas; A. Desplat; Donnadieus - 
E. Foucart; E. Fourmon; Gourdet; Gourdin ; H. Guillaud ; G. Hiernaux ; 
H. Janois; Le Hénaff ; Louvet ; A. Maitre ; Méhu ; J. Ménéchal ; Mérigeaud ; 
A. Mirc; Niel; A. Noyelle ; M. Oger ; P. Plisson ; Ch. Szabo ; H. Waldenaire ; . 
M. Vial ; L. Vignes ; J. Wüttner.] 


8 — ———————— 


ARITHMÉTIQUE 


3911. — On sait que, si le chiffre des unités d'un carré est 5, 
le chiffre des dizaines est 2; démontrer que le chiffre des cen- … 
taines est 0, 2 ou 6. “14 


ibn De secs LÉ ee 
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_ On sait que, si le chiffre des unités d'un carré est 1 ou 9, le 

_ chiffre des disaines est pair ; démontrer que le chiffre des cen- 
taines est de même parité que la moitié du chiffre des disaines. 


1° Lorsqu'un nombre entier est terminé par un des chiffres 


| 1 A COM APE RE A LT PE, ART AR (4) 
son carré est terminé par 
| fe OT NC ECO NES OP"URE E (2) 


_ Si donc le chiffre qui termine le carré est 5, le tableau précédent 
montre que le nombre lui-même est terminé par 5 ; il est donc 
de la forme 10m+5; par suite son carré s'écrit 

100m? + 100m + 25 ; 
ce nombre est évidemment terminé par 25, et le chiffre de ses 
dizaines est 2. 

Le nombre de ses centaines est m?+m; le chiffre des 
centaines est donc celui qui termine la somme m?+m, c'est- 
à-dire celui qui termine la somme de leurs derniers chiffres à 
droite. On obtient ces sommes en ajoutant entre eux les nombres 
de même rang des suites (1) et (2); cette opération ne fournit 
pas d’autres derniers chiffres que 0, 2, 6. 

20 Lorsque le chiffre des unités du carré est 1 ou 9, la com- 
paraison des suites (1) et (2) montre que le nombre est terminé 
par 1, 3, 7, 9 ; il est donc de l’une des formes 


10m + 1, 10m + 5, 10m + 7, 10m—+9. (3) 
Son carré est alors de l'une des formes 
4 100m°? + 20m + 1, 


100m°? + 60m + 9, 
100m? + 140m+9 — 100(m? + m) + #0m + 9, 
100m°? + 180m + 1 — 100(m°? + m) + 80m + 9. 

Pour démontrer la proposition en question, nous allons cher- 
cher le chiffre des dizaines et le nombre des centaines de chacun 
de ces nombres. Il suffira de prouver que le nombre des centaines 
est de même parité que la moitié du chiffre des dizaines. Nous 
ne ferons le raisonnement que pour le premier et le troisième ; 
il se ferait d’une façon analogue pour les autres. 

Prenons donc 4100»? + 20m +1 par exemple. Soit X le der- 


nier chiffre de "», de telle sorte que 
ÿ L 


! m = 10q + À ; 

on en conclut 2m = 2q X< 10 + 2k, 

et 100m2-+ 20m + 1 — 100m? + 29 >< 400 + 2k X 10 +1 
—= (100m? + 2q) + 2% X 10 + 9. 

Si k est égal à 1, 2, 3, 4, le nombre 2x est inférieur à 10; le 
chiffre des dizaines est égal à 24. Le nombre des centaines est 
m? + 2q, de même parité que m, c’est-à-dire que À; la propo- 
. sition est donc démontrée. 

_ Si À est égal à 5, 6, 7, 8, 9, le nombre 2 est égal ou supérieur 
À à 10, mais plus petit que 20; 24x10 renferme alors une cen- 
! taine ; le chiffre des dizaines est 24 — 10 — 2(k —5), nombre 
“ pair. Le nombre des centaines est m°?+2q +1, nombre de 
2 parité différente de m», c'est-à-dire de 4, mais A—5 est aussi 





… de parité différente de %; donc m?+2g+1 et k—5 sont 
_ de même parité. 
On raisonnkerait d’une façon analogue sur 


100m? + 60m +9, 

Prenons maintenant le troisième nombre, à 
A00(m? + m) + 40m + 9, 
et remarquons de suite que m?+m est un nombre pair. Soit 

… encore À le chiffre des unités de m ; 

» : | m—=109+#+8, 

| d'où km = 4j XX 104%, 

et 100(m°-+m) + 40m + 9 — 100(m? me + 4g) + 4h >< 10 + 9. 

| Si k est égal à { ou à 2, 4#k.est plus petit que 10 ; c’est le chif- 


‘ 
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fre des dizaines ; il est donc pair. Le nombre des centaines est 
m° + m+4q, nombre pair, c'est-à-dire de même parité que 2k, 
moitié de 4x." 

Si À est égal à 3 ou 4, le nombre 44% 10 
centaine et de %4k— 10 — 2(2% — 5) 
centaines est m°? + m + 4q +1, 
2k — 5. 

Si À est égal à 5, 6, 7, le nombre 44x10 se compose de 
deux centaines et de 4% — 20 — 2(24 — 10) dizaines; le nombre 
total des centaines est m?+m+4q+2, nombre pair de 
même que 24 — 10. 

Enfin si À est égal à 8 ou à 9, le nombre 4#kx%<10 se com- 
pose de trois centaines et de 4% — 30 — 2(2% — 15) dizaines : 
le nombre des centaines est  m°?+-m + 4q +3, 
comme 2% — 15. 

La proposition est ainsi démontrée dans tous les cas. 


se compose d'une 
dizaines ; le nombre des 
nombre impair de même que 


nombre impair 


4294. —- Trouver la somme des exposants des facteurs pre- 
miers qui figurent dans les diviseurs du nombre N — abc’. 


Première solution. — On sait que tous les diviseurs de N, y 
compris l'unité et le nombre N lui-même, sont représentés par 
les termes du produit des trois sommes 


1+Ha+e + +4, 
140 + BH. D, 
LHc+ ce +. Ho. 

Cherchons d'abord la somme des exposants du nombre pre- 
mier a. Une puissance quelconque a? de à (p <a) figure 
dans tous les diviseurs de N qui contiennent les puissances 
de b et de c, combinées deux à deux; l’exposant p se trouve 
ainsi répété autant de fois qu’il existe de diviseurs dans le 
nombre bfc', de sorte que la somme des exposants p du fac- 
teur «a est 

pÊ + {y +1). 

En remplaçant p parses diverses valeurs 1, 2, ...,%, on a 

pour la somme des exposants relatifs au facteur a, 
AH2+ . a)(B+ y +) = (a+ (8 +1) +1). 

On verrait de même que les sommes des exposants relatifs aux 

facteurs d et c sont respectivement 


À (244)8 + 1) + 1) 


(a + NB + 1)(7 + 1): 


La somme totale des exposants entrant dans les diviseurs de N 
est donc 


{ 0 f 
HP + Ye + 1)(8 + 1)(y + 1} 
Il convient de remarquer que cette somme ne comprend pas 
l’exposant 1 du diviseur 1 de N. 
(L. GOURDET.) 


Seconde solution. — En divisant N par la suite des diviseurs 
de N, on reproduit, comme on sait, ces mêmes diviseurs dans 
un ordre différent. Par suite la somme des exposants des divi- 
seurs de N est la moitié de la somme des exposants du nom- 
bre N répété aulant de fois qu’il existe de diviseurs dans N. 

La somme des exposants dans N étant aœ+B++, et le 
nombre des diviseurs, (4 +—1){5+1}(y+1), le nombre cher- 
ché est dès lors 
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[Ont résolu la même question : Une abonnée de Tournon; MM. L. Cussenot, 
collège de Mirecourt ; L. Delavergnas, à Eymoutiers ; L. Magne, école primaire 
supérieure de Belvès ; Remondet, à Augisey ; Ribes, de St-Estève ; A. Thorin, 
à Tours.] à 


© ————— —— 


ALGÈBRE 


4260. — Résoudre l'équation 
(m + 2a)Y{a + æ)? + (n — 2a)Ya — x)? = mna* ya? — x). 
L'équation n'étant évidemment pas satisfaite pour æ = — a, 
divisons tous les termes par Y(a+x; l'équation s'écrit 


m + 2a + (n — 2a)\, (a + x) Y(a + x) { 


Nu a —æ\? 2 an}, 
ou m—2a +(n — 2a) \ (2) = mna — : 


En posant 


= mna 








v a 2) 

\ ( ==) À 

a+ x 

y est déterminé par l'équation du second degré 


(n — 2a)y? — mnay + m + 2a = 0, 
dont les deux racines sont 








mna + ÿm?n?a? — k{n — 2a)m + 2a) 
G1 2{(n — 24) 


Connaissant y, on obtient x en résolvant l'équation 





“ mas à D 
V a+) Ÿ 
elle exige évidemment que y Soit positif, en supposant que tous 


les radicaux ont le signe positif. 
Pour cela, élevons chaque membre à la puissance 2h, il vient 


a — x\? 
— y2n, 
a+ x ï 


ixtrayons maintenant la racine p° de chaque membre; on 
obtient 











(4 Ron 4 #2 KT: 
TS eVy?", 
a + æ 
ce étant pris égal à +1 ou +1 suivant que p est pair ou 


impair. On déduit facilement de là 
= dti), 
1+cy/y2r 
Pour que ces deux valeurs de x (réduites à une seule lorsque 
z: = +1) soient réelles et conviennent à la question, il faut 
et il suffit que y soit réel et posilif, puisque la quantité placée 
sous chaque radical est toujours positive. La condition de réalité 
est remplie si l’on a 
mn — &kn — 2a)(m + 2a) > 0, 
ou (mn? + 16)a? — 8(n — m)a — 4kmn > 0. (4) 
Le trinome du premier membre s’annule pour deux valeurs 
réelles a' et a” (a a’) de a lorsque 
16(n — m}? + kmn(m?n? + 16) > 0, 
16(m + n)? + &min° > 0. 
Dans ce cas, la condition (1) n’est vérifiée que pour 
a < a! ou d'a"; 
dans le cas contraire, cette condition subsiste quel que soit a. 
(M: REBEIX, lycée du Puy.) 
: MM. E. Ardin-Delteil, 


ou 


[Ont résolu la même question à Montpellier ; 
ï , 


Î. V. Cambureanu, lycée de Berlad ; L. Cussenot, collège de Mirecourt ; F. Pé- 
gorier, à Cette ; A. Smântänescu, à Jassy.] 
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4332, — Considérons sur une droite quatrepoints A, B,C,D; 
soient | le milieu de AB, V le milieu de CD; la condition néces- ; 
saire et suffisante pour que les points C et D soient conjugués … 
harmoniques par rapport à À et B est 1 


2 AL? De CD” >. LIL”. 
En déduire que, si 1,2, æ3, æ, sont les abscisses des points 
A, B, C, D par rapport à une origine arbitraire O prise sur la 
droite, on «a 


Adi + wars) = (21 + 2)(æs + æ). 


1° Prenons le sens AD comme sens positif. On sait que le 
milieu I de AB et les points C, D, conjugués harmoniques par 


: rapport à A et B, sont liés par la 
I PU 





relation . 
À on B D _- 2-0 PA 
IB* — iC.ID. (1) 
En tenant compte des identités 
IC+ CT + FI = 0 el ID + D +11 = 0, 
cette relation devient | 
18 = (Il —Cr)(l — Dr), 
ou, en observant que IB — _ et Cl==DrE Que 
AB TE CD° 
Fc 4 
ou finalement LE ; 
AB + CD = 4". (2) 


Cette condition nécessaire est en même temps suffisante, car 
en remontant la suite des égalités en sens inverse, on voit aisé- 
ment qu’elle entraîne la relation (1) qui exprime que la division 
ABCD est harmonique. 

2° Pour une position quelconque de l'origine O, sur la droite 
ABCD, on peut écrire 


AB — OB — OA — T2 — Xi; 
CD = 0D—00=% 245 4 
OC + OD LÉ OA + UB e Ua dy — Mi— Lo 
2 2 + LA. VE 
En portant ces valeurs dans la relation établie plus haut, elle 
devient : 





Il = O1 — OI — 


(as — 24) + (ay — 3) = (23 + à, — 1 — 2), 
ce qui peut s'écrire 
(ao — 24)? — (as + œ0)? + (a, — 23)? — (23 + a)? 


= — 2x + &)(23 + a), 
ou, en simplifiant, 


Q{aito + aa) = (a + w2)(x3 + a). | 
(J. SIRE, collège de Lure.) 


_ REMARQUE. — Dans le cas où le point O se confond avec A. 

par exemple, a devient nul et la relation prend la forme bien 

connue 
2 j 1 


ds ONU 


Xy, 

[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; E. Ardin-Delteil; Bayor ta 
A. Bouzy ; J. Delpont; Feintuch; F. Ladevèze ; L. Magne ; H. Michel ; 
M. Rebeix ; P. Reboul; A. Rozier ; V. R. T.] . à 








TRIGONOMÉTRIE 
4335. — Dans tout triangleÿ on a 
RAIN De: LG l 
sin T3 sin 3 sin & << 3: 
Première solution. — D'après l'identité 
2 sin æ sin y — cos (x — y) — cos (x + y), 
lorsque la somme x<+y est constante, le produit sin æ.sin y 
devient maximum en même temps que cos (x— y), c'est-à-dire 
pour cos(æ—7) —1, où æ—y, en supposant les arcs x 
et y dans le premier quadrant. , 
Cela posé, supposons l’angle C constant. La somme 
A B C 
ne ie 
l’est également, de sorte que, d’après ce qui précède, le produit 


sin 5 sin À atteint sa plus grande valeur quand sin à me sin à : 


. Ainsi le premier membre de l'inégalité proposée prend une va- 


leur plus grande lorsque deux des sinus sont égaux; son 
maximum correspond donc à l'égalité des trois sinus ou à celle 


des angles correspondants : 


Le B='GS= 60, 
condition d’ailleurs possible, puisque dans tout triangle la somme 
des angles vaut 180°. 
On peut donc écrire 
sin à sin = sin : < sin? 30° — + 
On vérifierait de même les inégalités 


sin À sin B sin C < N°3, 


cos À cos B cos GC < _ 


(L.-A. BLANC, à Clermont-Ferrand.) 


Deuxième solution.— En remplaçant sin & > Sin È » Sin E 


par leurs valeurs connues en fonction des côtés, l'inégalité à 


démontrer devient 
8(p — a)(p —b)(p— c) < abc, (1) 
ou (b+c—alc+a—bla+b—0c) <, abc. 
Les trois facteurs du premier membre de cette inégalité sont 
positifs comme représentant chacun l'excès de la somme de deux 
côtés sur le troisième. Posons alors 








b+c—a—a, cC+a—b—=$f, Cm ENT 
on en déduit 
PET Y+a a+ 
= — b= ; = à 
SH RN 2 Tue 


et l'inégalité à démontrer se ramène à 
Baby << (2 + Vly + ax + À). 
En simplifiant et divisant ensuite par la quantité positive 494, 


il vient 


MR (+ de -(+ cs 
(Les) + ce roi A Ir À 
résultat évident : chacune des sommes entre parenthèses étant 


. comme on sait au moins égale à 2. 





Ce qui revient 4 a — ÿ —"er ou à 
A=B=— OC), l'inégalité se transforme en égalité. 

Remarque. — En tenant compte des formules 

S = ÿplp — al(p — bp —c) et 4RS = abc, 


à 





ou R > 2r, 
résultat qui découle immédiatement de la relation d?—=R(R—2r). 


Troisième solution. — On a 








OA AN TT RTC) B + G 
sin =sin(—— er 
Par suite, si l’on pose 
B+C _ C+A _, À +B 
= 0, = $, = =», 


les angles «x, P, y définissent un second triangle, puisque la 
somme des angles reste la même, et il faut démontrer que pour 
ce triangle, on a 


i 
cos x Cos P cos y < Aa 


Or en remplaçant cosy par —cos(:+$) et en divisant par 
cos? a cos? D, il vient 


— (cos a cosf—sinasinf) _ 1 
cos « cos D 5 8 cos? a cos? b ? 
il 
ou —H—tgatgf) < + (1 +te a +8 h), 
ou te a tg28 +ig a +te 5 —8igatg +9 > 0, 


ce qui peut s’écrire 
(tg a tg3— 3? +(tga—tgf)? > 0. 

Le premier membre se présentant ici sous la forme d’une 
somme de deux carrés est toujours positif, sauf si les deux 
carrés s’annulent en même temps, ce qui arrive lorsque 

== =>" JU \ (AL es 
tea teé—V7, d’où da 0 = 000! 
(FEINTUCH, collège Chaptal.) 

[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; F. Beynas ; À. BouzY ; 

F. Chuberre ; L. Cussenot ; L. Delavergnas ; J. Delpont; G. Hiernaux ; 


E. Layes ; F. Leulliot; L. Magne ; J. Méhu ; A. Nayel ; M. Oger ; F. Pégorier ; 
M. Rebeix ; P. Reboul : P. Robin ; E. Sinturel; C. Szabo.] 


4365. — On donne un quart de cercle AOB de rayon égal à 
l'unité. Soit OPMQ un rectangle inscrit dans ce quadrant. 

10 Déterminer l'équation trigonométrique à laquelle doit satis- 
faire l'angle x —MOP pour que le rapport du périmètre du 
rectangle à,sa surface soit égal à un nombre donné m. 

20 Calculer l'angle x dans les cas particuliers où 


m = 46, D V2. 
(Bacc. lettres-math., Bordeaux, avril 1898.) 


19 On doit avoir 
20P+MP) _ æ 
CE M PA Ten? 


ou, puisque - OP — cosx et MP —sinx, 
2(cos æ + sin x) — m sin & COS æ. 

Dans le cas de l'angle + aigu, seul consi- 
déré dans l'énoncé, cette équation a ses deux 
À membres toujours positifs ; on peut donc les 
élever au carré sans introduire de solutions étrangères ; on a 
ainsi 

4(cos? & + 2 cos x sin x + sin? æ) = m?(sin + cos x)”, 





0 P 


ou, en remplaçant 


cos? æ—-sin?æ pari et  cosæsinæ par 


- sin 2%, 
me sin? 2x — 16 sin 2x — 16 — 0. (1) 
L'angle æ étant supposé aigu, l'angle 2x sera compris entre 
0 et =, et par suite sin 2x doit être compris entre 0 et 1. Toute 






DIS SER Erv Ve Tee | 





| 
| 


racine de l'équation précédente, comprise entre 0 et 4, pourra 
être prise pour sin 2x, et il lui correspondra deux valeurs de 


. T 
l’angle 2x, l’une comprise entre 0 et 5 , l'autre entre ct et t; 


donc deux valeurs de *, l’une entre 0 et Gé l’autre entre 


F et _ : 

L'équation (1) n’admettant qu'une seule racine positive, cette 
racine ne sera acceptable que si elle est comprise entre 0 et 1, 
c'est-à-dire si les résultats de substitution des nombres 0 et ! 
dans l'équation (1) sont de signes contraires. Ces résultats sont 
— 16 et m?—32 ; il faut donc 

m?— 32 > 0, 
m> 4ÿ2. 

Dans ces conditions, il correspond à la racine acceptable deux 
valeurs de x. 

20 Pour m = 4/6, l'équalion (1) devient 

6 sin? 2x — sin 2x — 1 = 0; 
on en déduit la racine positive 


RS 22 A mL Me à Qu 
Pnte M MENT L LETNDR A D 
T TT 
d'où 22 — — ou DTNT — 
6 6” 
ar suite æ 7 ou À] 4 
— Di 
n: 12 2 12 


Pour m—4y2 (minimum de "), il vient 
sin 2x =, 
d'où la solution unique 
T 
QU sem rer 


4 
(A. SMANTANESCU, lycée de Jassy.) 


DD —— 
0 — 5 1? 


[Ont résolu Ja même question : MM. F. Beynas; À. Chapron ; E. Le Maigre ; 
C. Marie ; A. Navel ; L. Patin.] 


Dans la plupart des solutions reçues, les auteurs ont négligé de remar- 
quer que l'équation sin2x = à (0<a<1) fait connaître deux 
angles 2%, l'un aigu, l'autre obtus, et par suite deux angles x, tous deux 


aigus. 


— #4 ————  — ——— — 


MÉCANIQUE 


4253. — Etant donné un hexagone régulier ABCDEF, on 
suppose que le sommet À est attiré par les autres sommets avec 
des intensilès respectivement égales aux inverses des distances : 

1° Déterminer la résultante de ces attractions ; 


2° Même question, en substituant à l'hexagone un polygone 


régulier convexe de n côtés. 


Construisons la droite (A) in- 
verse de la circonférence circons- 
crile au polygone, par rapport au 
point À, la puissance d’inversion 
étant 1. 

Les attractions des sommets 
B, C, D, E, F seront représentées 
par les segments Ab, Ac, Ad, 
Ae, Af; et d’après un théorème 
connu la résultante de ces forces 
sera dirigée suivant la droite Ad 
qui joint le point d’application A 
au centre des moyennes dis- 
tances d des extrémités b, c, d, 





e, f, et aura pour intensité 5Ad — a 













Aie 


Dans le cas où le polygone régulier a # côtés, la résultante 
des attractions considérées est encore dirigée suivant Ad et a 
pour intensité * # 


STE À ; 
LOT duels LOC, 






ll 









| 
: . n —1 à 
(n—1)AD = SE: 


[Ont résolu la question : MM. Ardin-Delteil ; Baÿor ; Costes : Fauvernier ; | 
Feintuch ; Jouanneau ; H. Lefèvre; Parizet ; Sevin ; V.R. T.] \ 


a ——————————— cp — 


PHYSIQUE 
‘a » 


4362. — Entre deux conducteurs À, B supposés sans résistance 
sont disposés, comme l'indique la fiqure, 3 groupes de 2 lampes à 
incandescence dont la résistance individuelle est de 10hm,5, Ces 
conducteurs sont reliés aux deux pôles d'une batterie de 4 éléments 
de pile dont la force électromotrice et la résistance individuelles 
sont respectivement 1volt,8 et Oohm,5, Parmi les 3 arrangements 
rationnels de ces 4 éléments, en existe-t-il qui détermineront un 
courant plus intense ? Quelle sera alors la quantité de chaleur 
rayonnée par seconde dans chaque lampe? . : 

(Bacc. lettres-sciences, Potüiers, novembre 1897.) 


1° Les lampes étant associées deux par deux en dérivation, la 
résistance totale du circuit extérieur à la pile 


al © © LB est de 11 | À 


— 1ohm, . 
3 1 


Si l’on associe les quatre éléments en série, 
on aura 
RATES 


Piles POELE TE IIS 


si on les associe en batterie, 
1,8 
0,5 


—— + 1 
% En 


et si enfin on emploie une association mixte, . 
LES 
005<2 
= — HA 
2 7 
On peut donc employer indifféremment l'association en série 
ou l'association mixte pour avoir un courant plus intense. 


2° D'après la loi de Joule, la quantité de chaleur rayonnée 


dans un circuit est proportionnelle au carré de l'intensité du 
courant et à la résistance du circuit. Or, chaque dérivation est 


Le 


= 1amp,6 ; 


— 2amp,4, 


< 1e D , 2,4 
parcourue par un courant d'intensité égale à M = 0amp,8; sa 


résistance est de 1,5><2 — 30hms, La quantité de chaleur 
rayonnée en une seconde dans chaque dérivation a donc pour 


valeur 


Far | 
PRES Age cal 
CPGE MERE) À Le 
et, par suite, la quantité rayonnée dans chaque lampe est 
l Pie — Ocal,23. 


(H. Micner, lycée de Douai.) 


[M. E. Sevin a résolu la question.] ess. 
[Ont résolu une partie de la question: MM. J. Bruyas; M. Boutry; R. Durand; . 
Jouanneau ; A. Jupeau ; F, Leulliol ; L. M. à Vic ; Le Moingt ; Raynaud.] 1 





AT 
| 4363. — Étant donné un aréomètre de Beaumé pour liquides 
plus denses que l'eau, on constate que si on vient à en diminuer 
_ Le poids de 2s* en enlevant de la grenaiïlle de plomb à son intérieur, 

_ il s'enfonce dans l'eau pure jusqu'à la division 15 de La tige. | 
Sachant qu'une dissolution de sel marin contenant 85 parties 
d'eau et 15 parties de sel a une densité de 1,114, on demande quels 
sont pour cet aréomètre : son volume jusqu'au zéro de la tige ; le 
volume d'une division ; son poids initial. 
(Bac. lettres-math., Bastia, juillet 1897.) 





Dans tous les cas, le poids de l’aréomètre est égal au poids du | 
liquide déplacé par la partie immergée. Si l'appareil remonte de : 
*15div lorsqu'on diminue son poids de 25", c'est que 15div du tube | 
occupent un volume égal à celui qui est occupé par 25r d'eau 

soit 2°, Le volume d’une division est donc de _ cc: 

Soient æ le nombre de divisions représentées par la tige et la 
partie non graduée de l’aréomètre, et p le poids initial de l’ins- ! 

. trument. Quand on l'a plongé dans l'eau salée, comme l’affleu- ! 
rement a lieu à la division 15, le volume du liquide déplacé est de | 
4 PRAMAUTE à 2 29 
(æ—15)-= cc; son poids, égal à p, estde (x—15) ><, 114 gr, | 
d'où 
2 


pe — 15) X 1,114. (4) 


Si on plonge l’aréomètre dans l'eau, le volume du liquide 
déplacé est toujours de (x —45) Fe Li puisque l’affleurement 


- a encore lieu à la division 45, mais le poids de l'instrument est. 
alors p—2. On a donc 















He 
Des équations (1) et (2) on tire 
p = 496,54 
et æ — 146,5. 
La L4 . . . à 
En résumé, le volume d’une division est Eee 05,133; 
le volume de l’aréomètre jusqu’au 0 de la tige est 
146,5 X 2 
Dr ts 


le poids initial de l’aréomètre est 198r,54. 
(P. DUCLOS.) 


[Ont résolu la question : MM. A. Bouzy : J. Bruyas ; B. Carrière; A. Chapron; 
….C. Dujardin,; L. M., à Vic ; Æ. Le Maigre ; RP. Reboul ; A. Rozier; A. Sambucy; 
“G. Tastet ; J. Valentin ; J.E. Villemagne.] 


A  — —— —— ———— ——— 


CONCOURS DE 1898 (Suite) 


a — 


INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE 


Mathématiques. 


8x? + Jr — 14 


| dd +m—1 
prend toutes lés valeurs possibles. — Courbe correspondante. 


1. —4889. Variations de la fonction y — quand 


Il. — 4390. Calculer les côtés d’un trapèze isocèle circonserit à un 
cercle de rayon R, sachant que le volume engendré lorsqu'il tourne 

autour de sa plus grande base est égal à 8raR?. 

_ Discussion. 

1 (13 juin. — Durée: 3 heures.) 


+ 


Physique et Chimie. 


[. — Evaporation. — Ebullition. — Principe de la distillation. 
IL. — 4391. Un tuyau vertical plonge dans l'eau d'un réservoir de 


grande capacité et contient un piston dont la base est séparée du 
liquide par une colonne d'air de 0,50 à la pression atmosphérique. On 
élève le piston jusqu'à 6% au-dessus du niveau du réservoir : sachant 
que la hauteur du baromètre en eau égale 10%, calculer la hauteur de 
l'eau située dans le tube. 


1, — Composés oxygénés de l'azote (préparations et propriétés physi- 
ques et chimiques.) 
(13 juin. — Durée : 3 heures.) 


Sciences naturelles. 


I. — La chlorophylle et ses fonctions. 


IL — La moelle épinière ; sa structure, ses enveloppes, ses relations 
avec le sympathique et les nerfs rachidiens. 


(14 juin. — Durée : 3 heures.) 


: Epure. 


4392, — On donne un plan P passant par æy (æy est le petit axe de 
la feuille) et faisant avec la partie antérieure du plan horizontal et au- 
dessus de ce plan un angle de 30°. 

Dans ce plan est situé un pentagone régulier ABCDE dont le rayon du 
cercle circonserit est 4cm ; le sommet A est à une distance de xy égale 
à 16em, Ce sommet se projette sur le grand axe de la feuille et est le 
point le plus en avant du périmètre du pentagone. 

Ce pentagone est la base d’une pyramide, située au-dessus du plan P, 
dont la hauteur.est 12cm et dont le sommet se projette horizontalement 
en un point $ situé à 8em à droite du grand axe et à 3% en avant du 
petit axe, 

On demande de représenter par deux projections (parties vues et 
cachées) la portion du volume de cette pyramide comprise ‘entre le 
plan P et le plan bissecteur de l'angle dièdre aigu que fait le plan P 
avec le plan vertical. 

(15 juin. — Durée: 3 heures.) 


ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES 


Arithmetique et Géométrie. 


I. — 4393. Le carré d'un nombre entier est terminé par 9; quel 
peut être le chiffre des dizaines de ce carré? De mème, en admettant 
que ce Chiffre des dizaines soit 2, quelles valeurs peut prendre le chiffre 
des centaines ? 


II. —.:4394. On donne un plan P et une droite d .qui se coupent en 
un point A. Par le point A et dans le plan P on mène une droite d'. On 
demande d'étudier la variation de l’angle des deux droites d et d' lors- 
que, la droite d restant fixe, la droite d’ tourne autour de À dans le 
plan P. Qu'arrive-t-il si la droite d fait des angles égaux avec trois 
positions distinctes de la droite d'? 


IL. — 4395. Démontrer que tout parallélogramme circonserit à un 
cercle est un losange. Parmi tous les losanges circonserits à un cercle, 
celui qui a le plus petit périmètre ou la plus petite surface est un 
carré. 

Calculerle côté d'un losange circonscrit à un cerele de rayon donné R, 
connaissant la somme 24 des diagonales de ce losange. 


| » . . . 
IV. — 4396. a étant un entier, indiquer le plus grand entier contenu 
dans l'expression 








Ve a V/4a + V16a? + 8a + 3. 


(20 juin, de 8h. à midi.) 





Physique et Chimie. 
[. — Comment détermine-t-on la masse et le poids d’un corps? 
II. — Acide sulfureux. 


IL. — 4397. Quel est le poids de bioxyde de manganèse pur qu'il 
faudrait employer pour obtenir 1!t de chlore à 20° et sous la pression 
de 740mm ? Quel serait le poids de fer pur avec lequel on pourrait par 
la décomposition de l’eau préparer l'hydrogène nécessaire à la transfor- 
mation totale du chlore obtenu en gaz chlorhydrique ? 

On prendra pour poids atomiques de l'hydrogène, de l'oxygène, du 
chlore, du manganèse et du fer les nombres 1, 16, 35,5, 55 et 56, 


' 1 
pour coefficient de dilatation du chlore 333 * Pour densité de ce gaz, 


2,5 et pour poids d'un litre d'air 18",293 à 0° et sous la pression 760mn, 
(21 juin, de 8 h. à midi.) 


Histoire naturelle. 


I. — Les Mammifères; insister sur les caractères qui les distinguent 
des Oiseaux et des Reptiles et sur ceux qui les rapprochent de l'Homme. 
— Classification; indiquer particulièrement les espèces utiles ou nui- 
sibles à l'Homme de chaque ordre. 


IT. — Forme et structure de la feuille, 
(22 juin, de S h. à midi.) 





CONCOURS GÉNÉRAUX 


Classe de Mathématiques élémentaires. 


Mathématiques Paris et départements). 











4398. — Résoudre le système d'équations 
y +3 Z + L+ y 
= {04 ii EC; 
À — yz 1— 57 dry 


où à, b, © sont trois nombres donnés. 

Démontrer qu'il existe un système de valeurs pour x, y, z qui véri- 
fient ces équations et qui sont respectivement de même signe que les 
quantités 


b+c— a+ abc, C+ a —b + abc, a+ b— c+ abc. 


(16 juin, de 8 h. 1/2 à 2h. 112.) 


Classe de Première-sciences. 


Physique et Chimie (Paris et départements). 


I. — Décrire les principales expériences qui mettent en évidence la 
transformation du travail mécanique en chaleur. — Définir l’équiva- 
lent mécanique de la chaleur. 

Un travail de T kilogrammètres produit dans un poids d'eau de P ki- 
log. une élévation de température 4. Quelle serait en ergs l'expression 
de l'équivalent mécanique de la chaleur? 

I. — Acide formique et chloroforme. — Préparation et propriétés. 

I. — 4399. On traite un poids d'urée par une dissolution con- 
centrée et bouillante de potasse caustique. Un des produits de la réac- 
tion, que l’on suppose complète, est gazeux et aurait, à 0° et sous la 
pression de 0,760, un volume de 221it, Quel est le poids d’urée qui a 
été décomposé, et quels sont les poids des produits de la décomposition ? 

Densité de l'oxygène, 1,105. 

Densilé de l'hydrogène, 0,069. 

Densité de l'azote, 0,972. 

Poids atomique du carbone, 12. 

Poids atomique du potassium, 39. 

Poids du litre d'air à 0° et sous la pression de 9m,160, A8r,293, 


(16 juin, de S h. 1/2 à 2 h. 1/2. 


RL LU CUT", 
QUESTIONS PROPOSÉES 


4400. — On porte sur une droite orientée, à partir d’une origine 
arbitraire, quatre segrnents mesurés par les racines x: et 2, 43 et 


: din "NS 


YA FT 4 168. ss r% VBA 
























AU PRE BL MONS 2 EN she VS TN ARE 
de deux équations du second degré MORALE 
| ar +br ttc = 0,, STE 
a'xt+bæ+c = 0. = 


Trouver sur la droite un couple de points qui soient conjugués ha 
moniques aussi bien par rapport aux extrémités des segments a et æ 
que par rapport à celles des segments æ3 et 2. "A 

(A. RoussEL.). 4 


À 


4AOZ. — Inscrire dans un losange ABCD un trapèze MNPQ de sur- 
face donnée $S et qui soit de plus circonscriptible à un cercle. 


Données MAC 7 PDP TM; les bases MN, PA d 


trapèze sont parallèles à la diagonale BD du losange. | 
Inconnues : les distances AI = x, CH — #7 des sommets A et C du 
losange aux bases MN et PQ. 

Discussion. 
(E. REBUFFEL.) 


4402. — Soient R et R' les rayons de deux cercles, d la distance de 
leurs centres, 2S la somme d+R+R'; 1 le point où leur axe radice 
rencontre la ligne des centres ; la puissance du point [ par rapport aux 
deux cercles à pour expression 


4S(S — d){S — R)(S — R') 
Pre ON 
(A. Coussar, Lyon.) 


4403. — On considère deux cercles 0 et 0° et deux points fixes A 
et A’ sur chacun d'eux ; on mène deux rayons OB et O'B', rencontrant 
les cercles 0 et 0’ en B et B’, et faisant entre eux un angle constant V; 
on mène enfin les droites AB et A'B' quise coupent en P. On fäit varier, 
OB et O'B' et on demande : 

4° Le lieu géométrique du point P ; 

2° Le lieu géométrique du centre du cercle circonserit au triangle” 
PBB'. 

(J. VIDAILLET.) 


4404. — Soient O le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC; 
H le point de rencontre des hauteurs ; D, E, F les milieux des côtés. 
Aux points O et H on applique six forces représentées en grandeur et: 
en direction par OD, OE, OF, HA, HB, HC. 

Déterminer l'intensité et la direction de la résultante du système. 

Dans quel cas ces forces se font-elles équilibre ? 

(E. SINTUREL, à Cusset.) 


A ———  ————————————————— 


BIBLIOGRAPHIE 


Notions de slatique graphique, par M. E. Cowerre. 
(Félix Alcan, éditeur.) 


Dans cet opuscule de vingt-deux pages, destiné à être réuni au cours 
de Mécanique et de Statique du même auteur, M. Combette a eu l'in 
tention de mettre à la portée des élèves de l’enseignement secondaire: 
les principes de la Statique graphique. Cette méthode remarquable est 
demeurée jusqu’à ce jour si complètement étrangère à leurs cours de 
mécanique qu'ils sont forcés de passer par une initiation nouvelle pour 
profiter des traités de mécanique appliquée destinés à former l'art de 
l'ingénieur. La simplicité et l'élégance de la méthode exposée dans 
l'opuscule de M. Combette suffiraient pour justifier l'introduction de la 
statique graphique dans les plans d'études secondaires ; quelques 
exemples contenus dans ces courtes pages font encore ressortir les 
merveilleux avantages pratiques de cette conception et donnent l'envie 
de poursuivre plus loin ses développements, en ouvrant le traité ma 
gistral de M. Maurice Lévy, de qui M. Combette s'est inspiré. | 

En ce moment où l'Enseignement secondaire reçoit de tous côtés le 
conseil de joindre à la culture générale la préparation aux connaissances 
pratiques qui convient à notre époque pressée, l'opuscule aussi cla 
que précis de M, Combette vient fort à propos pour répondre à ce be: 
soin, et fournit le complément désiré à l’enseignement de la méca 
nique. 

J. GIROD.. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (1898). 


4398. — Résoudre le système d'équations 


VEN 3 + x 


É œ + y 
À — yz A— 23% 


LE mp 








= 4, 


où a, b, c sont trois nombres donnés. 

Démontrer qu'il existe un système de valeurs pour x, y, 3 qui 
vérifient ces équations et qui sont respectivement de même signe 
que les quantités 

b+c— a+ abc, 


c+ a — b+ abc, a + b — c + abc. 





Soit 
'Éa i 
Pan 
< Zz + © 
{ TRE 
+ y se 
A — xy 


Appelons «, 0, des angles compris entre — _ et Le — ayant 


respectivement pour tangentes les nombres 1e bic 
Posons 
s — gi; 


DUT ENS te"); 


le système (1) devient 


tgin+0=tge, 
(2) Le (CHE) = te b, 
tg En) = tg y, 

d’où 
4 n+é—=2+Rr, 
(3) VedEmptns 
Etn=v+Âr, 


k, k!, k! étant des entiers arbitraires. On déduit des équations 
(3) par addition 

2E+n+) —=a+b+r+(R HR + km. 
Combinant cette équation auxiliaire successivement avec chacune 
des équations (3), on en conclut les valeurs 


__ P+y—a kR+k' +R" 
Br io NEC EUR T— À, 
4 NC RE" 
7 a: 2 2 2 
— kR+Rk" 
per # RER Atos EE tirs Are 


Prenant enfin les tangentes des deux membres, on trouve 








CORAN NE AN PAL 

jotgt= te | 5 pre = r ), 
BRETON V ANNE A0 px 

(4) y=ten = tg (IE ner r }: 
, a+b—)y kR+k + k" 

see te (ET ER ). 


L 
Ces formules fourniront toutes les solutions du système proposé, 
à condition d'y donner à k, k', k" toutes les valeurs possibles. 


Si kA+k +R" est pair, les formules (4) donnent 
f Sn SAT 
| mie FE A eue > ) 
Y+a—f 
(à) ARS: 
Que PCR ET 
| 3 = {g . 
Si au contraire k+k'+k" est impair, les mêmes for- 
mules donnent 
D+y—a 1 
ét OlR —T  — 
« ane À 
(6) = — cotg EI E TER 
a = — Ccotg a +È—7 I 


9 


Il reste à démontrer que les valeurs des inconnues appartenant 
à un de ces systèmes sont de même signe que les quantités 


b+c— a+ abc, Cc+a—b + abc, a + b— c+ abc. 








On écrit 
CAR “a P+ 
2 D ? 
d'où 
À el a ; 
B+y—a Du ri £ 
8 9 EL —, A à RS 


cette expression est de même signe que le produit 
2 fs B 
(7) (en a) (1-+a gi ET =) 


eee 








1 
ide CL 2 LAON À ME = 
a nan pe 
LÉ EE 
D'autre part, 
a+b8+Yy 
Ant 
2 a + b + c — abc 
= RÉ ue 
A nt ou Ar ATEN pr CT 
2 





ER j d LS 
PEN T9 AE Dave prfe 0 


; | dl, 
, : 


— (1 + a?)(b + c — a + abc) 

a + b + c— abc 

ñ Par permutation circulaire des lettres 4, b, c, on voit finale- 

à ment que les valeurs de x, y, : appartenant au système (5) seront 
Le de même signe que les quantités 


SRÉCEN 
2 


. 


(1 + a?) tg 


Mr Ed 


a + b + c — abc (Re CRM, 


| a + b + c — abc (Ga RCE Hbo) 


nsot+B+) 
a+ er) HP ET 
Tao ee ao ne F0) 


Le système (5) satisfera donc aux conditions énoncées si 


a + + 
el 


HT aie DE 


dans le cas contraire, ce sera le système (6). 
(F. TARATTE, professeur au lycée de Saint-Quentin), 


[Solution analogue par M. DérouG, professeur au collège de Toul.] 


Autre solution, — On pourrait se proposer de résoudre le 
système donné sans avoir recours aux formules trigonométriques. 
Les deux premières équations s’écrivent 


3+x = b(1 — 2x); 


) 


y +3 = a(l — ya), 
d’où 
a — 3 b— 3 
HAE M enr (1) 
portant ces valeurs dans la troisième, elle devient 
a— x b— 3 (a — :)(b — 3) 
EST Arr HE as(TE hi 
équation qui s'écrit 
(LHas)(1 +bs)— cs —a)(3—b)+(3—a\1 +03) + 
et enfin 


(a+ b— c+ abe)(32 —1) + [1 — ab + ca + b)]z = 0. (2) 
Les racines de l'équation (2) sont toujours réelles, de signes 
contraires, inverses l’une de l’autre en valeur absolue. Les équa- 


tions (1) font connaître les valeurs correspondantes de x et de y. 











= ç— 


(3—b)(1 +as) = 0, 


= 


Si dans ces dernières équations on change 3 en — » yet x 


Là] | 


1 { 
se changent en — RL mr Par conséquent, si «, y, 3 forment 


uñ premier système de solutions, les valeurs du second système 
1 / 
NE 
y 3 
La valeur de + sera de même signe que le produit 
(b — 2) + 3) = (2 — {)3 — D(z2 — 4): 
dans cette expression, on à Île droit de rémplacer 2? —1 par sa 
valeur tirée de l'équation (2): il vient ainsi 


seront 


— — 7 — 


(b— 3)(1 + bz) — (1 Re 0 a cp) 
a + b — c + abc 


s 


<o 


| 
| 
| = EPREUVES [(DÈ— 1)(a+d — c+abc)+20(1—ab+ac+ab)] 
PU Ep ae LHC GER) 
; - La valeur de & peut donc s'écrire 

DE (D + c — a + abc) : Re Et or Pure »2.(3) 
a+ b—c+ abc (1 +3}? 





p LU 4 + eu, d,4 


La parenthèse de l'expression (7) se réduit dans ces conditions à | la valeur de y s'écrit, par échange de 


s lettres a et 
z ue 1 + a? PAT: 
a+b—c+abe (1+a) k 
Les formules (3) et (4) montrent que, si on choisit pour 4 celle. 
des racines de l’équation (2) qui est de même signe que 


D" 








y = (ac —b+ abc). 


a + b — € + abc, 


la valeur de x est de même signe que b+c—a+abc,, ét. 
celle de y de même signe que a + c — b + abc. 


Remarque. — Le système proposé étant symétrique en +, y, 5, - 
a, b,c, on peut se demander quelle est la fonction symétrique de - 
ces lettres qu'il suffirait de prendre pour inconnue auxiliaire w, 
de manière à pouvoir exprimer «,y,23 en fonction symétrique 1 
de «. 4 

Formons, à l’aide des équations données, les quantités 








x—+a et À — ax. 
Il vient 
THAT HN y LE ES TONER 
À — ys À — y3 
EEE A LR YRERS 
À — y3 1 — yz 
On en conclut 
RHONE CRU 


1—ax  1—y3— 32% — «y 
Il est bien clair qu’un calcul analogue, effectué avec la seconde 
et la troisième équation, donnerait finalement 
BH LYS SEC DE ENRAEATTE 
A—ax  1—by  1—0c3  1—y3— 2% — y 
Appelons w la valeur commune de ces rapports; on en déduit 


“: u — b 
ES À + bu’ 


Uu—« 
OR pe cd 
À + au 


u— cc 
FÈSE re (5). 





portant ces valeurs dans l'équation 
pi 0 NC EN ET 
EE À — ys — 5% — 2" 
on trouve, tous calculs faits, l'équation 
(u? + 1)(a+b+e — abc}(u? —1)— 2{ab + ac + bc — 1ju] = 0. 


Les inconnues x, y, z devant être réelles, il en est de mêmede «; 
par suite « est racine de | | 
(a + b + c — abc){u? — 1) — 2{ab + ac + bc — 1}u = 0. (6) 
On écrit ensuite æ sous la forme ‘ 
__(u— al +au) _ alu2—1)+(1— au, 
me EU (1 + au)? ! 
on remplace ”?—1 par sa valeur lirée de (6) ; il vient 
re u 1 + a? 
—a+b+c— abc (1 + au)? Bree 


et de même 


Ve w 1 + bd? "tn 
AT aLb+Ec— abc (1 +bu® (4-4 are, 
[RS u 1+0c? AA 548 
"ab abc (TE cup À 7 SOS , 
formules qui démontrent encore la propriété énoncée. Fi 
On peut remarquer que cette inconnue « est identique à la. 
quantité tg HER employée dans la première solution. 


(M. C. Hugon, professeur au lycée de Nimes, a résolu cette question.] 





© CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES (1897). 


4219. — On donne un triangle isocèle OAB, dans lequel 
OA = OB — a, et on considère un point M situé dans le plan 
du triangle. 

1° Construire le point P, situé sur la droite OM, pour lequel 


on «a 
MA _PA 
MB PB 


29 Trouver la relation qui relie les quantités OM et OP. 

3° Trouver le lieu du point P lorsque le point M décrit une 
circonférence donnée S, — Peut-on choisir la circonférence S de 
manière que le lieu du point P soit cette circonférence ? 

4° Le point M se déplaçant sur une circonférence de rayon 
donné R, tangente à OA au point O, trouver pour quelles posi- 

| tions de ce point M l'aire du triangle AMP «a une valeur don- 

née m?. 


1° On sait que le lieu des points M du plan tels que le rapport 
de leurs distances 
aux points À et B 
soit égal à est 
un cercleayant pour 
diamètre la distance 
des pieds des deux 
bissectrices ML, ML’ 
de l’angle AMB et 
de son supplément. 
Ce cercle, qui passe 
évidemment par M, 
rencontre la droite OM en un second point P, qui est le point 





cherché. 
; Plone MAT 4PA HAE 
| 2° L'égalité VE = PE pouvant s’écrire 
AM _ BW 
| AP BP 


il en résulte, d’après ce qui précède, que les points A et B appar- 
tiennent à un même cercle dont le centre est situé sur PM et 
coïncide nécessairement avec le point O, équidistant de A et B. 

Ce cercle O rencontre PM en deux points N, N° conjugués 
harmoniques par rapport à P et M, d’où la relalion cherchée : 

OP.OM = ON° = «1. (1) 

3° En vertu de cette relation, P est l'inverse du point M par 
rapport au pôle O et au module 
d’inversion a. Donc lorsque M dé- 
crit la circonférence S, le lieu de P 
est une circonférence inverse qu'on 
peut aussi regarder comme homo- 
thétique de la circonférence S. En 
effet, si M’ est le second point de 
. rencontre de OM avec la circonférence S, on a, en appelant p 
. la puissance du point O par rapport au cercle $, 





À . OM'.OM = p, (2) 
et, en divisant membre à membre (1) et (2), 

OP 

OM p 


On obtiendra le centre G de la circonférence lieu de P en 
_ menant le rayon PC parallèle au rayon homothétique M'S. 











Ce raisonnement suppose M’ distinct de O ; il tombe en défaut 
lorsque la circonférence S passe par 0. Dans ce dernier cas le 
lieu est comme on sait une droite perpendiculaire à OS. 

Pour que les cercles G et S se confondent, il faut et il suffit 
que P coïncide avec M’, ce qui suppose p — «. Cette condi- 
tion se trouve remplie pour toute circonférence S orthogonale 
au cercle OÔ de rayon a. 

4° Soit [ la circonférence de rayon R tangente en O à OA. 
Lorsque M se déplace sur le cercle 1, P parcourt une droite A 
perpendiculaire sur O[ en un 
point K tel que 
a? 

SR 

Les triangles AMP, AOP ayant 
une hauteur commune sont entre 
eux comme les bases correspon- 
dantes MP, OP : 


OK = 








AMP MP 
AOP OP 
Or, on a 
1 1 - a 
— 2 ne Æ- 
AMP = m?, AOP = 3 AO.0K — FR ’ 
et, en posant OM = x, 
DE UD Un OM =. + v. 
æ PA 


La dernière égalité implique OM < OP (P extérieur au cer- 
cle 1); lorsque OM > OP (P intérieur au cercle 1), on doit 
prendre 

a? 
4 


MP'= &# — 





De là, deux cas à distinguer : 
Si æ <a, l'équation du problème est 


&Rm? a? — x? 








, 


a 3 a 2 


d’où l’on tire, en écartant la valeur négative, 


—————# ———— 


V ) 4Rm? 
æ = À / . 
(42 


Cette valeur de x, inférieure à a, n’est acceptable qu'autant 
qu'elle est réelle et non supérieure à 2R, ce qui revient à écrire 








0 < a? <, 4R?, 
«a 
a(a? — 4h?) | 
PAT EE 
4 4R PARTS CE 
NE a” =: nu LS a° 
ou bien Are aR << mm? < Ki 


Pour que la première inégalité constitue une véritable condi- 
tion, il faut que 
a? a? 
EE: — 9 
ZE > ak ou 5R > 2R, 
ou OK > 2k. 
La droite lieu du point P ne doit pas rencontrer le cercle. 
Si æ> a, l'équation du problème est 
&Rm? xt — a? 
= — 








? 


a? 2 
4Rm? 
et donne = /# + me 


Cette valeur de x, toujours réelle et supérieure à «, doit être 














PRE dé ei CAES à > bi 1 Ê LÉ à 
ete Le * Th) 

“ RES 
Le 

[ 


inférieure ou égale à 2R, condition remplie lorsque 


2 ' 

cu ie. < Be, 

; a(4R? — a?) 

ou mm? Éres v 

condition qui exige que a vérifie la condition 
a? 
a? << 4R? ou 5R «<< On: 

ou DORE UR 


il faut donc que la droite lieu du point P rencontre le cercle. 
(C. BRUNET, école normale d'Aix.) 


[Ont résolu les trois premières parties seulement : MM. R. Cordier, à Mont- 
pellier ; H. Crozemarie; Feintuch ; E. Foucart; A. Maître; M. Rebeix, lycée 
du Puy; L. Tarrin, à Saint-Gérard-de-Vaux.] 
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ALGÈBRE 


4347. — Dans un triangle ABC rectangle en À, on connaît 
l'hypoténuse a et la longueur d de la bissectrice BD de l'angle B. 
Calculer les côtés de l'angle droit. Discussion. 

(Bacc. lettres-math., Paris, avril 1898.) 


Posons AB—x, AC—Yy. Puisque le triangleest rectangle, 
les inconnues x et y vérifient l'équation 








. a? + y? = a. (1) 
Pour exprimer que la bissectrice de l’angle B 
est égale à d, calculons d'abord AD. D’après 

æ F un théorème connu, 
AD DOTE ME 
œ a œ La” 
A D GC d'où AD ; 
x + a 
le triangle rectangle BAD fournit ensuite la deuxième équation 
a? + FR = &. (2) 


Pour que des valeurs de x et de y satisfaisant aux équations 
(1) et (2) constituent une solution du problème, il faut et il suffit 
qu’elles soient réelles et positives. 

En effet, on pourra toujours construire un triangle rectangle 
ayant ces valeurs pour côtés de l’angle droit; puisqu'elles satis- 
font à l'équation (1), l'hypoténuse de ce triangle sera égale à a; 
puisqu'elles satisfont à (2), la bissectrice de l'angle adjacent au 
côté æ sera égale à d. Le triangle construit satisfait donc aux 
conditions de l'énoncé. 

Le système 


x? —+- y? == a?, 
Rd Re 
lee pe man d 
est équivalent au suivant : 
y? = a — x, 
A æ?(a? A + æ?) x 
a+ + G+ aÿ ti 


La dernière équation de ce système s'écrit, toutes réductions 
faites, 

f(æ) = 2ax? — dx — ad? = 0. 
Une racine de cette équation est négative ; la positive seule peut 
convenir, à condition que la valeur correspondante de y soit 
réelle et positive. D’après l'équation y? = a —x?, il faut pour 





re à 
LAVER 
* Di LE pe 
er — =. 4, 02 \T % : tr n PER arr TS + + 
Ex ! CT PT RON PAL ONU RER Ar TR TT TU NUE, : 


cela que | SEE TAPIE 
a — x > 0, V4 
ou æ <a (puisque + est positif). 
La racine positive devant être comprise entre 0 et a, il faut que 
f(0) et f(a) soient de signes contraires ; 
f(0) = — ad, fla) = 2 — 2ad? = 2a(a? — d), 
il faut donc 
d <a, 
condition qu'on pouvait prévoir géométriquement. 

Remarque. — On peut résoudre un problème analogue en se 
donnant la bissectrice extérieure de l'angle B ; l'équation finale 
5 2ax°? + dx — ad? = 0; 
sa racine positive convient, quel que soit d. 

(A. BOUZY, école primaire supérieure de Vervins.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor; M. Boucly; J. Bruyas; J. Delpont; 
R. Dupland ; X. Lacreuse; C. Marie; A. Mirc ; Morin-Letessier ; A. Nayel; 
L. Palin; F. Pégorier ;«P° Plisson ; Raynaud; M. Rebeix,; P"Rebouls 
Remondet ; J. Villemagne ; J. Wittner.] 


4356. — Calculer les rayons de base d’un tronc de cône cir- 
conscriptible à une sphère, connaissant son volume et sa surface 
totale. 

(Bacc. lettres-math., Dijon, novembre 1897.) 


Désignons par x et y les rayons de base du tronc de cône. En 


De Ce 


égalant à Tr et rb? le volume et la 
surface totale de ce tronc de cône, on a 
ADHLR LUE Le 
—g (TV IEEE 
r(t+y)AD + r(x? + y?) = rb?. 
La section ABCD du tronc de cône 
p Par un plan passant par l'axe est par 
hypothèse circonscrite à un cercle ; on 





À RE 
peut donc écrire 
AD y 
et DH=VAD — AH = + y) —@— y) = 2Vxy. 
Les équations du problème sont dès lors 
2Vaæy (x? + y? + xy) = ai, (4) 


(œ + y) + a? + y? = b?. 7144 (2) 
L'équation (2) pouvant s’écrire 
bp? 
a? + y? + 2y = “+ (2) 
l'équation (1) devient par suite s 
Væy . D? — a, 
af 
d'où PEUR (3) 
En ajoutant membre à membre (2) et (3), il vient 
b? ei 
(x + y}? = 9 + sr 
puis en retranchant le triple de (3) de (2), 
pe, "3a$ 


— y} — Pt 
G—p= ST 


De là on tire facilement 


06 + 2a$ 

PE Ter à 
b5 — Gañ 
con 














puis : LE EE (VE ai + V5 — Gai), 





1 
en pet er 61 96 —— ,/h6 —_ Bnô 
y 20/2 (Ve + 4a Æ Vo 6a Je 


les signes supérieurs ou inférieurs étant pris ensemble. 
Ces valeurs de + et y sont visiblement positives si elles sont 
réelles, ce qui suppose 


b5 > Gaî ou D a2ÿ6 ; 
dans ce cas, le problème admet une seule solution distincte. 
(RAYNAUD, à Rabastens.) 


{Ont résolu la même question : MM. E. Ardaillon ; E. Ardin-Delteil ; L. Bigot,; 
A. Bouzy ; G. Charpentier; L. noue A. Delbès ; A. Delcung St Martin; 
J. Delpont ; E. de Luca; H. Itier ; Jarrige ; E. Joyer ; SEX M:, "à Vic ; J. Marius 
Lagarde ; R. Larsonneur ; E. Le Maigre, F. Leulliot; C. Marie; À. Nayel; 
L, Patin ; Quilichini; M. Rebeix ; Remondet ; G. Tastet.] 


4383. — Calculer le rapport m? entre la surface de la sphère 
circonscrite et la surface de la sphère inscrite à un cône dont 


l’apothème est a et le rayon de base b. — Si l’on pose _ nu 


quelle valeur doit prendre x pour que m soit minimum ? 
(Bacc. lettres-math., Poitiers, avril 1898.) 


Soit SAB la section du cône par un plan passant par l'axe; la 
sphère circonscrite et la sphère inscrite 
coupent ce plan suivant les deux grands 
cercles O et O' circonscrit et inscrit au 

triangle SAB. En appelant R et r les 
i0 rayons des cercles O et 0’, on peut écrire 


/\ 0’ à 4TrR? R 
b = RE ou MENÉS 
b A 0H BR A 


Tout revient à évaluer R et > en fonction 
de a et de b. Or, d’après un théorème connu, on a 
2R.SH = SA.SB, 
a? 
- d’ailleurs en égalant deux expressions de l’aire SAB, il vient, en 
. observant que a—+b est le demi-périmètre du triangle, 
(a + b}r = b.SH, 


S 


d’où 





d'oi ve bai 

n° ___ a—+b 
Par suite 
Bieig-nb) LL = a 

s MT bar —b?) — 2b(a —b) 
D En divisant haut et bas par b?, cette dernière valeur de m 
s'écrit, en posant _. = d, 

à ms > 
4 TT Xæ—1) 


k A une valeur donnée de » correspondent pour x deux valeurs 
fournies par l'équation 
a? — 2mx + 2m = 0; 
ces valeurs ne sont réelles qu’autant qu'on a 


F m?— 2m > 0, 
. ou, puisque ” est toujours positif, 
| m > 2. 


Ê Cette condition supposée remplie, les deux racines sont posi- 
_tives. 

Pour m»m—2 (minimum de m), la valeur correspondante 
Die m'est. x — m — 2. 


Æ 





173 


REMARQUE, — On peut aussi déterminer directement le mini- 
mum de m en remarquant qu’il correspond au maximum du 
dénominateur de ”», en supposant a constant et b variable. Or 


le produit b(a—b) étant celui de deux facteurs positifs de 
somme constante atteint son maximum lorsque b—=a—b 
UNE _ » etle minimum de »7 est m = 2. 


(Me Maria PONT, à Bourg.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bouzy ; E. Clément ; L. Curt; Jar- 
rige ; E. Le Maigre ; F. Leulliot ; A. Nayel ; M. Oger.] 


4 


GÉOMÉTRIE 


4351. — On donne un cercle O et une tangente AT au point 
A. Mener par le point de contact À une corde AM tellé que 
AM = NT, N désignant le second point de rencontre du cercle 
avec la perpendiculaire menée de M sur la tangente AT. 

On mène la tangente MP en M, et on La limite au diamètre pas- 
sant par À ; on projette M en M' sur ce diamètre; calculer AP 
et PM. 

Evaluons d’abord TN en fonction du rayon R du cercle O et de 
la longueur AM—3x. Ona 
TN.TM. = TA?. 


x? 














Or NAN _ 
It 
et TA” — x?— TM° = x? es 
4R? 
na 4R? — x? 
Donc NS RIT 





Egalons cette valeur à x ; nous aurons pour 
équation du problème 
a? + 2Rx — 4R? — 
d'où, en écartant la valeur négative de x, 
& — Rs et). 
Pour construire cette expres- 
sion bien connue (côté du déca- 
gone régulier inscrit dans un 











M cercle de rayon 2R), on prend 
É À sur la tangente en A au cercle O, 
ne. au AB —2R, puis on rabat oB en 
EX â Ha OG et AC en AM ; on a ainsi 
ï AZ AM—AC=0C—R = OB—R 
CES VE à 
PR = Rÿ5 —R. 
Cl £ Calcul de AP et PM'. —- D'a- 
| à près la figure précédente, on peut 
dl écrire 
11 AP—OP—R, PM=0P—0M!. 
pl! Mais 
OM=R AM ER = (V5 — 2); 
d’ailleurs le triangle rectangle OMP donne 
R? R - 
— = —R|y5 +2). 
OP = OMR Eee i(V5 + 2) 


En remplaçant, il vient 
AP = R(Y5 +2) —R = R(Y5 +1), 
PM' = R(5 +2) —R(V5 — 2) = 4R. 
(G. HIERNAUX, école normale de Chälons-sur-Marne.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Bacquet; Bayor; L. Bigot; A. Bouzy; 
L, Gourdet ; M. Rebeix ; J. Vidaillet; J. Wittner.] 


* Lee Bis Ni 72 






“ 


2 


rein SU CE ee 





L à + h À bar da 
Area qa (à ro re à À 


4372. — On donne une parabole et deux tangentes; par le 
point de contact de chacune d'elles on lräce la corde parallèle à 
l’autre. Démontrer que les deux cordes ainsi obtenues se parta- 
gent mutuellement au quart de leur longueur. 


Soient TA, TB les deux tangentes à la parabole. Menons les 
cordes AC, BD respectivement 
D__ parallèles à TB, TA etquisecou- 

pent au point [. 

La corde BD étant parallèle à 
la tangenteen A, a son milieu 
A' sur le diamètre conjugué des 
cordes parallèles à AT, de sorte 
que la droite AA’ est parallèle à 
l’axe de la parabole; de même 
pour BB’. 

D'ailleurs, dans le parallélo- 
gramme ATBI, la diagonale TI 
passe par le milieu O de AB; par 
suite la droite TI est le dia- 

Û mètre conjugué des cordes paral- 
È lèles à AB, et comme telle elle 
est parallèle à l’axe, c’est-à-dire équidistante des parallèles AA’ 
et BB’. Il en résulte que 
LES EA CG UUIBR 
AISNE BEN 
Cd d; 


REMARQUE, — La propriété est applicable en particulier à deux 
cordes perpendiculaires normales à la parabole. 





[Ont résolu la question : MM. J. Henry ; P. de Lalaurencie ; H. Michel ; 
M. Rebeix, lycée du Puy,;E. Sevin, collège Chaptal ; X.] 
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TRIGONOMÉTRIE 


4330. — Trouver et construire les limites des intervalles dans 
lesquels l'arc æ, pris sur le cercle trigonométrique, doit avoir son 
extrémité libre, pour que le sinus de cet arc vérifie l'inégalité sui- 
vante : EL 

2(V3 — /2) sin — ÿ/6+1 
\V \ \ ed 
& sin? æ — 1 É 
(Bacc. lettres-sciences, Paris, avril 1898.) 
En faisant tout passer dans le second membre, il vient 


k sin?æ—%(/3— /2) sinxæ—2+)6 
0 < — . 
4 sin? x —1 





Le numérateur du second membre est un trinome du second 
degré en Te æ, dont le discriminant est 


(V3— V2) + 4(2 — V6) 

æ (V3— fr P—4V2(V3— V2) = (V3— V2 V5 593); 
ce discriminant étant négatif, le trinome conserve le signe de 
son premier terme quel que soit sinæ, c'est-à-dire est toujours 
positif. 

Il faut donc que le dénominateur soit également positif, ce qui 
revient à écrire 


4 sin?æ—1 > 0, 


; | ; 1 
(sine +) (sin æ + 3) >> 0 


ou 


Nu és ITS FA _— 474 : — 





Ni re OR ï + mA 
Date, à 4 
Dee RTE C 


Sn) 5 


Sin & doit ainsi être compris entre — 1 et — ou entre 


ne": 0 
et +1. Si AM et AM’ sont les deux 


plus petits arcs ayant respectivement 
l 1 1 
| © pour sinus -- et —-5) la condition 


\ . | T0 L4 
\ précédente revient à prendre l'extrémité 
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/ ou M'B'N". En remarquant en outre 
M' que ÂM = 30°, on voit queles limites 
de > sont 
30° Lx <150° ou —30<x<—1900. 
(E. SEVIN, collège Chaptal.) 





ARS résolu ‘la même question : MM. A. Bouzy; G. Hiernaux; M. Oger; 


- Pégorier ; M. Rebeix.] 
re . 
MÉCANIQUE 


Li 


4361. — Deux barres homogènes, de mêmes matières et de 
mêmes dimensions transversales AB, CD, peuvent tourner libre- 
ment en leurs extrémités À et C au- 

F tour de deux charnières horison- 

tales L'et J qui traversent une tige 


+ AC 

Ie = . 

D RER AU On sait que ce système pesant est 

€ » en équilibre dans un même plan ver- 

tical lorsque les barres AB, CD ho- 

rizontales sont réunies par la tige AC verticale et par un fit F' 
vertical et que la barre AB est supportée par un fil F dont la 
droite prolonge celle du fil F', en rasant l'extrémité B de la 
barre AB. 

On regarde le poids de la tige AC comme négligeable, et on 
demande de calculer : 

1° Le rapport A de lu longueur des deux barres ; 

2° La tension du fil F, la tension du fil F' et la compression 


| de la tige AC estimées en prenant comme unité de force le poids 


de la barre AB. 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, juillet 1897.) 


barres AB et CD réduites à des droites 
matérielles ; les charnières 
let J se confondront res- 
pectivement avec A et C. 


1° Supposons les 


vitéde AB, I celuide CD, 
0 le point fixe auquel est 
fixé le fil K. 

Posons 
AB=euRS= ER, 
et appelons 4 le poids de 

l'unité de longueur. 

Le système considéré 
est soumis à trois forces 
extérieures, savoir les poids p et g des deux barres et la trac- 
tion exercée par la fixité du point O sur le fil F. Il est soumis 
en outre à des forces intérieures : 1° les tensions du fil F", 
égales et de sens contraires, appliquées respectivement en B et K; 
2° les réactions mutuelles des barres AB et CD sur la barre AC, 





qui sont appliquées respectivement en A et C et 4 aussi deux 


à deux égales et de sens contraires. 






Soient G le centre de gra- 


Ê 
| 
; 
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Le système étant en équilibre par hypothèse, il en est de même 
de l’ensemble des forces tant extérieures qu'intérieures; ces 
dernières se détruisent deux à deux ; donc les forces p et q font 
équilibre à la tension T du fil F. Par suite en prolongeant la 
direction de g jusqu'au point H où elle rencontre AB, le point B 
se trouve entre GetH; et de plus, comme chacune des forces 
», 9, T est proportionnelle à la distance des points d'application 
des deux autres, on peut écrire 











PEN A CAR 
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ou bien Se er Ep 
HOT du 2 2 


L'égalité des deux premiers rapports donne 
pa = q(b — 2a), 


ou en remplaçant p et q par les quantités proportionnelles 
a et b, 
a = b(b — 2a), 


CRD 


b 
Le rapport we devant être positif, on tire de cette équation la 


où b?— Sab— a = 0 ou 


solution unique 
b site 
= 1+V2. 


2° L'égalité du premier et du dernier rapport donne 
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| On peut considérer la barre supérieure comme entièrement 
libre, à condition de lui appliquer en A 
une force verticale R égale à la réac- 
tion exercée par AC sur AB, en G son 
poids y», en B la tension T du fil F 
agissant de bas en haut, et la tension T” 
du fil F’ agissant de haut en bas. Les 
forces R et TT font par hypo- 
thèse équilibre à la force p. Donc, puisque AG — GB, 


MR — 2. 
| Tar=Rr= +; 


Pa 4 Tate F LAPS | c D 
Enfin une force R’ égale et directement opposée à R représente 


_ la compression de la barre AC. 
(Paul ROBIN, lycée de Rennes.) 


| [Ont résolu cette question : MM. Jouanneau ; Sevin, collège Chaptal; Leul- 
| 
k 





liot, collège de Gompiègne.] 





PHYSIQUE 





4369. — Un tube de verre bien cylindrique ABCD, dont la 
section intérieure est de 40, renfermant une certaine masse d'air, 
à été renversé Sur une cuve à mercure. Oe tube est fixé à l'éxtré- 
mité d'un fil passant sur une poulie À très mobile, et portant à 
l'autre bout un plateau P. 

On lesté l'appareil dé façon que les niveaux du mercure MN, 
dans le tube et dans la cuvette, soient les mêmes. La distance AM 
du fond du tube au niveau du mercure est alors de 10cm. 
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On met dans le plateau P un poids de 1*8. On demande de 
quelle hauteur le tube se soulèvera. 
On négligera les effets de poussée du mercure sur les parois du 
tube et on prendra pour hauteur barométrique 130%, 
(Bacc. lettres-math., Clermont, avril 1898.) 


La pression atmosphérique qui s'exerce au début sur la masse 
d’air enfermée dans le tube a pour valeur 
73% 13,596 >< 4 — 39708. 

Si l’on met 15 dans le plateau, la pression 
exercée sur la masse d'air n’est plus que de 
3970 = 1000 — 29708", 

Pour une même masse gazeuse à une même 
température, le produit du volume par la pres- 
sion étant constant, on a, en représentant par x 
le volume de la masse d'air dans la seconde expérience, 


&> 10 XX 3970 = æ >< 2970, 


a. 40 >< 3970 
d’où DR 








A Re 
2970 Do ee 
Ce volume occupera dans le tube une hauteur de 
jé 
DAT à 130m 3678. 


En outre, la pression au niveau du mercure libre dans la cuve 
dévant avoir la même valeur que sur le même plan horizontal à 
l'intérieur du tube, il s'est élevé 15 de mercure dans le tube. 

Le volume de ce kilogramme de mercure est 





TU APRES 
= pe PE 
ERA 
et dans le tube il atteindra une hauteur de 
Le 109808. 


La hauteur du tube au-dessus du niveau du mércure dans la 
cuve sera donc de 
13,3675 + 18,388 — Jlom 7555. 
Comme elle était primitivement de 10c®, le tube s’est sou- 
levé de 
31,7355 — 10 — 210m,7555, 
(JuLes RIGAL.) 


[Ont résolu la qüestion : MM. J. Delpont; M. Rébeix ; A. Sambuéy ; 


G. Tastet.] 
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CONCOURS DE 1898 (Suite) 


AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
Mathématiques élémentaires. 


405. — On considère un triangle T dont les sommets sont A, B, C, 
et une droite A dans son plan. On prend les symétriques d'un point 0 
quelconque de la droite A par rapport aux côtés du triangle T, et on 
construit le centre 0’ du cercle circonscrit au triangle ayant pour som- 
mets les trois points ainsi obtenus. 


[. Trouver le lieu du point 0’ lorsque le point O0 décrit la droite A. Ce 
lieu ést unie conique S dont on discutera le genre en faisant varier la 
position de la droite A par rapport au triangle T. On indiquera égale- 
ment les positions de A pour lesquelles S lui est tangente. 

IL. Trouver le lieu du centre de la conique S lorsque la droite A se 
déplace parallèlement à elle-même, 

Ce lieu est une conique S: qui dépend de la direction de A, 

IL. Trouver le lieu du centre de S; lorsqu'on fait varier la direction 
de A. 

IV. Démontrer que par tout point [de S, on peut mener trois droites 





1700 


00’ et faire voir que deux de ces droites sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux droites qui joignent le point 1 aux points de rencontre 
; de Aet deS. 

V. Dans le cas particulier où la droite A passe par le centre w d’un 
cercle inscrit au triangle T, on propose de trouver l'enveloppe de la 
droite 00’. Démontrer que, dans ce cas, les centres des trois autres 
cercles inscrits au triangle T et les points de rencontre des diagonales 
du quadrilatère complet ayant pour côtés À et les côtés de T sont six 


points placés sur une même conique. | 
(1er juillet de 7 h. à 2 h.) 


CONCOURS GÉNÉRAUX (Suite) 
Classe de Première-sciences. 


Mathématiques (Paris et départements). 


4406. — Deux points pesants, de poids P et P', sont reliés par un fil 
élastique qui possède normalement la longueur ! et qui, lorsqu'on 
l’allonge d'une longueur #, tend à reprendre sa longueur primitive / en 

æ 


exerçant à ses extrémités une traction représentée par Æ T où kÆ dési- 
gne un facteur constant. 

On place les deux points pesants à Ja distance d l’un de l'autre sur une 
même ligne de plus grande pente d'un plan incliné sur lequel ils peu- 
vent glisser avec frottement. On demande : 

10 Dans quel cas il y aura équilibre ; 

20 S'il n’y à pas équilibre, d'énumérer et de discuter les diverses ma- 
nières dont l'équilibre pourra se trouver rompu, selon les valeurs des 
données. 

On supposera d'> 1; on désignera par à l'inclinaison du plan ineliné 
etpar f—=tge, f—tg#, les coefficients de frottement des poids P, P' 
sur le plan incliné. 

(29 juin, de 8h. 1/2 à 2 h. 1/2.) 


Classe de Seconde moderne. 


Mathématiques (Paris et départements). 


[. — 4407. On considère un cercle de diamètre AOB ; par le milieu 
C de l’un des arcs AB on mène la corde CM qui rencontre AB en P 
(OP << R), et on trace le diamètre MON. 

Evaluer le volume engendré par le quadrilatère ONCP en tournant 
autour de AB. Les données sont le rayon R du cercle et l'angle aigu « 
que la corde CM fait avec AB. 

Interpréter la formule trouvée dans le cas OP >R, 


IT. — 4408. On donne une droite Z verticale, une droite U parallèle 
à la ligne de terre, et une droite V située dans le plan bissecteur du pre- 
mier dièdre, et faisant 459 avec la ligne de terre : 

1° Construire les projections du parallélépipède dont trois arêtes sont 
sur les droites Z, U, V. 

Ponctuation des résultats ; 

2° Evaluer le volume de ce polyèdre en fonction des plus courtes dis- 
tances à, u, y des droites Z, U, V, deux à deux. 


(30 juin, de Sh. 1/2 à 1 h. 1)2,) 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


——_—_—_—_—_—_ 


4409. — Démontrer que la somme 
a" æ af’ 
n est divisible par 7 que si le nombre entier @ est lui-même divisible 
par 7. É 


(E. Boxer, instituteur à Alger.) 


AA1O. — Trouver un nombre tel qu'en le multipliant par 37 et 
divisant le produit par 31, on ait pour reste 15, 


4411. — a, b,c, d étant en progression arithmétique, on à 
(a—b+c—d} = (a — D + 2(b — cP + (ce — dÿ. 
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4412. — Prouver que l'expression 


ds L 2 - ae: id 34 
) p me ) —24 y TE 
est un carré parfait. 
A4AS. — Trouver un nombre de quatre chiffres sachant que le 


produit des deux premiers chiffres est égal au troisième chiffre, que 
leur somme est égale au quatrième chiffre et que la somme des quatre 


chiffres est 20. 
(C. Benorr, instituteur à Mairon.) 


4444, — Calculer les côtés d’un trapèze isocèle connaissant le 
périmètre 2p, la longueur 4 de la diagonale et l'angle 24 des diago- 
nales. — Discussion. — Construction géométrique du trapèze. 


4445. — Dans un triangle ABC, rectangle en A, on mène l'une des . 
bissectrices BD, qui rencontre en D le côté AC et en E la hauteur AH, 
Par E on mène la parallèle FG à BC, limitée en F à AB et en G à AC. 

Démontrer que AD — GC et que l'angle DHF est droit. 

(M. Rivière, à Foix.) 


44A6.— Etant donnés une circonférence de centre 0 et un point A, 
on joint ce point à deux points quelconques B et C de la circonférence 
par les droites AB et AC. En B on élève la perpendiculaire à AB, en C 
la perpendiculaire à AC; du point de rencontre P de ces perpendicu- 
laires on abaisse la perpendiculaire sur BC. Prouver qu'elle rencontre 
le diamètre OA en un point A’ tel que OA — OA. 

(Rocer Juzexs, à Bruxelles.) 


4417. — Dans un triangle ABC on mène des sommets A,B, C les 
hauteurs AA', BB', CC relatives aux côtés opposés, et on désigne par 
2, f, y les points de rencontre des hauteurs des triangles AB'C', BC'A', 
AC'B'. Démontrer : 

1° Que les droites A'x, B'B, C'y sont concourantes en un point w ; 

2° Que la distance du point w au côté AC—b du triangle ABC a 
pour expression en fonction des côtés 

Ne (ai + c')[3b" + (a? — 6?}?] — ba? + c?)[3(a? — c°} + b1] 


32a°bc?S, ? | 
S désignant la surface du triangle ABC ; 
3° Que les droites Az, B£, Cy se coupent au centre du cercle circons- 
crit au triangle ABC. 
(J. ViparcLer.) 


A4AS. — On donne deux circonférences sécantes 0 et 0’. On joint 
un point variable C de O aux points d'intersection À et B des deux 
circonférences par deux droites qui coupent la circonférence 0’ en A! 
et B'. Démontrer : 

1° Que les lieux du centre du cercle circonscrit au triangle CA'B', du 
point de concours des hauteurs et de celui des médianes de ce même 
triangle sont trois circonférences ; 

2° Que ces trois circonférences sont homothétiques par rapport à un 
même point S. 

(M. Reselx, lycée du Puy.) 


4419. — Étant donné le triangle ABC, on trace les bissectrices de 
l'angle au sommet A. 

1° Trouver le lieu des points M tels que les pieds des perpendicu- 
laires abaissées de ces points sur les bissectrices soient en ligne droite 
avec le milieu D du côté BC opposé au sommet A. ! 

2° Montrer que le problème 4278 (n° 7, 1898) n’est qu'un cas parti- 
culier du lieu précédent. (Lurz HÉMoIs.) 


4420. — On joint un point M d’un plan à deux points fixes A et B 
de ce plan, On projette M en C et D sur les droites AC et BD telles 
que les angles CAM et MBD soient respectivement égaux à des angles 
donnés + et 8. La longueur CD étant supposée constante : 

1° Trouver le lieu du point M; 

2° Trouver l'enveloppe de la droite CD; 

30 Construire le quadrilatère ACDB de surface donnée. 

(A. D., à Castres.) 


4421. — Dans une ellipse on considère les points H et H' situés 
sur le petit axe à la même distance ec du centre. 
Démontrer que la somme des carrés de leurs distances à une tan- 


gente quelconque à l’ellipse est constante et égale à 24°. s 
TTC 
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ARITHMÉTIQUE 


4409. — Démontrer que la somme 
aîn + an 
m'est divisible par 7 que si le nombre entier a est lui-même divi- 
sible par 7. 


Tout nombre a premier avec 7 est de l’une des formes 


COR en es 1 m1, m.12Æ3, 
# 

et par suite la sixième puissance de a de l’une des formes 
m.1+ 1, m.7 +925, m.1 +36. 


Mais ces trois dernières formes sont identiques, puisque 
26 (93282 — (1 + 1} = m.7 +1 

et DO EP mile = m.1—+ 1. 

Donc lorsque « est premier avec 7, on a toujours | 

a = m.T +1. 
La somme donnée s'écrit alors successivement 
(aSyr + (a6}t = (m.1 +1)" + (m.1+ 1} = m.7 +2 

cette somme n’est donc pas divisible par 7. Mais si a est mul- 
. tiplé de 7, la divisibilité devient évidente. 
, (BURGAT, école normäle d’Albertville.) 


vs 


Remarque. — La propriété af = m.1+1, établie plus haut, 
n’est qu'un cas particulier du théorème de Fermat. 


{Ont résolu la même question : MM. P. Barroué, lycée de Brest; A. Bertrand ; 
E. Bonnet ; P. Bonnot ; M. Boutry ; A. Bouzy, école primaire supérieure de 
Vervins; V.Cambureanu, lycée de Berlad ; L. Gurt, école normale de Bourg ; 
L. Gourdet; R. Henry; G. Hiernaux ; H. Janois ; J. Ménéchal ; M. Oger; 
L. Perret ; P. Plisson ; M. Rebeix; Ch. Szabo, école reale de Gyôr ; R. Thomas.] 


i 
‘ 
L 
L 
| 
h. : ; 
{ 
“ 1413. — Trouver un nombre de quatre chiffres sachant que 
$ le produit des deux premiers chiffres est égal au troisième chiffre, 
F 
ù 


que leur somme est égale au quatrième chiffre et que la somme 
. des quatre chiffres est 20. 










L' Soient æ et y lesdeux premiers chiffres du nombre cherché ; 
le troisième et Le quatrième chiffres seront respectivement «y et 
C+Yy. | | 

_ En écrivant que la somme des quatre chiffres est 20, on a 
2x + y) + xy = 20, 





L 
20 — 2 24 
d'ot A — — 2, 
peu Bel 2e 


Pour que cette valeur de y représente un chiffre, il faut et il 


ait une valeur entièrè comprise 





uffit que le quotient 


D 


M: . : L* 


entre 2 et 12, ce qui revient à prendre 2+x parmi les diviseurs 
de 24 compris entre 2 et 12. Or ces diviseurs sont 
SÉDER Or di 
les valeurs correspondantes de x sont donc 
"AUS HIS © 
En les portant dans la valeur de y, on obtient respectivement 
CHR TEE 
Les quatre nombres 
1667, 2486, 4286, 6167 
satisfont ainsi à la question, et ce sont les seuls. 
(C. BENOIT, instituteur à Mairon.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil; A. Bertrand; P. Bonnot; 
V. Bourquin, collège de Pontarliér ; M. Boutry ; A. Bouzy, école primaire 
supérieure de Vervins ; J. Coupat; L. Curt, école normale de Bourg ; 
L. Gourdet ; R. Henry, soldat au 156°, à Toul ; P. Herrmann, collège «(Chaptal ; 
H. Janois ; A. Jeannel: H. Keefer ; E. Le Maigre ; J. Ménéchal ; M. Oger ; 
F. Pégorier ; L. Perret; Gernez-Pfanmatter; M. Rebeix ; Ch. Szabo, école 
réale de Gyot ; G. Tastet, lycée de Pau ; R. Thomas ; P. Vincent, école d’arts- 
et-métiers d’Aix.} 


ES — 


ALGÈBRE 


4285. — Trouver un nombre carré parfait de huit chiffres, 
sachant que les deux nombres formés par les quatre premiers 
chiffres et les quatre autres chiffres sont consécutifs. 


Soit y? le carré parfait, x le nombre formé par les quatre pre- 
miers chiffres de droite et æx+1 le nombre donné par les 
quatre chiffres de gauche; on a successivement : 


y? = 10000(x + 1) + a — 10001 + 10000, 


10001% — y? — 100?, 
AE (y + 100)(y — 100) 
ge 131.13 


Pour que x soit un nombre entier, il faut prendre 
y + 100 = 1373 y = 1373 — 100 
y — 100 = 73t y = 181 + 100. 
L'équation indéterminée 
73t +100 = 1373 — 100 


d’où 


donne 
Eee 0 19 02h 
ee Gi. 3 ER C0 3 — p, 
UE Et À 
en posant DS 
1 
d'où = PEN Lip +2+ = 8 +2+n, 
Dh 
en posant (AN nl : 
d’où DE nt. 











Par suite 
= 8p+2+n— S8(n—1)+2+n— 13n — 6, 


y = 1373 — 100 = 137(73n — 6) — 100 — 10001n — 922. 
Pour n —=1, ona 
y —= 10001 — 922 — 9079 
9179.8979 
m—= —#— = 061.123 — 8241. 
et œ 137.73 67.123 824 
On a bien 9079? — 82428241 


Remarque. — En prenant x pour le nombre de gauche et +1 
pour celui de droite, on a 
2 — 10000x+x +1 = 10001x + 1, 


d'où CL ATEN 


er: 
y — 1 = 1373 
En posant : 4 
YA IE TE, 
on trouve y = 1810 et æ — 6099, 


ce qui donne 7810? — 60996100. 
(A. THORIN, à Tours.) 


LCD iIIe 


[Ont résolu partiellement la question (une solution) :* MM. 
L. Gourdet ; H. Janois ; F. Pégorier ; R. Van Gauwenberghe.] 


4329. — Etant donné un rectangle ABCD, déterminer sur le 
côté CD, entre C et D, un point M tel que, si l'on mène AM, le 
volume engendré par le trapèse ABCM tournant autour de AB 
soil dans un rapport donné m avec le volume engendré par le 
triangle ADM tournant autour de AD. 

Discussion. pour que le problème soit possible, 
m doit rester supérieur à un certain minimum. — Interprétation 
des solutions négatives. 

On désignera les côtes AB et AD du FENO ur a et beton 
DM='®: 


Lyon, avril 1898.) 





prendra pour inconnue la longueur 
(Bacc. lettres-math., 


Le volume engendré par le trapèze ABCM tournant autour 
de AB peut être considéré comme 

C la différence entre les volumes en- 

7  gendrés par le rectangle et le trian- 
gle ADM tournant autour du même 
axe; ce volume a donc pour expres- 
sion 


M MD de EeM 


= 


A & B b : 
rb?.a — 2rbx. ee so(a — Fa) , 


Egalons ce volume à " fois le volume du cône engendré par 
le triangle ADM tournant autour de AD; nous obtenons l'équa- 


tion 
2 
TV? (o— Far a) un 


ou ma? + 2bx — 3ab = 0. 


rax?b 





(1) 


Discussion.— L’équation précédente ayant ses termes extrêmes 
de signes différents admet deux racines réelles et de signes 
contraires. 

Pour que la racine positive convienne au problème, il faut 
qu'elle soit inférieure ou égale à a, ce qui revient à exprimer 
que a est en dehors des racines, c’est-à-dire rend le premier 
membre de l'équation positif, signe du premier terme en x?, On 
doit donc avoir 

ma? — ab > 0 


" À b 
u m — + 
0 2 Ps 

















- Cette condition remplie, le problème posé admet une solution, : 
et n’en admet qu’une. 4 

Interprétation de la solution négative. — Changeons dans la 
figure le sens de DM; prenons donc sur le prolongement de CD. 
au-delà de D un point Mi, et exprimons que le volume engen-… 
dré par le trapèze ABCM, en tournant autour de AB est dans un 
rapport M avec le volume engendré par le triangle ADM; tour- « 
nant autour de AD. On trouve ainsi 


su(a + =. DM) = MT +-DMs. (2) 


En comparant cette équation à l'équation (1), on voit que la 
quantité négative — DM; est racine de cette équation (1): ‘4 
c’est par suite la racine négative de cette équation. 
Donc, en portant à partir de D, en sens contraire de DC, une 
longueur égale à la valeur absolue de la racine négative de (1), 

on obtient un trapèze ABCM, et un triangle ADM; satisfaisant 
encore aux conditions de l’énoncé. | 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor; C. Bourvéau ; M. Boutry; L 
A. Bouzy ; B. Carrière ; F. Chuberre ; L. Curt ; Custaud ; G. Dazier ; L. Dela- 
vergnas à J. Delpont; ke Durand ; G. Hiernaux ; J. Méhu ; E. Millet; A. Nayel ; 
M. Oger; L. Patin ; Remondet ; E. Sevin.] 


4382. — Circonscrire à une circonférence donnée "un trapèse 
isocèle équivalent à un carré donné. Calculer les côtés du trapèzse. 
Dans quel cas le problème est-il possible ? 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, avril 1898.) 


Soit ABCD un trapèze isocèle circonscrit 
au cercle donné O, de rayon R. On con- 
nait la hauteur EF — 2R de ce trapèze ; 
il suffit donc de calculer les demi- bases 
AE=%. et DE = 

En désignant par a? l'aire donnée, un 
théorème connu fournit l'équation 


A-> K 
108 


A 


D HŸY ÿ 
à 2R (x + y) = a? ; | 
le triangle rectangle ADH donne : 
AD s 4 DH + AH’, 
ou (& + y} = (x — y}? +(2R}, 
ou bien zy = R?, 


relation qu'on aurait pu écrire de suite en observant que les 
droites AO et OD sont rectangulaires. 
Le problème est ainsi résolu par le système  « 


a | 
T+Yy — 9 () 
æy = R? Z 
qui montre que x et y doivent être racines de l'équation du 
second degré CR 
a? "+. 
SR :+kR 0. (2) 


Il faut et il suffit que les racines de cette équation soient réelles 
et positives. En effet, en attribuant à x et y les valeurs de ces 
racines, on saura Construire un trapèze isocèle ABCD de hauteur, 
2R et de bases 2x et 2y. Puisque «x et y satisfont à l'équation 
æy = R?, ce trapèze sera circonscriptible à un cercle, dont le 
diamètre sera évidemment EF —2R. Puisque d'autre part 
et y vérifient l'équation ?2R{x+y) = «a?, l'aire de ce trapèze 
sera égale à « ; ce sera donc le trapèze cherché. Û 

On voit évidemment que les racines de l'équation (2) seront 
positives si elles sont réelles ; la seule condition de possibilité est 


* 


er fie du 





_ donc 
| FL 
CRE 2e £ 2 2 2 
L PTE 4 > 0 ou a? > 4R?. 
Lorsque a? — 4R?, l'équation (2) a ses racines égales à R; 


le trapèze devient le carré circonscrit, qui a, par suite, l'aire 
minimum. | 

D'après les équations (1), la recherche de ce minimum revient 
à chercher le minimum d’une somme æx<+7y quand le produit 
æy est constant. Comme x et y sont positifs, ce minimum est 
atteint pour æ —=y. 
, (L. PATIN.) 


[Ont résolu la même question : MM. F. Leulliot ; A. Audibert, à Antibes.l 


4412. — Prouver que l'expression 
2 2 
Ve —u(£+i + 34 
y? x y œ 


est un carré parfait. 


En tenant compte de l'identité 
a? ae p2 — (œ 2 6)? De a 2ab, 
l'expression peut s’écrire 


Ar. 
[(2+ ) —2|-24 (2 + D) +54 


PRES Le 


ou (+) exe (+4) +ic. 
y æ y œ 


; Or cette dernière expression représente visiblement le déve- 
. loppement du carré de la quantité 


: (L +) 4 
y æ 


ce qui justifie l'énoncé. 
, (M. MATHIEU, instiluteur à Vernoux.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; L. Barberot; P. Bar- 
roué, lycée de Brest ; A. Bertrand ; P. Bonnot ; M. Boutry; V, Cambureanu ; 

- R. Cordier ; L. Curt, école .normale de Bourg; J. Dejonc; L. Gourdet ; 
L. Guilhem, à Saô Paulo; R. Henry; P.Herrmann, collège Chaptal ; G. Hiernaux ; 
H. Janois ; A. Jeannel ; H. Keefer, école réale de Cannstatt ; E. Le Maigre ; 
F. Ladevèze, lycée de Toulouse; G. Massoutié ; J. Ménéchal ; F. PFégorier ; 
Ch. Pellion, lycée de Brest ; Gernez-Pfanmatter ; P. Plisson ; J. Rigal, école 
… primaire supérieure de Montcuq ; M. Rebeix ; A. Rozier, lycée de Bordeaux ; 
“— À. Smäntàänescu ; Ch. Szabo, école réale de Gyor ; G. Tastet; R. Thomas ; 
— P. Vincent, école d’arts-et-métiers d'Aix ; N. Yermoloff ; A. Vergnole.] 


pre, 7 


D À 


4349. — AC et BD sont les diagonales d'un rectangle ABCD. 

1° IL existe sur AC, entre À et CO, deux points M et N pouvant 
… Servir.de centres à des circonférences tangentes à deux côtés adja- 
… cents du rectangle. Construire ces points et calculer leur distance 
MN en fonction des côtés a et b du rectangle. 
. 2° On prend sur AC, entre À et C, un point quelconque I et on 
décrit sur Al et sur CL comme diamètres, deux circonférences 
qui rencontrent les côtés du rectangle les plus voisins de leurs 
centres, la première en E et en F, la seconde en G et en H. Les 
tängentes aux points E, F,G,H rencontrent la diagonale BD 
respectivement en e, f, g, h. Prouver que ef+gh = AC. 
3° Prouver que la somme Ee +Ff+Gg+Hh reste inva- 
riable lorsque 1 se déplace sur AC et évaluer cette somme en fonc- 
tion de a et b. ? 


| 
: GÉOMÉTRIE 
É 










(Ecole supre des postes et des télégraphes, concours de 1898.) 


/ 


1° Les points cherchés M et N sont évidemment à l'intersec- 
tion de la diagonale AG avec les 
bissectrices des angles ADC et ABC. 

Ces points sont symétriques par 
rapport au centre du rectangle; 
donc AN = MC et 


MN = AN — AM = MC — MA. 





Or la bissectrice DM permet 
d'écrire 
MC MA _ AC 
CURUTNIENTTETE 
lé 10 _ a+ A NIGER | 
d'où ME onde ES ME 
— b}ÿa? Kb? 
fn MN — (a— b)Vaf +, 


a + b 

2° Les deux rectangles AEIF et IGCH sont semblables au rec- 
tangle ABCD, car ils ont 
avec ce dernier deux côtés 
communs et une diago- 
nale commune; par suite, 
les trois diagonales EF, 
GH, BD sont parallèles 
entre elles. 

La figure EfFfe ayant 
les angles en E, F droits 
et les côtés EF, ef paral- 
lèles, est un rectangle: 
donc ef =ER=YAlNDe 
loèmes Ad HG 10: 
ef + hg = AL+IC = AC. 





Dès lors 
3° Abaissons la perpendiculaire AL sur BD et soit K son 
point de rencontre avec EF. On a 


Ee = Ff = KL. 

D'ailleurs les triangles rectangles AEËK, HD sont égaux 
comme ayant l’hypoténuse et un angle aigu égal : AE = HD 
et E— D. Par suite 

Ga tHi AK. 
On déduit de là 
Ee + Ff + Gg + Hh = 2(LK + KA) = 2AL. 

Pour obtenir la valeur de la constante 2AL en fonction de 
a et b, il suffit d'égaler deux expressions de l'aire du triangle 
ABD, de côtés a et b, ce qui donne 


AL.BD ab 
D MEL 
9 
d'où AE DTA n 
Va? + b2 


(Pauz REBOUL, à Tours.) 


[Ont résolu la même question : Mlle Maria Pont ; MM, G. Bacquet ; Bayor ; 
A. Bouzy, école primaire supérieure de Vervins ; J, Delpont ; M, Deschamps; 
collège de Cusset, L. Gourdet; L. M. à Vic; X. Lacreuse ; F. Lambley, 
collège Chaptal ; E. Layes ; E. Le Maigre ; D. Limongelli, collège St-François- 
Xavier, Alexandrie ; F. Morel, collège de Cusset ; M. Oger ; L. Patin ; F. Pé- 
gorier ; L. Perret ; J. Pillard, lycée d'Orléans ; H. Plisson ; M. Rebeix, lycée 
du Puy; J. Wittner.] 
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4371. — On donne les trois côtés d'un triangle ABC : 
AB = 0, BC = 2a et CA = b. 


Un point M décrit le côté CB. Soit x sa distance variable au 
milieu D de ce côté. 


4° Pour quelles positions remarquables de M le rapport 








est-il minimum en valeur absolue ? 

20 Démontrer que les deux positions M' et M” pour. lesquelles 
y prend des valeurs égales sont conjuguées harmoniques par rap- 
port aux pieds des bissectrices issues du sommet A. 


Le rapport dont on demande d'étudier Les variations s'écrit 


AM 

Pr À 

MC.MB 

le dénominateur représente en grandeur et en signe la puissance 
du point M par rapport au cercle donné. Si donc ontrace AM 


Er 2 





et qu’on appelle N le second point de rencontre de cette droite et 
du cercle, on pourra écrire en grandeur et en signe 


MC.MB = MA.MM, 


et par suile Y= —=—: 
MM: 

Ces relations sont vraies quelles que soient la position du 
point M sur la droite CB indéfiniment prolongée et la position 
du point M, sur la circonférence donnée. 

Menons la hauteur AH relative au côté BC; projetons-y les 
points Met M, en H et K; on pourra écrire en grandeur et en 
signe 

AM, _ An. 
MM,  HK 

Si on adoptesur AH Ia direction AH comme celle des segments 
positifs, AH sera positif, et HK sera positif ou négatif suivant 
que ce segment sera de même sens que AH ou de sens contraire. 

Finalement, on a 

eur 
HK 
de telle sorte que les variations de y sont de sens contraire à 
celles de HK. 

Or, lorsque M décrit la portion de droite CB, le point M; 
décrit l'arc CEB ; le segment HK croit de 0 à un maximum 
positif, atteint lorsque M; se confond avec le milieu E de l'arc 
BC; à cet instant M se confond avec le pied p de la bissectrice 
de l'angle A ; le segment HK décroit ensuite de ce maximum à 
zéro. Lorsque le point M, continuant son mouvement, décrit le 
prolongement de CB à gauche, passe par l'infini, puis décrit le 
prolongement de CB à droite en se rapprochant de C, le point 
M4 décrit l'arc de cercle BFC ; le segment HK devient négatif; 
il décroit de 0 à un minimum négatif (maximum en valeur 
absolue), atteint lorsque N se confond avec F, c’est-à-dire lorsque 
M se confond avec le pied y’ de la bissectrice extérieure de 
l'angle A; le segment HK croît ensuite de ce minimum à zéro. 

On conclut de là que le rapport y est infini quand M est en G; 





PE » 


N APRES” PL NAN Br dd LUE : TRES PRE DANONE DES RNT 
FE x ne, RARES HV: 
De ITAM ñ il décroît par valeurs Soniires à AA minimum positif égal à ED ù 
CM.MB 
























il croit ensuite, et redevient infini quand M vient en B. Le 
point M dépassant B dans son mouvement, y devient négatif et. 
croit de — à un certain maximum négatif égal à — TS n 
atteint quand M est en pu’; la fonction y décroit ensuite par 
valeurs négatives, et redevient infinie lorsque M se rapproche 
de C. 

20 A deux valeurs égales de y correspondent deux valeurs 
égales de HK, c'est-à-dire deux points M’, et M’, situés sur une : 
même parallèle à BC. On en conclut que Ap et Au’ sont les. 
bissectrices de l'angle M’,AM", et que par suite M’ et M”, points 
d'intersection de BC avec AM'; et AM":, sont conjugués harmo- 
niques par rapport à pu et u’. (GH7 


çOnt résolu la même question : MM. J, Delitala ; L. Gourdet.] 


4415. — Dans un triangle ABC, rectangle en À, on mène l'une 
des bissectrices BD, qui rencontre en D le côté AC eten E la 
hauteur AH. Par E on mène la parallèle FG à BC, limitée en F 
à AB et en G à AC. 

Démontrer que AD = GC et que l’angle DHF'est droit. 


Le côté AB et la parallèle FE au côté BC étant également 
inclinés sur [a bissec- 
trice BD de l'angle 
ABC, ces trois droites 

déterminent le triangle 
isocèle BEF tel que 
BF = FE. De même 
le triangle ADE est 
isocèle, puisque Îles 
angles Det E ont cha- 
cun pour complément 
une moitié de l'angle B. 
Cela posé, la bissectrice BD permet d'écrire 


2 





AD AB à 
RENE 
puis les triangles semblables ABC, EAG, 
AB _ AE 
BC LEA Le 
Donc Su = ne ; 
DG AG 
ou, comme AD = AE, ) 
DO=NAG 
et, en retranchant DG de part et d'autre, É 
GG = AD. | 


Pour établir que l'angle DHF est droit, il suffit de prouver que! 
le quadrilatère AFHD est inscriptible. 
Les triangles semblables AFE, ABH donnent 


FÉ AE 
BH — AH À 
ou, comme FE—BF et AE — AD, te À 
BF _ AD , se 
BH , AH | ; 


Cette égalité montre que les angles égaux B et A des triangles 
BFH, ADH sont compris entre côtés proportionnels ; ces triangles 
sont donc semblables, de sorte que , 


BFH'— ADN. 


en . 













» er 3 d' LT + : Mat: $ Fe Lu es e ANR je V * ah 
Per er re , " + * : a d ù 
Le quadrilatère AFHD ayant dès lors les angles en F, D sup- 
plémentaires, est bien inscriptible. x 
(L. BLANC.) 


: 


d [Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; P. Bonnot ; M. Boutry; 
+ A. Bouzy, école primaire supérieure de Vervins ; Burgat, école normale d’Al- 
» bertville ; R. Cordier, caporal au 2 Génie ; L. Curt, école normale de Bourg ; 
J. Dejonc ; R. Henry, soldat au 156° à Toul; P. Herrmann, collège Chaptal ; 
G. Hiernaux, à Vouziers ; L. Gourdet ; A. Gourdin, école professionnelle des 
Saint-Aignan ; L. Guilhem, à Saô Paulo ; H. Janois ; A. Jeannel ; H. Keefer, 
école réale de Cannstatt ; E. Le Maigre ; M. Oger ; L. Perret; F. Pégorier ; 
G. Pfanmatter ; M. Rebeix; M. Rivière ; Ch. Szabo, école réale de Gyür ; 

P, Vincent, école d'Arts-et-métiers d’Aix.] 
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! 4446. — Etant donnés une circonférence de centre O et un 
point À, on joint ce point à deux points quelconques B et C de 
la circonférence par les droites AB et AC. En B on élève la per- 
pendiculaire à AB, en C la perpendiculaire à AC; du point de 
rencontre P de ces perpendiculaires on abaisse la perpendiculaire 
sur BC. Prouver qu’elle rencontre le diamètre OA en un point 
A' tel que OA = OA. 


Les angles PBA et PCA étant droits, le quadrilatère PBCA 
est inscriptible dans un 
cercle ayant son centre I 
au milieu de PA. Lacorde 
BC étant commune à ce 
cercle etau cercle donné O 
est perpendiculaire à la 
ligne des centres 10 : cette 
dernière est donc paral- 
lèle à la droite PA’ per- 
pendiculaire à BC. 

Or, dans le triangle 
PAA', la parallèle au côté PA’ issue du milieu du côté PA 
passe comme on sait par le milieu du troisième côté A'A. Donc 
OA = OA’. dard: 

(BURGAT, école normale d’Albertville.) 





| [Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; R. Cordier, caporal au 
+ 2e Génie ; G. Hiernaux ; L. Gourdet; A. Gourdin, école professionnelle de 
Saint-Aignan ; G. Massoutié ; M. Rebeix, lycée du Puy ; E. Rousselot.] 
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PHYSIQUE 


4366. — Un appareil photographique pour paysage a son écran 
à une distance fixe de 20 centimètres de l'objectif, dont il occupe 
ainsi le plan focal principal. On veut cependant s'en servir pour 


, te 1 ; 4 
. photographier un tableau, en réduisant au 7 se dimensions 


_ linéaires. 
,. Quelle sera la distance focale de la lentille à placer en avant de 
. l'objectif et contre l'objectif ? 

Cette lentille étant biconvexe et ayant À mètre pour rayon com- 
mun de courbure de ses faces, quel est son indice ? 

Quel rayon commun devront avoir les faces d’une autre lentille 
biconvexe, de même verre, pour que, en l'accolant à la précédente, 
on obtienne une photographie du tableau en vraie grandeur ? 

(Bacc. lettres-matlh., Bordeaux, avril 1898.) 


| : 
_1° Appelons x la distance focale de la lentille à placer contre 





_ l'objectif. La convergence F du système constitué par les deux 
lentilles est donnée par la formule 
CORNE 
Tr F 20: (4) 
4 % 


D'un autre côté, on a, en appliquant les formules ordinaires 


des lentilles, À É 
i p' 1 1 Il I 
— = — = — et — RS ee € 
OT p 5 PATIO F 
On tire de ces équations 
100 
te ru 
Portant cette valeur dans la relation (1), il vient 
PR HIMEL 
100 — æ 2” 
d’où æ=—.100°n, 


2° L'indice n de la lentille placée contre l’objectif est donné 
par l'équation générale de la convergence : 


R étant égal à R', on a 
SEE 
100 


l 2 
(n — | 100” 


d'oùu‘lonttire nr — ee indice du crown,. 


3° Soit y la distance focale de la nouvelle lentille accolée à La 


précédente ; la convergence du système formé par les trois 


F' 
lentilles a pour valeur 
Ne 
EYE 2D EM 0ONRT 
On a aussi 
WIDE A 15 rex! 
ONE DRE : él DA AU ITA EE 
On en déduit F'= == 10m. 
Par suite = 254, 


Le rayon commun que devront avoir les faces de la troisième 
lentille est donné par la formule 


I ( 4 2 
NE AR 
3x Re 
En remplaçant y par 25 et n par 3? il vient 
Rae 
(. DELPONT.) 
4385. — D'un point M on laisse tomber un corps pesant sui 


vant la verticale MN. Quand il a parcouru un espace MN = 1, 
on laisse tomber du point M un deuxième corps pesant. Au bout de 
combien de temps les deux mobiles se trouveront-ils l’un de l’autre 
à une distance donnée a? 

Application : l— 1", 
teur g = 9,81. 


a — 10%, accélération de la pesan- 


(Bacc: lettres-math., Rennes, avril 1898.) 


Appelons + la durée de la chute du premier corpset y la 
durée de la chute du second au moment où ils sont l’un et l’autre 
à la distance donnée a. 

Le premier corps étant tombé pendant æ secondes, a parcouru 


1 
un espace e= ge. Le second a parcouru un espace 


el Ton. La différence entre ces deux espaces devant être 


égale à a, il vient 


a = + gfe — y). (1) 










Fe 
? 


à «10 £ 
esl ue EL ne & “ 





p er M ré 
; Que } 


: 


æ—y secondes et a parcouru l’espace Z. On a donc 


= 0e v?. (2) 


De l'équation (2) on tire 


21 
e—y=\/?. - (3) 


L'équation (1) peut s’écrire 
1 
a— > g(a+y\x— y), 
d’où, en remplaçant æ—#7 par sa valeur (3), 


a V5 


CHY= —— : (4) 


val 
Finalement, des équations (3) et (4) on tire 
a +1 a — 1 


RO CNET 
Si a>7, les valeurs de x et de y sonttoutes deux positives, 
le problème a une solution acceptable. Si a<7, y devient 
négatif; il n°y a pas de solution. Dans ce cas, en effet, le premier 
Corps à parcouru une distance supérieure à Z lorsqu'on laisse 
tomber le second. 





Application : CNIL = 40? 
ein. 2sec,48 Ë 
see, (F Jébirrærs 
19,62 , TT 19,62 


(A. CHAPRON.) 


g = 9,81. 


LC 





CN IR 





«Ont résolu la question : Mie M. Pont; MM. A. Audibert; Beynas ; E. Clément; 
Jarrige ; E. Le Maigre ; E. Léotard; F. Leulliot; E. Lôüffler ; E. Madet ; 
À. Nayel ; M. Oger ; E. Roncaglia; G. Tastet ; Thibaulot.] 
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CONCOURS DE 1898 (Suite) 


ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 
SECTION D'ARCHITECTURE 
Mathématiques. 


1, — 4422. Étant donné un rectangle ABDC dont un des côtés AC est 
double du côté AB et dont la diagonale BC 

A est donnée et égale à a, on considère, dans 

son plan, une parallèle æy à la diagonale 
BC, à la distance a de cette droite, et on 





B C fait tourner le rectangle autour de y. On 
demande : 
| 1° De trouver l'expression de lasurface S 
GA D ! du solide engendré par le triangle ABC, de 
la surface S' du solide engendré par le 
rectangle, du volume V engendré par le 
HN TT SU 7 rectangle ; 
2° De calculer par logarithmes la lon- 
mc 
gueur a, Sachant que V — a! mettre tous les calculs. 
I. — 44258. Former, résoudre et discuter suivant la grandeur: de 


m, l'équation du second degré qui donne les valeurs de x qui satisfont 
aux deux équations en x et y 


BE — SLY + 2ÿ° — 1x + 6y+ 5 — 0, 
YA) 
mettre tous les calculs. 
(17° session, 30 avril. — Durée: 2 heures.) 


DC, 
€ LÉ LR NC à tY- WE à 
{- 2 ? V1 TER à Le 


D'un autre côté, le premier corps est tombé seul pendant 








+: y M 
> 


if Géométrie descriptive. 5" 





Etablir les projections horizontale et verticale d’une salle en forme ji 
d'hexagone régulier couverte par un plafond en tronc de pyramide 
régulière à base hexagonale. 1 














Echelle (par rapport au dessin remis aux candidats) : 


to 
+ 


Les éléments de l'épure sont : 1 

1° La projection verticale d’une face (partie supérieure) de la salle, vue 
de front ; 

2° Le profil, pris sur l'axe de ladite face, rendant compte dela fenêtre 
à fronton et de l’entablement à consoles; 

3° Le rabattement sur le plan verticalde projection de l’une des faces 
du plafond pyramidal, avec ses profils. 

L'épure demandée comprendra : , 

1° La projection horizontale de la salle 
montrant le plafond; la ligne de terre sera 
prise en MN, et la projection horizontale se 
ES. Fe limitera à la partie sise au-dessus de MN, 


HSE À +4 v c'est-à-dire au plafond; il suffira de proje- 
\ FLN : 
4 N vi \ ter deux sixièmes du plan, ABCO de la 
fe PO VE RE 3 figure ci-contre. 
0 C 


2 La projection verticale des mêmes 
parties, faces verticales et plafond. 
Feuille demi-grand aigle, cadre limite droit, 4: 
Nora. — Les candidats sont invités à tracer sur l’épure, soit à l’encre rouge, 


soit au crayon, les lignes indiquant toutes les constructions, et à l’encre noire 
les résultats. l 


(178 session, 2 mai. — Durée : 8 heures.) 





ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE FONTENAY-AUX-ROSES 


Mathématiques. > 
1, — Comment reconnaît-on si des fractions ordinaires données : 
DRE ee | | 
AT ee 
d d d 


sont réduites au plus petit dénominateur commun ? 
589 1531044313 
1067” 1067 1067 
IL. — Qu'appelle-t-on fraction irréductible ? Énoncer et démontrer le 
théorème fondamental relatif aux fractions irréductibles. 


Exemple : 


L. 





# 






| 
. 
l 


D ns RS SE hs à ne Re, 


seau MERS 





‘ 
{ 
; 
L 


4 ü 
IL. — 4424. — On considère un cercle de centre fixe C et de rayon 


_ variable R. Trouver le lieu des points communs aux cercles ayant 


pour centres les points fixes 4, B et coupant à angle droit le premier 
cercle, quand son rayon R varie. 


Remarque. — On dit que deux cercles se coupent à angle droit quand 
leurs tangentes en un point Commun sont perpendiculaires. 


(4 juillet, de 8 h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


J. — De l'aimantation par les courants. — Idée des applications aux- 
quelles elle donne lieu. 


I. — De l'oxyde de carboné; sa préparation, ses propriétés physiques 
et chimiques les plus importantes, son rôle en métallurgie. 


IT. — Le sang ; sa composition, son rôle. 


(6 juillet, de 8 h. à midi.) 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE SAINT-CLOUD 


Mathématiques. 


[. — 4425. Démontrer que le produit de trois nombres entiers 
consécutifs est toujours divisible par 504 si le nombre intermédiaire 
est un cube parfait. 

Il. — 4426. Résoudre et discuter le système des trois équations 

{m + 2)x — (3m + 4)y — z = Tm? — 6m — 16, 
— (3m + 4)x + (m + 2)y — 3 = 7m? — 6m — 16, 
æ + y + (2m + 1)2 + Tmè— 6m — 16 = 0 ; 
ceci fait, chercher entre quelles limites doit 


valeurs de æ, de y, de z soient comprises entre 
(70m — 61). 


varier m pour que les 
(13 — 70m) et 


Il. — 4427. Étant donnés deux points O et P, on considère, en 
géométrie plane, tous les cercles qui passent par O et qui sont tels 
que les deux tangentes menées à chacun d’eux par le point P soient 
rectangulaires : 1° déterminer géométriquement un cercle répondant 
aux conditions précédentes, sachant en outre que son rayon est donné ; 
2° déterminer par le calcul le centre d’un cercle répondant aux condi- 
‘tions primitivement données, sachant que ce centre doit se trouver 
sur une droite donnée AB rencontrant la droite OP en un point A et 
faisant avec cette droite un angle donné x. — Discuter. — On posera 
DR OA = 3 : 

(29 juin, de S h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


‘es — Réflexion totale. — Dans fuense circonstances se produit-elle ? 
— Applications. 


Il, — 4428. Un ballon, dont le volume est supposé invariable, 
contient de l'air saturé d'humidité ; la température est 10°. Il commu- 
nique avec l'air extérieur par une étroite ouverture munie d’un robinet. 
Celui-ci étant ouvert, on porte le ballon à la température de 20°. On 
demande quel sera l'état hygrométrique de l'air intérieur, 

La tension maximum de la vapeur à 10° est 9um,2 et à 20° elle est 
{Tum,4, La pression atmosphérique extérieure reste constante pendant 


l'expérience, 


HI, — Phosphore. — Acide phosphorique. 


IV. — Division du règne végétal en embranchements et sous-embran- 
chements. — Préciser les caractères généraux et les enchaînements de 
ces groupes. — Indiquer, autant que possible, l'époque géologique où 
apparurent les représentants de chacun d'eux et celle où ils ont prédo- 
miné. 


: (1e juillet, de 8 h, à midi.) 


CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT 
: SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 


Mathématiques. 


[. — Démontrer que, si deux nombres » et n, substitués à æ dans 
le premier membre de l'équation du second degré 


ax° + br + © = 0, 


donnent des résultats de signes contraires, l'équation proposée a deux 
racines distinctes dont l’une est comprise entre m et n. 


Il. — 4429. Soit un parallélogramme ABCD, dans lequel‘la dia- 
gonale BD est perpendiculaire sur les côtés parallèles AD, BC. On 
donne la longueur ! de la diagonale AG et la distance d des côtés 
parallèles AB, CD : 

1° Calculer les longueurs des côtés AB, BC et de la diagonale BD ; 

29 Construire géométriquement le parallélogramme . 

(8 juillet, de S h. 1,2 à midi 1/2.) 


Physique et Chimie. 


I. — Équivalence entre une quantité de chaleur et une quantité 
d'énergie mécanique. — Exposer l’une des déterminations expérimen- 
tales de l'équivalent mécanique de la calorie. 


Il. — 4480. Quelle vitesse initiale æ faudrait-il imprimer à une 
masse »m pour que la destruction complète de la force vive qu'elle 
posséderait après une durée { de chute verticale, à Paris, dans le vide, 
produise la même quantité de chaleur qu’un courant électrique d’in- 
tensité [, passant pendant un temps T dans un fil métallique de 
résistance constante R ? 

Calculer æ à l’aide des valeurs numériques suivantes : 


ONE MERE =) sat MEET 

Si 
Résistivité du métal (1e de fil de 1° de section) r = re ohms. 
Longueur du fl ! — 49cm; section du fil s — 0‘1,001. 


1 joule = 107 ergs. 


Définir ensuite les unités employées dans ce calcul. 


LIT. — Étudier les propriétés de la soude et du carbonate de sodium, 
en insistant sur les propriétés qui sont communes à d’autres composés, 
en faisant connaître les lois ou les principes qu'elles vérifient et en rat- 
tachant les usages des deux corps aux propriétés étudiées. 

(9 juillet, de Sh. 1/2 à midi 112.) 


ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES 
DE PARIS 


Mathématiques. 


ARITHMÉTIQUE 


I. — Démontrer que si deux nombres &etb sont premiers entre 
eux, a—+b°et ab sont aussi premiers entre eux. 


IL. — Trouver deux nombres, sachant que leur somme est 28 et leur 
plus petit commun multiple 40. 





ALGÈBRE 
1. — Trouver un polynome entier en æ, du troisième degré, qui s'an- 
nule pour æ—1 et pour æ—2, et qui, étant divisé par 

x?+4x+3, donne pour reste 2% + 5. 

IL. — Résoudre l'équation 
a is b _(a+b) 
Ha x—+b: «+ ab 
GÉOMÉTRIE 


I. — On considère un triangle ABC, le cercle circonscerit à ce triangle 





CEA 





et l'intersection. H de ses hauteurs. — Montrer que le second point, où 
la droite CH coupe le cerele est symétrique de H par rapport à ‘AB. 


II. — 4431. On considère tous les trièdres'T qui sont trirectanglès 
et dont les trois arêtes rencontrent un cercle donné. En appelant S le 
sommet de l'un quelconque de ces trièdres, H la projection de S sur 
le plan du cercle, P et Q les intersections du cercle avec une droite 
passant par H, démontrer Ja relation 

SH? — HP = HQ. 


Trouver le lieu de ceux des sommets des trièdres T qui sont à une 
distance donnée du plan du cercle. — Discussion. 


Physique. 


I, — Actions chimiques produites par les courants. — Piles élec- 
triques. 


I. — 4482. Un cycliste sur sa machine se déplace sur une route 
horizontale avec une vitesse de 8 kilomètres à l'heure. Il s'engage, avec 
cette vitesse, sur une pente telle que la variation de niveau soit de 
2 centimètres par mètre de route. — A cet instant, le cycliste lâche les 
pédales et n’agit plus sur sa machine. On demande : 

1° Quelle sera la vitesse du cycliste lorsqu'il aura parcouru, sur la 
route, une distance de 50 mètres, à partir de l’origine de la pente. 

2° Combien de temps il aura mis pour parcourir ces 50 mètres. 

On traitera d'abord le problème sans tenir compte des forces de frot- 
tement. On le traitera une seconde fois en tenant compte de ces'forces 
et en admettant que le frottement produit le même effet qu'une force 
constante de 1 kilogramme agissant sur le cycliste en sens inverse de 
Ja vitesse et tendant à l'arrêter. 

Le poids du cycliste et de sa machine est de 80 kilogrammes; l’accé- 
lération due à la pesanteur est de 9,8, en prenant comme unités le 


mètre et la seconde. + 
Chimie. 
. . ' . 
I. — Phosphore ordinaire et phosphore rouge; dresser un tableau 


comparatif des caractères physiques et des propriétés chimiques de ces 
deux variétés ; décrire brièvement les méthodes de préparation et for- 
muler les équations permettant de donner une explication des diverses 
réactions. 


IL — 4433. — 105 d'un mélange sec formé d’azotate de potassium 
et d’azotate de sodium sont traités par de l'acide sulfurique en excès vers 
140°-1500 ; le produit volatil obtenu, en admettant l'absence de réac- 
tion secondaire, est condensé en totalité, puis neutralisé par une 
solution aqueuse ammoniacale. 

On évapore à sec, et le résidu solide est ensuite décomposé en le 
chauffant avec précaution vers 250°. 

Tout le gaz formé dans cette décomposition, mesuré sec à 0° et 760mm, 
occupe un volume de 21it,395,. 

Formuler les réactions et donner le poids de chacun des azotates 
contenus dans le mélange. 

Poids atomiques : H=1; 0—16; 

Densité de l'hydrogène, 0,0694. 

Poids d’un litre d'air à 0° et 760, 15r,293. 


(12 et 13 juillet. — Durées : mathématiques, 4 h.; 
physique, 4 h.; chimie, 4 h.) 


AIMENT DS ERIK SUR 


= <- 





QUESTIONS PROPOSÉES 





4434. — Trouver un caractère de divisibilité par 17 en décom posant 
un nombre donné en tranches de deux chiffres à partir de la droite. 


4435. — L'expression 
T2n+ + 9in+2 


est ou non divisible par 65 selon que n est un nombre entier pair ou 
impair. 


#4 


4436. — Démontrer que les nombres de la suite 49, 4489, 444889, 
formés en intercalant 48 au milieu du nombre précédent, sont tous des 
carrés parfaits. : 





HD VO f À Pevrer, école normale d'Auch.) 
+ 


PA 


4437. — Décomposer en facteurs l'expression 
(ax + by + azŸ + (bx + ay + bz}. 


4438. — Mettre sous forme de produit de facteurs le polynome 
(x + y} + 3xy(1 — © — y) — 1. 


… 


L 


4439. — Trouver la somme : ; 
1002 — 992 + 982 — ,.,. + 2? — 4?, ‘ 


440. — Trouver trois nombres entiers sachant qu'ils forment une 
progression arithmétique telle que le quotient de leur produit par 
leur somme est égal au double de la raison. M 
(L. LARGETEAU.) 


444A. — On considère une circonférence de diamètre AB ; on cons- 
truit un trapèze isocèle tel que trois de ses côtés soient tangents à la 
circonférence, l'un d'eux étant parallèle à AB; le quatrième côté se 
trouve sur AB. Déterminer la demi-longueur æ du côté parallèle à AB 
de façon que la surface engendrée par le périmètre du trapèze en tour- 
nant autour de AB soit égale à une surface donnée. | 

Interpréter les valeurs de æ plus grandes que R. ; 


4442, — Deux cercles étant dans un même plan et les tangentes 
communes intérieures se coupant à angle droit, l'aire du triangle formé 
par ces tangentes et une tangente commune extérieure est équivalente 
au rectangle des rayons. 

(JS. M. Lacihwe, à Tournus.) 


$ 


4443. — Construire un triangle connaissant le pied M de la médiane 
AM, le pied H de la hauteur BH et le milieu D du segment de hauteur 
compris entre l'orthocentre et le sommet C. 


(L. Fournier, lycée de Rennes.) 


4444. — Soit a l'arête d'un cube ABCDA'BCD'. En désignant par 
a, a, 8,8", y,y, à,2 les distances des sommets opposés A et A, Bet 
B', ete, à un même plan qui ne coupe pas le cube, ona 


a+ Bet og? +R? — 2yy — 250 — Ja?. 
* 


4445. — Sur une droite donnée AB comme base, on peut générale- 
ment construire d'un même côté six triangles semblables à un triangle 
donné. Démontrer que les six sommets de ces triangles opposés à AB 
sont sur une mêmecirconférence, | 

(E. LEMoINE.) 
, 


. 4446. — On donne un point A, un cercle de centre 0 et une droite 
XY perpendiculaire à OA; on construit le pôle G d'une sécante ABD 
par rapport au cercle 0; on projette enfin le point C sur XY en E, et 
on demande : À | 

1° Le lieu du point M, projection du point E sur la sécante variable. 
ABD ; - 

2° Le lieu du point P où la sécante ABD rencontre la droite OE; 

3° De discuter le lieu du point P ; : * 

4° De trouver la position que doit occuper la droite XY pour que lé 
lieu du point M coïncide avec celui du point P. 

(Louis Hémois.) | 


_ Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. . 
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Tous les Abonnements partant du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 


l'on souscrive, on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 


. | ARITHMÉTIQUE 


* 4182. — 1° Réduire à leur plus simple expression les fractions 


——— 


56272 976% . 
4 + 263775 36615? 
: 20 Déterminer le plus petit nombre fractionnaire irréduchble qui, 


… divisé par chacune de ces fraclions, donne des quotients entiers; 
3° Déterminer le plus petit nombre décimal, puis le plus petit 
| nombre entier remplissant les mêmes conditions. 

| (Certif. d'apt. au profess. des écoles normales, aspirants, 1897.) 

4 

| 


1° Pour réduire les deux fractions à leur plus simple expression, 
il suffit de supprimer le plus grand commun diviseur aux deux 
termes de chacune d’elles. En employant la méthode ordinaire, 
on à 





























A Î 2 pi] 
263775] 56272| 38687| 17585| 3517 
. 38687| 17585| 3517 0 


Les deux termes de la première fraction admettent ainsi 3517 

pour plus grand commun diviseur, et la fraction se réduit à 
16 

En opérant de même sur la seconde fraction, on obtient la 


, 


fraction réduite — 


c} 


20 Soit æ un nombre quelconque tel qu'on ait‘ 
NDS 16 . DE 4 gite 
JU ER trs 1 


_g et q’ désignant des quolients entiers. 
En égalant ces deux valeurs, il vient 


16g _ 4 
ST AG 
! " « r 4 
d'où gd = +. 


Cette valeur de g' n’est entière qu’autant que g est un multiple 
de 3. En posant alors 9 == 3n, le nombre cherché est de la 


2 


forme : 
PRE (6 3n _ 1ôn ° 


_ ee = 
15 15 


n — 1, et est égal à mu 


t FAP ‘ F rite : 
- 3° Pour que le nombre x représente un nombre décimal ordi- 
naire, il faut et il suffit que son dénominateur ne renferme 


d’autres facteurs premiers que 2 ou 5. Cette condition est rem- 
bn. 7 3 


Dp2 


re, “p  * 
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| voyer des mandats. 





plie lorsqu'on prend n — 3», ce qui donne 


wrion 





5 


Le plus petit nombre décimal, qui correspond à n'=1 est 


donc En sn NA 


Les valeurs entières de æ sont évidemment de la forme 16”, 
et la phus petite est 16. 
(J. BORDAS, à Tulle.) 
[Ont résolu cette question : MM. L. Gurt; N. Delhotel ; A. Desplat ; P. Ger- 


vaiseau ; G. Hiernaux ; H. Janois ; E. Louvel; J. Ménéchal ; M. Oger ; L. Per- 
ret ; P. Tribier ; H. Valdenaire ; P. Vincent.] 


4435. — L'expression 
T2n+4 1 Dhmt2 
est ou non divisible par 65 selon que n est un nombre entier pair 


ou impair. 


Première solution. — On a successivement 
T2n+4 — FRET 07 +2 — (65 s. 2#jnt2, 
Si n est pair, le terme —2* élevé à la puissance d’exposant 
pair n<+2 devient positif, et l’on a 
TE mn Ga AU") 
= m.65 + 92H42, 96 
= m.65 + 24265 — 1) 
nl NE nt et 
Dans ce cas, l'expression donnée est bien divisible par 65. 
Si x est impair, on a 


TREE = m,.65 — 2442 
= M.609 — 2442/6585 — 1) 
0, 07 OA; 


Dans ce cas, l'expression énoncée est égale à un multiple de 65 
augmenté d’une puissance de 2, et par suite ne peut être divisible 
par 65. 

REMARQUE. — Il résulte de ce qui précède que si » est impair, 
on à 

D PRE m1 05: 
(J. SIRE, à Belverne.) 

Deuxième solution. — Nous ne changeons pas les conditions 
de divisibilité en multipliant l'expression donnée par 22, nom- 
bre premier avec 65. Elle devient alors 

(2 RO TTA + DEN+E — [(2 x 7}? + (as 
Or (2527) = 196—= m.65 + 1; 
donc 2 TPE 0521, 
quel que soit n. 





? TT LES re 'e » 
, L - 


vs 


D'autre part 26 — 64 — m.65 — 1; LE 
donc (2) mm 65 + (—1)4t, 
(CESSE 

ne sera donc divisible par 65 que si le second terme est de la 


forme #”.66— 1; cette condition exige que n<+1 soit im- 
pair ou n pair. 


La somme 


(BOUZY, instituteur à Vervins.) 


[Ont résolu cette question : MM. Burgat, école normale d'Albertville ; Delbès, 
admipistration des Postes, Paris ; Ménéchal, instituteur au Bugue ; Nicolæsac, 
lycée de Craïova ; Rebeix, lycée du Puy; Tastet, lycée de Bordeaux ; L. Bar- 
berot ; M. Drovin.) 


4436. — Démontrer que les nombres de la suite 49, 4489, 
444889, formés en intercalant 48 au milieu du nombre préce- 
dent, sont tous des carrés parfaits. 


Le n° nombre de la suite peut être considéré comme celui qui 
vient immédiatement après le nombre formé par # chiffres #4 
suivi de » chiffres 8. Ce nombre peut donc s’écrire 


n ñn 


ANR LS 
N = 44.4 >< 14107 + 88.8 +1 


n n 


AVES Der. 
= EX ULLIDXAIOTH 8 DC 11... 1 
n n+1 
NE 100.8 O0 D EX 
Or RER RUDOR MEL ec) 
Par suite 
nm 7 n LUE 28 
N == 440 LL ErnS 14 
__ 4 IOMH4 AO +! na +) 
PCF DENON 3 4 


Le numérateur 2 > 10"+ 1 représente le nombre 2000...01 
dont le tiers est vi: iblement 666...7. On voit ainsi que tous les 
nombres de la suite, à partir du second, sont les carrés parfaits des 
nombres entiers de la forme 666...7 


(V. BONZOM, au Broca de Saint-Paul.) 


[Ont résolu la même question : MM. Drovin ; G. Foucry; J. Ménéchal; M. Oger; 
Remondet ; M. Rebeix ; J. Rigal.] 


ALGÈBRE 


43864. — On donne une demi-sphère ABC et un cône äe révolu- 
tion ayant son sommet au pôle B et sa 
base dans le plan du grand cercle 
AMC. 

R étant le rayon de la sphère et a 
celui de la base du cône, on de- 
] mande de couper la figure par un 
À plan parallèle à la base de manière 
que la surface de l'anneau compris 
entre les deux sections aitune valeur 
donnée. — Maximum de cette surface. 

Cas particulier : a =RK. 

(Bacc. lelires-math., Alger, avril 1898.) 





4 : 
1 + 
FÉES : » 
L'e ge he 


FA 
°> 


Prenons comme plan de fente ne un plan tt par l'a ax 
du cône, et soit IEF la trace 
plan sécant sur ce plan. 

Nous allons calculer la distance 
Bl= x en fonction des données R, 
a et de la surface rm? de l’anneau. 
compris entre les déux cercles de 
C O0 & D À rayons IE et IF: On a par défini- 
tion 4 




















rm? — Il ris 


Or IF — OF — OÙ — R?—(R —&)? = 2Rx—?; 
part les triangles semblables BIE, BOD donnent 


d'autre 





IE æ s __ am 
ER? d’où LE ne 
L'équation du problème est donc | 
m? = 2Rx — x? — Lee 
ee FR? { 


ou fe) = (a? + R?)e? — 2R 3x + m?2R? = 0. (1) 
Pour qu’une valeur de æ convienne au problème, il faut et il” 
suffit qu’elle soit réelle, positive et inférieure à R. 
Formons (0), f(R) et le discriminant à de l'équation. On 
obtient 
F0) =mAaR?, f(R) = (me? + a? — R?)R?, 
0 = R5— m°R?(a? + R?) — R{R#— m2{(a? + R?)].. 
Pour que le problème admette une seule solution, il faut etil « 
suffit qu'on ait ". 
f(0).F(R) < 0 
ou m2 < R? — £ 
condition qui ne peut être remplie qu'en supposant a < R. 
Pour qu'il admette deux solutions, on doit avoir à la fois 


f(0) > 0, f(R) > 0, 
3 - 
20 0e US 


La première et la dernière inégalité étant toujours vérifiées, 
ces quatre conditions se réduisent aux deux suivantes : 


PE ke 


nr Mie FT 


. : h? RU : rt 
Comme R°?— a? ÉTRERTS ces inégalités sont toujours 
compatibles, de sorte qu'il existe deux solutions lorsque 
at - 
R— a <<? << — ER: ; EE 


la première condition étant satisfaite KR elle-même si l'on a «a>R. 
On voit ainsi que l'anneau acquiert une surface maximum 
égale à 


+ 


TR 
a+ R? ? Ru 
x R° 
et correspondant à, 0 = 0 ou «x = HR k . 


Dans le cas particulier a —=R, il y a toujours deux solutions, 
puisque »”? peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 


2 





et 


3 ; pour cette dernière valeur (maximum de m?), on à 


D — £. et le plan sécant est alors équidistant du sommet et 
de la base du cône. ; 


(T. DELRORE à Beaumont.) 


[Ont résolu Er question : MM. C. Bourvéau; à Pons A. Chapron ; 
Le be Maigre ; C. Marie ; A. a, L. Palin ; A. Sambucy; À : Smäntaneseu } 
'astet. Î 





_ 4493. — Former, résoudre et discuter. suivant la grandeur de | 
_ m, l'équation du second degré qui donne les valeurs de x qui 
satisfont aux deux équations en x et y 
80? — Bay + 2y° — 1x + Gy +5 = 0, 
y +5 = mx +2); 
mettre tous les calculs. 
(École des Beaux-Arts, section d'architecture, 1898.) 


De la seconde équation on tire 
y = Ma + 2m —5; 

portant cette valeur dans la première, celle-ci devient 

802 —5a(ma+-2m—5)+Uma+2m—5)—7x+6(maxt+2m—5)+5—0. 
Ordonnons cette équation par rapport aux puissances décrois- 
.  santes de «; le coefficient de à* est 
4. 3 — 5m + 2m°; 
le discriminant de ce trinome en m est 25—24—1; ila 
- donc ses racines rationnelles et peut par conséquent se décom- 

poser en deux facteurs rationnels. On le voit de suite en écrivant 
 3— 3m— 2m + 2m? — 3(1 — m) — 2m(1 — m) = (3 — 2m)(1 — m). 
. Le coefficient de x est 
— 5(2m — 5) + km(2m — 5) + 6m — 7 — 8m? — Im + 18 

= 2{(4m° — 12m + 9) — {2m — 3). 
Enfin le terme indépendant de x s'écrit 
2(2m — 5) + 6(2m — 5) +5. 

3 En considérant 2m—5 comme une variable, le discriminant 
… de ce trinome en 2m—5 est égal à 9—10——1; il n’a 
donc pas de racines réelles et il n’y a qu’à l'ordonner par rapport 
| à m, ce qui donne 
j 8m? — 28m + 25. 
| L’équation en x s'écrit donc 
& (2n — 3)(m — 1}? + 22m — 3)2xù + 8m? — 28m + 23 — 0. 
À Discussion. — Pour que cette équation ait ses racines réelles, 
il faut et il suffit que son discriminant soit positif; il a pour 
valeur 


(2m — 3) — (2m — 3)(m — 1)(8m° — 28m + 25) 
= (2m — 3)[(2in — 3} — (m — 1)(8m? — 28m + 23)] 
= (2m — 3)[8m°? — 36m? + 54m —-27 — (8m? — 36m? + 53m — 25)] 
= (2m — 3)(m — 2). 
Ce dernier résultat montre immédiatement que pour toute 




















: 3 sh 
valeur de m non comprise entre + et 2, o est positif ou nul, 


3 d 

et dans ce cas les valeurs de x sont réelles. 

. Pour déterminer le signe de ces valeurs, formons leur produit 
P et leur somme S. On a 


c __ 8m° — 28m + 25 


LE (m — 1)(2m — 3)" 
PRE tam 3) 
m— 1 


Le numérateur de P ne peut changer de signe, car en l'éga- 
_ Jant à zéro, on obtient l'équation 
| 8m? — 28m + 23 = 0, 
dont les racines sont imaginaires; d’ailleurs en faisant m — 0, 
on voit que ce numérateur est positif. 
Dès lors, P prend le signe du produit 
| a (m — 1)(2m — 3), 
tandis que S prend le signe contraire. 


4 “Les valeurs remarquables de m sont donc _ 2 et 1 ou, par 


, 2. Le tableau suivant 


to] 


ordre de grandeur croissante, 1, 


résume alors la discussion : 


—oæ<m< 1, p>0, P>0. Racines réelles et négatives. 
| Lm< 2 0>0, P<0. Racines réelles et de signes 
contraires, 
. SN SOUS PS LE Racines imaginaires. 
2<m<+o, p>0, P>0. Racines réelles et négatives. 


Les deux racines ont pour expression 


— (2m — 3}2 + {2m — 3)(m — 2) 


re 


(C. DUPUIS.) 


[Ont résolu la même question : M. J. Sire, à Belverne ; Remondet. 


4437.— Décomposer en facteurs l'expression 
(ax + by + as) + (bx + ay + ds). 


Il suffit pour cela d'appliquer l'identité 
AA BA = (a+ J(at — 28 8?) 
en posant 
a = ax + by + az, 
On obtient ainsi 
a +3 = (a + db)(x + y + 2)[(ax + by + az)? — 
X (bx + ay + b:) 
= (a + b)(x + y + 3)[(a? — ab + b?) 
DCE? + y? + 8 + xs — ùy — y5) + Saby(x + y)]. 
Le facteur entre crochets ne peut être décomposé en d’autres 
facteurs réels, attendu que le trinome &@—a45+%? ne s’annule 
pour aucune valeur réelle de « ou £. 


6 = bx + ay + bz. 


(ax + by + as) 
+ (bx + ay + b:}?] 


(F. PÉGORIER, à Cette.) 


(M. Rebeix, au Puy, a résolu la même question.] 


4439. — Trouver la somme 

1002 — 9924 982 — ,,, +22 4?, 
D'après l'identité à? — 8? — (x + Ej{a — E), 
1007 — 99° — (100 + 99)(100 — 99) — 100 + 99. 


On aurait de même 


on à 


2 


RECENT 


2—1 —2+1. 
La somme demandée n’est donc autre chose que la somme des 
100 premiers nombres entiers. En lui appliquant la formule con- 


nue, on obtient 
n(n +1) _ 100 xX 101 
ME ET 3% 


(A. VERGNOLE, lycée de Bordeaux.) 


(Ont résolu la même question : MM. A. Ballé ; L. Barberot; L. Blanc; V. Bon- 
zom ; J. Ciocàlteu, à Craïova ; R. Coural. collège de Narbonne ; M. Cryé ; 
M. Drovin; G. Foucry; A. Lancel; E. Lôffler, école réale de Tübingen ; 
J. Ménéchal ; J. Nicolaescu, lycée de Craïova ; M. Oger; F. Pégorier ; A. Pichon; 
A. Popescu ? M. Rebeix ; A. Redon, école normale de Châteauroux ; ; Remon- 
det ; À. Rozier ; J. Sire ; G. Tastet.] 
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GÉOMÉTRIE D. | 





4342. — On considère deux cercles O et O’ se coupant en À et 
B. On joint A et B à un point quelconque G du cercle 0 par 
deux droites qui rencontrent le cercle O' en D’ et E. 

1° Calculer la longueur D'E’ et en déduire les lieux du pôle N 
et du milieu M' de D'E' : 

20 En joignant de même À et B à un point quelconque C du 
cercle 0’ et appelant M le point analogue à M', démontrer que les 
deux cercles de centres O et O' et de rayons OM et O'M' ont les 
mêmes centres d’homothétie que les deux cercles donnés. 





1° Remarquons d'abord que la corde D’E’ reste constante lors- 
que G décrit le cercle 0. 

En effet, l'angle ACB est cons- 
tant comme inscrit dans le cercle 
O ; dans le cercle 0’, cet angle 
a pour mesure 

fm n (ES Re 

D'E' — AB D'E + AB 
RE RE 
suivant que GC est extérieur ou 
intérieur au cercle O. Dans les 
deux cas, comme l'arc AB est invariable, l’arc D’E l’est égale- 
ment, et par suite aussi la corde qui le sous-tend. 

Il résulte de là que la corde D’E’ enveloppe un petit cercle de 
centre 0’, qui est en même temps le lieu de M. Le triangle 
N'D'E’ restant égal à lui-même dans toutes ses positions, le lieu 
de N’ est un second cercle concentrique 0’. 

Pour évaluer la longueur constante D'E en fonction des 
rayons R, R’ des cercles O0, 0’ et de la distance 00’— d, nous 
nous placerons dans le cas particu- 
lier où BG est parallèle à O'O. 

Les points C et E sont alors 
diamétralement opposés à A, et 
CE = 200 24; 

La similitude des triangles E’CD’ 











et ACB permet d'ailleurs d'écrire 
DE _ EC 
Lil ABATAUS 
d'où 
AB x d 
D'E = ————. 
R 


Mais AB étant le double de la hauteur A du triangle AOO’ 
a pour Ce 
2 surf. AOO' 


d 








Fa VIRÆR + dNR LR = d\(R+d—R\Kd+R FR) 
d ë 
Donc 





D'E — 





VR+R + GR ER — AR EI — Rad +R—R 

R 

2° En permutant dans cette dernière formule R et F', on 

obtient pour longueur de la corde DE Correspondant au point C! 
du cercle 0’, 


VERRE ANR ER AR + Ad Ra ER —R). 








DE 
R' 
On conclut de là 
D'EFRSR: 
DE = 6 


ce qui montre que les cercles enveloppes des cordes constantes 





D'E’, DE Tete n PR on et OM) ont les m nèmes € tre: 

d'homothétie que les cercles 0’, 0. , ji "4 k 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 

[Ont résolu la TOUS question : MM. Fe à PA Cussenot ; Detrun ; A. Doué ; 


G. Hiernaux ; ; L. Jardin; L. M., à Vic 3 L. Magne; H. Michel, A. Mirc ; 
P. Vincent.] P 0 AA : 

























« 


. à : af 
4360. — Lieu géométrique des points dont la.somme | des dis- À 
tances aux trois faces d'un trièdre est constante. 


Une arête du trièdre étant commune à deux faces, le point de 


7 , 





\f 


cette arète situé à une distance Z de la troisième face ee 
au lieu. Soient alors A, B, G les points des arêtes SX, SY,S 
distants respectivement de la longueur donnée L des faces 2, 
SZX, SXY. 
Je dis que tout point M du plan ABC, pris à l’intérieur du 
trièdre, appartient au lieu. En effet, les trois plans menés par M 
et chacune des arêtes SX, SY, SZ décomposent le tétraèdre SABC 
en trois autres tétraèdres ayant une face commune avec le 
trièdre ; si donc on abaisse de ces points les perpendiculaires 
MN, MP, MQ sur les trois faces du trièdre, on a, en égalant deux 
expressions du volume du tétraèdre, 
SAB.MN + SBC.MP + SCA.MQ = SAB.2: 
Mais les trois faces SAB, SBC, SCA sont équivalentes, comme, 
correspondant par hypothèse à des hauteurs égales par suite 
l'égalité précédente revient à ; 
MN + MP +MQ = 1. 


+ L 


« CO FADA 
Cette démonstration suppose essentiellement le point M pris 
à l’intérieur du triangle ABC; pour tout autre point situé par 
exemple à l'intérieur de We BCA, on a, suivant que Mi est* 
du même côté que AB ou du côté opposé, 
— MN + MP +MQ = 1, 
ou MN — MP — MQ = 7: Re 
On établit d’ailleurs facilement que pour tout point du trièdre 
SXYZ en dehors du plan ABC, la somme MN + MES ER est. 
inférieure ou supérieure à L. 
En considérant les points A', B', C’ symétriques respectivement M 
de A,B, CG par rapport à S, il est clair que tous les points appar- 
tenant à l’une des huit faces de l’octaèdre ABGA'B'G font égales 1 
ment partie du lieu. [a 
(L. MESSENT. $ s 
Généralisation. — Proposons-nous de traiter la question plus 
générale suivante : ; 
Lieu des points tels que si de ces points on abaisse des perpen- 
diculaires sur des plans qui se coupent en un même point, et qu’on 














ru \ pe : LI 
CYR - - 





| donnés positifs, la somme des produits soit constante. 

Soit S le point commun à ces plans. Menons par S des per- 
pendiculaires SX, SY,... à ces 
plans. D'un point quelconque M 
du lieu, abaissons des perpen- 
diculaires MP, MP’,... sur ces 
droites ; les longueurs SP, SP’, 

.. sont les distances du point M 
aux plans considérés. Portons 
sur SX, SY,... des longueurs 
SA; & SA’, proportionnelles 
aux nombres donnés. On à 
SA X SP + SA'>x SP’ 

SE ere 440 





Joignons S à M, et menons les perpendiculaires AQ, A’Q", ... 
sur cette droite SM. Les deux triangles semblables SAQ, SPM 
. donnent 
| SA x SP — SMXxSQ. 
._… L'égalité (1) s’écrira donc 
| SM X (SQ + SQ/+ ...) = A2. (2) 
- Désignons par G le centre des moyennes distances des points 


- A, AÀ',...; par g sa projection sur SM. On a 
m à SQ + SQ' +... = n XS3g. 
| L'égalité (2) nous donne donc 
; RE AOM CSG ER? (3) 


-  Abaissons de M la perpendiculaire MH sur la droite fixe SG. 
. Nous aurons, en considérant les triangles semblables SG, MHS : 
| .__ SMX< Sy = SG xSH. 

__ L'égalité (3) devient alors 
nXSGXSH — X?.. 

- Or SG est constant, donc SH l’est aussi. Ce qui prouve que le 
_ lieu du point M est un plan perpendiculaire à SG au point H 
| tel que 


SD) 
L. se nSG 





(C. H.) 








{Ont résolu la même question : MM. J. Lagarde ; M. Rebeix.] 


ï | : 
4424, — On considère un cercle de centre fixe Get de rayon 
AA. 


variable R. Trouver le lieu des points communs aux cercles ayant 
pour centres les points fixes À, B et coupant à angle droit le pre- 
 mier cercle, quand son rayon R varie. 

- REMARQUE. — On dit que deux cercles se coupent à angle droit 
_ quand leurs tangentes en un point commun sont perpendiculaires. 
» - (École normale de Fontenay-aux-Roses, concours de 1898.) 

| 


Par les points A, B, menons lestangentes AD, BE au cercle C, 
et décrivons les 
cercles de cen- 
tres A, B qui 
passent respec- 
tivement par les 
pointsde contact 
D, E. Ces cer- 
cles coupent vi- 
siblement le cer- 
cle CO à angle 
droit ; soient M, 
CH 3 ; N les deux points 
es. La figure donne 








communs à ces cercl 
L4 L 


PERMIS UE cY ET ; 1) 
multiplie les longueurs de ces perpendiculaires par des nombres 





MAÏ=/AD'— AC Rp: 
MB° = BE° = BC° — R?, 


d'où, en retranchant membre à membre, 





MA' — MB = AC — BC. 
Le point M appartient donc au lieu des points dont la diffé- 
rence des carrés des distances aux deux points fixes À et B est 


constante et égale à AC — BC. Ce lieu est comme on sait la 
perpendiculaire CL à AB menée par le point connu C du lieu. 

Pour qu’un point M de cette perpendiculaire fasse partie du 
lieu, il faut et il suffit qu'il existe un cercle C coupant à angle 
droit les deux cercles A et B passant par M. Or ceci n’est pos- 
sible que si du point C on peut mener des tangentes aux deux 
cercles À et B; le point C doit donc être extérieur à ces cercles, 
c'est-à-dire sur le prolongement de IM. Aïnsi le lieu décrit par 
M est limité au segment de droite CL. 

Le point N étant le symétrique de M par rapport à | décrit 
le segment IC’, symétrique du segment IC. 


(M. OGER, à Poitiers.) 


[Ont résolu la même question: MM. J. Rigal, école primaire supérieure de 
Montcuq ; G. Foucry, école normale de Chàlons-sur-Marne|]. 


Remarque. — On sait que le centre de tout cercle orthogonal à deux 
cercles de centres À et B se trouve sur l’axe radical (ou corde com- 
mune) de ces deux cercles, et que ce centre est extérieur à la portion 
de la corde commune intérieure aux deux cercles. Si donc il existe 
deux cercles de centres À et B orthogonaux au cercle de centre CG, 
leur corde commune. est nécessairement la perpendiculaire abaissée 
de C sur AB, et leurs points communs sont compris entre le point G 
et son symétrique par rapport à AB. 


4442. — Deux cercles étant dans un même plan et les tan- 
gentes communes intérieures se coupant à angle droit, l'aire du 
triangle formé par ces tangentes et une tangente commune exté- 
rieure est équivalente au rectangle des rayons. 

Soit SPQ le triangle déterminé par la tangente commune ex- 
térieure AB et les 
deux tangentescom- 
munes intérieures 
CD, EF, qui se 
coupent à angle 
droit. 

Le cercle 0’ étant 
exinscrit au  tri- 
angle SPQ, on peut 
écrire 

aire SPQ = (p— SOQ)R’, 
p désignant le demi-périmètre du triangle et R' le rayon du 
cercle O0”. 

Mais le cercle O, de rayon R, étant également exinscrit au 

triangle SPQ, on a 


A p 





p = QE = QS+SE. 
Donc aire SPQ = SE.R' = RE, 


en observant que SE —R comme côtés du carré OUSE. 
(M. OGER, à Poitiers.) 


Autre démonstration. — Le triangle SPQ étant rectangle 
en S,ona 


aire SPQ = + SP.SQ. 


Tirons les droites OP et (O0. Je dis que les triangles SOP, 








CRE rh Ne EE 





SA’ sont semblables. En effet, ils ont les angles en S égaux 





à 45° ; d’ailleurs 3 
— __ AO 
POS = POG + COS — Mot + 450, 
ou, puisque AOC — SPQ (côtés perpendiculaires), : 
GPO 900 CAP et 
POS — 20590 508, co. 


Des triangles semblables SOP, SQ0’, on déduit alors 


SO _ SQ 
PIS 0" 
ou SP.SQ = S0.S0". 


. de 1 
Donc aire SPQ — TR 


(GrorGes LEQUERÉ, lycée de Brest.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bouzy; F. Pégorier ; L. Barberot ; 
G. Foucry.] 


4448. — Construire un triangle connaissant le pied M de La 
médiane AM, le pied H de la hauteur BH et le milieu D "au 
segment de hauteur compris entre l'orthocentre et le sommet C. 


Supposons le problème résolu : soient ABC le triangle cherché 
et 1 l’orthocentre. 

La droite MD joignant les milieux de deux côtés du triangle 
BIC est parallèle au troisième côté 
BI; cette droite étant parallèle au 
côté BH du triangle BHC et passant 
par le milieu M du côté RC passe 
par le milieu E du côté HC. 

De là la construction suivante : on 
joint les points donnés M et D par 
une droite et sur cette droite on 
abaisse la perpendiculaire HE que 
l'on prolonge d’une quantité 

EC'=E#EH , 
on mène la droite MC qui coupe 
en B la parallèle à ME issue de H; enfin en abaissant de B la 
perpendiculaire sur la droite CD, on obtient sur la droite CH 
le troisième sommet, A, du triangle, qui se trouve alors com- 
plètement déterminé. 

Cette construction est toujours possible tant que les trois points 
donnés M, D, H sont distincts et non en ligne droite. 

Lorsque D se confond avec M, la droite MD devient indéter- 
minée et par suite aussi le sommet C; à chaque position parti- 
culière de C correspondent un point B et un point A tels que le 
triangle ABC est rectangle en B : résultat évident, puisque dans 
un tel triangle, la hauteur issue de C se confond avec BC. Il y 
à alors une infinité de triangles qui répondent à la question. 

Lorsque les trois points M, D, H sont en ligne droite (cas qui 
comprend en même temps celui où H se confond avec M ou D), 
C vientsur MD, ainsi que B; BA, perpendiculaire à CD ou MD, 
ne peut rencontrer la perpendiculaire en H à MD, à moins que 
B ne se confonde avec H ou C, ce qui ne peut arriver, car le 
triangle se réduirait alors à une droite. Donc dans tout triangle, 
les trois points M, D, H ne peuvent jamais être en ligne droite, 
et cette condition est la seule condition de possibilité du pro- 
blème. : 

On trouve une autre solution en remarquant que les points 
M, D, H appartiennent au cercle des neuf points du triangle ABC. 




















di LOT | dax É # ra? \ né NES Doc 
Le centre de ce cercle étant w, le symétrique de D par rapport 
à «w est le pied de la médiane issue de C; cette remarque four- 
nit aisément une seconde construction, 


(L. FOURNIER, lycée de Rennes.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bouzy ; Burgat; M. Cryé, lycée de ; 
Laval ; M. Oger ; F. Pégorier ; G. Tastet, lycée de Bordeaux ; E. Vaunac 
A. Ballé, lycée de Bordeaux ; J. Chapron ; M. Drovin ; G. Foucry ; A. Redon, 
J. Théron, lycée de Toulon.] . 


4445. — Sur une droite donnée AB comme base, on peut géné- 
ralement construire d'un même côté six triangles semblables à un 
triangle donné. Démontrer que les six sommets de ces triangles « 
opposés à AB sont sur une même circonférence. | 





Par le point À menons, d'un même côté de AB, trois droites . 
faisant avee AB des angles. 
égaux aux trois angles du . 
triangle donné, puis pre-. 
nons les symétriques de 
ces trois droites par rap- 
port à la perpendiculaire 
élevée au milieu de AB. . 

Les six droites ainsi tra- 
cées se coupent en six . 
points CO, D, E,"C, DS'E; 
tels que les triangles ABC, 
ABD, ABE, ... sont sem- 
blables au triangle donné. 

Il s’agit d'établir que les 
trois points C, D, E et 
leurs symétriques C, D’, E’ par rapport à la perpendiculaire 
élevée au milieu de AB, sont sur une même circonférence. 

Tirons CC’. Cette droite étant parallèle à AB, l'angle CCE 
est égal à l’angle ABE; mais comme le triangle ABE est sem- . 
blable au triangle ADB, l'angle ABE est égal à AbB. Donc 
CCE — ADB. Le quadrilatère convexe EDCC ayant ainsi deux . 
angles opposés supplémentaires est inscriptible, de sorte que le 
point C' appartient à la circonférence CDE. Un raisonnement 
analogue montre que les points D’ et E’ sont situés également 
sur la circonférence CDE. | 

Lorsque le triangle donné est isocèle, deux des trois droites : 
issues de À ou B coïncident, de sorte que les six triangles se . 
réduisent à trois, et la propriété cesse d'être applicable. 

(BURGAT, école normale d’Albertville:) 


E E’ 





| 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bouzy: M. Oger . iJ. Chapron ; 
R. Coural, collège de Narbonne ; M. Drovin ; M. Rebeix ; E. Rousset ; J. Sous.] 


PHYSIQUE 


4284. — Deux pendules électriques de longueur 1, d'abord en 
contact, sont chargés d'une certaine quantité d'électricité. Ils 
s'écartent alors de la verticale et chacun d'eux fait un angle x 
avec cette direction. | | 























(Bacc. lettres-math., Tunis, juin 1897.) 


Posons AB = d et soit f la force avec laquelle les balles À 
et B se repoussent. 

Ces balles étant supposées 
chargées de quantités égales 
d'électricité, la loi de Coulomb 
relative aux attractions et répul- 
sions électriques se traduit ici 
par l'équation 


f— _ (1) 


Or le poids p de la balle B par 
exemple peut se décomposer en 
deux forces, l’une, BE, dirigée 
suivant OB, l’autre, BD, dirigée 
. suivant BA. La force BD est égale à ptga et puisque le système 
est en équilibre, on a f— ptgx. 

D. D'autre part d — 2BC = Zsinc. 
L'équation (1) s'écrit donc 





2 


+ ba 

4 HV SNDArEPE 

_ On en tire œ? — kpl? sin°atga 

æ — 21sina« Vpiga. 

| (J. DELPONT.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bayor; EF Beynas:; F. Chuberre ; 
E. Clément ; Delacommune; N. Delhotel ; Feintuch : E. Fourmon ÿ P. Frescal ; 
Geltzenlichter ; 3. A. P. L. O.; A. Larue ; E. Layes ; E: Léotard ; F. Leulliot; 
+ ; A. Mirc ; J. Orsini; M. Rebeix ; J. Salières ; G. Szabo, à Gyor ; 

atrin. 


4380. — Deux cubes ayant, l'un 10cm de côté, l’autre 1% de 
côté, sont suspendus sous les plateaux d'une balance ; celle-ci est en 
L équilibre quand les deux cubes sont placés dans le vide. 
… On met Sur le cube le plus gros une surcharge de 15' et on plonge 
- les deux cubes dans une masse d'air à une pression x et à une 

température de 15°C. On demande la valeur de x pour laquelle 
_ l'équilibre est rétabli. 


1 


== 73 ? 


Coefficient de dilatation de l'air, 4 = 


19 


Poids du litre d'air dans les conditions normales, p = 15",3. 
(Bacc. lettres-math., Lille, avril 1898.) 


Soit P le poids commun des deux cubes dans le vide; le volume 
» du grand cube est 1lit, et le volume du petit, 0!!,001. Ces deux 

- cubes plongés dans l'air à 15° et sous la pression x éprouvent 

une certaine poussée; le poids apparent du premier a pour valeur 


P — XI EX TE 15 
1 
DURE 
_et celui du second, 
P — 0,001. 1,3 x Anal À 
‘ 16 { + LL 
pu 273 
L'équation du problème est donc 
» g À 4 s 
PEUX EX ——— +42 P—0,001CL BNC EC — 7 » 





* d ) 
DR ON SOPRETA AL Nu or 


ni \ ne me tnt taf ae x sn 
è LL AA ÉRSSES Po elfe a RDS Le NOT PP SEE 
_ On demande de calculer la charge x de chaque balle de poids p, | 
de poids des fils suspendant ces balles étant négligeable. : 


# | 4 


d'où, en réduisant, 
; 76% 288 
PS Dan 0,001) 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 


= OIPEe 


{Ont résolu la même question: Mie M. Pont: MM. J. Bruyas; Burgal; 
A. Chapron ; E. Clément ; L. Curt; F. Leulliot;, E, Madet ; E, Le Maïgre.]l 


CONCOURS. DE ‘1898 (Suite) 


CERTIFICAT D'APTITUOE AU PROFESSORAT 
DES ÉCOLES NORMALES ET DES ÉCOLES PRIMAIRES 
SUPÉRIEURES 


Aspirants. 
Mathématiques. 
[. — 4447. Définition et recherche de la racine carrée d'un nombre 


n 1 : Re 2 
A à — près, en supposant connue l'extraction de la racine carrée d'un 
D 


nombre entier à une unité près. 
: : Le. aus \ 
Exemple : Calculer la racine carrée de ca à nt près. 


Démontrer que si l'entier g est un multiple de l'entier p, la racine 
ÿ 


1 x : : : - : 
carrée de À à — près, par défaut, est au moins égale à la racine carrée 
q 
JE: 2 
de A à — près par défaut. 
D 


IL. — 4448. On donne une demi-circonférence de rayon R, limitée 
par le diamètre AA’. En un point M de cette demi- 

G  circonférence on trace la tangente MC jusqu'à sa 
rencontre en G avec la tangente au point A; on 
joint M et À et on mène la perpendiculaire MP sur 

AA', puis on fait tourner la figure autour de AA’. 
Déterminer le point M, en prenant pour incon- 


M nue la distance AP = x, de telle sorte que le 
volume engendré par le triangle AMC soit au 
volume du cône circulaire droit ayant AC pour 

ABP A rayon de base et R pour hauteur dans un rapport 


donné mn. 

Discussion par rapport à mm. 

Pour certaines valeurs de m on trouve deux points M' et M” répon- 
dant à la question, desquels on mène les perpendiculaires M'P' et M'P" 
sur AA’. Evaluer, en fonction de m et de R, la somme S des volumes 
des cônes engendrés parles triangles AM'P' et AMP" en tournant autour 
de AA’. ; 

Quelle valeur faut-il donner donner à ’%# pour que la somme S des 
volumes des deux cônes précédents soit au volume de la sphère de rayon 
R dans un rapport donné p? Entre quelles limites peut varier le 
nombre p? 


; R—=1. Calculer les valeurs 


| 


Application numérique :  P = 


correspondantes de æ. ” ie 
(22 juin, de 8 h. à midi.) 
Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


L. — Observations barométriques..— Expliquer comment on peut les 
utiliser.pour prévoir les mouvements de l'atmosphère, — Cyclones. 







IL. — Composés d'origines minérale ou organique contenant du phes- 
phore. Transformations qu'on leur fait subir pour les employer aux 


: applications industrielles ou agricoles. — Nature de ces aPpOSAEns . 
£ II. — Appareil digestif des Mammifères. Phénomènes mécaniques et 
* ‘ chimiques de la digestion. — On insister…a sur Îles modifications de 
4 l'appareil digestif chez les animaux des divers ordres. , 

4 4 Définir ce que l'on entend par rations alimentaires, montrer limpor- 
tance de l'alimentation rationnelle. 


(23 juin, de 7 h. à midi.) 


Aspirantes. 


Mathématiques. 


I. — Établir la relation donnant lescarré d’un côté AB. d'un triangle 
ABC, quand on connait les deux autres côtés, AG et BC, et la projec- 
tion CD de l’un de ces derniers sur l’autre. 

Distinguer les cas où l'angle C est aigu, obtus ou droit. 


11. — Dans un losange ABCD on connaît l'angle GC, égal à,450, et le 
côté BC, égal à 0,15. Calculer à un millimètre près : 

40 La hauteur de ce losange ; 

20 Ses diagonales. 


IT. — Démontrer : : 
19 Que tout nombre entier non premier est décomposable en un pro- 


duit de facteurs premiers ; 
20 Que cette décomposition est unique. 


IV. — 4449. Dans une table où les nombres premiers sont rangés 
par ordre de grandeur croissante, on prend deux nombres premiers 
consécutifs quelconques a et b, plus grands que 2, a étant le plus 
petit; on fait leur somme a<+b.  Démontrer: 

19 Que cette somme n'est pas un nombre premier ; 

| 20 Que tous ses diviseurs premiers sont plus petits que &. 
(27 juin, de 8 h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


1. — Qu'entend-on par point d'ébnllition d'un liquide pour une pres- 
sion donnée ? 

Ce point d'ébullition peut-il être déterminé expérimentalement, 
défini théoriquement ? 

Suffit-il que la température du liquide, supposé pur, ait atteint ce 
point d'ébullition pour que l'ébullition se produise ? Indiquer les expé- 
riences et les considérations théoriques qui se raportent à cette dernière 


question, 
I. — Principaux effets chimiques produits par les différentes formes 
d'énergie électrique : étincelle, effluve, courant, are. — Applications 


les plus importantes. 


IL, — Sécrétions et excrétions : Peau; — Reins. 
(28 juin, de 7 h. à midi.) 


CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT 
DE LA COMPTABILITÉ . 


Aspirants et Aspirantes. 


En. Arithmétique appliquée au commerce (!). 

| I. — Je dois 1 000 reichmarck à Berlin, payables au reçu de mon 
envoi. 

ES « ï Je trouve du papier à 10 jours de vue à 122 1/8 et du papier à 60 


jours de vue à æ francs. 











; (1) L'usage de la table de logarithmes n'est pas autorisé. 





Le taux de l'escompte sur marché libre, à Berlin, est 3 3/8 p. 

Quel doit être le cours æ pour qu'il soit indifférent pour moi d 
voyer du papier court ou du papier long ? , =. 

L'escompte à Berlin sera fait en dedans. | 

(On ne tiendra pas compte des commissions.) 4 


D et 



















IL. -— Une commune emprunte 10 millions, au taux de 5 p. 0/0. Elle 

doit rembourser cette somme en 10 ans par 40 amortissements variables: 

L'État à garanti à la commune le payement des amortissements ; mais, 

au lieu de lui payer une somme qui varie tous les ans, il veut lui payer 

chaque année une somme fixe. o = 
Quelle somme doit-il payer chaque année ? ; 

‘ (1° février, de 9 h. à midi.) 


ne. 


QUESTIONS PROPOSÉES 


' 


4450. — Converser 10 en une somme de fractions ayant pour dé 
\ 
nominateurs des puissances de 6. 


4451. — Trouver un nombre tel qu'en le multiplant par 37 et divi- | 
sant le produit par 31, on ait pour reste 15, 


— Sommer les n premiers termes de la suite 


À 4 A1 AIT + AI + Fe 
(F. Péconer.) 


4452 


4453. — On donne une demi-circonférence construite sur AB comme 
diamètre. Par un point C de cette demi-circonférence, ôn abaisse la 
perpendiculaire CM sur AB et la perpendiculaire CP sur la tangente . 
en B; enfin on mène la tangente au point G, .qui rencontre en D la 
tangente BP. Cela posé, comment faut-il choisir le point GC pour que 
les deux triangles CDP et ACM soient équivalents ? d 

(Bacc. lettres-math., Bordeaux, juillet 1898.) 


4454.— Dans un triangle ABC les côtés sont a, b, c. Par les points Da 
et C on mène les perpendiculaires BB’ et CC’ au plan du triangle. On 
demande de déterminer sur ces droites des points M et N tels que le 

1 ; 
triangle MAN soit rectangle en A et ait une surface donnée ru + 
Discussion. Construction géométrique. | sl 

(Bacc. leltres-math., Clermont, juillet 1598.) 


4455. — Étant donnés deux cercles O et 0’ tangents, on demande 
de trouver sur leur axe radical un point A tel que les tangentes AB 
et AB menées de ce point aux deux cercles soient rectangulaires. — 
Discussion, : 

(L. Héwors.) 


4456, — Avec les mêmes données trouver sur l'axe radical un 
point A tel que le triangle ABB’ soit équilatéral. | : 
(L. Hémors.) 


E . 
4457. — Les perpendiculaires élevées aux milieux des bissectrices 
intérieures d'un triangle rencontrent les côtés opposés aux Sommets 


d'où partent ces bissectrices en trois points en ligne droite. JE 
| (J. M. Lacan, à Tournus.) 


4458. — Le triangle ABC étant donné, on mène la bissectriee CD 
de l'angle C et, par le point C, la perpendiculaire à cette bissectrice ; : 
elle rencontre AB en D’; on prend le milieu 0 de DD’. Calculer en fonc- . 
tion des côtés AB—ec, AC —b, BC— a les distances du point 0. 
aux trois points A, B, C, et, de la comparaison des résultats obtenus, 
conclure que la circonférence décrite sur DD’ comme diamètre coupe 
orthogonalement la circonférence circonscrite au triangle ABC, 
 (Bacc. leltres-math., Rennes, juillet 1898.) 
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. Ou, en désignant par R le rayon du cercle 0, 


. SH=—a, le lieu de S est la projection de ce cercle sur un plan 
. pärallèle au plan ABC, situé à une distance a de ce dernier; 
c’est donc un cercle de même rayon ayant pour centre la projec- 
tion du point O sur le plan parallèle. , 
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Pour que ce cercle existe, il faut et il suffit que son rayon, égal 


ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES DE PARIS (1898) 


; lorsque 





| LAS ee s Ry2 
à OH, soit réel, c’est-à-dire qu'on ait a < : 


U 
CA 


ES 


__RZ2 


a — ——, le cercle lieu de S a un rayon nul et S est fixe. 
(M. REBEIX, au Pay.) 


4431. — On considère tous les trièdres T qui sont trirec- 
tangles et dont les trois arêtes rencontrent un cercle donné. En 
appelant. S le sommet de l’un quelconque de ces trièdres, H la 
projection de S sur le plan du cercle, P et les intersections 
du cercle avec une droite passant par H, démontrer la relation 
HP >< HQ 


res 


ea 


19 


(Ont résolu la même question : MM. G: Girot, école primaire supérieure de 
Mézin ; J. Sire, à Belverne ; £. Vaunac, à Belvès ; L. Ollie; P. Goudry.] 


Dans la solution précédente on a remplacé HP.HQ par R?-OH'; 
parce que ces deux expressions représentent toutes deux la puissance du 
point H par rapport au cercle O0. Cela suppose que le point H est tou- 
jours à l'intérieur de ce cercle. Pour le voir, il suffit de montrer que la 
projection du sommet d’un trièdre trirectangle sur le plan du triangle 
de section se fait à l'intérieur de ce triangle. 

En effet, on à montré précédemment que SH est la hauteur du tri- 
angle rectangle ASD; H se trouve donc entre À et D. La droite SD est 
la hauteur du triangle rectangle BSC ; le point D est done entre B et 
CG. Par suite H est bien à l'intérieur de ABC et par suite du cercle 0. 





TRES 


Trouver le lieu dé ceux des sommets des trièdres T+ qui sont à 
une distance donnée du plan du cercle. — Discussion. 


Soient À, B, G les points de rencontre des arêtes du trièdre T 

avec la circonférence du cercle donné 0. ; 

S Le plan ASH contenant une 

S perpendiculaire à chacune des 

à faces SBC et ABC est perpen- 

diculaire à ces deux faces, et 
4482. — Un cycliste sur sa machine se déplace sur une route 


par suite, à leur intersection 
horizontale avec une vitesse de 8 kilomètres à l'heure. Il s'engage, 


BC. La droite AH se confond 
alors avec la hauteur AD du 
triangle ABC. En considérant 
les plans SBH et SCH, on 
voit de même que BH et CH 
sont les deux autres hauteurs 
du triangle, de sorte que H est l’orthocentre du triangle. 


Cela posé, le triangle ASD, rectangle en S, donne 
L) 


avec cetle vitesse, sur une pente ielle que la variation de niveau 
soit de 2 centimètres par mètre de route. — À cet instant, le cy- 
cliste lûche les pédales et n'agit plus sur sa machine. On demande : 

1° Quelle sera la vitesse du cycliste lorsqu'il aura parcouru, 
sur la route, une distance de 50 mètres, à partir de l’origine de là 
pente. 

20 Combien de temps il aura mis pour parcourir ces 50 mètres. 

On traitera d'abord le problème sans tenir compte des forces de 
frottement. On le traitera une seconde fois en tenant compte de 
ces forces et en admettant que le frottement produit le même effet 
qu'une force constante de 4 hilogramme agissant sur le cycliste 





SH° = AH.HD. 
D'ailleurs en prolongeant AD jusqu’à son second point de ren- 
contre A’ avec le cercle O, on sait que HD = DA'; donc 


SN — AH. HA’ 4" Enr P_HO en sens inverse de La vitesse et tendant à l'arrêter. 
pt + TRS ARS Le poids du cycliste et de sa machine est de 80° kilogrammes ; 
; CFE d: l'accélération due à la pésanteur est de 9,8, en prenant comme 
Lieu du sommet S lorsque SH — a. — D'après la relation DNS mere Seconde, 
précédente, on à 1° Soient w, la vitesse initiale du cycliste lorsqu'il s'engage 
Tu HP4HQ = 24°, sur la pente, v sa vitesse lorsqu'il aura parcouru un espace e 


sur cette pente, y l'accélération du mouvement, t le temps 
employé pour parcourir l’espace e. Les formules du mouvement 


9 AT? 
R2=— 0H%=2a?, : : er 
uniformément accéléré donnent 


. 
doi =} )/RIE 047 
ou : OH VR a br = Vo —- y 
Le point O étant fixe et la distance OH constante, le lieu de H i 
. estun cercle concentrique au cercle donné. Par suite, comme | et = vote. 


Élevons la première équation au carré et multiplions tous les 
termes de la deuxième par y; il vient 
D? = v? + Avoyt + V2 












D 


" \ Ld n 6 Y 
cie \ e # Li, 4 
4 "( Li € po" di # en cr: 


2ye — 2voyt + SE 





On en tire 0? — vf = 2e, 
d’où ù = ÿoi+2ye. 

On a d’un autre côté 

D 0 
= ———. 
y 
Lie SUD : Pie: 4 

Application. — vo = 800 2,222 par seconde; e = 50m; 

l'accélération + a pour valeur A 
2 9,8 
— —— —= 0,196. 
2 100 60 j 


La vitesse du cycliste lorsqu'il aura parcouru 50% à pour valeur 


1/2,222 + 


parcourir ces 50m, 


2% 0,196 >< 50 — 4,953, 
4,953 — 2,222 
0,196 
20 La force de 1K5 qui agit sur le cycliste en sens inverse dela 
vitesse diminue l'accélération du mouvement. Soit y’ la nouvelle 
accélération. Le cycliste était d'abord entrainé par une force 


0 ' : : 
égale à 2 la force à laquelle il est soumis en tenant compte 
5) 


0 


du frottement a pour valeur _ — 1 = 0“:,600. Les forées 


étant proportionnelles aux accélérations qu'elles impriment à 
une même masse, On à 





0,600 . ! 
80477 0,196 
30 


d'où Y'=:0%/0732. 


Portant cette valeur dans les équations 





COM VE0n 
» = vi + 2e et =, 
1 
ilvient o—1\/2,22 +2%50%x0,0735 — 32,503 
3,505 — 2,222 
et —— = — 1Â7scc LA 
0,0735 È 
(V. BONZOM.) 
[Ont résolu la même question: MM. Le Maigre; M. Oger; M. Teulié; 
R. Henry ; L. Hubert ; L. Ollié ; F. Pégorier.] 
4433. — 105" d'un mélange sec formé d'asotale de potassium 


et d'uzotate de sodium sont traités par de l'acide sulfurique en 
excès vers 140-150°; Ze produit volatil obtenu, en admettant l’ab- 
sence de réaction secondaire, est condensé en totalité, puis neutra- 
lisé par une solution aqueuse ammoniacale. 


On évapore à sec, et le résidu solide est ensuite décomposé en le 


chauffant avec précaution vers 2500. 

Tout le gaz formé dans cette décomposition, mesuré sec à 0° et 
760®, occupe un volume de 2lit,395,. : 

Formuler les réactions et donner le poids de chacun des asotates 
contenus dans le mélange. 

Poids atomiques : H = 1; 
K= 49: 

Densité de l'hydrogène, 0,0694. 

Poids d'un litre d'air à 0° et 760, 18r,293. 


D SHOT ANR 23: 


Le mélange d’azolate de potassium et d'azotate de sodium 

traité par de l'acide sülfurique concentré ‘vers 140-150° donne 

» lieu à un dégagement d'acide azolique et à un résidu de sulfate 
acide de potassium et de sulfate acide de sodium : 


AzOK -* AzQ°Na + 2S04H2 = 2A20°H + SOKH + SO{NaH. 
101 


u + 


\ 


Lo 


et le temps employé pour 


/ ; : L Pre Ê , 
17 Se TES ao ique condensé, neutrs lisé | par Tnt s0 ution aque 
ammoniacale, donne de l’azotate d'ammonium ; CE 
2AzO8H + 2AzH° — 2Az0%(AzH), , 
Le résidu solide d’azotate d'ammonium décomposé par la cha- 
leur donne de l’oxyde azoteux et de l'eau, d’après l'équation 
2A20*(AzHt) — D + 4H20. . 






































Calculons la masse des 21it,393 d’oxyde azoteux ,obtenus ; la. 


densité de ce gaz est donnée par la formule d = Er elle a 


donc pour valeur L. 


On a donc recueilli : 
2,395 >< 1,293 x 1,5268 — 45r,728 d'oxyde azoteux. 
En se reportant aux réactions formulées ci-dessus, on trouve 


aol : | 
4,728 X _ = 54",426 d’azotate de potassium, : 
A 10) , 85 — Lente , : 
el 4,128 X Re 45,567 d’azotate de sodium. 


(M. OGER.) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Bonzom; G. Giraud ; E. Gérnez ; 


ES PE 1 rai ES ; E. Rousset; E. Vaunac: R. Henry ; J. Jantet 
de PRRRS EPS PE Lo 
CONCOURS GÉNÉRAL (1898). 

EST we 
Classe de Seconde moderne. | 
4407. — On considère un cercle de diamètre AOB; par. le 


milieu C de l'un des arcs AB on mène la corde CM qui rencontre 
AB en P (OP <R), et on trace le diamètre MON. ‘4 
Evaluer le volume engendré par le quadrilatère QNCP en 
tournant autour de AB. Les données sont le rayon R du cercle 
et l'angle aigu x que la corde CM fait avec AB. 
Interpréter la formule trouvée dans le cas OP > R. . : 


Faisons les constructions indiquées dans l'hypothèse OP < RE 
l'angle CPO sera égal à x. 
Prolongeons CN jusqu’à Ja 
rencontre de AB en Q;il est 
clair que 
Vol. ONCP” « + 
= Vol. PCQ— Vol. ONQ, 
ces volumes étant engendrés 
par la rotationt des aires âu- 
tour de AB. D'ailleurs, en 
” abaissant de N la perpendi- 
culaire NS sur AB, la figure donne : 


Vol, PCQ — 270€. (0P+ 00), 





Vol. ONO = Tr NS*.00. "NS 


Le triangle rectangle PCQ montre que , 
OP = OC cotga = R cotgo, OQ = OCiga— Rise 
Le triangle OCN étant isocèle, l'angle CON est égal à 180°—24, 
et par suite l'angle complémentaire NOS est égal à 2x —900. 
Il en résulte que, dans le triangle rectangle NOS, 


NS = ON sin (24 — 90°) — — R'cos2a. 
L'expression du volume cherché est donc 
RrRUR 1g a+R Cotg &) — Re cos? 24.R tg æ, 


: 


Es 


Nos ) 
J 1," he ER Et) 
PARUREN LS CUT TE 3% 


"A 2 A. Æ * 














TrR(tg « + cotg a — Cos? 24 (g à) 


E + rRi(cotg a + sin? 2a tg 4). 


La parenthèse peut aussi s’écrire 
cos?4+sin?24sin?4 
_singCosa 


cos? 4 + 4sinta cos? x 
FES sinæCos 4 $ 
dot à 
où, pour le volume, la seconde expression 
| 1 
1 ! 
5 rR3 cotg «(1 + # sin «). 


Interprétation de cette 
OP>=RK. 
nous prendrons cette for- 
mule sous la forme (1) et 
nous chercherons les volu- 
mes que représentent sur 
la nouvelle figure les deux 
parties de {1). Cette figure 
donne de suite 


OQ = Rtg a, 
2a — 90° — 90° — 2 





OP =R cotga, 
« SON = CON — 90° — 1800 — 
NS =R sin SON = R cos 2. 
La formule (1) devient donc 


+00 (0P Hire x NS*.00 — Vol. PCQ — Vol. OQN, 


‘C’est la même expression que dans le premier cas; seulement 
la différence des aires PCQ et’ OQN ne représente plus, comme 
dans ce premier cas, l’aire du quadrilatère ONCP. 
| La plupart de nos correspondants ont calculé le volume engendré par 

. le quadrilatère ONCP dans la seconde figure. Ce n'est pas ce que deman- 
 dait l'énoncé ; il fallait chercher ce que représentait dans le second cas 
_ la première formule trouvée. 


+ 


# : : 
4408. — On donne une droite Z verticale, une droite U paral- 
lèle à la ligne de terre, et une droite V située dans le plan bis- 


| secteur du premier-dièdre, et faisant 45° avec la ligne de terre: 

. 10 Construire les projections du parallélépipède dont trois arêtes 
| sont sur les droites , U, V. 

Ponctuation des résultats ; 

He2° Évaluer le volume de ce polyèdre en fonction des plus cour- 
les distances }, y, y des droites Z, U, V, deux à deux. 

_ {e Figurons- -nous, avant de faire l'épure, le parallélépipède 
| ABCDEFGH, en supposant 
25 que la verticale Z se confon- 
de avec AE, la parallèle à 
la ligne de terre U avec GH, 
la droite V du premier plan 
bissecteur avec (CB. Pour 
déterminer le parallélépipède, 
on mène par Z un plan paral- 
lèle à U qui rencontre V en 
B, et par Z un plan parallèle 
à V, rencontrant U en H; on 
mène ensuite par U un plan 
parallèle à à Z rencontrant V en C. La verticale du point C ren- 
contre U en G; la verticale du point H rencontre en D la 
Le menée par C à U. On connait ainsi trois points de la 
base P'HNDE on en déduit aisément le quatrième en achevant le 






















— cotga(l +4sintæ), 


formule dans le cas de 
— A cet effet, 


Las 
à hs ; : 
| We: . 


| parallélogramme dont trois sommets sont B, C, D. La parallèle 


menée par H à V rencontre Zen E ; la parallèle menée par E à 
U rencontre en F la verticale de B. Tous les sommets sont ainsi 
. déterminés. 

Soit done æy la ligne de terre ; construisons d'abord la droite 
VV’, située dans Le premier plan bissecteur et faisant 45° avec y. 
Ce plan bissecteur étant supposé rabattu sur le plam horizontal 
autour de la ligne de terre, le rabattement de VV’ est une droite 
Vi faisant 45° avec xy. Relevons (à l’aide d’un triangle rectangle) 
un point 1 de V, en (m, m') ; les deux projections V et V'seront 
am et am. 

Donnons-nous en outre arbitrairement la parallèle (U, U’) à la 
ligne de terre et la verticale (Z, 7’). 











Le plan mené par (2, Z') parallèlement à (U, U’) est un plan 
de front dont la trace horizontale est la parallèle menée par Z à 
æy. Ge plan rencontre (V, V') au point (b, b')}. Leplan mené par 
(Z, 2) parallèlement à (V, V) est un plan vertical ayant pour 
trace horizontale la parallèle menée par Z à V. Ce plan vertical 
rencontre (U, U’) au point (4, k’). Le plan mené par. {U, U'} paral- 
lèlement à (Z, Z') est le plan vertical ayant pour trace horizontale 
U ; il rencontre (V, V') au point {c, c’). La verticale du point 
(ce, c’) fournit sur (U, U') le point (g,g'}. Menant par ce point la 
parallèle à la ligne de terre, sa rencontre avec la verticale du 
point (4, k') donne le point (1, d'). On achève Île parallélogramme 
ayant pour trois sommets (b, b'), (c, c'), (d, d'), ce qui fait con- 
naître (a, a). On en conclut sans peine les autres sommets du 
parallélépipède. 

Ponctuation. — La projection horizontale se réduisant au 


L 











. Ê + p- ‘4 
M alloeraime abcd, tout est vu en projection horizont 
Le contour apparent de la projection verticale est entièrement 
vu, J’arête (bf, b'f") est évidemment vue en projection verticale ; : 
au contraire (dh, d'h) est cachée. Il en résulte que les àrêtes 


aboutissant en (b, b') sont vues ; au contraire celles aboutissant 


en (k, k') sont cachées. 


2 Évaluation du volume. 
Soient À la plus courte distance des arêtes U, V; 


+ celle des arêtes V et Z ; 
* celle des arêtes Z et U. ; 


La plus courte distance des arêtes U et V n’est autre que la 
distance de deux plans menés par chaque arête parallèlement à 
l’autre, c'est la distance des deux plans EFGH et ABCD; c’est 
donc la hauteur du parallélépipède en lui donnant pour base 
ABCD (fig. 1). Donc 

V'=Surf ABCDX A, 

La droite Z étant verticale, ses plus courtes distances aux 
arêtes U et V se projettent horizontalement en vraie grandeur; 
ce sont donc (fig. 2) les longueurs des perpendiculaires abaissées 
de Z sur les projections U et V; 


:p = b., JAN; : 
Le parallélogramme ABCD se trouve dans le premier plan 


bissecteur ; donc 


Surf. abcd = S.ABCOD : ee 
et Surf. ABCD = abcd.ÿ2 = chXux V2. 

On est ramené à calculer cb. A cet effet, rabattons le plan 
bissecteur sur le plan horizontal ; abcd se rabat en ahicida. La 
hauteur bk de abcd étant perpendiculaire à æy fait 45° avec le 
plan horizontal ; donc 

bika = bkf2 = vÿ2. 

Le triangle c.4,b, est rectangle et isocèle ; donc 

ab =WI ENS); 

Pour déduire de là cb, il suffit de connaître l'angle que fait la 
droite CB avec le 
plan horizontal. Soit 
(fig. 3) B1 le pre- 
mier plan bissec- 
teur, H le plan ho- 
rizontal. Menons par 
un point « de xy 
une droite af si- 
tuée dans B; et fai- 
sant 45° avec xy 
Projetons £ en £, 
Fig. 3 sur H; menons £;, 

perpendiculaire 


à æy; on ir Le l'angle &yf, est le rectiligne du dièdre B;H: il 
vaut donc 450, La figure donne 


ke = af sin 45°, 





BB = Py sin45°; 





Ê 
donc PP — af sin? 450 — $ 
ue Le 
2 F0 PES 32 3 
donc api = = C += PB — af cos 300. 





Donc, l'angle £a2, vaut 300. 
Revenant alors à la figure 2, on en conclut 


cb = cib4 cos 30° — 2y. Jù = yÿ3. 


Su. BCD | _ TES e TROT RE 
Æ = HT. | APR ENTER 


[Ont résolu cette question : MM. CURE école formale de Bourg ; M. Rebaix es « 
à Eygurande.] 


F inalémont , 









et Aa” 


2 
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4244.— Si a et b sont deux nombres entiers quelconques, le 
2 2 x : * 
quotient ane n'est jamais égal à un nombre entier.  « 
Par PI 


Si le quotient était égal à un nombre entier g, on 


aurait 
a? + b? = (a? — bg, * 
et par suite 
&(g —1) = bg +1) 
a? Tree ” . 


ou D = Er TS 





la fraction En est donc un carré parfait; on sait que, 
lorsqu'il en est ainsi, le produit de ses termes est carré parfait ; 
ainsi , 
(g—+lNg—1)= À, . 
d’où 
g?’—1—=/, & 
ou (L 
g’— = 1, 


(a —h)(g +h) = 1; 
égalité impossible, puisque le premier membre admet les deux R 


diviseurs entiers g+h et g—h. ! 
Donc on ne peut supposer que 
a? + b? à 
a? — b? & 


soit entier. 


[Ont résolu la question : MM. J. Amboise ; P. Boutroux ; Burgat ; Cam- 
bureanu ; Cauchy ; A. Chapron; J. Delpont ; LR Gervaiseau ; L. Gourdet ; 
Grzybowski ; G. Hiernaux ; H. Janois ; E. Layes ; Lecocq-Ameye ; H. Lefèvre ; 
Le Hénaff ; E. Louvet; R. Manen; H. Martiny ; J. Pastour : J. Peyret ; 
Ph. Plisson ; A. Riche; P. Tribier ; F. Wittner.] 

s 


- 


4434. — Trouver un caractère de divisibilité par 17 en décom- 
posant un nombre donné en tranches de deux chiffres à parie de 


La droite. F 


On remarque aisément que : 


e 


{ —"mi1 +1, és 
102 — m17 — 2, 

10 — m7 + 4. Ê 5 

105 — mA1—S8, 

108 — n°7 + 16 — m17—1, É 
1010 — m17 + 2, ” 

1012 = m17 — 4, 10 ù 
101 — m17 +8, 

41016 — m17 — 16 re , 


we restes de division par 17 des puissances de 10 d'exposant 
pair ont pour valeurs absolues 1, 2, 4, 8 et sont alternativement 








L' LRASS EN ANT k “ 4 , 
positifs et négatifs ; la première série des quatre restescommence 
par + 1, la seconde par — 1, la troisième par + 1, ete. 

4 Considérons alors le nombre 45372894653. En le séparant en 
tranches de deux chiffres à partir de la droite, on peut l'écrire 


53 + 46 XX 10? + 89 >< 104 + 72 DCA06 HE 53 DC 108 + 4 >< 1010, 
On ne change pas le reste de division de ce nombre par 17 en 


remplaçant chaque puissance de 10 par le reste qui lui corres- 
- pond, ce qui donne le nouveau nombre 
53 — 46 XX 2 + 89 DC 4 — TX 8 —53 XX 1 +4 X 2. 

Pour que le nombre proposé soit divisible par 17, il fautet il 
suffit que cette somme soit divisible par 17. Elle s'obtient évi- 
demment par la règle suivante : 

+ Ayant divisé le nombre en tranches de deux chiffres à partir 
de la droite, la dernière tranche à gauche pouvant n'avoir qu’un 
chiffre, on multiplie les nombres représentés par cestranches, dans 
l'ordre où elles se suivent, par 1, —2, +4, — 8, — 1, +2, 
— 4, +8, +1 etc. Si la somme des résultats comporte plus de 
deux chiffres, on fait sur cette somme la même opération jus- 

- qu'à ce qu'on arrive à un nombre plus petit que 100; si ce nom- 
bre est divisible par 47, il en est de même du nombre donné. 

‘Il est clair que si l’un des résultats est négatif, il n’y a qu'à 
l'augmenter d’un multiple convenable de 17 pour le rendre positif. 

Dans l'exemple considéré on trouve 


53 — 92 + 356 — 576 — 53 + 8 — 417 — 1531 — — 1114. 
- Augmentant de 1700, on trouve 586; appliquant une seconde 
_ fois la règle, on trouve 
DK A1 —2X 86 — 5 —172 — — 167. 
_ Ajoutant encore 170, on trouve 3. Le nombre donné n'est pas 
divisible par 17 ; son reste de division par 17 est 3. 


[Ont résolu cette question : MM. R. Croze ; L. Hubert ; J. Moisson ; 
" M. Rebeix ; P. Reboul ; Ribes ; R. Van Cauwenbergh.] 


D À 


ALGÈBRE 


ND ES UNS 


4348.— Dans une équation À du second degré, on remplace x 
par y—+k; on obtient ainsiuneëquation B où l’inconnue est y. 
Choisir k de manière que les racines de l'équation À et celles de 
l'équation B aient même produit. 

& Expliquer la solution k—0. Prouver que, si on adopte l’autre 
valeur de k, la somme des quatre racines des équations À et B 
est nulle. 

4 L'équation À sera, à la volonté du candidat, ax? + bx + c = 0 
vou 2x2—Tx—3 —0. 

“ (École supérieure des postes et des télégraphes, 1898.) 





Dans l'équation 
ax? + bx + c = 0, (A) 

_ faisons æ—y+kh; il vient, après avoir ordonné par rapport 

Æ 

1 | ay° + (2ak + by + ak + bk+c = 0. (B) 

“ En égalant les produits des racines des équations (A) et (B), 

| 


—— 


_ ak +bk+ce 
à a " & 


ou, en supposant a-<0, ce qui est permis puisque l'équation 
| (A) est du secong degré; | 


, 


À 


ak +Dbk = 0. 





eV M BUS A oi hé» 1 font ia ile Qi, LÉ NES 


On tire de là 
+ R'—10 ou PAUL ja Là à 
a 


La solution k—0 rendant les équations (A) et (B) iden- 
tiques est évidente a priori. 


En prenant k — HE l'équation (B) se réduit à 


ag? —by+c—=0; ; 
dans ce cas la somme des racines de l'équation (B), +; est 


égale et de signe contraire à la somme des racines de lPéquation 
(A), ce qui justifie la dernière partie de l'énoncé. 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 

[Ont résolu la même question : Melle J. Bruyas ; : M. Pont ; MM. R. Bassel ; 
F. Beynas; G. Bonnel; H. Bose; A. Bouzy ; J. Delpont ; M. Deschamps, 
collège de Cusset ; Doué, lycée de Toulon ; R. Dupland ; F. Chuberre ; 
L. Durand, lycée de Rennes ; Je Coupat ; L, Florentin, lycée de Nancy ; 
L. Gourdet ; Grzybowski ; J. Guillaume; G. Hiernaux ; A. Jeannel, école nor- 
male de Melun; X. Lacreuse ; J. Lagarde ir RAI collège Chaptal ; 
E. Layes ; E. Le Maigre ; M. Letessier, lycée de Laval; L. M., à VIC ; F A. Mirc ; 
F. Morel ; A. RUE Ocer ele Patte Pégorier ? ns Perret ; J. Pillard ; 
J. Pinchis: P. Plisson ; Raynaud ; P. Reboul ; d Reynaud, école LR Rene 


de Voiron ; E. Roncaglia ; E E. Sevin ; A. Smäntânescu ; Vial ; J. Villemagne; 
J. Wittner.] 


4358. — On donne un demi-cercle ACB, de rayon R; sur la 
tangente AT perpendiculaire au diamètre AB, on porte AM tel 
que AM—%x, puis, du point M, on mène la tangente MC. On 
demande : 

1° De calculer en fonction de R et de x les distances du point C 
au diamètre et à la tangente ; 

20 De déterminer x de manière que la somme de ces deux dis- 
tances soit égale à une longueur donnée m, telle que CD+AD=—m. 
— Discussion. ; 

(Bacc. lettres-math., Toulouse, novembre 1898.) 


1° Tirons le rayon OC du demi-cercle ACB. Les triangles rec- 
tangles COD, CME ayant les angles 
en C égaux comme compléments de 
l'angle OCE, sont semblables, et don- 
nent 


M 
Ge CD R 
D she EE ne 1 
Le RE CE æ (1) 


D'ailleurs la relation CD°— BD.DA 
s’écrit, en observant que DA = CE, 
CD — CE(2R—CE). (2?) 
Les relations (1) et (2) entre CD et 
CE permettent de calculer ces deux segments. 
En effet, remplaçons dans (2) CE par sa valeur tirée de (1); il 
vient 


B D © À 


Ford. a LR s- ARE ) 
DS CD(2R . CD}. 
ou, en divisant par le facteur CD qui n'est pas nul, 
CD = eh ED, 
2R?5 
d’où DE ML 
et, en portant cette valeur dans (1 “A 
2Rzx? 
(HT RL 


20 Égalons la somme des deux valeurs précédentes à ”; on 
obtient pour équation du problème, 
2R2x 2Rx2 
| R+a  R?+ 4? 


ie 


Fur dde dd > : Sin 


1 





z 
P 





PYRENEES NES 


ou, après avoir chassé le dénominateur commun et ordonné, 
“1 


(m — 2R )x? — 2R2x + mR? = 0. ke 
Discussion. — Pour qu’une valeur de # convienne, il faut et il 


suffit qu'elle soit réelle et positive. xd 
La condilion de réalité est | 


Rt—{m—2R)mR? > 0, 


ou — 2Rm—R? < 0, 
ou bien L — R}? — 2R? < 0, 
ou encore (m—R—Ry2 )(m—R+Ry2) < 0. 


Le dernier i étant évidemment positif, cette condition 

revient à 
<< R( + Va , 

Lorsqu'elle est remplie, le coefficient m—2R de x? peut 
changer de signe, ce qui conduit à distinguer deux cas : 

Si m<T2R, l'équation ayant ses termes extrêmes de signes 
différents admet deux racines réelles de signes contraires, et la 
racine positive convient seule, 

Si 2R <°m <R(1+Y2), les deux racines ont leur pro- 
duit, on > positif, ainsi que leur somme PEAR 

m — 2R Rae: ï LT OR 
racines étant ainsi positives sont toutes deux acceptables. 

Pour re l’une des racines devient infinie (solution 
limite) ; l’autre racine, fournie par l'équation incomplète 
—?2kR%+ mR? = 0, est égale à R (solution évidente d'après la 
figure). 

Pour m=R(1+/2), les deux racines sont égales, et leur 
valeur commune est 

2 R LE à 
BE ER = 7e = VE HI); 
les deux solutions du cas général sont alors confondues. 

REMARQUE. — D'après les valeurs de CD et CE = DA, on 

voit facilement qu'une valeur négative de æ répond à la relation 
AD — CD = ". 


(A. BOUZY, école primaire supérieure de Vervius.) 


ces 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardaillon, collège de Pont-à-Mousson : 
L. Bigot; M. Boutry ; A. Chapron ; G. Charpentier ; ‘4 Cussenot, collège de 
Mirecourt : J. Delpont ; R. Dupland; R. Durand ; R. Fradin ; Jarrige, lycée de 
Tulle; L. M., à Vic: X. Lacreuse ; C. Marie; Mie Palin ; R. Quéré ; Raynaud ; 
M. Rebeix, lycée du Puy ; Remondet:; J. Valentin : ; G. Vente, pensionnai Saint 
Joseph, Caen ; J. Ville magne, pensionnat Valbenoîte, Saint-Etienne. ] 


4438. — Mettre sous forme de produit de facteurs le poynome 
(eo. y)7-H Boy (AE EE). 
Le polynome peut s'écrire 
(+ y} — 1 + Sxy(l — x — y), 
ou, en tenant compte de l'identité a—f%— (x —B){a?-+ 49 + 02), 
(+ y — 1)[(x + y) + à + y + 1] + Bay (1 — œ — y). 
En mettant alors en évidence le facteur commun (x + y — 1) 
et en réduisant, il vient 
(@ + y —41)(e? RU — y, + x Æ y FA). 
La décomposition ne peut être poussée plus, car le second fac- 
teur, égalé à zéro, fournit pour + ou y des valeurs imaginaires. 


(ABEL PICHON, lycée de Niort.) 


[Ont résolu la même question: Mie Maria Pont; MM. A. Bouzy; A. Delbès ; 
J. Ménéchal ; J. Nicolaescu ; Péchabrié ; F. Pégorier ; G. Tastet, lycée 


+ 


de Bordeaux ; M. Teulié; E. Vaunac; C. Barbe; J. de: Bersaucourt: 
E. Chaineau : L, Curt; H. ; À. Farret; J. Moisson; E. Gernez- 
Pfanmatter ; L. Patin ; P. Reboul ; F. Sol.] 
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4492. —: Etant donné un rectangle ABDG dont un des cé ;, 
AC est double du côté AB et dont la diagonale BG. est donné. e 
et égale à a, on considère, dans son plan, une paralièle y à 
la diagonale BC, à la distance a de cette droite, et on fait 
tourner le rectangle autour de xæy. On demande : à 1 

4° De trouver l'expression de la surface S du solide engendré 2 
par le triangle ABC, de la surface S' du solide engendré par le 
rectangle, du volume V engendré par le rectangle ; | 

20 De calculer par logarithmes la longueur a, sachant que, 


jnc : 
V — ———. mettre tous les calculs. 
5432 ? ; ‘ 


(École des Beaux-Arts, section d'architecture, 1898.) 


" 


. + 
10 Surface S du solide engendré par le triangle ABC. # 
Cette surface est la somme des surfaces latérales du cylindre 


et des troncs de cône one 


À *_ drés par le carré BCC'B/, 
les trapèzes ABB’A', Ro 

Son expression est donc | 

B c S — 2raBC+ r(a-+ AA')AB | 

+ r(a + AA) AC. 

ou A 

S — ne 1 

+ r(a + AA')(AB + AC). 

Evaluons AA’, AB et AC | 

en fonction de a. , «1 

T0 À MATE DORE EE On a par hypothèse | 
AC = 24B, AB? + AC° — 

loù l’on déduit ‘ à | 4 Tous 
ABS AG : 


Tr | "D } 
d'ailleurs, en appelant H le point d'intersection de AA’ et BC, 


AA = AH+a te 
9 | 
ou, comme AG — AB AG ra a>} | 
AA = Zata— a. 
h] b] 
En remplaçant dans $, il vient : 
VX RE 7 34 _ 2ma°(25 +185) | 
S= 2net+nfara) = Dur 0 ; | 
Surface S' du solide engendré par le rectangle. 1 


On peut considérer cette surface comme la somme des AT ! 
latérales des troncs de cône engendrés par les trapèzes ABB'A’, | 
ACC'A', BDD’/B', DCC'D’. Donc À 

S' = r{a + AA')AB + AC) + ra + DD'}{DB + DC), | 
DB + DC — AB + AC, | 
S’ — z(2a + AA' + DD')(AB + AC), } 


ou, puisque 


n 4 


Or on à vu plus haut que ; FA 
[AR 7 hs a sn 2a . 
AA = Sa, LT AUTRE S 
d'ailleurs : 
DD'= mo = 
Par suite. 


SE r (24 + 








| Volume \ A HR par À UD | 
Ce volume équivaut à la somme des volumes des Goes de 
| cône engendrés par les trapèzes ABB'A, ACCA', diminuée de la 
somme des volumes engendrés par les trapèzes BDD'A', DCCD’. 
On peut donc écrire, en remarquant que les deux premiers troncs 
ont des bases égales, ainsi que les deux derniers, 








V= — < -BC(FF PÉNAËE BEN AA! 
fi + rB'C(BB*+ DD°+ BB’.DD') 
ou 
Du V—- r[A4— DD + a(AA' — DD] 
k 
= . ra(AA'— DD'}(AA' + DD' + a) 
{ 


| = gralta—< a Le Late) = gr 
“0 5 B ARE Fret 


20 En remplaçant ÿ par la valeur IL QUE donnée, on a 
pésustion 

i 

< d43 





pe] TS TA”, 


1 


. 3 
or MTL DUT 
ANR D bigo car 


És $ : . 
+ En prenant les logarithmes de chaque membre on oblient 


: 


3 log a = log 5 — log 5432 — log 4 — log 3,1416 ; 


ECOLE 


- or les tables à 5 décimales donnent 
log 3 — 0,69897 ; log 5432 — 3,13496 
lôg 4 — 0,60206 ; log 3,1416 — 0,49715. 
* Donc: 3 log a = 0,69897 — (3,73496 + 0,60206 + 0,49715) 





— 0,69897 — 4,83417— 5,86480 ; 
J #  loga — UE — 2,62160 ; 













a —= 0n,0418. 


Remarque. — On parvient plus rapidement aux expressions de 
.S' et de V en appliquant les théorèmes de Guldin, d’après les- 
quels S'et V sontrespectivement égaux à la circonférence décrite 
par le centre 1 du rectangle multipliée par le périmètre ou l’aire 


.2(AB + AC) = 


Te Ta, 


= 257. ABSCACE= _ ra. 


’ (A. BOUZY, instituleur à Vervins.) 
[Ont résolu la même question: MM. &. Baudoin; V. Bonzom; F. Montaland ; 
k Popescu, lycée de Jassy ; J. Rigal, école primaire supérieure de Montcug ; 
 L. Barberot ; Remondet ; Mie Maria Pont; MM. E. Baudot,; E. Bergeret; A. 
 Brodbeck ; ce Curt ; J. Fiton ; Ch. Godard ; R. Henry ; E. Le Maigre; J. Mé- 
… néchal ; L. Michel; fa: Salvetat ; P. Tribier.] 


© ——  — ——  ——  —— — — 


x _ PHYSIQUE 


jusqu'en CG. On a DE = 40,1, EF = 1,2. 


_ La partie inférieure du cylindre est remplie d'air dont la pres- 
sion est mesurée avec un manomètre à mercure. La dénivellation 
PQ entre les deux branches, mesurée à 20° sur une règle d'argent 
étalonnée à 0° (le coefficient de dilatation de l'argent est 0,00002) 
est de 30cm ; la densité du mercure est 13,6 à 0° et son coefficient 
de dilatation cubique est 0,00018. On demande la résultante des 
pressions exercées sur un décimètre carré du fond GH. 


(Bacc. letires-math., Toulouse, avril 1898.) 


-Soit H la pression extérieure. 

ÿ La pression exercée par l’eau sur GH est 
égale au poids d’une colonne d’eau ayant 
pour base GH et pour hauteur 


DEF = 4,1 + 1,2 = 50,3, 


Une unité de surface — le décimètre 
carré dans le cas du problème — supporte 
donc une pression de haut en bas égale à 

H + 53%, 

L'air enfermé au-dessous de GH exerce 
une pression apparente de H — 30c%, Mais 
la dénivellation étant mesurée à 20° et 
la règle étant étalonnée à 0°, la pression 
réelle exercée par cet air est donnée par l'expression 
30 


—— ( 2 
000200 cest 000008 20), 





ou H — 29cm,9, 
Cette colonne mercurielle de 241n,99 reposant sur une surface 
de { décimètre carré exercerait une pression de 
13kg,6 >< 2,99 — 40k£,664. 


La résultante des pressions exercées sur un décimèlre carré du 

fond GH à donc pour valeur 
H+53ks — (H —40k5,664) — 93k£,664. 

(MATHIEU, à Vernoux.) 

M. M. Rebeix ; E. 


[Ont résolu la même question : M Sinturel.] 


Li 
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CONCOURS DE 1898 (Suite) 


AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES 


Section des Sciences mathématiques. 
Arithmétique et Algèbre. 


3 ù m 
4459. — Étant donnée la fraction et É 


19 Trouver des nombres entiers a, b, c, ... tels que l'on ait 


u m a b G 
Re 0 a 
n 15 15 40Me) 
2 Chercher la condition nécessaire et suffisante pour que le second 
membre de cette égalité se compose d’un nombre limité de fractions. 
3° Cette condition étant remplie, quel sera le nombre des fractions à 


calculer ? 


: 


Re: 
“ 
2 


re 





« : _ 
4460. — On substitue les racines a et b de l'équation du 
degré 


second 


L° + DT + q = 0 
dans le trinome U= Mmi+ nt —+h, 
et on propose de calculer n et h en fonction de p, q et m, de manière 


| que l'on ait uw —b pour æ&—=u, et w—a pour x — b. 
FE n' et h' les valeurs trouvées pour n et h. 
» Démontrer que les racines de l'équation 
ma? + nr + h = 0 
satisfont à une relation indépendante de m ; 
20 Chercher pour quelles valeurs de m l'équation Î 
0 ! e 
ma + naze + h = 0 
a ses racines réelles ; 
3° En supposant que l'on 4 p=—— et,q——1, étudier les 


variations de la fraction 
ma? +mnaz+h 
U = —————— ": 
4 T°? + PA + 


(8 juillet, de 8 h. 112 à midi 1/2.) 


« Géométrie et Cosmographie ». 


Or, Oy, et une circon- 


— On donne deux axes rectangulaires j 
d 


férence de centre C, tangente en 0 
0y, et de rayon a. 

Soient deux points P et P' pris sur 
Oy, par lesquels on mène les tangentes 
PA, P'A' "à la circonférence "G Ces 
deux points se déplacent sur Oy de 
manière que leurs ordonnées b et b 
vérifient la relation 

ubb'+ vb+b')+w= 0, 


u, ®, w étant des constantes données : 
1° Trouver le lieu géométrique du 
point de rencontre M des tangentes 
1 SEA 
2° Démontrer que la droite AA' qui 
joint les points de contact des tangentes 
PA, P'A' passe par un point fixe ; 
que les trois droites OM, PA', P'A se coupent en un 


4461. 





3° Démontrer 
même point, et chercher le lieu géométrique de ce point. 


DIU 
(9 juillet, de S h. 


| Construire ce lieu lorsqu'on suppose 
112 à midi 112%) 


Section des Sciences physiques et naturelles. 


Physique. 


L. — Étude expérimentale des conditions dans lesquelles se produit 
la liquéfaction des gaz. — Applications des gaz liquéfiés. 

IL. — Caractère du timbre, en acoustique. — Causes des différences 
de timbre pour des sons de même hauteur. 


IL. — 4462. Dans un circuit parcouru par un courant électrique, 
sont placés, à Ja suite les uns des autres, un voltamètre à azotate d’ar- 
gent, un voltamètre à sulfate de cuivre, et un voltamètre à eau acidu- 
lée, de densité 4,1. Au bout de 35""10%*, le volume d'hydrogène recueilli 
dans le dernier voltamètre est de 25cc,8, la température étant de 13°,5, 
la pression atmosphérique étant de 762mw, et la hauteur de l'eau aci- 
dulée dans l'éprouvette étant de 75m, On sait d'ailleurs que la tension 
de la vapeur d'eau, au-dessus du liquide acidulé, est de 14mm,5, — On 
JR ee , 

° Quelle est, en ampères, l'intensité du courant, sachant que 1 cou- 
ee dégage 0cc,1488 d'hydrogène à 0° et 760mm ; 

2° Comment on pourra vérifier le résultat au moyen des deux autres 
voltamètres, sachant que les équivalents électrolytiques de l'argent et 
du cuivre sont respectivement 108 et 31,5, 


x (8 juillet, de 8 h: 1/2 à midi 1/2.) 


Sciences naturelles. 
s l. — Composition de l'aliment de l'Homme; différences entre cet ali- 
4 
à [2 
L 
à L 
+ 
3 a. + FN . 



































ment et a is Vlantes PASHON nés 46 digestifs Te s. substance 
alimentaires. (On supposera connu l'appareil digestif.) 


Il, — Croissance de la tige ; son mécanisme. 
"(9 juillet, de 8 h. 1/2 à midi 1/2. . 
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QUESTIONS PROPOSEES : 
44G3.— La surface d'un'‘triangle de côtés 2n°+2, 2n?, 2n°— 
est quadruple de celle d'un triangle de côtés 2n+1, 92n, 2n— 1. 


Déterminer pour quelle valeur de n. 
(F. Péconrter, à Cette.) 


. 


4464. — On donne deux points À et B dans un plan. Sachant que 
les nombres m et n sont tels que 


A —mY1—n) > 0, 
l'aire de la région du plan contenant des points P'tels que le 


.,: 
évaluer 


“ 


rapport 


DE soit compris entre M et N. 


(E. MonraGur.) 


E ‘ a 

4465.— Deux cercles, dé centres 0, 0', sont tangents extérieurement 
en C. Soient A, B leurs points de contact respectifs avec l'une de leurs 
tangentes communes. ‘ 

{° On suppose que la figure tourne autour de la ligne” 00" et l'on | 
demande de calculer le volume engendré par l'aire qui est limitée pa 
la droite AB et les arcs de cercle AC, BC. 

2° On suppose que les rayons des cercles varient, leur somme restant 
constante, et l'on demande de trouver les valeurs des rayons pou 
lesquelles le volume précédent est maximum. 

3° On suppose que les rayons varient, leur produit restant ‘constant, 
et l'on demande d'étudier la variation du volume et d'en indiquer Le 
représentation graphique. 


(Bacc. leltres-math., Mol juillet 1898.) 


4466.— Construire un triangle connaissant 4, b+a= h, += ke 
— Discuter. 
Calculer ensuite les côtés de ce triangle. 


(P. SALLY, à Limoges.) 


44G7.— Dans un vase hermétiquement clos se trouve une Mn 
réduite à son fléau. 
On attache aux deux bouts : 
1° une sphère S de Le de volume et pesant 
p = 50287 ; 
2e une sphère S' de 0mc,000 025 formée d'un 
corps de densité 20. 
On demande à quelle pression il faut porter 
l'acide carbonique contenu dans la boîte pour 
que, à 1000, il y ait ét entre k£ de 
sphères, à» : 
1,529. ns 
(Bacc. Te Toulous 


“ FA? } 
n 4 





Densité de C0?, 


rt 


juillet LR L 


. 
4468.— Deux petites sphères identiques, électrisées positivement, 
sont placées à une certaine distance l’une de l'autre, et donnent lie 
une répulsion égale à 1. On les rapproche jusqu'à ce qu’elles se touche 
puis on les éloigne à une distance égale à la moitié de la précédentk 
et l'on a une répulsion égale à 4,5. On demande le rARPOE des Se 

électriques primitives des deux sphèr es. 
(Baec. lettres-math., Lyon, jutilel 1898. 3° 
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Mathématiques élémentaires. 


4405. — On considère un triangle T dont les sommets sont 
A, B, C et une droite A dans son plan. On prend les symétriques 
d'un point 0 quelconque de la droite À par rapport aux côtés du 
triangle T, et on construit le centre O' du cercle circonscrit au 
triangle ayant pour sommets les trois points ainsi obtenus. 
1. Trouver le lieu du point O' lorsque le point O décrit la 
+ droite A. Ce lieu est une conique S dont on discutera le genre en 
» faisant varier la position de la droite À par rapport au triangle 
“ T. On indiquera également les positions de A pour lesquelles S 
- lui est tangente. 
Il. Trouver le lieu du centre de la conique S lorsque la droîte 
A se déplace parallèlement à elle-même. 
Ce lieu és! une conique S1 qui dépend de la direction de A. 
IT. Trouver le lieu du centre de Si lorsqu'on fait varier la 
_ de A. 
. Démontrer que par tout point | de S on peut mener trois 
4 : 34 OO! et faire voir que deux de ces droites sont conjuguées 
ee par rapport aux droites qui joignent le point | aux 


de he 


oints de rencontre de À et de S. 
. Dans le cas particulier où la droite À passe par le centre w 
d'un cercle inscrit au triangle T, on propose de trouver l’enve- 
… loppe de la droite O0". ner que, dans ce cas, les centres 
des trois autres cercles inscrits au triangle T et les points de ren- 
“contre des diagonales du quadrilatère’ complet ayant pour côtés 
*A et les côtés de T sont six points placés sur une même conique. 
























" —. — Soient A’, B', C’ les symétriques d’un point O par se 
port aux côtés du triangle ABC ; 
centre O’ du cercle circonscrit au 
triangle A’B'C’ se trouvera à l’intersec- 
tion des perpendiculaires élevées aux 
côtés de ce triangle en leurs milieux; 
je vais montrer que ces perpendiculai- 
res passent respectivement par les som- 
mets A, B, C, et sont les symétriques 
des droites AO, BO, CO par rapport aux 
bissectrices des angles du triangle ABC. 
Considérons en effet par exemple les 
points B' et C'; le point À est à égale 
distance des trois points B', C et O, 
par suite il se trouve sur la perpendi- 
culaire au milieu de B'C'; soit AO” 
cette droite. Traçons le cercle de centre 
À et circonscrit àu triangle B'C'O ; 
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AB, AC; AO, AO’, OC, B'C’, les angles (AB, AO’) et (C'0, C'B' 
sont toujours égaux et de même sens comme ayant les côtés 
perpendiculaires, et il en est de même des angles (C'O, C'B') et 
(AO, AC) comme ayant même mesure dans la circonférence de 
centre A; les angles (AB, AO’) et (AO, AC) étant par suite 
égaux et de même sens, on peut affirmer que AO’ et AO sont 
symétriques par rapport à l’une ou l’autre des bissectrices de 
l'angle BAC, et les droites BO’ et BO, CO’ et CO jouissent de la 
même propriété par rapport aux bissectrices des angles B et C. 
Ainsi donc à chaque point O du plan correspond un point 0’, in- 
tersection des symétriques de AO, BO et CO respectivement par 
rapport aux bissectrices des angles A, B; C, et c’est le point dont 
il est question dans l'énoncé. 

On arriverait à la même conclusion en remarquant que le cer- 
cle circonscrit au triangle A'B'C' est le cercle directeur relatif au 
second foyer 0’ d'une conique inscrite dans le triangle ABC. et 
ayant O comme premier foyer ; la propriété des angles formés 
par deux tangentes avec les droites joignant leur point d’inter- 
section aux foyers fournit la construction que nous avons donnée 
pourile point 0”. 

Les points O et O’ sont tels que chacun se déduit de l’autre 
par la construction précédente ; ils sont dits points inverses l'un 
de l’autre ; la transformation par points inverses joue un rôle 
important dans l'étude des cour- 
bes rapportées à un triangle {*). 

Lorsque le point O décrit une 
droite A, son inverse ©’ décrit 
une conique S circonscrite au 
triangle ABC ; les rayons AO’ et 
BO'" décrivent en effet autour de 
A et B des faisceaux respective- 
ment homographiques aux fais- 
ceaux décrits par AO et BO; 
ces derniers étant homographi- 
ques, il en est de même des pre- 
miers, et O0’ décrit une conique 
S passant par À et B ; elle passe 
aussi par C pour la mème raison; 
les tangentes à S aux points A, 
B, G sont les symétriques, par 
rapport aux bissectrices du trian- 
gle T, des droites joignant les sommets aux points de rencontre 
de A avec les côtés opposés; la conique est ainsi complètement 
déterminée. 

Les points de rencontre E et F de la conique S et de la droite À 
sont deux points inverses l’un de l’autre ; si l’on considère en 








(*) Voir la solution de la question de Mathématiques spéciales du concours 
d'agrégation de 1890 par M. Delassus, insérée dans la Revue de mathématiques 
spéciales, 
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effet le point E commun à 4 et S, son inverse appartiendra 
aux inverses de ces deux lignes, c’est-à-dire à S et à A; il n’est 
pas en général confondu avec E, parce que AE n'est pas con- 
fondu avec l’une des bissectrices de l’angle A, par conséquent 
il ne peut être que le deuxième point F commun à S et à A. 

Ces points E et F sont les points doubles des deux divisions 
homographiques tracées par AO’ et BO' sur 4 ; ils peuvent être 
réels et distincts, imaginaires ou confondus, ce dernier Cas ne se 
présentant que lorsque A est tangent à S. 

Pour que la droite À soit tangente à S, il faut et-il suffit, 
d'après ce qui précède, que le point de contact soit un point 
confondu avec son inverse, ou que les droites qui le joignent aux 
sommets A, B, C du triangle T soient chacune confondue avec 
une bissectrice de ce triangle ; il est alors nécessaire et suffisant 
que le point de contact soit le centre de l’un des quatre cercles 
tangents aux trois côtés du triangle T, ou enfin que la droite A 
passe par l’un de ces quatre points, qui sera précisément le 
point de contact de A et de S. 

Pour trouver la nature de la conique S inverse d’une droite A, 
je remarque que le point O’ sera à l'infini si le triangle A'B'C 
se réduit à une droite, c’est-à-dire si le point O se trouve sur le 
cercle circonscrit au triangle ABC; on sait en effet que ce cercle 
est le lieu des points dont les projections sur les côtés du triangle, 
et par suite les symétriques par rapport à ces côtés sont trois 
points situés en ligne droite. 

Il résulte de là que la conique S aura autant de points à l'infini 
que la droite A aura de points communs avec le cercle circons- 
crit au triangle T ; S sera une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole suivant que A ne coupera pas ce cercle, le coupera ou 
lui sera tangent. Ajoutons que, d’après la réciprocité des points O 
et 0’, la conique inverse de la droite de l'infini sera précisément 
le cercle circonserit à ABC. Pour que la conique S se décom- 
pose, il faut et il suffit que A passe par un des sommets du 
triangle ; la conique inverse se compose alors d’une droite passant 
par ce sommet, et du côté opposé. 


II. — Supposons que la droite A se déplace parallèlement à 
une direction A; la conique S passe constamment par les some 
mets A, B, C du triangle et par le point D inverse du point à 
l'infini dans la direction A,. Lorsque A varie, on obtient pour S 
successivement toutes les coniques du faisceau déterminé par 
ces quatre points, car si l’on prend un point quelconque 0’ dans 
le plan, son inverse O, et la droite A passant par O parallèle- 
ment à A, la conique S inverse de A passe par A, B, C, D et 
0’ et se confond avec la conique du faisceau assujettie à passer 
par 0". 

Nous sommes donc ramenés à trouver le lieu des centres des 
coniques passant par les quatre points A, B, C, D ; je vais 
montrer que c'est une conique S, qui passe par neuf points 
remarquables, ce sont les milieux des six côtés du quadrangle 
ABCD et les trois points diagonaux de ce quadrangle. 

Je considère pour cela les cordes AA’ et BB’ respectivement 
parallèles à BG et AC ; les points A’ et B’ où elles coupent les 
coniques du faisceau, décrivent deux divisions homographiques; 
en effet, en vertu de l'égalité des rapports anharmoniques des 
deux faisceaux 


ACAMR, "GS ED) et B(A’, B’, C, D) 
les seuls côtés variables de ces faisceaux AB et BA’ décrivent 


des faisceaux homographiques, et A’ et B'sont homographi- 
ques. Les diamètres a+", f5 des deux directions BC et AC joi- 


gnent respectivement les milieux « et 8 de BC et AC aux: 


milieux a’ et (’ des cordes AA’ et BB’; comme les points 4 
et © décrivent des divisions semblables aux divisions A’-et B’, 
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par suite homographiques, le point de rencontre de «4! et Pf, qui 
. n’est autre que le centre de la coni- 

que $, décrit une conique S, passant 
par œ et Ê. Elle passe pour une rai- 
son analogue par le milieu y de AB, 
ainsi que par les milieux de DA; DB. 
et DC; si l'on considère enfin les. 
coniques S du faisceau réduites à un 
couple de côtés opposés du quadran-" 
gle ABCD, leurs centres sont les. 
points de rencontre de ces côtés” 
opposés, c’est-à-dire les trois points. 
diagonaux du quadrangle ; cesh 
points appartiennent encore à lan 
conique S4. . 
Quelle que soit Ia direction de A1, lorsque A s'éloigne à l'infini, 
la conique S devient le cercle circonscrit au triangle ABC, par 
suite le centre à de ce cercle est un dixième point appartenant 
à la conique S1. Cette conique passe’ainsi par les milieux «, 6, y 
des côtés du triangle ABC, et par le point à qui est l’orthocentre * 
du triangle 4; on en conclut que c’est une hyperboleéquilatère, 
et qu’elle renferme les points de concours des hauteurs de tous 
les triangles qu’on peut former en choisissant trois quelconques 
des dix points mentionnés précédemment. | 


e- 





III. — Lorsque la direction de A varie, la conique S, varie en 
passant par les quatre points «, £, y, à dont chacuneest l’ortho- 
centre du triangle des trois autres; le raisonnement de la 
deuxième partie nous montre que le lieu du centre de S; est une 
conique passant par neuf points remarquables du quadrangle « 
ay, et elle n’est autre que le cercle des neuf points du trian- 
gle aby. 


IV. — Si une droite O0" passe par un point 1 de la conique $, - 
on peut supposer que 0’ est confondu avec I ou bien qu'il est 
distinct; dans le premier cas 

A il n'existe sur A qu'un seul 

. point O inverse de I, et qu’une, 
seule droite O0’; dans le se- 
cond cas, il existe deux droites 
00" passant par L, et distinctes 
de la première. Supposons en 
effet que l’on fasse tourner. 
une droite autour du point 1, 
qu’elle coupe la conique en O' 
et la droite A en O1, puis que. 
l’on construise le point O in- 
verse de O0’. Les faisceaux AO 
et AO" d’une part, AU’ et I10'O4 
d'autre part sont homogra- 
phiques; on en conclut#que 
0’ les divisions déterminées par 

O et O; Sur la droite’ A sont. 

homographiques ; pour que 1, O et 0’ soient en ligne droite, il 
faut et il suffit que O et O, soient confondus, donc que O soi 
en un des deux points doubles des divisions précédentes ; il existe 
donc bien deux droites de la nature indiquée répondant à la 
question. | | 
Les divisions tracées par O et O1 sur A sont en involution, 
car si l’on considère les points E et F de rencontre de S et de 4; 
ce sont, comme on l’a vu, deux points inverses l’un de l’autre, et 
ils se correspondent d'une manière réciproque dans les divisions 
O et O;; on sait que l'existence d’un seul couple de points de 
cette nature suffit pour caractériser la propriété involutive de 
deux divisions homographiques de même base, par suite les divi- 
. $ 








. n : 

sions tracées par O et Où, ainsi que les faisceaux engendrés par 

10/0; et [10 sont en involution. Comme les rayons doubles sont 

conjugués harmoniques par rapport à deux rayons homologues 

. quelconques, on voit que les deux droites O0 passant par I, et 

telles que 0’ soit distinct de I sont les rayons doubles des fais- 

ceaux précédents et forment un faisceau harmonique avec les 

droites IE, IF joignant le point I aux points communs à S 
et à À. 


V. — Supposons que la droite A passe par un centre w d’un 
cercle tangent aux trois côtés du triangle T; nous avons vu dans 
la première partie que la conique S est tangente à A au point w; 
je vais montrer que l'enveloppe de 00’ est une conique bitan- 
gente à S. 

La question peut être posée d’une manière générale de la façon 
suivante : Deux points O0’ et O tracent l’un sur une conique $, 
l’autre sur une 
de ses tangentes 
des divisions ho- 
mographiques 
(c'est-à-dire vues 
d’un point de la 
conique suivant 
des faisceaux ho- 
mographiques) 
ayant un point 
homologue com- 
mun au point de 
contact de la tan- 
gente, montrer que l’enveloppe de 00 est une conique bitangente 
à S. 

Je suppose que 
du point O on 
trace la deuxiè- 
me tangente à 
S; on sait que 
_ son point de 
contact 0’, dé- 
crit sur la coni- 
que une division 
homographique 
à celle que trace 
O sur 4; les di- 
visions 0’ et O'i 
seront dès lors 
homographiques 
sur la conique; 
elles ont un premier point double en w, je désigne par e1 l’autre 
point double, et je trace la tangente A, au point «1. 

_ Je considère un point 0’ sur S, le point O correspondant sur A, 
et je trace O0’ qui coupe A; en O;; je trace également wO’ et 
“10 qui coupent A, et A en 0’: et O0’; je désigne enfin par H 
- le point de concours des deux tangentes, 
$ D'après les hypothèses faites, les points O et 0" décrivent 
& sur À des divisions homographiques dont w et H sont les points 
doubles, par suite le rapport anharmonique (00’“H) est cons- 

… tant ; le rapport (O1104"H) lui est égal par perspective faite du 
È point 0’, et il est aussi constant, par suite O0, et O4” décrivent 
Le A, des divisions homographiques dont w, et H sont les 
… points doubles ; mais les divisions 0:” et O” étant homogra- 

phiques comme perspectives de la division O0’ de la conique, et 

… les divisions 0” et O étant homographiques par hypothèse, O 

. et O; décrivent sur 4 et A; des divisions homographiques ; par 

conséquent la droite 00’0; enveloppe une conique tangente à A 
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et A1 ; les points de contact sont précisément w et w,, de sorte 
que l'enveloppe trouvée est bitangente à S en ces deux points, 
ce que nous voulions démontrer. 

On peut interpréter de la façon suivante la question que nous 
venons de résoudre : Étant données dans l'espace une section 
conique S et une droite G& rencontrant cette conique, et projetée 
sur le plan de cette courbe suivant une de ses tangentes, les 
droites O0’ sont les projections des génératrices d’un système 
réglé du second ordre s'appuyant sur S et sur G ; l'enveloppe 
de O0’ est alors le contour apparent de l'hyperboloïde ainsi 
engendré sur le plan de S, et c'est une conique bitangente à la 
première. 

En revenant au problème posé, on voit que l'enveloppe de O0’ 
est une conique bitangente à S, l'un des points de contact 
étant w, et A étant la tangente commune en ce point. 

On peut déterminer a priori plusieurs autres tangentes à la 
conique précédente ; si l’on suppose d’abord que O0 vienne sur A 
en l’un des points a, », c où cette droite rencontre les côtés du 
triangle, le point O’ vient en l’un des sommets opposés A, B, C, 
de sorte que l’on obtient déjà comme tangentes les trois diago- 
nales Aa, Bb, Cc du quadrilatère complet formé par A et les 
côtés de T. Si l’on suppose d'autre part que O vienne en un des 
points &, b1, c1 de rencontre de A avec les bissectrices du 
triangle autres que celles qui se coupent en w, le point O’ est 
situé chaque fois sur la même bissectrice ; on en conclut que 
trois nouvelles tangentes sont constituées par ces bissectrices, 
c'est-à-dire par les côtés du triangle formé par les centres w',w",w" 
des cercles exinscrits autres que w, 

La dernière question de l'énoncé est une conséquence immé- 
diate du théorème suivant : Si deux triangles sont circonscrits à 
un e 
leurs 


conique, 

sommets 
sont six points 
situés sur une 
autre conique ; 
il suffit en effet 
de l'appliquer à 
l'enveloppe que 
l'on vient de 
trouver, et aux 
deux triangles 
formés par les 
tangentes précé- 
dentes. 11 existe 
plusieurs dé- 
monstrations 
élémentaires de 
ce théorème ; l’une des plus simples consiste à transformer 
homographiquement la figure de façon que deux des sominets 
d’un des triangles deviennent les points cycliques du plan ; la 
conique devient une parabole ayant pour foyer le transformé du 
troisième sommet du triangle considéré ; la proposition se 
transforme alors dans la suivante, qui est bien connue : Les 
sommets d'un triangle circonscrit à la parabole sont sur un cercle 


passant par le foyer. 
HV 


[Cette même question à été bien traitée par MM. H. Lacaze, à Ayros, et H. 
L'Huillier, à Nancy.] 
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4410, — Trouver un nombre tel qu'en le multipliant par 37 
et divisant le produit par 31, on ait pour reste 15. 
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entiers l'équation + TEEN 
37æ — 3ly +13. 
On en déduit 
__ 37æ—15 PA at 
Ra UniFT qe 31 
Getle valeur de y devant être égale à un nombre entier, 
posons 





6x — 15 LA 
31 ; 
t étant un nombre entier. On tire de là 
D EP PS CAT ire 
6 6 
Cette valeur de x devient elle-même entière en posant 
LAS 
init 
d’où t — Gu—15 
et æ = D(6u—15)+u = 3lu — 75 = 31u' +18. 


Tous les multiples de 31 augmentés de 18, tels que 18, 49, 
80, ... etc., satisfont donc à la condition imposée. 
(L. GOURDET.) 


[Ont résolu la quesiion 440 : MM. E. Beutel et Keefer, école réale de 
Cannstatt ; V. Bourquin, collège de Pontarlier ; M. Boutry ; A. Bouzy : 
R. Cordier ; J. Cuupat ; J. bejonc ; A. Gourdin ; R. Henry. soldat au 1566 à 
Toul; A. Jeannel ; M. Mathieu ; J. Ménéchal ; M. Oger ; F. Pégorier ; Gernez- 
Pfanmatter ; P. Plisson ; M. Rebeix ; A. Smântâneseu, à Romanesti ; Ch. 
Szabo, école réale, à Gyôr ; P. Vincent, école d'arts et métiers d'ATX ; 
N. Yermoloff. 

Ont résolu la même question, proposée par erreur sous le no 4451: MM. A. Am- 
blard ; Bayor ; V. Bouzom ; J. Blampain ; L. Bois ; C. Bourvéau : B. Carriére: 
L. Ecoffard ; G. Foucry ; G. H. D. ©. ; Grzybowski ; R. Hüe; HE. Kornis ; 
X. Lacreuse ; J. Le Bihan ; H. Lefèvre ; E. Le Maigre ; G. Marquet ; K. Mo- 
rel: A. Popescu ; Raynaud ; Remondet ; Ribes ; J. Rigal ; KR. Ruchon ; 
G. Schoonheere ; G. Tastet ; R. Thomas ; J. Trouillé ; Venet ; Vial.] 


9 : ! 
4450. — Convertir To ‘* une somme de fractions ayant 


pour dénominateurs des puissances de 6. 
ÿ ; J ; 
Première méthode. — Evaluons la fraction Fo à Moins 


18e 
de ee nous aurons 


VIRE BF POSER ESSOR 4 
1027 660 AGO LE CRe 0 
En opérant de même sur la fraction _ il vient 
CR” 20 EN OMAN ; 
10 — 60 60e 6 Dé AT 1 
Donc 
DES NIMES LA AR Se 14 
de toile ao er Ro 


1 


et, en remplaçant indéfiniment de proche en proche 2 par sa 
1 
valeur (1), 


PAT 2 EU 
105 6 PURE Gent 


Pour x infiniment grand, le dernier terme tend vers zéro, de 
: 9 x 
sorte que la fraction 50 ‘€ trouve être la somme d’une infinité 


de fractions ayant pour dénominateurs des puissances de 6. 
(LE BIHAN, maître d'études à Saint-Pol de Léon. 


Seconde méthode. — Dans le système de numéralion de 
base 6, 9—6+3 s'écrit 13 et, 10—6+4 s'écrit 14; dans 


e LA « L: A , en 22 
Soit æ le nombre cherché. Tout revient à résoudre en no mbres 


« 


» 
» 
vw“ 
à 
an 
” 
sn. 
r 
". 
" 


cle Le de p 0-2 AE 2 + FER 1 ? n 
ce système la fraction _. devient donc ee Or 


… 


: 13 » AC 
à LR? — 0,5222. … 
Par suite, en revenant au système décimal, 



















9 5 2 2 
10 6 GED . 
, (J, LE BIHAN.) 
La division de 13 par 44 doit naturellement être faite dans le système 
de base 6. Pour la faire commodément, on dresse un tableau des 
6 premiers multiples du diviseur 14 écrits dans le système de. base 6. 

On trouve ainsi | 
IX 114, AEX2 — 32, 14X 3 — 50, 1454 — 104, 0 | 
ED 5 — 129, 14S<6 —140. à ue 

La division se fait alors comme suit: 

En 13, combien de fois 44? Zéro fois ; on place au quotient un zéro 
suivi d'une virgule, et on ajoute un zéro à la droite du dividende. + 
En 130, combien de fois 14 ? D'après le tableau dressé, 5 fois ; on place 
5 après la virgule, et on retranche du dividende 130 le produit de 5 
par 14, soit 122; 2 Ôté de 10 reste 4 (ne pas oublier qu'on opère dans le » 
système de base 6), et je retiens 1; 1 et 2 font 3, ôté de 3 reste zéro,;2| 
1 de 1 reste zéro. À 
On place un zéro à la droite du reste 4; en 40, combien de fois 44 Ë à 
2 fois, d'après le tableau des produits ; de 40 on retranche le produit 
de 14 par 2, soit 32; 2 ôté de 10 reste 4, et je retiens 1 ; 1 et 3 font 4, 
Ôté de 4 reste zéro. ,* 
Le reste 4 se reproduit donc indéfiniment ; de même le chiffre 2 au 


13 


# 
td 


ni 
quotient. Ce quotient est donc la fraction périodique 0,5222 . . 
[Ont résolu la même question: MM. Burgat, école normale d’Albertville ; " 
E. Foucart ; G. Foucry : E. Framboise, lycée de Guéret; G. H. D. O. ; Grzy- 
bowski, lycée de Saint-Etienne ; R. Hüe ; H. Janois ; F. Pégorier ; A. Smän- 
tänescu, à Bucarest; R. Thomas; J. Fiton ; E. Ménissier ; A. Popescu ; A. Thorin.l 





: 


4452. — Sommer les n premiers termes de la suite 4, 

1 +11 + A + 1111 +... ta qu 

Le n° {terme de la suite étant composé de » chiffres 1 a ; 

pour expression Me 
AOL HO 2 HR ,,, +10 +1, 


polynome égal comme on sait au quotient de 410—4 par 
10—1 ou9. F 


La suite proposée équivaut donc à la suivante : 
10 —4 -40—1 10% — 1 
La somme de ces n termes est visiblement 
10410 + ...107—n | 
SE 9 Jap 


F 








10 — } 


ou, en observant que 10 + 102 + ... 407 = (0 - 5 


? 


10041 — 19 — On AE 
st | | ‘TS 
Remarque. — L'addition directe des nombres donnés montre 
que lorsque n << 10, la somme $S est exprimée par le nombre 
formé des n premiers chiffres : 1 23 ... n. j ‘10 


(R. THOMAS, à Lanouaille) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; L. Bois ; V. Bonzom ; 
C. Bourvéau ; A. Brodbeck ; R. Coural ; J. Delpont ; R. Dickson ; L. Ecoffard ; 
Famechon; J, Fiton ; E. Foucart ; G. Foucry; R. Henry; R. Hüe; H. Janois ; 
Javelot ; G. Jullian ; E. Kornis ; L, Lacomblez ; X. Lacreuse ; L. Lassence ; 
E. Léotard ; P. Letourneur ; F. Morel ; M. Oger ; F. Pégorier ; A. Popesceu : 
Raynaud ; J. Rigal ; M. Rivière ; E. de Rycker : A, Sainte-Laguë ; 


rl On A. Tardieu ; G, Tastet ; N. Teryep ; A, Vergnole ; Bouzy 
. Prost.] 14 
UP, | 


S=— 





, 
ÿ = p@ 





ALGÈBRE 





4367. — Faire voir qu'en désignant par a, b, c, d quatre 
entiers donnés, on peut trouver pour À, LE N,U un système de 


€ 00 


. À 1 je AT »:+ 









NUE DORE RUES 2 NS : 
valeurs entières, positives ou négatives, telles que l'on ait 
Qa2E pb} + (Na Wb}? = (a? + b?)(02 + d?). 
_ En déduire que si, dans un produit de n nombres entiers, 
thaque facteur est la somme de deux nombres entiers carrés par- 
faits, le produit jouit de la même propriété. 

(Bace. lettres-math., Caen, avril 1898.) 
- En développant et ordonnant par rapport à a et b, la relation 
_ énoncée devient 
HAE — C2 d)a? + 20u + Vulab + (u2 + p2— 0? — d)b? = 0. 
“ _ Pour que cette égalité subsiste quels que soient a et b, il faut 
. et il suffit que les coefficients de @?, ab, b? soient nuls, ce qui 
._ fournit les trois équations : 






: 





| HAE CE 
L ‘ Lu? + p? — c? + d?, 
k Âu + Vu = 0. 


Ce système est visiblement vérifié par les valeurs entières 
_ suivantes : 


f 

: Mere, NE; 

È 3 T0, Mas EC 

. les signes + ou — étant pris de manière que les produits Ag et 
… l'y soient de signes contraires. On a ainsi l'identité facile à 
: vérifier : 


(E ca bd} + (+ ad Æ bc}? = (a? + b?)(c? + d?). 
En vertu de cette identité, on peut écrire 
| (a? + a2)(b2 + D?) — A2 + B?, 
- puisen multipliant par un troisième facteur de la forme c? + c”?, 
(a? + a2)(b? + b'?)(e? + c2) — (A2 + A2)(c2 + 6?) — B?+ PB? 
En continuant la multiplication par les autres facteurs du pro- 
 duit, on obtient ainsi une série de produits de même forme que 


les facteurs constitutifs. 
“4 £ (Francis BEYNAS.) 


a, 


“ [M L. Gourdet a résolu la même question.) 




















4411.— a, db, c, d, étant en progression arithmétique, on a 
+ {a—b+c— d) = (a — b}? + 2(b —c) + (c— d}. 


En développant le carré du premier membre, l'égalité à dé- 
montrer peut s’écrire 


(a — D} + a — b)(c — d)+(c — dd}? = (a — D} + 2(b — cc} 
+ (c— d), 
. ou, en supprimant les termes qui se détruisent et divisant en- 
suite par 2, 
L (a —b\c— d) = (b—c}. 

Or les nombres a, b, c, d se succédant par hypothèse en pro- 
gression arithmétique, les troisdifférences a —b, c—d, b—c 
. sont égales à la raison de cette progression, et la relation précé- 
 dente devient évidente. 

Remarque. — La relation énoncée est également vérifiée lors- 
que les nombres a, b, c, d forment une progression géométrique 
(V. Journal, 22° année, n° 4245, p. 45). 

100 (L. CURT, école normale de Bourg.) 

… [Ont résolu la même question : MM. G. Anastasiu ; E. Ardin-Delleil ; L. Bar- 
-berot ; P. Barroué, lycée de Brest; P. Bonnot; V. Bourquin; M. Boutry ; 
A: Bouzy ; Burgat. école normale d’Albertville ; V. Cambureanu ; L, Caraip, 
lycée de Foix ; R. Cordier ; J. Coupat ; L. Gourdet ; A. Gourdin ; R. Henry ; 
.P. Herrmann, collège Chaptal ; Jacquet, lycée de Mäcon ; H, Janois; 
A: Jeannel ; H. Keefer ; K. Ladevèze, lycée de Toulouse ; E. Le Maigre ; 
F. Leulliot ; J. Ménéchal, au 108e de ligne ; M. Oger ; L. Patin ; F. Pégorier ; 
h. Pellion;, lycée de Brest ; L. Perret; Gernez-Pfanmatter ; P. Plisson ; 
M. Rebeix; £. Rousselot; À. Rozier, lycée de Bordeaux ; Ch. Szabo, école 


réale de Gyor ; G. Tastet, lycée de Pau ; R. Lhomas; A. Vergnole; R. V b 
| école d’Aris el Métiers d'Aix.] | IP Ce 






3 F 
4440.— Trouver trois nombres entiers sachant qu'ils forment 


‘une progression arithmétique telle que le quotient de leur produit 


par leur somme est égal au double de la raison. 


Soient T —Y, œ, © + y, 
trois nombres formant une progression arithmétique de raison y. 
Le produit de ces trois nombres est 
(@—yaè+y où  a(æ—y) 


et leur somme æ—y+æ+æ+y ou x. On doit donc avoir 


aa? — y") _ 
3æ RL 
ou y? + 6y — à? = 0, 
d'où y = —3 + V9 +a. (1) 


Pour que y soit entier, il faut et il suffit que le nombre entier 

9x? représente un carré parfait. En posant 
9+a? = R%? 
on en déduit (R— &)(k + x) = 9. 

Cette égalité n’est évidemment possible qu’en égalant l’un 
des nombres entiers 4—+ ou k—+x à l’un des diviseurs 
de 9. Ces diviseurs étant 1, 3 et 9, on est conduit à l'une des 
trois hypothèses suivantes : 


k—x—"1, d'où k+ax=; (2) 
Hd 3, d’où k+x —=3; (3) 
AT CR d'où RLœ— 1. (4) 


Dans chacun des systèmes d'équations (2), (3), (4), retranchons 
la première et la seconde équation membre à membre; on en 
tire comme valeurs de x: 


&, 0, #4 ; 
les valeurs correspondantes de y fournies par (1) sont 
2 et —8, 0 et —6, 2 et —8. 


En laissant de côté le cas où x—y—0, les nombres 


æ—y, æ, æ+y répondant à la question sont par suite 
2, 4, 6; 4944, 4 +4 0,56; 9, 74, à; 
LUS, A0 
(A. VERGNOLE, lycée de Bordeaux.) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Bonzom; M. Cryé, lycée de Laval ; 
A. Delbès ; M. Drovin; G. Foucry; L. Largeteau ; J. Menéchal; M. Oger; 
F. Pégorier; A. Pichon, lycée de Niort, A. Popescu, lycée de Jassy ; Remondet ; 
E. Rousset ; J. Sire; G. Tastet, lycée de Bordeaux ; FE. Vaunac ; J. Vignier, 
lycée de Montluçon ; M. Vimart, lycée de Reuns; Mie Maria Pont; MM. E. 
Ardin-Delteil ; E. Chaineau ; R. Croze ; L. Culière ; L. Gurt ; H. Damoiseau ; 
“Fabia, L. Famechon ; R. Henry ; L. Hubert; R. Hüe ; H. Janois ; 
X. Lacreuse ; E. Le Maigre; G. Le Sage ; L. Ollié; Méheust-Bily ; J. Mois- 
son ; #. Gernez-Pfanmaiter ; L. Pont ; F. Reboul ; J. Rigal ; A. Sainte-Laguë ; 
R. Thomas ; H. Tourrette ; G. Trannoy ;, R. Van Cauwenberghe ; H. Va- 
rennes ; Vien.] 


EE — à 


GÉOMÉTRIE 


4402. — Soient R et R' Les rayons de deux cercles, d la dis- 
tance de leurs centres, 2S la somme d+R+R'; I Le point ou 
leur.axe radical rencontre la ligne des centres ; la puissance du 
point L par rapport aux deux cercles a pour expression 

4S(S — d\S —R)(S — R') 
+ 


La puissance du point I par rapport à chacun des deux cercles 
est 
P—10 —R:° ou P' — 0” Re. 
Ces deux puissances devant être égales, on a 


| 1028 R# = 100 /n" 


+ 
= 
É 
Lu 
£ 

k 





ou , 10° — 10" — R°?— R?, _(t) 

Suivant la position relative des deux cercles, le point L peut 
être intérieur ou extérieur au segment limité par les points © 
et O0’. Si donc on adopte un sens positif sur O0", par exemple 
celui de O0’ vers O, on pourra écrire dans tous les cas 


10 — 10’ = 00 = d. | (2) 
En divisant membre à membre les égalités (1) et (2), il vient 

ee De IR? =: R? 

10 +10! — a TES 


puis en ajoutant ce résultat à (2) et divisant par 2 
LUVRISRA 


La puissance P a alors pour expression en fonction de R; R 
et d, 


D CS) re 





24 
(DB +HR?— R°2) — 42h? 
Es 4d? 
_ (PHR?— R?— 24R){d?+R?— R°?+24R) 
LE 4? 
_ [@—R}— R?(4 + RP — R? 
“ LE 
(d—R—R}{d—R+R}d+R—R}d+R +R) 
fr, 4d? S 


Or, en posant d+R+R —32$, cette dernière expression se 
ramène bien à l'expression énoncée, puisque 


d—R—R = 2{(4 —S), d—R+R'—=2(S—R), 
d+R—R'= 2(S—R", d+R+R'=72$. 
(A. COUSSAT, à Lyon.) 


[Ont résolu la même question : Mlle M. Pont, à Bourg; MM. M. Boutry, à 
Gannat ; Feintuch ; L. Gourdet ; E. Madet ; J. Ménéchal ; F. Pégorier, à Celte 
M. Oger ; ; M. Reheix; R. Van Cauwenberghe ; J. Delpont.] 


4333. — Soient S et S' les centres d'homothétie de deux cir- 
conférences quelconques Q et O'; d'un point M de la circonfé- 
rence de diamètre SS' on mène la tangente MA au cercle O et la 
tangente MA! au cercle 0’. 

1° Démontrer que la sécante AA intercepte dans les deux cir- 
conférences des cordes égales. 

20 Réciproquement, si une sécante AA, rencontrant en A le 
cercle O et en A! le cercle O', détermine dans ces deux cercles des 
cordes égales, les tangentes en A et A’ se coupent sur le cercle de 
diamètre SS. 


Soient O et O’ les centres des cercles donnés, AA’ une droite 





quelconque interceptant dans ces deux cercles les cordes AB 


et A'B'. Menons les tangentes en A et A’, et de leur point de 





menons par O la RL D sur AB et par 0" qe per- 
pendiculaire O'D' sur A'B. . 

Les triangles rectangles OAD et AM sont semblables » 
comme ayant l'angle AOD égal à l'angle HAM (côtés perpendi- 
culaires); donc 

AD __ AO: (1) 
AM — AM 
De même les triangles O’A'D’ et A'MH sont semblables et 
donnent : 
A'D’ A'0’ . k 
EM — AM w @) 
Divisant membre à membre (1) et (2), il vient 
AD A0. AM “Es 
AD = AU AM MRC 
1° Si le point M appartient au cercle de diamètre SS', on sait … 
que 


ANR *'ADS Æc 
AM IR ADS | 


il en résulte 


AD ES ANT ou AB = Ab 
2° Si AB = A'B', il en résulte AD — A'’D', donc 
AO A ME 
ADAM Ir 


: AM RS FAO MERE 
ou bien AN A0 R” | 
donc M appartient au cercle de diamètre SS' (propriété connue). 
(DEBRUN, à Soissons.) 


(Ont résolu cette question : MM. Bayor ; Feintuch ; Hiernaux ; H. SE 
M. Rebeix ; M. Rivière.! 


4458. — Le triangle ABC étant donné, on mène la bissec- 
trice CD de l'angle C et, par le point C, la perpendiculaire à 
cette bissectrice ; elle rencontre AB en D'; on prend le milieu O 
de DD'. Calculer en fonction des côtés AB—=c, AG—= b, 
BC = a les distances du point O aux trois points À, B, C, et, 
de la comparaison des résultats obtenus, conclure que la circon- 
férence décrite sur DD’ comme diamètre coupe orthogRnGleRIEE la 
circonférence circonscrite au triangle ABC. 

(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1898.) 


Dans le triangle rectangle CDD', OC étant la médiane issue 
du sommet de l'angle droit, on a 


0C = 0p = DD’ AD=AD: 


2 2 de 
d'ailleurs ÿ 
OA = OD ps AD, 


OB = OA —c. 

Il suffit donc de 
calculer en fonction 
de a, b, c les deux 
segments AD et AD’. 
Or la bissectrice 
intérieure CD donne 
AD _ DB 

CD Fgi 





LAD+DB, ; 
b+a 


32 _ bc : ra 
d'où reset L 


de même en observant que la droite CD’ est bissectrice exté= 









rieure de l'angle C, on a MER IT NRA 









AD DB _AD—DE * 
b a b— a | 
nt: be 
. d'où : AD? = . 
b—a 
| En remplaçant, il ni psp) 
1 1 abc 
Enr not Er 
DR abc (Sp ER AR a b?c 
Dèrs LEE b+a — st +1) = bp? — a 
| eb2e a?c 
, 0B= PR DT oi CAE a 


A l'inspection de ces valeurs de OC, OA et OB, on voit immé- 
diatement qu'elles vérifient la relation 
OC — 0A.0B, 
qui exprime que la droite OC est tangente en C au cercle cir- 
conscrit ABC. Ce cercle a donc son centre sur la perpendiculaire 
en C à CO, et est par suite orthogonal au cercle O, de diamè- 
tre DD’. 4 


A . (J. FITON, instituteur à Agen.) 


[Ont. résolu la même question : MM. J. Audine; A. Ballé ; 

G. Bénie ; F Beynas; J. Boulay ; C. Bourvéau ; Bouzy ; A. Brodbeck ; 
H. Carpentier; B. Carrière ; Th. Croze ; 5 P. Delolme ; J. Delpont ; Ecoffard ; 
LA. Fadeuille ; E. Foucart ; G. Foucry : G. H. D. O. ; A. Girondé ; G. Girot ; 
R. Henry ; R. Hüe; Javelot ; G. Juilian ; F. Ladevèze ; G. Lallier ; J. La- 


L. Barberot ; 


motte : Le. Hénañff ; E. Le Maigre ; G. Le Sage ; F. Leulliot ; J. Leveau ; 
DM. Maigret ; . Marie ; M. Oger ; G. Pfanmatter ; À. Prost ; Remondet ; Ribes; 
A. Rozier ; + Ruchon : JemSirest G: Tastel : NN: Teryep ; R. Thomas : : 


J. Trouillé ; Venet ; A. Vergnole.] 


| Ve 


PHYSIQUE 
4381. — Étant donnés un photomètre et deux sources lumi- 
neuses, À et B, situées à la même distance de l'écran du photo- 


mètre, on a interposé entre l’une d'elles, B, et l'écran une lentille 
divergente dont l'axe optique se confond avec la droite qui joint 
la source à la région observée de l'écran. De cette manière, l’une 
des moitiés de l'écran est éclairée directement par À et l'autre par 
le faisceau issu de B qui a traversé la lentille. Cette dernière a 
une distance focale de 25° et est à 50° de la source. Dans ces 
conditions on constate l'égalité d'éclairement des deux moïitiés de 
l'écran. On demande quel est le rapport des intensités des deux 
sources. 


a nd à 


(Bacc. lettres-math., Marseille, avril 1898.) 
celle de A, 


Appelons I l'intensité de B, l’ D la distance 





_ commune des deux sources à l'écran, d la distance de B àla 
_ lentille. 

Le faisceau issu de B est, après avoir traversé la lentille, 

dans les mêmes conditions que s'il provenait d’une source lumi- 

_ neuse virtuelle B', située à une distance d < d de la lentille. 

L'’intensité étant l’éclairement à l’unité de distance, l’éclaire- 





va <+* 





ment à la distance d est Jet la quantité de lumière qui 


tombe sur la lentille 26 à S, S désignant la surface de la 


lentille. : 
Cette quantité de lumière se trouve ainsi répartie sur la sur- 
face S' de la moitié de l'écran. L'éclairement sur la surface S’ 


MES 
est donc ES 
S d”? 
+ 5 -D-@—47 
d’où l’éclairement sur la surface S’ a pour valeur 
pre LA 


! 
D 
Puisqu'il y a égalité d’éclairement des deux moitiés de l'écran, 
on à 


D'autre part, l’éclairement produit par la source A est 








A PYLES d° | 
Œ=& (D-{@-d) (1) 
Or la formule ordinaire des lentilles donne 
AGE LE LME) Le 
FDL MEURS"EE 
3e + Hrsess fd 
d’où a F+ à à 
Fox Dr 
ei RTE e 


En remplaçant d' et d—d' par leur valeur dans la rela- 
tion (1), il vient 











L d? 2 
PO d IDE (d d)pe æ(v ra) 
TH ® D?d2 = D: f°d2 ? 
(+ d? 
pos dD/+d)—d) _ [Df+d—æp, 
l D2f?d? D?f? 
La distance D des sources à l'écran n'est pas donnée; 
Je: 28 ua 215 0€ 
1 __[D>x<75—2500P _ /3D — 100\? 
D (TD): 


CONCOURS GÉNÉRAL DE PREMIÈRE SCIENCES (1898) 


Solution par M. Félix Lavaste, élève du collège CrapraL, 
lauréat du concours (1er Prix), 


4399. — On traite un poids d'urée par une dissolution concen- 
trée et bouillante de potasse caustique. Un des produits de la réac- 
tion, que l'on suppose complète, est quseux el aurait, à 0° et sous 
la pression de 0",760, un volume de 221it, Quel est le poids d'urée 
qui a été décomposé, et quels sont les poids des produits de la 
décomposition ? 

Densité de l'oxygène, 1,105. 

Densité de l'hydrogène, 0,069. 

Densité de l’azote, 0,972. 

Poids atomique du carbone, 12. 

Poids atomique du potassium, 39. 


Poids du litre d'air à 0° et sous la pression de 0,760, 15r,293,. 


L'amide d’un acide organique quelconque, traité par la potasse 
bouillante, donne le sel de potassium de l'acide êt un dégage- 
ment de gaz ammoniac. L’urée étant le diamide de l'acide carbo- 





a x ' UNE à “die 
F4 | D. M Line NA k is do dib LR 
i SH, « du carbonate de potassium et du gaz je Quelle est la nature 4 ae formé; r À 
Fr D: K M : POPRÉ Ge - $ Re 2° Quel sera lé poids de ce précipité quand on dé M2 sé ché 
armoniac, suivant 4 EqUR En " maintenu quelque temps au rouge sombre ; 
| | CO(AzH?}? + 2KOH — CO'K? + 2AzH, 32 Si l'on continue à chauffer Je résidu, mais dans un courant 
: 60 138 84 d'hydrogène, ce qu'il deviendra définitivement. 
À Ag — 108, Qu = 63. : 
kr ce qui montre qu'à 60 parties d’urée correspondent 138 pris de 
; carbonate de potassium et 34 de gaz ammoniac. : ire ; 
ñ Cherchons le poids de gaz ammoniac dégagé. La densité de ce ” Are 
9792 d FrER 
| gaz est égale à Der ue ST 0,5895; par suite, 22lit de 


gaz ammoniac dans les conditions normales pèsent 
22 X 0,5895 >< 1,293 — 166",7689. 


Autant de fois 34 seront contenus dans ce poids, autant de 
fois on aura traité 608 d'urée et recueilli 1388" de carbonate de 





potassium. , 
16,7689 x 60 _. 
Poids d'urée décomposé : — = 298,592, 
ur  146,1689>%<138 
Poids de carbonate recueilli : —— — 688,062. 


Poids de 168r,7689, « 


tpar résolu la même question : Mile Maria Pont; MM. Ardin-Delteil ; M. Bou- 
: M.Girot ; L. Magne; E. Le Maigre ; M. Oger; L. Perret; G. Tastet.] 


gaz ammoniac dégagé. . . . 1. . 


: 


{ 
: 
Ÿ 


ne 


CONCOURS GÉNÉRAUX DE 1898 


à Classe de Mathématiques élémentaires. 

ne Physique et Chimie (Paris). 

; L. — Machine de Gramme. 

% Il. — 4469. L'expérience montre que des colonnes gazeuses super- 
\, posées par ordre de densité dans des tubes fins se mêélent difficilement 


et se comportent tout d'abord comme des colonnes liquides. 
Deux tubes verticaux A et B, très étroits, de même longueur, s'ou- 

? vrant par le haut dans l'atmosphère, peuvent être mis en communica- 

tion par leur partie inférieure au moyen d'un robinet. 
4 La communication étant fermée, on remplit A d'un gaz dont om veut 
. avoir la densité, et B de gaz carbonique, puis on ouvre la communica- 

tion; une partie du gaz carbonique passe de B en A, chassant devant 

lui le gaz du tube A, dont une partie s'échappe dans l'atmosphère, et 

faisant place en B à une colonne d'air. L'équilibre établi, on ferme la 
' communication, et il ne reste plus qu'à mesurer les colonnes, Mais 
celles-ci sont invisibles. On les détermine par Je procédé suivant: on 
ferme les extrémités supérieures des tubes, et, par une manipulation 
qu'il est inutile de décrire, on absorbe dans chacun des tubes le gaz 
carbonique qu'il contient et on ramène le gaz restant à la pression 
atmosphérique. Le premier gaz occupe alors en A une hauteur k, et, 
l'air, en B, une hauteur d'. 

La densité cherchée étant représentée par d, celle de l'air par d'« 
celle du gaz carbonique par à, on demande d'établir l'équation d'équi- 
libre et d'en tirer la valeur de d. 

Application : = A05E8; 
TIME 
II. — Anhydride sulfureux. 


h' — 112c0,# 
ù 201,020), 


Classe de Seconde moderne. 


en rt it dE DUO (à à 


Physique et Chimie (Paris). 


‘ 


24 I. 
11. — Zinc et principaux composés du zinc. 


— Effets chimiques des courants. 


IL. — 4470. Une pièce de un franc est traitée par de l'acide azotique 
chaud et en excès jusqu'à dissolution complète, A la liqueur refroidie 
on ajoute une solution de potasse jusqu'à ce qu’elle prenne une réac- 
; tion alealine. On demande : 


ant rs un des: ? nd 
rai 


4 


: 

























QUESTIONS PROPOSÉES. 


/ 





447A.— mm étant un nombre composé de la forme afy, on trouve 
la racine n° d'un nombre à une unité près en extrayant à une unité. 
près la racine d'indice x du nombre donné, puis à une unité près la 


racine d'indice $ de cette première racine, et ainsi de suite. 
+ 


« 
& 


4472. — Trouver un nombre de quatre chiffres sachant que le pro- 
duit des deux premiers chiffres est égal au 4e, que leur somme est égale 
au 3°, et quele produit des quatre chiffres ést égal à 516. 

(L. Hémois.) 


4473. — Simplifier ps 


ne Lu 
a 11 





4474. — Construire un triangle connaissant le côté a, la hauteur h « 
relative à ce côté et sachant que l'angle B est le double de l'angle C. 
(A. Rozier, lycée de Bordeaux.) . 

: LA 


4475. — Dans un quadrilatère inscrit ABCD les cercles des neuf 
points relatifs aux quatre triangles ABC, BCD, CDA, DAB concourent en . 
un même point. , ‘ 

Dans un pentagone inscrit ABCDE les cercles des neuf points relatifs 
aux cinq triangles ABC, BCD, CDE, DEA, EAD se coupent deux à deux 
en cinq points qui sont sur un même cercle | | 


Li 
(V. Durrer, élève de M. C. Blanc, à Lyon.) 


4476. — On donne deux circonférences O0 et 0° se coupant en AÀ_et 
B. On mène par A une sécante variable DAE, rencontrant ces circonfé- 
rences en D et E. On trace BE coupant l'autre cercle en un second 
point C. à 

Trouver 

40 le lieu nette du centre de gravité du trial BDC ; 

2° le lieu géométrique du centre de gravité du triangle BDE ; 

3° le lieu géométrique du centre du cercle circonserit au triangle EDC, 
lorsqu'on fait tourner la sécante DAE autour du point A. 

(H. Micuez, lycée de Douai.) : 


4477. — Dans un calorimètre de poids négligeable on introduit Ait u 
d'eau à 10° et 10087 de glace à 0°, Quel poids de vapeur d'eau à 100° 
faudra-t-il y condenser pour que la température finale soit de 80 ? 

Chaleur latente de fusion de la glace, 80. 

Chaleur de vaporisation de l’eau à 100°, 637. 

(Bacc. lettres math., Nice, juillet 1898.) 
* 


+ 


LE 

4478. — Le courant fourni par une pile de 20 «#léments associés en - 
série traverse un conducteur en cuivre ayant 4mm de section et 10% de 
longueur ; son intensité est de 9,4 ampèr es ; s'il traverse un conducteur 
en fer ayant mème longueur et même section que le conducteur de cui- N 
vre, l'intensité se réduit à 8,96 ampères. La résistance du cuivre évaluée 
en ohms est 0 ,016 par millimètre carré de section et par mètre de lon” 


gueur, celle du fer est 0,096. Calculer : _ 
1° Ia force étectromotrice de chaque élément exprimée en volts ; à 
20 la résistance intérieure d’un élément en ohms : "3 
3° l'intensité d’un courant qui traverserait le conducteur de cuivre si 
les éléments étaient associés en surface. + DEC 


{Bacc. leiires-sciences, Caen, juillet 1898. Ve 


LA 
Fa 
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1 REMARQUES ÉLÉMENTAIRES 
SUR LES NORMALES A L’ELLIPSE 


Par M. Maurice d’'Ocagne. 


La considération des normales à l’ellipse, utile pour diverses 
applications pratiques, est généralement négligée parmi les quel- 
ques notions sur les coniques que comportent les premiers élé- 
ménts de Géométrie. On pourrait combler cette lacune au moyen 
des propositions bien simples que voici, et qui supposent seule- 
ment connues les deuxesuivantes, extraites des éléments classi- 
ques : 


Ê à ; ; a 
19 Si on accroît les ordonnees d’une ellipse dans le rapport — 
D pp D 


on obtient un cercle, dit principal ; 
20 Les tangentes aux points correspondants de l'ellipse et du 
cercle principal se coupent sur le grand axe. 
- De ces deux propositions on déduit immédiatement les sui- 
_ vantes : 
2 


a 
1. — Le rapport de l'abscisse à la sous-normale est égal à ner | 


En effet, les triangles rectangles 
OM'T et NMT (ig. 1) donnent 





M° — PO.PT, 


d'où 














NE po 





MTL. — Si les tangentes aux sommets À et B se coupent au point 

« C, Le point de rencontre H de la perpendiculaire abaissée du pied 

… N de la normale sur AB et de l'ordonnée PM se trouve sur la 

_ droite OC. 

…. Les triängles HPN et OAB sont semblables, comme ayant 
leurs côtés deux à deux perpen- 
diculaires (fig. 2). Par suite 


NES x CR 
NP TE 
Divisant cette égalité par la 
précédente, on à 


Fe ao 


OP ROUE 


ce qui prouve bien que le point H se trouve sur OC. 








1 Application. — Construire la normale au point M. 


Du point de rencontre H de l’ordonnée PM et de la droite OC 
on abaisse sur AB la perpendiculaire HN, qui donnele pied N 
de la normale (!). 


2e Application. — Mener les normales à l'ellipse issues d'un 
point N de son grand axe. 
On abaisse de N sur AB une perpendiculaire qui coupe OC 


en H. Les pieds des normales demandées sont sur la perpendi- 
culaire abaissée de H sur OA (?) 


III. — Si la perpendiculaire abaissée de G sur AB coupe OA 
au point |, et si le diamètre OM coupe Aù au point L,, la nor- 
male MN est parallèle à LI (3). 

Si, en eflet, nous considérons 
le triangle MNH du théorème 


p 5 
H précédent, nous avons (/ig. 3) 
; o! L OÙ _ OL 
NN 2 0H AE OM 
ce qui prouve bien que LI est 
0 N I A parallèle à MN. 


Fig. 3. 


1e Application. — Trouver le : 


point M où la normale a une direction donnee. 


3n mène par le point 1! la parallèle IL à la direction donnée. 
Le point M cherché se trouve sur la droite OL. 


2 Application. — Trouver le point M où la normale fait un 
angle donné avec le diamètre OM. Maximum de cet angle. 


On décrit sur OI le segment de cercle capable de l'angle donné. 
ll coupe AC en des points L qui se trouvent sur les diamètres 
des points M cherchés. 

On aura le maximun de l’angle de la normale et du diamètre 
lorsque le segment capable de cet angle sera tangent à AC. Le 
point de contact sera alors C, car la similitude des triangles ICA 
et ABC, qui ont leurs côtés deux à deux perpendiculaires, donne 


ABS ACTE AC 





AG. BG OA” 
ou 4% 
AC = AÏ.AO. 
{!) Cette construction, que nous avons proposée en vue du (racé des joints 
dans les voûtes elliptiques (Ann. des Ponts et Chaussées, 2° sem. 1886, 


p. 403), a été adoptée par M. Degrand dans son Traité des Ponts en maçon- 
nerie, p. 620 (Encycl. des Travaux publics, 1888). 

(2) Nous avons utilisé celte remarque dans la solution que nous avons donnée 
du problème de la perspective conique d’une sphère (Nouv. Ann. de Math., 
30 sie, t. XVII, p. 4). 

(3) Théorème obtenu par une autre voice dans une étude sur Quelques pro- 
proëtés de l’ellipse (Nouv. Ann., 3 si°, t. VIT, p. 265). 










Par suite, le maximum de l'angle de la normaleet du diam res 
qui cran au point D de l’ellipse, situé sur OC, est ie à 
l’angle OCI. 


Je Application. 
dant au sommet À. 

Lorsque le point M tend vers le point A, les points M et L se 
rapprochent indéfiniment, par suite aussi les points N et I. Donc, 
le centre de courbure répondant au sommet À se confond avec le 
point I. 

La même suite de propositions peut être reprise avec le cercle 
décrit sur le petit axe comme diamètre, mais en inversant les 
divers rapports. On trouve ainsi que le centre de courbure 
répondant au sommet B est également sur la perpendiculaire 
abaissée de C 


— Détermination du centre de courbure répon- 


Cisur AB: 


IV. — Le lieu du point de rencontre des normales correspon- 
dantes MN et OM' à l’ellipse et au cercle principal est le cercle 
de centre Ù et de rayon a + b. 

Le théorème des transversales appliqué au triangle OPM' coupé 
par NMQ (7ig. 1) donne, en effet, 











NE ON ÉAPMOTE » afte BE CIN QU I ERIUS 
NQ — NP MM «4 a—b bb 
d'où 
COTE EP REC RE UE 
OM eV a EN le 
et, puisque OM — a, 
OQ = a+ 0. C6 





SUR LA THÉORIE DES PARALLÈLES 


Pur M. G. Fontené. 


I. — On démontre, indépendamment de l’axiome des paral- 
lèles, ce théorème : Un angle extérieur d'un triangle est plus grand 
qu'un angle intérieur non adjacent; la même chose n'a plus lieu 
pour un triangle sphérique, et c’est la notion expérimentale de 
surface plane qui permet de faire la démonstration pour un triangle 
plan. On peut conclure de ce théorème que les angles À, B, C 
d’un triangle plan satisfont à la relation 


A+B+U< or. 


En effet, soit Le triangle ABC de la figure 1. Menons la médiane 
BD, et prenons DC = BD : en supposant, par exemple, que le 


plus petit des deux angles 


A r ST a. 
C en B est ABD , ou en consi- 


dérant celui-là quand ils sont 

égaux, menons AC’; l'égalité 

des triangles CDB et ADC' 

montre que la somme des 

B C angles est la même dans les 

Fig. 4 deux triangles ABC et ABC! 

Il est donc démontré que l’on 

peut, sans altérer la somme des angles, remplacer un triangle 

ABC par un triangle, que nous appellerons A'B'C', dans lequel 
on à 


B' 


A 
19 | eo 


En continuant ainsi, on arrivera à un triangle aËy dans lequel 


” 34 4 







— 


l’angle e. sera aussi peUE que Ton voudra. Cela posé, comme on 
a (fig. 2) PE: 

GAL <Q Gya , s 
æ étant le prolongement de fy, ona” 
a+p+y<aya+b+y<2dr +; 
or, si la somme a+f6+"7 dépas-, 
sait deux angles droits d’une quan- 
lité 0, on aurait , 

Re, ‘ 

et cela-est faux, puisque 5 est aussi petit que l’on veut. Donc... 

Il ne parait pas impossible que la notion expérimentale de sur-, 
face plane puisse donner un théorème qui permette de démon- 
trer l'inégalité contraire : 

A+B+C2> 2; 
on aurait alors nécessairement : 

ABC er, ” 
et l’axiome des parallèles deviendrait un théorème. 

J'ajoute, pour ceux qui savent, que le théorème de l’angle exté- 
rieur est commun à la géométrie du plan et à celle des surfaces 
pseudosphériques, sans être applicable à la sphère; il faudrait 
obtenir un théorème commun à la géométrie du plan et à celle : 
de la sphère sans être applicable aux surfaces pseudosphériques. 

II. — Lorsqu'on a démontré que deux droites perpendiculaires 
à une même droite sont parallèles, on peut établir immédiate- 
ment, sans l’axiome des parallèles, que deux droites faisant avec 
une sécante des angles alternes-internes égaux sont parallèles; 
presque tous les auteurs prennent ce théorème comme récipro- 
que, et le démontrent alors en se servant deux fois de l’axiome; 
je crois cependant me rappeler que la marche indiquée ici est 
celle du Traité de Géométrie de MM. Bourget et Housel. 

III. — Le théorème de l'angle extérieur montre immédiate- 
ment que, d'un point O à une droite xx, on ne peut pas mener 
plus d’une droite OM sous la condition | 


OMx= 4. : 


; J . FA 
On peut d’abord en conclure que deux triangles»sont égaux 
s'ils ont 


( à Y É . 2 


Fig. 2 


es dite. the 


te EE LS à du. 


RUEEN C=C; AB = A'B',: 
ce qui généralise, indépendamment de l’axiome des parallèles, 
un cas d'égalité classique des triangles rectangles. 

Le même fait permet de démontrer directement que deux 
droites faisant avec une sécante des angles correspondants égaux 
sont parallèles, de la mème manière que l'on fait pour deux 
perpendiculaires à une «mème droite : cette remarque complète 
celle du n° II. 


\ —_—_— ———# —4 ————" 


CERTIFICAT D'APTITUDE AU PROFESSORAT 


des Écoles normales et des Écoles primaires supérieures (Aspiranits). 


4447.— Définition et recherche de la racine Carrée d'un 


os 


n 
nombre À à — près, en supposant connue l'entrachon de la 


racine carrée d'un nombre entier à une unité près. 

4 
7 dep pres, 
1 5 ÿ 


Démontrer que si l'entier q est un multiple de l'entier p, I 


r 


Exemple : Calculer la racine carrée de 
. 


racine carrée de À à #4 près, par défaut, est au moins égale à 


la racine carrée de À à pl près par défaut. 













F9, 4 te se : Les FAR 


> 


72 El D 4 AT GT 
_ Définition. — On 


racine carrée à moins de’ =-d'uns 


® 


appelle 


nombre quelconque A, le plus grand multiple de a dont le 





: » 
carré soit inférieur ou au plus égal à A. 


Recherche de la racine. — En désignant par æ un nombre 





. * 
entier, la racine cherchée est donc de la forme x: et 
LE PER PR PAPE 1 p 
satisfaire à la double inégalité 
RS. PA 
Bi <a < (+02) 
| Meta, 
.Multiplions les trois membres de cette inégalité par F —, carré 


de l'inverse de la fraction d'approximation ; elle devient 


2 
” 2 7. 2. 
| a < A X TE <(&+1}; (1) 
. cette nouvelle inégalité exprime que x est la racine carrée à une 
ne 

| 
: nécessairement entier ; on est donc ramené à la recherche de la 

racine carrée entière d’un nombre quelconque. 


unité près du nombre A%x< Ce dernier nombre n'est jus 


4 : + °s 4 

k Soient A la partie entière de A >< _ et æ/ la racine carrée à 
_ une unité près de. A’; on aura 

? 


LL x"? & AU — (æ' +1}. 


ê 


} Cette inégalité ne sera pas troublée si on augmente A’ de la 
L fraction plus petite que l'unité qui forme la différence entre 





2 
Re A ee et A’; donc on à aussi 
n 
| 
Me n D? 2 
| œ <À 3 < (æ#+ 1}. (2) 




















» La comparaison des inégalités (2) et (1) montre que a’ = x. 
. On conclut de Ià la règle suivante. 


. 
x ke . n 
Règle. — Pour extraire à moins de — près la racine carrée 
p : 


_ d’un nombre donné : 
1° Onsmultiplie le nombre par le carré de l'inverse de la frac- 
_ tion d’approximation ; | 

2° On détermine la partie entière du produit ; 
3° On extrait la racine carrée à une unité près de celte partie 
4 entière ; ; 
n : LA 

Dé: 71e : ñn ; | 
\ 4 On multiplie cette racine par ei fraction d'approxi- 
_ mation. 


. Exemple. — Calculer la racine carrée de = U À près 
| ! | 

1e opération : Produit de “5 par (+) — +02) — 484. 
Sr 7 3 EN NE 


484 
; ) 63 
_ 3° opération : Racine carrée entière de 7 — 2. 


… 2° opération : Partie entière de St 


_ 4e opération : Produit de 2 par _. = de. 
24 RE A 'ALTE 3 s F x 6 
_ La racine carrée de ut près est égale à DATE 


ne : L ! ee 
- Supposons que l’entier g soit égalà mp. Soient ax — la 


= 2P0 # à I x À Q , 3 
racine carrée de À à es prèset a>x<—— sa racine carree à 
P 


Se. Son 







(2) <a — (=): 
q à q 


en chassant les dénominateurs, elles s'écrivent 
a? <'Ap? < (a+ 1), 
a Ag (a+ 1)". 
Multiplions les trois membres de la première par m?, rempla- 
cons g? par m?p? dans la seconde, il vient 
(am)? < Amp? < [(a + 1)mp, 
a, Amp? < (a +1. 
La première signifie que am est wn entier dont le carré est 


contenu dans Amp?: la seconde signifie que a’ est le plus 
grand entier dont le carré est contenu dans Am°p?; donc 


am < à. 
Divisant le premier membre par mp, le second par le nombre 
égal Q, il vient 


RTE CAC Di 
p q 
( 


/\ 


BOUZY, instituteur en congé.) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Bonzom, B. Carrière, Ed. Chaineau, 
J.-M. Chalvin, J. Fiton, H. Janois, X. Lacreuse, J. Ménéchal, E. Ménissier, 
E. Gernez-Pfanmatter, instituteurs ; Bayor ; J. Delpont ; Donnadieu ; 
L. Ecoffard ; V. Guillemin ; E. Le Maigre ; M. Oger ; A. Pichon ; Raynaud ; 
J, Rigal ; G. Schoonheere ; J. Sire ; R. Thomas ; J. Vignier.] 


4448. — On donne une demi-circonférence de rayon R, limitée 
par le diamètre AA’. En un point M de cetie demi-circonférence 
on trace la tangente MG jusqu'à sa rencontre en G avec la tan- 
gente au point À ; on joint M et A et on mène la perpendiculaire 
MP sur AA, puis on fait tourner la figure autour de AA’. 

Déterminer le point M, en prenant pour inconnue la distance 
AP—%x, de telle sorte que le volume engendré par le triangle 
AMC soit au volume du cône circulaire droit ayant AC pour 
rayon de base et R pour hauteur dans un rapport donn? m. 

Discussion par rapport à m. 

Pour certaines valeurs de m on trouve deux points M' et M” 
répondant à la question, desquels on mène les perpendiculuires 
M'P' et MP" sur AA. Evaluer, en fonction de met de KR, la 
somme S des volumes des cônes engendrés par les triangles AMP’ 
et AM'P"” en tournant autour de AA. 

Quelle valeur faut-il donner à m pour que La somme S des 
volumes des deux cônes précédents soit au volume de la sphère de 
rayon R dans un rapport donné p? Entre quelles limites peut 
varier le nombre p ? 


Application numérique + p — 3° R—1. Calculer les 
valeurs correspondantes de x. 
Equation du problème. — Le volume engendré par le triangle 


C AMC est la différence entre les 

volumes du trone de cône et du 

cône, de mème hauteur x, engen- 
M drés respectivement par le trapèze 
ACMP et le triangle AMP. En éga- 

lant ce volume à m fois le volume 


Lee ' HTAS 
3 AU .R du cône considéré (en- 


ARR Pr À A gendré par le triangle AOC), on à 


FE (MPa AG + MP,A0) — HN SAC Ro 


: 





TN 





-ou, en per les die termes qui se détruiséni et 





rAC É 
‘ensuite par : 
| æ&(AC + MP) = AC.Rm. 
“ Or les triangles semblables COA, AMP donnent 
AC æ NE er RER 
TR: _ MP’ d'où AGE MP ? 


d’ailleurs MP = YAP.PA = ÿx(2R — x). 


L’équation du problème devient alors 


D 

# a(2R — x Væ(2R — x) 

Le ou, en chassant le dénominateur et simplifiant, 

“i f(æ) = à? — 3Rx + mR°? — 0. 

È Discussion. — Pour qu’une valeur de æ convienne au pro- 
nat il faut et il suffit qu’elle soit réelle, positive et inférieure 
4 k Formons f(0), f(2R) et le discriminant 9 de l'équation; on 
Di. obtient 

” f(0) = mR, 

; FER) = (nm —2)P?, 

" p = (9 — 4m)R?.. E 


Pour qu'il n’y ait qu'une solution, il faut et il suffit que f(0) 
s et f(2R) soient de signes contraires, ce qui suppose m< 2. 

: Pour que le problème admette deux solutions, on doit avoir à 
+ la fois 


L fO)>0, FER)>0, 


2 


La première et les deux dernières inégalités sont toujours véri- 
fiées ; la seconde et la troisième inégalité exigent qu'on ait 


m > 2 et m < 


: c'est-à-dire DUME à 
7 4 
» 


Lorsque cette double condition 
F est remplie, aux deux valeurs de x 
+ correspondent deux points P'et P”, 
À 
F 


M' 


symétriques par rapport au milieu | 
de A'O0. Evaluons alors en fonction 
de m et R la somme S des vo- 


Re: A P TU À  lumes des cônes engendrés par les 


















triangles AM'P' et AMP" .en tournant autour de AA’. On a 
S=-MP".AP + MP AP" 
= 7 A2R — à) + &"#{2R — »')] 
F + [2R (a + 2?) — (a + a"?)]. 
Or di + a"? — (x + x") —@x'x" — (9 — 2m)R?, 
2!3 pu 23 = (æ' + x") 2 24 3æ'x"(æ' + æ") = 9(3 — m)R?. 
Donc 
Li TR: 3 
DE Tcc (18 — 4m — 27 + Im) — Le (5m — 9). 
: Écrivons que le volume S est dans un rapport donné p avec 
ES le volume de la sphère de rayon R ; nous aurons 
ce (5m — 9) = p. FrRs, * 
Aou 5m — 9 =%p, 
4p +9 


d’où l'on tire m = 








ou, en résolvant par ju à p," 


De DE de * 
û À A ‘ai 
Application numérique. — Cours PRO trouve m — EE 
L 
et l'équation correspondante est 
; — 3Rx 5 LR == 0; ? 
on en déduit, en supposant R = 1, SP 
5 + V3 1,276, . 
CAT ES AT. ; 
 (1.-M. CHALVIN, instituteur à Vinay.) 
[Ont résolu la même question : MM. V..Bonzom, Bouzy, B. Carrière, 


A. Chapron, À Fiton, 
J. can 


Fe Le Hénaff, E. Le Maigre, 


R. Henry, X. Lacreuse, 
. Barbe ; Bayor ; : L- BOISz ; 


. Gernez-Pfanmatter, instituteurs ; 


4 Boulay, A. Ne ; Burgat:; H. LE FRE ; J. Delpont ; Donradieu ; ; 
cs D NO AT Ecoffard ; le Fournel : G. Jullian ; F. LEURS M. Oger ; 
F Pégorier ; Raynaud ; J. Rigal ; G. Schoonhecre ; ; J. Sire ; F. Sol ; N. Teryep;' 
R. Thomas ; H. Tourrette ; s E, Vaunac $ Vial.l 
1 0 5 
8 —— 
ALGÈBRE AE. 
: F . 
—_—————— . * 1 
L 
4303. — Si a+ bite = 0, 4 
on a les deux identites R 
(a +b?—ab)(b?+-c?—bc)(a?+c?—ac)+8ab?c + 3(ab+betac) = 0, | 


B0(a7 + b7 + 7)? — 49 (at + Dit + ct)(ai + b5 + ci), 
Posons 
p = bc+ca+ ab, 1 
on peut écrire identiquement 
A+ pa + q = a L a(be + ca + ab) — abc = (a+ b + c) = 0; 
puisque par hypothèse a+b4c est nul. Les valeurs de petgq 
étant symétriques en a, b, c, on a donc les trois identités 


a+ pa+q = 0, , 
bB+pb+q — 0, 


FE ; 
g = — abc; S 


(1) 
+ pc+g = 0. 





aÿ + b3 a + b3 
ai È 2— ab —= Se 
D'ailleurs a?+b ab — tr + er de | 
Donc : Se «: 
51p3\(p3 3\(e3 3 
{ob ab}(b2+ 6 Bo)lcrd-ar à) = CROSS ne ai Le NO) 
__ (ai + B3)(b8 + c8)c? + a) 
ET EE 
Les identités (1) donnent 4 


a + b3 — — plat b) = 2q = pc + 2q, 
DH C = — pb + c) —2q = pa-—2q, C1 
+ à = — pic+ a) — 2q —= pb — 2q. s1 
Donc : ne 
(ai + b5)(b3 + c)(c5 + a) — = p'abc — Rap bc + ca + ab) 3 
+ 4q%p(a + b + 0) —8Q® = — pig — 2qp° — Bai = — 3gp} — 89°. 
Dont la première identité à vérifier s'écrit RE" ” “ 
| — 3qp° —8q° 2 se (me & 
”" HE, (aie + 3p° = 0. D; 


Elle est maintenant évidente. 
Pour vérifier la seconde, nous allons calculer les Some * 


Se — ai+btot, £ 


is 


Sr = a+ bc, Sy = aë + 05 + ci, 


"a 










PARUS UPS PE LU RS de Wé à Q 
s es rs tés (t), ajoutées cest à bre Éric 
S3 + PS1 + 39 = 0 ; 
et comme S=a+h+c— 0, 
. S3 = — 39, 
Multipliant les deux ot des identités (1) respectivement 
par a, b, c et ajoutant, il vient 
n° ; Si + pS2 + q81 = 0, 
j d'où Sy = — pS2; 
 enles multipliant par a?, b2, €? et ajoutant, on trouve 
S5 + pSs + 982 = 0; 





L 





il vient 





d’où S3 —i— pS3 — QS2 = 3pq — qS2. 
D'’ailléeurs | 
So = a+ + = (a + b + c? — 2(bc + ca + ab) = — 2p. 
Donc 
S4 — 2p?; 


S; = 3pq + 2pq = 5pq. 
Pour calculer S; multiplions les deux membres des identités 
(4) par af, bt, c' et ajoutons, il vient 
S7 + PS; + qS4 = 
ou S: + 5p?q + 2p?q = 0, 
. L'identité à vérifier est alors 


50 — 1p°?q)}° = 49(2p?)(50q} ; 


S7 = — 1p°q. 


sc on cf, à 


elle est évidente. 


[Ont résolu cette question : : MM. E. Ardin-Delteil ; P. J. Avram, A. Smäntà- 
nescu, lycée de Jassy ; Burgat, école normale d'Albertville : E. Chaïineau ; 
LA: Gourdin ; ; F. Ladevèze, lycée de Toulouse F F. DIU AUS de Com- 
piègne ; A. tre G. Méry de Montign . Reboul ; E, Sinturel, 
collège de Gusset ; A. Vergnole, lycée Gay- Lise Ë 


MS élan main Le à sé 





| 
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4441. — On considère une circonférence de diamètre AB : 
- on construit un trapèze isocèle tel que trois de ses côtés soient tan- 
… genis à la circonférence, l'un d'eux étant parallèle à AB; le 
quatrième côté se trouve sur AB. Déterminer la demi-longueur x 
du côté parallèle à AB de façon que, la surface engendrée par le 
périmètre du trapèse en tournant autour de AB soit égale à une 
surface donnée. 

. Interpréter les valeurs de x plus grandes que K. 























. 


* Soit CDEF le trapèze isocèle considéré. 
La surface engendrée par le périmètre en tournant autour 
de AB est égale au double de la 
surface latérale du cône engen- 
drée par CD plus la surface laté- 
* rale du cylindre de même base 
engendrée par DE; son expres- 
sion est donc 
2rR. CD + 2rR .2x 
= 2rR(CD +2x). (1) 
Pour évaluer CD, on remarque 
que les triangles rectangles CDH, 
à ok ayant un angle commun opposé à deux côtés égaux à R 
sont égaux ; donc 
10 1WeCD' = E0; 
et, en considérant le triangle rectangle CDH, on peut écrire 
CD°'= (CD — +)? + R?, 
fes 


L 2% 


ni 


IL est ‘bon d'observer ici que cette valeur de CD s'applique à 
toute valeur positive de x. 





En SES Sc) j: ut Jar FAR Sd " FA dé) ET TT 
, . 4 A 1 


| drée (4), CD par sa valeur ; il vient 


RR(R? 2 Ba?) 


2 2 
RE . 


3x —- 2x) — 


Si l'on désigne alors par 27m? la surface donnée on à l’'équa- 
tion 
T 


Ju, 


ou 5Ra? — 9m°2x + R3%— 0. 


Disèussion. — L'6 équation précédente a ses deux racines posi- 
tives lorsqu'elles sont réelles, ce qui suppose 


mt — BR > 0, 


ou m2 > R°)5. 


Aux deux points D définis par les racines correspondent visi- 
blement deux trapèzes répon- 
dant à la question. Suivant 
que æ< ou > R, la base 
DE est la plus petite ou la 
plus grande des deux bases 
de l’un de ces trapèzes. Dans 
le second cas (fig. ci-contre), 
on voit que les côtés latéraux 
CD, EF sont tangents au 
cercle O par leurs prolongements. 

Pour savoir combien de trapèzes de l’une ou l’autre espèce 
répondent à une valeur donnée de #?, comparons R aux deux 
racines de l'équation, En désignant le premier membre de cette 
équation par f(x), on a 


AR) = 2RGR? — m°). 


Si R?ÿ5 << m?<3R?, fIR) est positif ou du signe du coeffi- 
cient de‘x?; R est extérieur aux racines. D'ailleurs, leur demi- 


D 

| 
Et 

H 





somme, 





2 
reste inférieure à 3R°. _ = =h, quantité infé- 
rieure à R; donc les deux racines sont moindres que R et 
correspondent à deux trapèzes de la forme indiquée par la pre- 
mière figure. 

Sim >3R?, /f{R) est négatif, et R est compris entre les 
deux racines, dont l’une correspond alors à un trapèze de la 
première figure et l’autre à un trapèze de la seconde figure. 

Dans le cas particulier où m”°?— 3R?, l'une des racines vaut 
R ; l'un des trapèzes devient un rectangle; l’autre trapèze est du 
même genre que celui de la première figure, puisque la seconde 

à R° 
racine vaut FR & OR: 

(A. BOUZY, instituteur.) 


L 24 résolu la même question : Es J. de Bersaucourt ; E. Baudot ; L. Curl; 

Fabia ; J. Fiton ; J. Ménéchal ; J. Moisson; E. Gernez-Pfanmatter ; L. Pont; 
Remondet : J. Rigal ; J. de Sainte Julien ; J. Sire ; G. Schoonheere : H. Tour- 
rette ; Venet.] 
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GÉOMÉTRIE 


4420. — On joint un point M d'un plan à deux points fixes A 
et B de ce plan. On projette M en CG et D sur les droites AC et 
BD telles que les angles CAM et MBD soient respectivement égaux 
à des angles donnés «x et 8. La longueur CD étant supposée 
constante : 

1° Trouver le lieu du point M ; 

2° Trouver l'enveloppe de la droite CD ; 

39 Construire le quadrilatère ACDB de surface donnée. 








1° Menons ME M nel sur AB et remarquons que les 
quadrilatères inscriptibles AEMC, BDME donnent : 


DEM — DBN — p. 
s Traçons le cercle circonscrit au quadrilatère AEMC; menons 
ÊE-- par A la corde AF faisant avec AB l’angle EAF, égal à &; la 
: corde MF sera perpendiculaire à AF, puisque MA est évidem- 
, 
4 


== dà 


TN ment un diamètre du cercle; de plus MF —CE, à cause de 
l'égalité des arcs CME et MEF. 


De même si on trace le cercle circonscrit au quadrilatère BDME, 
et sion y inscrit l'angle EBG —#£, la corde MG sera perpendi- 
culaire à BG et égale à DE. 

On aura en même temps 

= 

ÉMP = ÉAF = 4, 

TRES RS 

EMG = EBG = 6, 

AT 4 
FMG = a +86 — CMD. 

Les deux triangles CDE et FMG ont donc un angle égal com- 

pris entre deux côtés égaux chacun à chacun et donnent par 


d’où 











suite FG = CD. Le cercle circonscrit au triangle MGF passe 
par le point w, point de rencontre des droites fixes AF et BF, 
et son diamètre est Mw ; d’ailleurs ce diamètre est "constant, 
puisque dans le triangle MGF le côté FG et l'angle opposé sont 
constants ; wM est donc constant et le point M se trouve sur 
une circonférence de centre w, de rayon égal à cette longueur 


| 


constante. D'ailleurs la construction montre que le point M et le. 


point w sont nécessairement de part et d’autre de La droite AB. 
La seule partie de la circonférence trouvée qui puisse convenir 
est donc celle qui est par rapport à AB du côté opposé à celui où 
se trouve le point w. 


HS Cd 


a NU ERE 


Inversement, prenons un point M sur cette partie; menons 
ne les perpendiculaires MF et MG sur Aw et Bw; l'angle FMG 
à sera égal à &+£6; par suite, d'après la manière dont le cercle 
i n a été déterminé, FG est égal à la longueur constante donnée. 


Les cercles de diamètres AM et BM se coupent en E sur AB et 
les angles CEM et DEM seront respectivement égaux à « et £; 
par suite EC—MF et ED = MG; il en résulte l'égalité des 
triangles MFG et CED ; donc CD est égal à FG et par suite à 
la longueur constante donnée. Comme enfin MG et MD sont 
visiblement perpendiculaires à AC et AD, le point M est bienan 
point du lieu. 

Nous avons supposé sur la figure les angles CAM =: et 
DBM —£ extérieurs au triangle AMB, et nous avons de même 
construit les angles EAF — «x et EBF = £ extérieurement 
au triangle AMB. On peut imaginer que l’un de ces angles ou 


À 





même tous les deux deviennent intérieurs au triangle AMB. Il y 







‘ Re Ah re 
a done ‘en ut Kaitre ‘combinaiso 
circonférences. | | 4 


20 Cherchons le lieu du point C, troisième sommet du triane lol 
AMC; ce triangle a ses angles D tnbe le sommet A est fixe; 
le sommet M décrit un cercle ; le sommet C se construit en. 
faisant tourner AM d’un angle « dans un sens déterminé et en. 
abaissant de M la perpendiculaire MC sur la nouvelle position : 
de AM. Le lieu du point C est donc une circonférence dont où. 
obtient le centre en faisant tourner de l’angle « la droite Aw sur 
laquelle se trouve le centre w de la circonférence M, ce qui 
donne la droite AB, et en abaissant de w la perpendiculaire wH 
sur AB. On verrait de mème que le lieu du point D est une cir-, 
conférence de centre H. La-droite CD, ayant une longueur 
constante et s'appuyant par ses deux extrémités G et D sur deux 
circonférences de centre H, a elle-même pour enveloppe une 
circonférence de centre H. 


3° La surface du triangle CHD est connue, puisque ses trois 
côtés ont des longueurs constantes. La surface du quadrilatère 
étant donnée, on connaît par suite la somme des aires des tri- 
angles AHC et BHD. Appelons Ce et Da les hauteurs de ces 
triangles relatives à AB; cette somme connue sera égale à 

+ (AH X Ce + BH x D) — LA. 
Appliquons en Cet D des masses mesurées par les mêmes nom> 
bres que AH et BH ; le centre de gravité P deces masses sera en 
un point de CD tel que 
CPATATAHTE ‘ 
: PDU BH 
et le moment de la masse résultante, appliquée en P, par rap- 
port à AB, vaudra ; 
(AH +'BH)Pp = AB X Pp = k, 

Pp désignant la distance de P à la droite AB; cette distance est 
par suite une longueur connue. D'autre part, puisque deux points 
de la droite CD décrivent des cercles de centre H, il en est de 
même du point P. On construira donc ce point en prenänt l'in- 
tersection du cercle, lieu de P, avec une parallèle à AB, à la 
distance Pp, choisie du côté convenable par rapport à la droite 
AB. Le point P étant connu, on en déduit CD en menant de ce 
point la tangente au cercle enveloppe de CD ; les points d’inter- 
section de cette droite avec les cercles, lieux de C et de D, font 
connaitre les points C et D, a par suite le quadrilatêre ABCD. 
A 


*E 
L2 

4457. — Les perpendiculaires élevées aux milieux des bissec- 

trices intérieures d'un triangle reneontrent les côtés opposés aux 
sommets d'ou partent ces bissectrices en trois points en ligne droite. 


Première démonstration. — D'après la réciproque du théo-. 
rème des transversales, on sait que trois points M, N, P situés . 
sur les côtés BG, CA, AB d’un triangle sont en ligne droite si. 
l’on a : "@2 


Dans le cas actuel, il suffit donc de chercher une expression 


2 


À 


MB ‘ 
du rapport —— lorsque M est situé. 
MG ARS 


| 
4 
PA ot PA 
MC: NAU PE NN 
* sur la perpendiculaire élevée au es 
de la bissectrice AD. È 
Tirons la droite MA. Le triangle iso- 
cèle MAD donne é 


+ 
Te 


D C 


En 


MDA = MAD 





A AE las Fr 
















La À * EI 


4% #20 
NBA 


+ L 


* 


MAC -+ À 


2 4 


CR pe An 
ca | + ; 
— 
_— 


i 
Le 


+A 





: _ MBA = MAC, 
. ce qui établit la similitude des triangles MBA et MAC. Donc 
n DAT ÈME MA | AB d 
‘MA | MC AC 
. ou, en égalant le produit des deux premiers rapports au carré du 
_ troisième, Mie . 
L £ MB _ AB 
| mc AC) À 
* On aurait de même DE N: 
NG, 2, 56 
MINE Te 

< FA _©r 
| DL CB? 


En multipliant ces valeurs membre à membre, on tombe sur 
‘la relation (1) qu'il fallait établir. 


(Juzes SIRE, à Belverne.) 


ET = — 


Deuxième démonstration. — Traçons le cercle circonscrit au 
triängle. L’angle MAC étant égal à l’angle inscrit MBA (voir plus 
haut), a même mesure que la moitié de l'arc AC, ce qui montre 
que MA est tangent en A au cercle circonscrit. | 

_ Par suite la polaire de M par rapport au cercle est la droite AA’ 
qui joint les pôles des droites MA et MBC. On verrait de même 
que la polaire du point N est la droite BB’ et la polaire du 
point P la droite CC’. Or dans le triangle A'B'C’, circonscrit au 
cercle ABC, on a 


C 


En © mit “à in di 


| 
















L 
NE CB AG 
| —> — {, pe à à = — 1, 
D. A'C « B'A C'B 
_et»en multipliant membre à membre, 
BA AC, 
CUS ANT TE DEN 


., | 
ou, en permutant et changeant les signes des dénominateurs, 
E È * è = — 

04 BA! CB’ DA 
| BC CA: AB 

4 En vertu de la réciproque du théorème de Géva, cette relation 
_ montre que les trois droites AA’, BB’, CC’ concourent en un même 
point I. Les trois points M, N, P sont donc situés sur la polaire 


. 


3 « (J, SIRE.] 


- Troisième démonstration. — Considérons la bissectrice exté- 


culaire élevée au milieu de AD -passe par lé milieu de DD’ comme 
parallèle à AD’. De même, si l'on mène les bissectrices exté- 
i BE’ et CF’, N est le milieu de EE’ et P le milieu de 
ais on sait que, dans un triangle, les pieds des six bissec- 


L . 
TER 
7. 


. 
‘ 







4 VA a A PE dt ere 20 
475, à OO ä LEA 





FA x d« ë 4 li 
A ae A a. . : ur 


. r : DE: ne 
+ Liga LA 


S'ÉLE TRR2e 
; 


L 


2 4 * ù 
| trices sont trois à trois en ligne droite, Ces pieds sont done les 





sommets d'un quadrilatère complet qui admet les segments DD’ 
EE’, FF’ comme diagonales ; par suite les milieux M, N, P de ces 
diagonales sont en ligne droite (propriété connue). 
(G. H. D. O., à Chàlons-sur-Marne.) 
[Ont résolu la même question : MM. H. Carpentier, lycée de Charleville ; 
A. Fadeuille, collège de Béziers ; E. Foucart ; G. Foucery ; L. Hubert ; G. Jul- 


lian ; M. Maigret, lycée Saint-Louis; H. Michel, lycée. de Douai ; M. Rivière, 
à Foix ; G. Tastet, lycée de Bordeaux ; E. Vaunac ; Ménissier.] 


RE 


PHYSIQUE 


4467. — Dans un vase hermétiquement clos se trouve une 
balance réduite à son fléau. 
On attache aux deux bouts : 
1° une sphère S de Alt de volume et 
pesant p —= 502"; 
(1 © 20 une sphère S' de 0,000 025 formée d'un 
corps de densité 20. 
On demande à quelle pression il faut 
porter l’acide carbonique contenu dans la boîte pour que, à 100», 
il y ait équilibre entre les deux sphères. 
Densité de CO?, 1,529. 
(Bacc. lettres-math., Toulouse, juillet 1898.) 
Le poids de la.sphère S’ est égal à 
| DOS DID OUPE 
Appelons æ la pression à laquelle il faut porter le gaz carbo- 


nique contenu dans la boite pour que, à 1004, il y ait équilibre 


entre les deux sphères. 
La poussée subie par la sphère S a pour valeur 
æœ { 
CT ECTS 
et la poussée subie par la sphère 5, 


1x 1,293 >< 1,529 x 


n% D] [49] 3. ——— 
0,025 << 1,293 1,529 XX EX GG 


On a donc, en négligeant la dilatation des sphères, 


œ 1 
as 1o 59 —— STE TIT TV VE 
502 — 1X 1,293 1,529 X 76 7 1 + 100% 


— 500 — 0,025 >< 1,293 XX 1,529 > 


d’où l’on tire 


æ _ sl 
76 1 + 1004 ” 


25<76 >< 3173 
| P — 0,975 < 1,293 >< 1,529 X 273 | 
Effectuant les calculs, il vient 
| æ = 1070m,7. 
(P. MARION.) 


D 


[Ont résolu la même question : Mi: Croizel ; MM. E. Ardin-Delteil ; L. Aula- 


: 











+ 


L « Fe 1 
gnier ; E. Bergeret ; V. Bonzom ; A.,Chapron ; Delpont ; Delolme ; C. Dujardin ; 
J. Fiton; Gernez-Pfanmatter ; R. Lavallée; A. Lescure $ F. Le Goïc ; H. Lor- 
cerie ; E. Le Maigre ; G. Le Sage ; Mackerey ; Michel ; J. Moisson ; J. Mouchet ; 
M. Oger ; L. Raush : Raynaud ; Remondet; G. Schoonheere ; G. Tastet; M. 
Teulié ; A. Texonnière ; P. Tribier ; J. Trouillé; Venet ; Vial.l 





4468.— Deux petites sphères identiques, électrisées positive- 
ment, sont placées à une certaine distance l’une de l’autre, et 
donnent lieu à une répulsion égale à 1. On les rapproche jusqu'à 
ce qu’elles se touchent, puis on les éloigne à une distance égale à 
la moitié de la précédente, et l’on a une répulsion égale à 4,5. On 
demande le rapport des charges électriques primitives des deux 
sphères. S 
(Bacc. lettres-math., Lyon, juillet 1898.) 

Soient g el g' les charges initiales des deux sphères. Après le 

ue ! 
contact, les nouvelles charges sont chacune IE : 

D'après la loi de Coulomb, l’action répulsive à la distance pri- 
mitive d est exprimée par la relation 


4 


(1) 


12 


_ = à) d'où gg =d 


ë d . 
et ensuite, à la distance PAT la relation 


(£ ch 
9 
A 1,8 


di 


F — 410; d’où g +9 = dy4,5. (2) 
& 
Des relations (1) et (2) se déduit l'équation 


X2— XdV2,5 + = 0, » 
dont les racines sont les quantités g et q’. 
En résolvant, on trouve 








Le ! d? GARE 0.5 
œ— Lise Lx à — Lee DA 





x" = LES 1/5 à EDS dE) 
Le rapport cherché sera donc 

a dYBS LOS) 9 

9 d(V85— 40,5) 1 

rapport qui est indépendant de la distance d. 








? 


(A. LESQURE.) 


[Ont résolu la même question : MM. Arcizet; E, Ardin-Delteil; Aulagnier ; 
E. Bergeret ; V. Bonzom ; C. Bourvéau ; A. Chapron ; R, Gonral ; Gurt; Delpont ; 
Depasse ; G. Dujardin ; L. Ecoffard ; A. Gay; Gernez-Pfanmatter ; G. Girod ; A. 
Guichon ; R. Henry; Herrmann; L. Hubert; C. Labhille,; F. Ladevèze: J. 
Lamotte ; Legros ; E. Léotard ; Le Sage ; J. Leulliot; H. Lorcerie ; E. Le 
Maigre ; Mackerey ; P. Marion ; Mathieu; Michel; Millevoye ; Moisson ; 
Nuzeret ; M. Oger ; J. Orsini ; Patin; Pavard ; Prost ; Raynaud ; Z. Rausch ; 
Remondet ; Roure ; A. Rozier ; G. Schoonheere ; Smântânescu ; G. Tastet ; M: 
Teulié; Thomas; P. Tribier ; J. Trouillé; A. Vergnole; Vial ; Vien ; E. Sevin ; 
Venet.]l 


DES ORNE EC Me MT PR 


QUESTIONS PROPOSEES 


4479. — Trouver un nombre de trois chiffres et un système de 
numération tel que la valeur de.ce nombre supposé écrit dans le sys- 
tème décimal soit la moitié de la valeur de ce même nombre supposé 
écrit dans le système inconnu. 

Démontrer qu'il n’y a qu'un seul système de numération donnant des 
nombres de trois chiffres répondant à la question. 

(R. Maxew, petit séminaire de Massals.) 


4480. — Quel que soit n, l'expression 
G'0n+1 ts ptin—i 


æst divisible par 31. 


(A. SAINTE-LAGüE, à Agen). 


‘ 
v e. A: 


4481. — On considère dans un pla t un de 
côtés égaux AB reste fixe et dont les diagonales AC et BD ont une mê 
longueur donnée. a Fais | FER . 
1° Trouver le lieu géométrique du point de rencontre des diagonales. 
29 Déterminer celui de ces trapèzes qui a le périmètre minimum. 

(Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1897.) 


1 Ne 


4482. — On considère un segment sphérique à deux bases parallèles: 
appartenant à une sphère de rayon R. Déterminer les rayons des ba es 
sachant que la hauteur du segment est égale à R et son volume à 


(Bace, lettres-math., Caen, novembre 18974 


4483. — On donne une circonférence O et sur cette circonférence 
trois points fixes A, B, C. On joint les points B et C à un point variable” 
D de la circonférence, et par le point A on mène les parallèles à DB ets 
DC ; soit AEDF le parallélogramme ainsi formé. Le 4 

1° Prouver que la diagonale EF du parallélogramme passe par un 
point fixe P ; CR 

2° On projette le point B en M et N sur AE et AF et le point C en M! 
et N° sur ces mêmes droites ; trouver l'enveloppe de chacune des droites. 
MN, MN’; . 7 

3° Supposant que le point A se déplace sur la circonférence 0; trouver | 
le lieu géométrique du point P. . MATE 
’ (M. Resex, lycée du Puy.) 


4484.— P étant un point quelconque de la circonférence circonserite 
au triangle ABC, on tire lesdroites PA, PB, PC, que l'on désigne respec- 
tivement par a, f$, y; en représentant comme d'ordinaire par 4, b, €,. 
A, B, C, S et R les côtés, les angles, l'aire et le rayon du cercle circons- 
crit, démontrer la relation : 

4S —a? sin 2A + f? sin 2B + y? sin 2C. 

Que devient cette relation quand on place le point P taux différénts 

sommets À, B, C et enfin à l'extrémité du diamètre passant par A ? 
(P. Lepuc.) 
. 


4485. — Un observateur placé en €, à une distance OC —1348m,27 
du centre 0 de la « grande roue de Paris », voit les deux rayons OA et 
OB de cette roue situés sur un 
même diamètre AB sous des 
angles 2 
a — 19 5751%,06, 

6 — 1°1°45,22. 
Déduire de ces données le dia- 





mètre de la roueainsi que les 


valeurs des angles BAC et ABC. dE Re 
On se servira des tables de logarithmes relatives au calcul des petits 
angles. b ÿ 


(Admission à L'école des Ponts et Chaussées, Cours spéciaux 1898.) 


4486. — Un cylindre AB? d'une section intérieure de 4063, est muni 
d'un piston P mobile sans frottement, et communique, par Sa partie 
inférieure, avec un tube de verrre CD dont la section 

R intérieure estde 5cq. Ce tube porte à la partie supérieure 
un robinet R actuellement ouvert. La partie inférieure 
du cylindre, ainsi que celle du tube et le canal de 
communication, renferment du mercure dont le 
M niveau, dans le tube CD, s'arrêteen un point M situé x 

à une distance MD— 50°" de l'extrémité D. ; 

On ferme le robinet R et on demande quél poids on 

C doit mettre sur la tête T du piston pour réduire à 
moitié le volume de l'air emprisonné dans la partie 
supérieure du tube CD. On calculera le déplacement du piston et on 
supposera la température de 0° et la pression atmosphérique de 730mm 
de mercure. 





= 


(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1898.) 
” A “ 


4487. — Une lentille biconvexe dont les deux faces ont 30cx de rayon 
de courbure est placée à 20m d'un écran. Si on lui accole une lentille 
plan-convexe de 50° de rayon de courbure, les objets placés à l'infini 
sont vus nettement sur l'écran. On demande quel est l'indice de réfrac- 
tion de la première lentille, l'indice de la seconde étant TT" 
(Bacc. lettres-math. el letires-sciences, Besançon, juillet 1898.) 
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: ; ÉTUDE ÉLEMENTAIRE 


s DES 


VARIATIONS DU TRINOME BICARRÉ 


par M. P. Barrieu, professeur au lycée de Périgueux. 


… 





Nous rappellerons d'abord deux lemmes qui sont d’un fréquent 
usage dans l'étude des variations des fonctions. 


* Lemme I. — Une variable et son carré varient dans le même 
sens, ou en sens contraire, suivant que la variable est positive ou 
négative. 

En éffet, si une variable positive va en croissant, sa valeur ab- 
solue augmente, et par suite son carré va en croissant. 

Si une variable négative va en croissant, sa valeur absolue di- 
minue, et par suite son carré va en décroissant. 


Lemme II. — S2 X est une variable el si a est une constante, 
les fonctions X et aX varient dans le même sens, ou en sens con- 
traire, suivant que a est positif ou négalif. 

En effet, soit L.un accroissement quelconque, positif ou néga- 
tif pris par la fonction X, et soit À l'accroissement correspondant 
de la fonction ax; on aura 

4 ° k = a(X + h)— a, 
d'où k Jah: 

Done, si a est positif, les accroissements et À sont de même 
signe, et par suite les fonctions X et aX varient dans le même 
sens. 


Si au contraire a est négatif, les accroissements } et À sont de 
signe contraire, et par suite les fonctions X et aX varient en 
sens contraire. G. q:f. d. 

Considérons maintenant le trinome 

" * act + bx? + c. 
En désignant par y la valeur du trinome, on à successivement 
y = ax + ba? + c 
u. C 
a? + +) 


a 


7 


b 
: Æ a(as+ 
; F 4 













ou : b j b? “rai b? 
= aa at a ka? 


le 


ka? 
Si maintenant nous posons 





__ [5 , b \?+ kac—b , 

| MT NN ee DEL NIET PT @) 

nous aurons y = 43, (3) 
:etles variations de y se déduiront des variations de : par appli- 


cation du lemme II, 


. Nous sommes donc conduits à étudier les variations de 3, 
qui dépendent elles-mêmes des variations de la fonction 


° ÿ 2 b 
’ ‘ (2 —- On! . 


Mais nous savons, d'après le lemme I, que la fonction 





à b ; ; : : 
(+ 53 et son carré (a+ s ) varient dans le même 
2 24 


) 


me 





sens, ou en sens contraire, suivant que la fonction : 
24 


est positive ou négative. Nous avons donc à nous occuper 
* d’abord du signe de cette fonction. 


; ee ge or 0 NT : 

Or on voit immédiatement que si — est positif, le binome 
a 
æ + -— est toujours positif quelle que soit la valeur de +. Si 
2a 

: b AE « i b , 

au contraire Fe est négatif, le binome x?+ -—— s’annule 
24 


9 


quand +? passe par la valeur positive x il demeure 


— 5; 
est moindre que DS tandis qu'il 
(4 

b 


24 


négatif tant que x? 





e 


devient positif quand x? devient supérieur à — 


: . : b 
Nous aurons donc deux cas à examiner suivant que —- sera 
positif ou négatif. 


b 
Aer cas: — > 0. 
a 
4 : b : Fe 
Dans ce cas le binome 4° += est toujours positif, et, 
AA 


3 


x à ; b . 
par conséquent, ce binome et son carré (a AE 2 varient 
1 


toujours dans le même sens. 
Cela posé, l'application des lemmes 1 et Il donne immédiate- 
ment le tableau suivant : 





Variables. Variations. 
re — 00 croît 0 croit — 00 
x? —- 00 décroit 0 croit + co 
b î b 
a? + ne —- co décroit _. croit — 00 
4€& 244 
a? LE + décroit Li croit + 00 
0 a) * ka | 
| z —+- co décroit a croit —+- 00 
GE, = co décroit C croît — 
y (min .) 
a < 0 — co croit c décroit — 
(max.) 





HA be -ré 


LL. er 
> 


‘an 6! 


» 
" 
< 








Les variations de «? se déduisent des variations de æ par 
application du lemme I. | 


* 


4 M b \? NS US 
Les variations de (at + 5) se déduisent des variations 


b A À M 
de a? + Sr application du même lemme, en observant que 


: b 3 hi 
la fonction x? + De est'toujours positive 


Les valeurs de 3 s’obtiennent en ajoutant aux valeurs de la 


: .. kac— D? ; 

ligne précédente la constante gas > par conséquent pour 
b2 — (D 

æ — 0 la valeur de 3 est ——+ Lire: | A 
UT 4a° a ‘ 


Enfin les valeurs de y s’obliennent en multipliant par a les 
valeurs de +, et en observant, d'après le lemme Il, que y varie 
dans le même sens que + si « est positif, en sens contrairesi a 
est négatif. 











vant que a? est plus grand ou plus petit que le nombre positif 
— -—. Ce binome change donc de signe, et La suite les 
variations de son Carré changent de sens, quand s passe par la L 


b 
valeur positive ——; c'est-à-dire quand x passe par use 


des deux valeurs réelles EU ro 


dra donc faire passer æ par ces deux valeurs. 


suivant (on observera que _ est négatif) : 






£ b | À Ÿ 4 £. % Nero 
20 cas : 53 < (0j. d ‘ 


; | b . PE A Rd x 5 : 
Dans ce cas, le binome x? + cr est positif ou négatif sui- 
& A: 


b 
24 


ei 


24a 








+ VEE Me 


Cela posé, l'application des lemmes 1 et 11 donne le tableau 


























4 * | L 
Variables. Variations. 
b b à 
æ — © or: = cr 0 cr HN ere cr + 
2a 2a Se 
N d b dé o b | x r 
ax? + 00 ecr == pui ecr. cr. Le ce CP: —+ 
> 0 < 0 > 0 
dE RE. RE RS LT = — Tu RE, 
x + b + oo décr 0 décr. — CL: 0 cr. + co 
24 24 Es 
b 2 b? d " 
FD OUR Pre. écr. ) qe Écr. | É 
(z Pis ) + 00 déer C cr Le écr 0 cou + co 
dé kac — b? k Ce Fi kac — b? ’ Ù 
3 — co ecr. PS k = = ‘ ET PURE, ‘ CL. —+ co 
: kac — b? 4kac — b? à 
a > 0 + co décr. RTE cr c décr ENTT TE - Là + co | 
(min .) (max. ) (min.) 
y A kac — b? : kac — b? 4 
| a < 0 — © cr: IT TE décr. c CF: TT 7 décr. — co 
| (max.) (min.) (max .) M £ 
Les variations de x? se déduisent des variations de æ d’après S 
le lemme I. INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE 
Les varialions de (a cn 10 =) se déduisent des variations de ’ r: 
k, # 8x? + Ox — 14 
l EL | i 4389. — Variations de ! ; ee, NT CRE 
SUR _ en observant, d’après le lemme I, que (a + =) PHONE QUE ANNEE RO DOI AE 
< 1 b quand x prend toutes les valeurs possibles, — Courbe Correspon- 
varie dans le même sens que x°?+ a lorsque æ°? +- a est | Jante. 


À b + | 
positif, el en sens contraire lorsque x? + 5 est négalif. 


Pour les variations de + et de y, mêmes observations que pour 
le premier tableau. 

Nous laissons au lecteur le soin de tracer la courbe de la fonc- 
lion, ce qui n'offre aucune difficulté en se servant des deux der- 
nières lignes de chaque tableau. Nous n'avons eu d'autre but que 
d'être utile aux candidats à l’École de Saint-Cyr en leur indiquant 
une méthode simple pour étudier les variations du trinome 
bicarré sans avoir recours à la Théorie des dérivées qui n’est 
plus dans le prograinme d'admission à l’École, 


ET GR 


Pour abréger les calculs effectuons d’abord la division indiquée 


par la fonction ; il vient 


œ — 6 
——# e ————— . « 
y cu DER | à * 
On est alors ramené à étudier les variations de la fraction plus | 
simple 
LE æ — 6 
NL &° Te "4 


Maximum et minimum de :.— A une valeur donnée de 3 cor- : 


respondent pour æ deux valeurs fournies par l'équation 


: 


30° + (3 — 1)x — 3 +6 = 0. 
En écrivant que le discriminant de cette équation est positif ou 


pul, on à ! 


(à A 


ou 532 — 96: + 1 >0: Aa e 








| Cette inégalités n'a lieu que pour les valeurs de + non comprises | 
centre les deux valeurs qui annulent le premier membre ; on doit 
_donc avoir 


3 


132 13+2V41 
LL : sal bee DMTIEV AE, 


ù < ÿ 


La fonction 3 admet ainsi un maximum et un minimum rela- 
tifs, fournis respectivement par les valeurs de :: 


ou 3 


13 — 9/41 fl 2/41 
2 eu ee LR SEM CORP 
les valeurs correspondantes de x sont, en observant que 
1 
2132 — F , $ 
1 Fi jé: 2 
Lo. 1 FT EME 
| NE PR à : 2 = 6—+- Al — 12,40 
. ne 
! 
ns RE LS Et 00 è 
 — — Ya = — 0,40. 
KA 


Discontinuités de la fonction :. — La fonction + devient infinie 
pour les valeurs de & qui annulent le dénominateur sans annu- 
. ler le numérateur. Ces valeurs, fournies par l'équation 

æ+æ— 1 —=0, 
LE 
sont 
— 1 — 5 
rente.) 1.61 DE 


Dit robe et 


9 Fe , >} ; 2 


L 


1004 


En remarquant que les quatre valeurs de + se classent ainsi: 
DEA CIS Da LU 
et que pour æ =, la fonction + tend vers zéro (on le voit 
* en divisant haut et bas par æ?), on forme facilement le tableau 
suivant qui permet de suivre les variations de 3: 


* 
! 2 


T |— co HA Lo ‘ A 3 DA —+ co 


z 0 





déc. Min. cr. +ol—c cr. Max. déc. 0 


— | déc. 





. D'après ce tableau, la courbe figurative a des points à AlnO 
sur l’axe Ox et sur les paralèles à Oz, d’abscisses x’ et x”; ces 


sur l'axe O3, 


trois droites sont donc asymptotes à la courbe. En déterminant 


ensuite les points A et B relatifs au minimum et au maximum, 

puis le point æ —6, situé sur Ox, etle point 3 —6, silué 

la courbe se trace alors sans difficulté. Si l’on aug- 

mente de 8 chaque ordonnée de la courbe, ce qui revient à pren- 

dré pour Ox la parallèle Oix, à Ox d’ordonnée —S8, on voit 

que la courbe représente également les variations de y. 
(F. PÉGURIER.) 


G. Bernard ; A. Bouzy : J. Bruyas ; 


[Ont résolu la même question : MM. 
Patin; L. Tarin.| 


G. Damien ; P. Herrmann ; E. Madet ; C. Marie; L. 


43890. — Calculerles côtés d'un trapèse isocèle circonscrit à un 
cercle de rayon R, sachant que le volume engendré lorsqu'il tourne 
autour de sa plus grande base est égal à 8raR°?. 

Discussion. 


Soit le trapèze isocèle ABCD, circonscrit à un cercle de rayon 
R. !l faut calculer les trois ÉSRr 
AB — 2x, CD = 2y et AG BD; 2 
La condition énoncée revient à écrire que le volume engendré 
par le demi-trapèze AIlC en tournant autour de Cl est nr à 
4raR?, Or, en menant la hauteur AA’, 
BEEN FPE volume peut être considéré comme la 


h \ somme d'un cylindre et d’un cône ayant 


E même rayon de base 2R et pour hauteurs 
z respectives Al— x ete CA = y — x. 
On peut donc écrire 


Tv _ x) — 4raR?, 
(1) 
D'ailleurs, les tangentes au cercle issues de À ou C étant éga- 
les, ona AE —=x, CE = y, d'où, en ajoutant, 
3 = x +Yy. &) 


Le triangle rectangle ACA' donne comme troisième relalion 
entre æ, y, &, 


mie ! FR] « gr: 


ou 2x + y = 34. 


= 4R? + (y — x)? (3) 


En éliminant z entre (2) et (3), il vient, après réduction, 

” mu R?, 
relation qu’on aurait pu écrire de suite en joignant les points 
À, E, C au centre du cercle de rayon R et observant qu’on forme 
ainsi un triangle rectangle dont la hauteur passe en E 

Le problème est donc résolu par le système des équations 


2@ + y. — 34, 
œy — R?, ( 
Bi DV: 
Pour que des valeurs de # et de y, tirées de ces équations, 
puissent convenir, il faut qu’elles vérifient les conditions 
na 0, y > 0, y>&, 5 > 0. (5) 
Ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes. Supposons en 
effet que les équations (4) aient.fourni pour les inconnues des 
valeurs satisfaisant aux conditions (5). Avec les longueurs x, y, 
2R on peut reconstruire le trapèze isocèle ABCD ; reste à mon. 
trer que ce trapèze isocèle est circonscriptible à un cercle de 
rayon R, que son côté oblique est égal à z, que le volume en- 
gendré par lui en tournant autour de CD vaut 8raR?. 
La première propriété résulte de ce que x et y vérifient la re- 
lation æy = R?; appelant en effet w le milieu de {l’, on en con- 
clut aisément la similitude des triangles Alw, Clw, rectangles 


= 
— 





PER ” 
LIQTA 2 PO \ U - 


en let J. L'angle AwC est donc droit ; par suite pe 
AC? = Aw +0 = à? + y + 2R°? = (x + y}; 
AC 10 + y. : * 


Le trapèze est donc circonscriptible; nous venons de montrer 
que son côté obliqueest égalà æ+y; ce côté n’est donc autre 
que :, en verlu de la relation supposée vérifiée 

St Ve 
Enfin la condition du volume résulte immédiatement de ce que 
æ et y vérifient la relation 
22 + y = 34. 
Les conditions (5) sont donc bien suffisantes. 
Pour résoudre le système (4), on tire de la première équation 


y = 3a— 2x; (6) 
on porte dans la seconde, qui donne 
æ(3a — 2x) = R?°; (7) 


la troisième donne enfin pour z une valeur positive si æ el y sont 
positifs. Les conditions y > 0 et y>#x se ramènent à la 
condition unique à 
3a — 2x > & ou TI: 

Le problème admet donc autant de solutions que l'équation 
(7) a de racines comprises entre 0 et a. 

Cette équation s'écrit 

fix) = 2x? — 3ax +R? = 0, 
et donne 
fO—=R, la) = Re, 

Pour que le problème admette une seule solution, il faut el il 

suffit que f(0) et fa) soient de signes contraires, donc 


CEA. 
Pour que le problème admette deux solutions, il faut et il suffit 


1° Que f{0) et f{a) soient tous deux de même signe que le 
coefficient de +°?, donc positifs ; d’où 


ENTREE 


5 : ; 2 3a à ! 
2° Que la demi-somme des racines, —, soitcomprise entre 0 
4 “ 


et a, condition évidemment vérifiée ; 
3° Que le discriminant soit positif, c'est-à-dire 


Qa? — 8R° > 0, 





he 2R Je 
Celte condition est compatible avec a<R; il faut donc que 
nue HET 
Calcul des expressions de 2x, 2y et :.— Ona 


3a + ÿ/9a? — SR? 
PEN Rene 
D 


ea 


2y = Q3a — 2x) = 3a HE YIa? — 8R?, 


Qa  VQa? — 8R? 


g 
les signes supérieurs ou inférieurs étant pris ensemble. 


= T+y = 


(A. BOUZY, inslituteur à Vervius.) 


, Mi Role la même question : MM. Herrmann, collège Chaptal ; E. Madet ; 
. PALIN. 


4391. — Un tuyau vertical plonge dans l'eau d'un réservoir 
de grande capacité et contient un piston dont la base est séparée 
du liquide par une colonne d'air de 0%,50 à La pression atmosphé- 


jection verticale a'b'ic'id'se"s. 


rique. On élève le TS jusqu'à rs host AA niveau du ré- 
servoir : sachant que la hauteur du baromètre en eau égale. 10m, 
calculer la hauteur de l'eau située dans le tube. 


» 


Désignons par s la section du tuyau, par & la hauteur qu'occupe 


i'eau lorsque le piston s'élève à 6" au-dessus du niveau dans le 
réservoir. 


La colonne d'air située au-dessous du piston occupait d'abord 


un volume s>x<0,5 sous la pression atmosphérique représentée 
par 10% d’eau. Après l’ascension du piston, la même Masse d'air 


occupe un volume s(6—zx) sous la pression 10 — x, . 
Er appliquant la loi de Mariotte, on a 
sX0,5>x 10 = 5(6 — x)(10 — x), . 


a? —16x + 55 = 0. 


La plus petite racine, inférieure à 6", est seule acceptable ; elle 
a pour valeur 5", 


d'où l’on tire 


(P. BONNOT.) 


{Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; G. Beaudun ; L. Bellour; 
F. Beynas ; M. Boutry ; L. Delavergnas ; J. Delpont ; L. Gourdet ; E Madet; 
E. Le Maigre ; J. Ménéchal:; J. Mouchet ; M. Oger ; L. Perret ; M. Rebeix : 
J. Rigal ; A. Rozier ; L. Tarrin ; M. Teulié.l 


+ 


4392. — On donne un plan P passant par dy (xy est le petit 


PR ER SR 


axe de la feuille) et faisant avec la partie antérieure du plans | 


horizontal et au-dessus de ce plan un angle de 30°. 
Dans ce plan est situé un pentagone régulier ABCDE dont le 
rayon du cercle circonscrit est 4m; le sommet À est à une dis- 


tance de æy égale à 16m, Ce sommet se projette sur le grand. 


axe de la feuille et est le point le plus en avant du périmètre du 
pentagone. 


Ce pentagone est la base d’une pyramide, située au-dessus du * 


plan P, dont la hauteur est 12m et dont le sommet se projette 
horizontalement en un point s situé à gen à droite du grand axe 
et à 3% en avant du petit axe. ? 

On demande de représenter par deux projections (parties vues 
et cachées) la portion du volume de cette pyramide comprise entre 
le plan P et le plan bissecteur de l'angle dièdre aigu que fait le 


plan P avec le plan vertical. 


Projections de la pyramide. — Prenons comme plan vertical 
auxiliaire celui dont la trace horizontale se confond avec le grand 
axe æ,y1 de la feuille. Le plan P étant de bout par rapport à ce 
nouveau plan, sa trace verticale 4P' fait un angle de 30° avec 
la trace verticale «y, du plan horizontal de projection ; en pre- 
nant sur 4P' la longueur 4°, = 16%, on obtient la projec- 
tion verticale auxiliaire a’, de A, d'où l’on seu aisément les 
projections (a, a’). 

En rabattant le plan P autour de sa trace horizontale xy,'le 
cercle circonscrit au pentagone se rabat suivant le cercle O,, 
dont le centre s'obtient en prenant sur A;x (A; étant le rabatte- 
ment de A) la longueur A0: = 4" ; inscrivons dans ce cer- 
cle le pentagone AiB:C1DiE, puis relevons successivement les 
divers sommets en (a, a), (b, b'1), (ce, c'), etc.; la projection 
verticale a’b'c'd'e! du pentagone se déduit sans peine de la pro- 

On connaît la projection horizontale du sommet S de la pyra- 
mide; comme la hauteur de cette pyramide se projette en vraie 
grandeur sur le second plan vertical, la projection verticale s1 
est à l'intersection de la ligne de rappel de s avec la parallèle à 
aP', menée à 12e" de distance. 

Les projections de la pyramide sont donc (sabcde, s'a'b'c'd'e'). 


Section par le plan bissecteur du dièdre formé par le plan P et. 
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le plan vertical de projection. — Ce 


plan bissecteur a 





r à re AA 
tous ses. 


ù , Sur la tangente en D ; enfin on mène la tangente au point €, ‘qui 
points projetés sur le second plan vertical suivant la bissec- 


rencontre en D la tangente BP. Cela posé, comment faut-il choi- 
sir le point C pour que les deux triangles CDP et ACM soient 


(Bacc. leitres-malh., Bordeaux, juillet 1898.) 


 trice «(1 de l'angle y«P'i. Les points de rencontre de 
._ xQ' avec les arêtes ‘ia, s101,... déterminent les projections | équivalents ? 
5 A | ñ ù 
à æ, L 2 0 
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» fi, gas ha, d'a, j'1 des points où les arêtes SA, SB,... percent le 
plan sécant. On conclut facilement de là que la section plane est 
représentée par le pentagone (fghij, f'g'hrj"). | 
Ponctuation. — La portion de la pyramide comprise entre le 
_ plan P ét le plan sécant est seule représentée, comme le veut 
_ l'énoncé. En projection horizontale, les trois arêtes issues du 
_ sommet caché (d, d') sont cachées; il en est de même, en pro- 
_ jection verticale, pour les arêtes aboutissant aux sommets ca- 
chés (h, h) et (1,1). 


4 [Ont envoyé des épures exactes : 
. G, Damien ; L. Gourdet.] 


(L. DÉLAVERGNAS, à Eymoutiers.) 
MM. L. Gurt, école normale de Bourg ; 


———————— ————— 


ALGÈBRE 


v ———— 


4453. — On donne une demi-circonférence construite sur AB 
_ comme diamètre. Par un point G de cette demi-circonférence, on 
abaisse la perpendiculaire CM sur AB et la perpendiculaire CP 





Posons AB=—2R et AM —%x. L'équivalence des triangles 
rectangles CDP et ACM s'’ex- 
prime par l'égalité 

CP.PD = AM.CM. 

Or CPR MR = 2 
CM = AM.MB = (2R — x) : 
d'ailleurs, en tirant le rayon OC, 
les triangles semblables CPb, 


D 





CMO {côtés perpendiculaires } 
donnent 
) 1 en DT 
PDF MO d'où PD — (R— æ)(2R -— x). 





«PC | MG? 
L'équation du problème est donc 
(R—x)(2R — x)° 


RTE M PS AIO = D) 
É Va(2R — x) ere 4: 


VER — 7) 


ou (R — &)(2R — x}? = à (2R — ») 
ou, en divisant par le facteur commun ?R—7%x, différent de 
Zéro, 
(R — &)(2R — x) = x?, 
9 
d'où l’on tire == ds R. 


Cette valeur de æ montre que le point G est à la rencontre du 
cercle O avec la perpendiculaire à AB élevée au tiers de AB à 
partir de A. 

. Le cas de figure considéré suppose implicitement le point M 
entre À et O, puisque la valeur MO—R—:x doit rester 
positive ; lorsque M tombe entre O et B, l'équation du pro- 
blème devient 

— (À -- 2)(2R — x) = *x?, 
ou 22 — 3Rx + 9R? — 0. 

Cette équation a ses deux racines imaginaires en sorte que le 
problème n’admet d'autre solution que celle déjà trouvée. 

(P. DELOLME, instituteur au Puy.) 


Solution géométrique. — Tirons la corde CB qui coupe en 
I la droite OD. 
D Si, aux triangles CDP, ACM, 


supposés équivalents, on ajoute 
les triangles CPB, CMB, équi- 
valents comme moitiés d’un rec- 
| tangle, on obtient les triangles 
| 


ai 


7 
Ci 


IST Le IR P 


à X 
/ | Ke 7 à) 
A 
ES 
v:  : 
/ 


se 


équivalents CDB, ACB. Or ces 
deux derniers triangles ayant 
même base CB, leurs hauteurs 
DI, AG doivent être égales, et 
comme AC = 201, - DI = 201; 
done, dans le triangle rectangle OBD, la hauteur issue de B à 
son pied 1 au tiers de l'hypoténuse à partir de O. Le triangle 
PT ES Rs : 
semblable ACB (CAB — ÉOD) jouissant de la même pro- 
priété, le point M se trouve au tiers de l’hypoténuse AB, à par- 
tir de A. 


\ 
XÏ 


nt 
À 


A M: "O B 





(A. BRODBECK.) 


[Ont résolu la même question : MM. P. Barbier ; F. Beynas ; H. Carpentier, 
lycée de Charleville; B. Carrière ; J. Delpont ; A. Pichon; P. Vien, collège de 
Lure.] 
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4463. — La surface d'un triangle de côtés 2n?+2,° 9m, 
2n°—2 est quadruple de celle d’un triangle de côtés 2n' +1, 
2n, 2n—1. Déterminer pour quelle valeur de n. 


D’après la formule S — Vp(p — a)(p — bp —c), les surfaces 
des deux triangles sont respectivement 
S = Yann? —2)n{(n+92) = n24/3{[nt —4), 
S = ant Tnt = n/3Q 1). 
L’équation du problème est donc 
RATE 4) = in VIRE T), 
ou, en élevant au carré et supprimant le facteur commun 3n?, 
différent de zéro, 
n°(nt — 4) — 16(n2— 1), 
ce qui peut s’écrire 
n(nt — 16) — 4n? — 16, 
ou, en mettant en évidence le facteur commun n°? — 4, 
(n?— 4)(nt + 4n? — 4) = 0. 
Dans cette dernière équation, le second facteur est toujours 


positif, puisque, S devant être réel, on a n*— 4% > 0. La seule 
solution possible est donc 


COUR À ou MERS 
les deux triangles correspondants ont respectivement pour côtés 
10, 8, 6 et 5, 4, 3. 


On voit que ces triangles sont des triangles rectangles sembla- 
bles dont le rapport de similitude est 2 et qui ont chacun leurs 
côtés en progression arithmétique. : 


REMARQUE. — On aurait pu obtenir a priori ce résultat en re- 
marquant que le quart de la surface du premier triangle est 


représenté par un triangle semblable dont les côtés n?+ 1, #8 


9 
np? — 1 


sont les moitiés de ceux de ce triangle. Or ce dernier 
triangle est visiblement égal au triangle de côtés 2n +1, 2n 
2n—1 lorsque n — 2. 


? 


(J. MOISSON.) 


. [Ont résolu la même question : MM. L. Barberot, à Valdoie ; L. Bois: L. Curt, 
école normale de Bourg ; F, Lalescu et A. Popescu, lycée de Jassy.] 


GÉOMÉTRIE 


— 


4464. — On donne deux points À et B dansun plan. Sachant 
que les nombres m et n sont tels que 


(U— m){1 — n) > 0, 
évaluer l'aire de la région du plan contenant des points P tels que 


le rapport PE 


soit compris entre m et n. 

On sait que le lieu des points du plan dont le rapport des 
distances à À et B est un nombre donné m” est une circonfé- 
rence décrite sur MM’ comme diamètre, M et M étant les deux 
points du lieu situés sur la 
droite AB. Suivant qu’un point 
quelconque P du plan est in- 
térieur ou extérieur à cette 
PA 
PB 
est inférieur ou supérieur à » 


circonférence, le rapport 








k A: 
16 










(ceci suppose m<1; si m PALRECE serait l'inverse qui aurai t 
lieu). , ’ S CRU CECI 
En effet, considérons par exemple le point intérieur P; tirons 
la droite AP qui coupe la ciréonférence en C et par P menons la 
parallèle PD à CB; il s’agit d'établir que * . 
. AP AC | * 
PEAR 


ou, en remplaçant le second rapport par son égal DD ? Ù 
AP AP 
PB PD ” 
ou PD < PB. ie 
‘ Or l'hypothèse AP < AC entraine 
AD < AB, e 
s : 
et par suite en ajoutant ou retranchant IA selon que l tombe sur 
AM' ou sur AM, 
IDR r 
on déduit de là l'inégalité PD<PB, qu'il fallait établir. Le 
même raisonnement subsiste pour un point extérieur P : il suf- 
fit de changer le sens des inégalités. 
Revenons au problème posé. La condition (1—m)(i —n)>0 
signifie que les nombres » et n sont tous deux inférieurs ou 
tous deux supérieurs à 1; ces deux nombres jouant entre eux le 
même rôle, on peut supposer par exemple | : 


nEMmE<A. 


MB 
M est pris sur la demi-droite XAI (1 étant le milieu de AB) et 


En se rappelant que le rapport varie entre 0 et 1 lorsque 


14 





entre 4 et © lorsque M est sur la demi-droite IBY, on conclut . 
de ce qui précède que tous les points P tels que 4 


PA PA, 
MISFDBES | ; 
sont intérieurs à un cercle de diamètre MM! et extérieurs à un 
cercle de diamètre NN. Aÿ *à 


Ces deux cercles ne pouvant avoir aucun point commun. 
(puisque m>£n) sont intérieurs l’un à l’autre, et la différence … 
de leurs aires représente l'aire de la région considérée. Cette aire 
a donc pour expression 22 Ne d 


Su) ES de 
= sn er | NE 


Or, en posant AB—a, ona 








ADN RSR ANR 
aZÆAMN Car AM DS - 
et par suite : | 
het POP am Péamen ; 
MM' = AM+AM=— 1=m0d me 

















L: 
m2 n? 1 (re? = n?)(1 — m°n?) 
=; 2 ————— | — Fe) a 
RAT | De Cl 7 | FF Amp ne: 
| | (. MOISSON.) 


[Ont résolu la même question : MM. Croze; L Curt; P. Delolme ; H. Dourif, 
école Duvignau de Lanneau ; L. Hubert ; G. Jullian ; M. Maigret, lycée Saint- 
Louis ; E. Montagut ; G. Nugeret ; M. Oger ; R. Thomas.] ‘ 
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PHYSIQUE 


1 
ÿ : 

4477. — Dans un calorimètre de poids négligeable on introduit 
lit d'eau à 10° et 1005" de gbace à 0°. Quel poids de vapeur d’eau 
à 100 faudra-t-il y condenser pour que la température finale 
soit de 80° ? 

Chaleur latente de fusion de la glace, 80. 

‘Chaleur de vaporisation de l'eau à 1009, 537. 


(Bacc. lettres-math., Nice, juillet 1898.) 
litd’eau, pour passer de 10° à 80°,absorbe 1000 > 70 — 70 000cal, 
- Les 1006r de glace absorbentd'abord 100 ><80 — 800021 pour 
fondre sans changér de température, puis 400 > 80 — 8000cal 
pour passer de 0° à 80. 
_ D'un autre côté, si x représente la quantité de vapeur d’eau 
que l’on doit faire condenser dans le mélange précédent pour 
que la tempéralure finale soit de 80°, la quantité de chaleur cé- 
- dée par la vapeur d’eau aura pour valeur æ>x<537+æ(100— 80). 
| En écrivant que la chaleur gagnée par l’eau et la glace est 
égale à la chaleur cédée par la vapeur, on a 


N 70 000 + 8000 + 8 000 — 537x + 20x, 
W + 


d'où on tire D MBA x, 
(£. LE MAIGRE.) 


it 
( L ] 


k [Ont résolu la même question : MM:* M. Pont; L. Ségala ; MM. A. Arcizet ; 
L Ardin-Delteil ; Aulagnier ; Aupy ; L. Barberot ; E. Baudot ; F. Bolloc ; 
| F. Beynas ; J. Le Bihan; C. Billionnet ; V. Bonzom ; Borgey ; M. Boucly ; 


J 7 
J. Bouvier ; Cavaillié ; J. Chalvin ; A. Chapron : G. Charpentier ; G. Chiché ; 
F. Deit; G. Delolme; R. Depasse C. Dujardin ; L. Ecoffard ; L. Fabia ; 
E. Fourmon ; P. Girard ; G. Girot ; E. Gernez ; J, Grey ; D. Henry ; Hinstin; 
L. Hubert; C, Lubille ; E. Labeurie ; A. Lescure ; M. Mathieu ; Méheurs ; 
” J. Ménéchal; P. Millevoye ; F. Montaland ; M. Oger ; Ollivier; L,. Patin ; 


A. Prost ; Remondet; E. Rousset ; A. Rozier ; E. Rimour ; Saffrey; Schoonheere ; 
G. Simonard ; G. Tastet ; Thomas ; P. Tribier ; E. Vaunac ; Chautemps ; Gay; 
Le Goïc ; Venet ; Orsini.] ï 


4478.— Le courant fourni par une pile de 20 éléments associés 

- en série traverse un conducteur en cuivre ayant 4mmd de section et 
+ 40m de longueur ; son intensité est de 9,4 ampères ; s'il traverse 

un conducteur en fer ayant même longueur et même section que 

le Conducteur de cuivre, l'intensité se réduit à 8,96 amnpères. La re- 

sistance du cuivre évaluée en ohms est0,016 par millimètre carré 

de section et par mètre de longueur, celle du fer est 0,096. Cal- 
. culer: 

1° la force électromotrice de chaque élément exprimée en volts ; 
_ 2 la résistance intérieure d'un élément en ohms ; 

E l'intensité d'un courant qui traverserait le conducteur de 
cuivre si les éléments étaient associés en surface. 





(Bace. lettres-sciences, Caen, juillet 1898.) 





4 


_ La résistance d’un conducteurest proportionnelle à sa longueur 
el inversement proportionnelle à sa section ; par suite, la résis- 


tance du conducteur en cuivre est de 


et celle du conducteur en fer, de 


GA LENIT pa Reares 
4 $ ‘ 
0,096 >< 10 
4 
L'application de la loi d’'Ohm donne, dans le cas du cuivre, 


9,4(0,04 + 20R) — 20E, (1) 


— O(ohm,24. 


KR désignant la résistance intérieure d’un élément, E sa force 
électromotrice. 


On a, dans le cas du fer, 
8,96 (0,24 + 20R) = 20E. 19) 
Egalant les deux relations (1) et (2), il vient 
9,410,04 + 20R) — 8,96 (0,24 + 20R), 
R = 0ohm,2016. 


La résistance en ohms d’un élément est donc de Oohm,2016, 
En portant cette valeur dans la relation (1) et résolvant par 
rapport à E, on obtient, par réductions successives, 


: E — 0,47 %X 4,072 — 1volt,91384 ; 
telle est la valeur en volts de la force électromotrice de chaque 
élément. 

Enfin, si Les 20éléments sont associés en surface, l'intensité du 


courant traversant le conducteur de cuivre est donnée par la 
relation 


d'où l’on tire 


— E 20 X< 1,91384 

AE SEE AU PES LES k : 

KR 205<20,04 4 0.2016u 38amp,215 
TIME | 


Cette intensité est donc plus de # fois supérieure à celle que 
donne, avec le même conducteur, l'association en série des 
20 éléments. 

(ARDIN-DELTEIL.) 


[Ont résolu la même question: Mie Croizet ; MM. A. Arcizet ; Aupy; L. Bar- 
berot ; Baudot ; F. Belloc: C. Billionnet; Bonzom; Bouvier; J. Ghalvin ; 
J. Coupat ; R. Depasse ; Delolme ; J. Fiton ; M. Frisson ; Gernez ; P. Girard ; 
R. Henry; Hinstin ; L. Hubert; E. Labernie ; J. Lamotte ; A. Lescure ; 
E. Méline ; E. Le Maigre ; F. Montaland ; M. Oger; A. Prost; Remondet ; 
P.Ségala; Seguenot ; M. Teulié ; Thomas ; P. Tribier; H. Varennes; F. Vérot; 
Venet ; F. Le Goïc.] 
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CONCOURS DE 1898 


ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 


Section d'architecture. 


Mathématiques. 


1 — 4488. On donné une demi-circonférence de centre 0, de rayon 
| R, décrite sur AB comme diamètre; de A 
comme centre, avec AO pour rayon, on 
décrit un arc de cercle qui coupe en C la 





DE demi-circonférence ; soit D le milieu de 
Y l'arc BC; on mène les cordes BD, CD. 

10 Trouver les expressions du volume V 

70» et de la surface S du solide engendré par 

0 B la figure ombrée OCDBO en tournant au- 





tour de la droite AC ; 
20 Calculer R par logarithmes, sachant 
mettre tous les calculs. 


JUN — 3n0,4567 ; 









IL — 4489. Former et résoudre l'équation qui abne si ars de 
æ qui satisfont aux deux équations aux deux inconnues æ et y, pi | 

Aa à 
L 1 1 


5x — 127y + 9ÿ° — 6y +4 = 0, 
MX — y= 3m —2 ; 


puis chercher pour quelles valeurs de » les valeurs de æ existent ; 
mettre tous les calculs. 
(2° session, 25 octobre. — Durée : 2 heures.) 


Géométrie descriptive. 


On suppose une fontaine entre deux perrons limités par des piédes- 
taux, 
La fontaine et sa vasque sont octogonales, suivant le profil hachuré ; 

















e 
\ à AE \ “a $ 
\ "4 Î 7 
| de. | 





au milieu de chacune des huit faces de la fontaine est ménagé en saillie 
un épannelage E en attente de sculpture. 

Entre les deux piédestaux se trouve une balustrade pleine avec 
panneaux évidés. 

L'épure à faire consiste : 

1° A représenter les projections horizontale et verticale de la fontaine, 
de sa vasque, des perrons, de la balustrade et des deux piédestaux ; 

29 A tracer les ombres (rayon lumineux ayant ses deux projections à 
45°) en projection horizontale seulement, Y compris l'ombre portée sur 
l'intérieur de la vasque ; le tracé des ombres en projection horizontale ” 
devra être complet, sans s'arrêter à la ligne de terre. 

Placer l'axe au milieu de la feuille. 


(2° session, 26 octobre, — Durée : 8 heures.) 
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_ QUESTIONS PROPOSÉES 


0 
’ apenetsimet 4 "1 
h\? Ÿ ; 
Lu ei: À ! * 
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* 
(V. AT à à VicHa.)! 


» L 


4490. — Si un nombre abe est divisible par 97, il en et de mème 


du nombre bca. 


4491. — Vérifier l'identité $ | 
(QD + + ab + be + ca) = (ab + be + ca) ‘à 
| + (a+ b + ke +b? 4 

: 


L 


z 


4492. — Quel est mon 20 — À cette question je répondrai en 
donnant, outre l'âge demandé, le rang du mois et le quantième du mois 
dans lequel je suis né. La somme des cubes de ces re nombres, 
retranchée du cube de leur somme, vaut 117264. | 
Le quantième du mois surpasse son rang. 

4 : _ (E. BLouwe.) 


. e 


4 


4493. — Construire un triangle connaissant l’angle À, le périmètre 

1 1 d S 

nl $ 
, (A. Rozien, lycée de Bordeaux.) 


* 


2p et la somme 


, Li 

4494. — On considère tous les couples de cercles passant par deux | 
points fixes A et B, .eton détermine leurs’centres d'homothétie S et S'. 
4° O et 0’ étant les centres de deux de ces cercles, démontrer que le 
cercle circonscrit âu triangle UAO' est orthogonal au cercle de diamètre 
SSI * 4 
9° Trouver le minitnum de SS': "4 
3° Trouver le lieu des centres des cercles OA0", lorsque les quatre … 
points A, B, S, S' sont supposés fixes. ° # 


(G. Hucow, professeur au lycée de Nimes.) 
“ 


P: 


4495. — On donne un triangle ABC rectangle en A et le cercle cir£ 
conscrit de centre 0. Aux triangles AOC et AOB on circonscrit deux … 
cercles de centres 0: et 0. 4 

19 Démontrer que les tangentes en A aux deux"cercles Qi et 0: sont | 
rectangulaires. 

2° Démontrer que la tangente en A au cercle O est parallèle à da ligne 
des centres 0402. 

3° Démontrer que le quadrilatère 40,00, est inscriptible. 

4 Le point A étant supposé fixe et le point O décrivant la droite O4, Ÿ 
trouver le lieu du point y, centre du cerele circonscrit au quadrilatère 

A0:00:. 

5° Trouver entre les rayons des cercles 0, y, 01, O une relation qui + 
ne renferme pas les côtés du triangle. (Luiz Hémois). 


4496. — Un aérostat, de parois inextensibles, complètement gonilé 
d'hydrogène à la pression extérieure de 76cm et dont les agrès pèsent 
100k8, possède au départ une force ascensionnelle de 10k8. À quelle hau-, 
teur s'élèvera-t-il si l'on admet que latempérature ne varie pas, mais que. 
la pression atmosphérique diminue Rs de am par {0e d'asz 
cension ? 

Densité de l'hydrogène 0,07. ; ® 


(Bacc. lettres-math., Poitiers, ed 1898.) 


LL . * V 

4497. — Etant donnée une lentille convergente de distance focale f, 
on demande pour quelle position d'un objet la distance entre cet ne 
et son image sera minimum. ) 
(Bacc. lettres-math., Bastia, juillet 1898.) 








‘ Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 





Pas, le d* Janvier 1899. 
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ï VARIATIONS DE LA FONCTION 


 a-+bx+e 
DONC Er 


par M. J. Girod, professeur au lycée de Versailles. 
"h : , 
| As net 
“ Pour étudier les variations de cette fonction sans faire appel au signe 
dela dérivée, on a proposé diverses méthodes de transformation du 
quotient qui ont le but de rendre plus directement visible la marche de 
la fonction. 

Ces méthodes, très claires en théorie, présentent l'inconvénient pratique 
d'exiger des calculs qui rebutent les élèves. Il semble que l'ancienne 
méthode, dite indirecte, qui est celle à laquelle les élèves reviennent 
d'eux-mêmes parce qu'ils la trouvent commode, peut fournir des résul- 
tafs démontrés d'une manière satisfaisante, si en l'appliquant on tient 
un compte suffisant des propriétés de la fonction qu'il s’agit d'étudier. 


RE "7 


A ce sujet, nous traiterons successivement deux questions dis- 
tinctes : 
D 1° Déterminer les limites des valeurs que prend la fonction y, 
lorsqu'on attribue à x des valeurs arbitrairement choisies ; 
2° Fixer le sens de la variation de y lorsque x croît de — à 


DA 


Ÿ 
—+ 00 , 

. Nous étudierons la première question en supposant que les 
“ coefficients soient représentés par des lettres, afin d'établir une 
classification des cas qui peuvent se présenter. 

Quant à la seconde question, nous la diviserons en examinant 
chacun des principaux cas signalés par la discussion précédente. 




















Première question : limites de y. 

Nous supposons que les deux termes de la fraction n’ont aucune 
racine commune, car dans l'hypothèse contraire l’étude des va- 
_ riations de y se ramène à celle des variations d’une expression de 


4 . 
la forme y — eue NS ou bien y est une constante, pour des 
px+g 
4 | valeurs de x différentes d'une racine commune. 


ax? + bx + c ' 

= GR bo EE c! ; (1) 
qui définit la fonction y, on chasse le dénominateur, on obtient 
| une équation entière et du second degré par rapport à x, 

y(a'x? + b'x + c') = ax? + bx + c. (2) 
Vérifions que les valeurs prises par la fonction y lorsqu'on 
- rémiplace dans la formule (1) la variable x par des nombres 
arbitraires sont exactement les mêmes que celles qu'il faut attri- 
. buer d'avance à y dans l'équation (2) pour que cette équation du 
second degré par rapport à .æ ait ses racines réelles. 
En effet, soit + une valeur arbitraire de x (qui ne soit pas égale 
à toutefois à une racine du dénominateur) et représentons par £ la 
F valeur correspondante de y. De l'hypothèse 
4 __ a@+ba+c 
is aa? + b'a + c' 
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résulte, d’après la définition même du quotient, 
Dao? + Da + c') = a + ba + c. (3) 


Or si dans l'équation (2) on remplace y par £ 
l'équation 


5, on obtient 


Dax? + Do + c') = ax? + ba + c, 
et cette équation a évidemment ses racines réelles, puisque l'éga- 
lité (3) montre que « est une racine. 

Réciproquement, soit 5 une valeur qui, mise à la place de y 
dans l'équation (2), détermine une équation ayant ses racines 
réelles. 

Si on représente par z une de ces racines, on a par hypothèse 

(aa? + ba + c') = au? + ba + c. 

Or le polynome a+ ba+c 
avait aw+ba+c —0, l'égalité précédente entrainerait 
au + ba+c—0, ce qui est contraire à l'hypothèse faite au 
début que les deux termes de la fraction n’ont aucune racine 


commune. Donc on peut diviser les deux membres de l'égalité 
par 


n'est pas nul, car si on 


l'y 2 nm 
a'a? + b'a + c!, 
Ce qui donne 

au? + bu + c 

CM RC II EIN LAIT, 

d'a b'a + c 

d’où l’on conclut que Ê est une des valeurs possibles de la fonc- 
tion y, puisque c’est celle que prend y pour x = 4. 

Donc les limites des valeurs de la fonction y sont les mêmes 
que les limites des valeurs qu'il faut attribuer d'avance à y dans 
l'équation (2) pour que cette équation ait ses racines réelles. 

Traitons donc le problème ainsi modifié. 

L'équation (2) prend la forme réduite 


Les 


(ay — a)x? + (by —b}x + c'y— ce = 0. (5) 
Ecrivons la condition pour que les racines soient réelles ; c'est 
(by = OP — Kay — a)(c'y —c) > 0, 


ou (0? — 4a'c')y? + 2{2ac' + 2ca' — bb')y + b? —4ac > 0. (6) 
Supposons d’abord b°?— 4a'c' -=0, pour que cette inégalité 
soit du second degré, ce qui est le cas général. 
Pour la résoudre, on calcule d’abord le discriminant du pre- 
mier membre, à savoir 


A = (2ac' + 2ca' — bb’) — (b°? — 4ac)(b'? — ka'c'). 
Trois cas peuvent se présenter : 

APN 0 W=—=:0, 

Premier cas : K < O0, 


o(y) = (b°? — u'c'}y? + 2(2ac' + 2ca! —Db')}y + D? — kac 


A ÛY 


— Alors le trinome 


garde le signe de son premier coefficient b2?—4ac! et ne peut 
pas s’annuler, 
Supposons D?—%ac > 0. Alors l'inégalité (y) >0 est 


vérifiée indépendamment de la valeur de y; par suite l’équation 











(5) a ses racines réelles et distinctes ON que soit la valeur 
attribuée à y. Donc la fonction y passe deux fois (c' est-à-dire 
pour deux valeurs de æ différentes) par une valeur quelconque 
choisie d'avance arbitrairement. 


Supposons d'?— 4a'c <0. L’inégalité e(y) > 0° n’a aucune 
solution; donc il n'existe aucune valeur qui puisse être prise par 
la fonction y. Mais cette conclusion est absurde, car à toute 
valeur de x qui n’est pas racine du dénominateur correspond 
une valeur de y que l’on peut calculer. Donc les hypothèses 
simultanées AO et b?— 4ac <0 ne se rencontrent jamais 
dans les exemples numériques. 


Deuxième cas : A — 0. — Ce cas ne se rencontre pas non plus 
dans les exemples numériques, si on a pris la précaution de véri- 
fier que les deux termes de la fraction proposée n’ont aucune 
racine commune. Si cette vérification a été omise, et si dans le 
cours du calcul précédent on rencontre l'égalité A —0, on sera 
par là averti que les deux termes ont au moins une racine com- 
mune. En effet, la condition pour que les deux équations 


ax? + bx +c = 0, dub C0 
admettent une racine commune est 
— (ab'— ba')(bc' — cb") = 0. (*) 
Désignons par R le premier membre de cette égalité, qui est 
une fonction entière des coefficients, et que l’on appelle le résul- 


tant des deux trinomes. On vérifie, en groupant convenablement 
les termes du développement de 


A = (2ac' + 2ca! — bb'} — 


(ac — ca’)? 


(B2 — 4ac)(D'? — ka'c'), 


que l’on a 
A EEMRS 


Troisième cas: AZ>0. — Alors le trinome e(y) a ses racines 
réelles et inégales. 

Soient y’ et y” ces racines, et supposons y < y”. 

Si l'on à b?—4%ac <0, l'inégalité e(y) 0 entraine 
y <y <Y". 

La fonction y passe deux fois par toute valeur cop entre 
y' et. y”, une seule fois par chacune des limites y’ et y”, et ne 
prend aucune valeur extérieure à l'intervalle de ces limites. 

Pour y=y oupour y=7},wona, o{y) =0,n et par 
suite l'équation (5) admet une racine double donnée par la for- 

D'y — b 
Q(a'y =)" 
correspondent aux limites y’ et y” en remplaçant dans cette 
formule y successivement par y’ et y". 

Supposons b?— 4&a'c'=> 0. Alors l'inégalité e(y) 0 impose 
à y les conditions y<y ou y". Donc la fonction y 
passe deux fois par toute valeur non comprise entre y’ et y”, une 
seule fois par chacun de ces nombres, et ne prend aucune valeur 
comprise entre ces limites. 

En résumé, les limites de y, lorsqu'elles existent, sont les 
valeurs de y pour lesquelles l'équation (5) a une racine double, 
et l'unique valeur de æ qui correspond à chaque limite est préei- 
sément cette racine double. 

Reprenons maintenant lhypothèse D? — 4u'c' — 0 que nous 
avons écartée. 

Dans ce cas, l'inégalité (6) se réduit à une inégalité du premier 
degré : 


mule g = — On calcule les valeurs + et x” qui 


7 


Lac" + 2ou' —D0')y + D? — ac > 0. () 
b2 — 4ac 


2(21c + 2ca — bb') | 





Posons Vi 





(*) Voir Algèbre de Cor et Riemann, page 148. 
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AVE RME M 
Si le coefficient de y est positif, l'inégalité (7) entraine y 
s’il est négatif, elle impose à y la condition y < y1. , F« 
I n'y a plus qu'une limite y1. La fonction y passe deux fois 
par toute valeur convenablement placée par rapport à cetl e 
limite, et une seule fois par la valeur limite y1. 
Nous pouvons conclure de cette discussion que les divers 
exemples numériques que l’on peut rencontrer appartiennent à 
quatre cas principaux : 4 
1° y prend deux fois toutes les valeurs entre — æ et + 3 à 
2 y reste compris entre deux limites; | 
3° y prend toutes les valeurs non comprises entre deux 1 
mites ; 
4° y prend toutes les valeurs inférieures ou supérieures à une 
limite. 
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Deuxième question : Disposition de la courbe, et sens des 
la variation de la fonction. k 


Rappelons d'abord que lorsque x croît indéfiniment par valeurs 
2 

ER _ LE 35 & a pour | 

a'x? + L'& + c * 


positives ou négatives, la fonction y = 


RE a À ; 1 
limite le rapport pd des coefficients de 22. Nous écartons ici 


l'hypothèse où l’on aurait a — 0, qui sera reprise plus loin, * 


mais on peut supposer a = 0. (*) 


e 5 ; 4 : À a l 
Si on construit la droite A qui a pour équation y— T = 0, 


en d’autres termes la parallèle à OX d'ordonnée égale à SU 
cette droite est une asymptote, puisque le point mobile décrivant « 
la courbe s’en approcheindéfiniment lorsque son abscisse x croît 
au-delà de toute limite dans les deux directions de OX. 
Cette asymptote A coupe la courbe en un seul point à distance | 
finie. En effet, l'équation 
(ay — a)x? + (b'y — be +c'y—c = 0, 
qui détermine les abscisses des points de rencontre de la courbe 
avec une parallèle à OX d’ordonnée égale à y, devient une équa- « 
tion du premier degré par rapport à æ lorsqu'on remplace y par 
_. - Ce point pourrait lui-même être rejeté à l'infini si on avait 
accidentellement — es 2 » parce qu’alors le coefficient de x 
deviendrait nul en même temps que celui de æ?. Maisrilest 
impossible, dans le cas où nous nous sommes placés,que l'asymp- ” 
tote A coupe la courbe en plus d’un point à distance finie, puisque 
cette hypothèse exigerait que le coefficient de x et le terme cons- . 
tant deviennent nuls en même temps que celui de æ?, et par. 
à : a b ( 
suite que l’on ait — = - — —. 
a b C 
où les termes de la fraction ont leurs deux racines communes, 
La droite A appartiendrait à la courbe, réduite alors à un 
système de droites. ) 
Etudions maintenant a priori la disposition de la courbe, etla 
marche de la fonction y dans chacun des quatre cas. 


On serait ramené au cas. 


Premier cas : y prend deux fois une valeur quelconque. 


Puisque y peut devenir aussi grand que l’on veut, on prévoit 
d'avance que le dénominateur a ses racines réelles, ce qui est 
confirmé d'ailleurs par l'inégalité b?—4a'c > 0, que nous. 
avons trouvée nécessaire dans ce cas. Soient x’ et x” les racines 
réelles de lé'quation a'a?+b'x+c — 0. Nous ne devons pas 
attribuer à « les valeurs æ' et x”, puisqu’à ces nombres ne cor 
respond aucune valeur pour la fonction y. Si donc on trace. 


(*) Voir Algébre de Cor el Riemann, page 240. 






_ Puisque toute autre parallèle à OY rencontre la courbe en un 
. point dont on peut calculer l’ordonnée y, la courbe se compo- 
. sera nécessairement de trois branches distinctes, séparées par 


* 
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3 
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les droites AA’ et BB’, et chacune de ces branches ne présente 
pas de solution de continuité. 

La droite AA’ est une asymptote commune aux deux branches 
qu’elle sépare, et ces deux branches se rapprochent de leur 
asymptole l’une dans un sens de AA, l’autre dans la direction 
opposée. Car lorsque æ tend vers x’, par valeurs supérieures, 
ou par valeurs inférieures à x’, le dénominateur tend vers zéro, 
le numérateur ne tend pas vers zéro (puisqu'il tend vers le nom- 
bre ax?+bx +c quiest différent de zéro par hypothèse), donc y 
croit indéfiniment par valeurs positives ou négatives. D'ailleurs, 
pour deux valeurs de æ comprenant x et suffisamment rappro- 
chées de x, le dénominateur prend des valeurs de signes con- 
traires, tandis que lenumérateur conservant des valeurs voisines 
du nombre A=ax?<+bx +c garde le signe de ce nombre A. 
Donc les ordonnées des deux points correspondants sont de signes 
contraires. 

Le raisonnement s'applique à la droite BB. 

La branche qui est comprise entre les asymptotes AA’ et BB’ 
va de l’une à l’autre de ces asymptotes dans deux directions op- 
posées. Car si elle se dirigeait d'un même côté de OX vers les 
deux asymptotes, par exemple au-dessus de OX, il existerait un 
certain point K d'ordonnée infé- 
rieure à celle de tous les autres points 
de la courbe. Une parallèle MN à OX 
dont l’ordonnée irait en décroissant 
jusqu’à l’ordonnée du point K cou- 
perait la courbe en deux points, qui 
finiraient par se confondre en K, ce 
qui est impossible, puisque par hy- 
pothèse il n'existe aucune valeur 
de y pour laquelle l'équation qui 
détermine les abscisses ait une ra- 
cine double. 

Puisque cette branche sans solution de continuité va d’une di- 
rection de AA’ à la direction opposée de BB', elle rencontre 
nécessairement l’asymptote A parallèle à OX. Donc les deux 
autres branches qui ne peuvent couper A (puisque A ne ren- 
contre le système des trois branches qu'en un point), sont pla- 
cées chacune d’un seul côté de l’asymptote A. Leur disposition 
est liée à celle de la branche comprise entre AA’ et BB’ par ce 
fait établi précédemment que les deux branches asymptotes 
à AA sont dirigées dans les deux sens opposés de AA’. 

Les deux branches situées en dehors des parallèles AA" et BB’ 


. sont donc elles-mêmes de part et d'autre de A. 


La conclusion est que les deux dispositions esquissées ci-dessus 
sont les seules possibles. — Il est inutile d'y faire figurer les axes 
de coordonnées. 

_ La marche de la fonction résulte maintenant de celte propriété 


le de la courbe d'être rencontrée en deux points seulement par 
età +”, ces droites ne contiennent aucun point de la courbe. | toule parallèle à OX. 


Dans le cas de la première figure, l’ordonnée d'un point de la 


branche située à gauche de AA’ décroit 
constamment de à — æ lorsque x 
croit de — æ à x’. Car si cette ordon- 
née passait par des allernatives de 
croissance et de décroissance, une 
parallèle à OX pourrait couper la 
courbe en trois points au moins. 

Le même raisonnement montre que pour chacune des trois 
branches, le sens de la variation de y demeure le même. 

Pour distinguer auquel de ces deux types se rattache une fonc- 
tion donnée numériquement, et pour laquelle on a constaté 
préalablement que y prend deux fois toutes les valeurs, il suffit 
de placer par rapport à l’'asymptote A parallèle à OX un point 
de l’une des deux branches non comprises entre AA’ et BB’. Le 
point de rencontre de OY avec la courbe est tout indiqué pour 
cet usage lorsque les asymptotes AA’ et BB’ sont d’un même côté 
de OY, c'est-à-dire lorsque les racines du dénominateur ont le 
même signe. Dans le cas contraire, on peut se servir des racines 
du numérateur, car il importe de remarquer, d’après la disposi- 
tion de la courbe, qu'elles sont toujours réelles, distinctes, et 
qu'une seule est comprise entre les racines du dénominateur. 
Pour s’en rendre compte, il suffit de constater qu’une parallèle 
quelconque à OX et la droite OX elle-même coupent en un seul 
point la branche comprise entre AA’ et BB, et en un second 
point l’une des deux autres branches. 

Par conséquent, lorsqu'on aura placé celui des points de ren- 
contre de OX et de la courbe qui n’est pas situé entre AA’ et BB, 
on pourra achever approximativement le tracé. 

La réciproque de la propriété précédente des racines des deux 
termes de la fraction est vraie, c'est-à-dire que : si les racines de 
l'un des trinomes séparent celles de l’autre, la fonction y passe 
deux fois par une valeur quelconque et par suite la courbe à la 
forme de l’une de ces deux figures. 





En effet, représentons cette fraction par y = a: il s’agit 
| 2 
de démontrer que l'équation yv(x)—f(x)—=0 a ses racines 


réelles et distinctes, quelle que soit la valeur de y, si les deux 
racines réelles + et x” de o(x) comprennent une seule des ra- 
cines de f(«). Remplaçons & par +’ et par æ’ dans le premier 
membre de cette équation, et soient R’ et R’ les résultats obte- 
nus. Puisqu’on a par hypothèse o(x') — 0 et vx’) —0, on 
obtient R' — flx'), et R’——/f{x"). Or ces résultats ont 
des signes contraires, car f(x) et f(x") ont des signes contraires 
en vertu de cette hypothèse que x et x’ ne comprennent qu'une 
racine de f(x). Donc l'équation yo(x)— f(x) = 0 ases racines 
réelles, distinctes, dont une seule est comprise entre x’ et +”, et 
la fonction y prend deux fois une valeur quelconque. Géomé- 
triquement, toute parallèle à OX coupe la courbe en deux points, 
dont un seul est situé entre les deux asymptotes parallèles à OY. 

Cette réciproque permet de se dispenser de tout calcul pour 
tracer la courbe, si les racines des deux trinomes sont en évi- 
dence, et si les racines de l’un séparent celles de l'autre. Le nu- 
mérateur peut être du premier degré : il suffit que sa racine 
soit située entre celle du dénominateur, car l’axe OX est alors 
une asymptote, et l’autre racine du numérateur doit être consi- 
dérée comme devenue infinie. 


Deuxième cas : y prend toutes les valeurs comprises entre deux 


limites” y' et y”. 
Après avoir calculé chacune des valeurs æ' et x" qui corres- 










pondent uniquement à y’ et à y’, on construit les deux p )i 

A et B qui ont pour coordonnées ay’ et æ"y". Si par ces points 
on mène les parallèles AA’ et BB’ à OX, la courbe sera sans 
solution de continuité tout entière comprise entre ces deux pa- 
rallèles. Les droites AA’ et BB’ contiendront chacune seule- 
ment le point A et le point B ettoute autre parallèle à OX com- 
prise dans leur intervalle coupera la courbe en deux points. 


. ” . £ . a 
On construit la droite A qui a pour équation y — PR Une 


première vérification consiste à voir si cette droite est sitgée 
entre AA’ et BB',.comme l'exige la théorie. 

L'’arc de courbe qui va de À à B sans solution de continuité 
traverse nécessairement l’asymptote À ; donc les branches ex- 
trèmes de la courbe, situées en dehors des parallèles à OY menées 
par À et B demeurent tout entières l’une d'un côté, l’autre de 
l’autre côté de l’asymptote A. 

Deux dispositions seulement sont possibles, suivant que l’abs- 
cisse + du point À qui a la plus petite ordonnée y’ est inférieure 
ou supérieure à celle du point B qui a la plus grande ordonnée 
y". Il est inutile pour les esquisser de représenter les axes de 
coordonnées. 














1 7 
B B AU B 
ZTCR pa < 
É SE 7 \S 
PL d< ié \ 
; \ ’ ue 
A À EN A \ 
Re ES LÉ + 
=] ; \ 4 
LE / MS Fu 
S£ EF & Ye 
ES 2 \, A 
——_—_—_— he ———————————————, LA 
À A À A 


Dans la première figure, lorsque æ croit de —æ à x’, l'or- 


f 


; É CEA 
donnée y décroit constamment de 7 à y, pour la même 


raison que dans le cas étudié précédemment; puis æ croissant 
de æ' à x”, y croît de y’ à y” ; enfin, x croissant de à” à +, 


y décroit de y” Les valeurs y et y’ sont donc le maxi- 


mum et le minimum de y, et ce sont les seuls maximum et 
minimum de la fonction. 
(La fin au prochain numéro.) 


————————#} 


ARITHMÉTIQUE 


4449. — Dans une table où les nombres premiers sont rangés 
par ordre de grandeur croissante, on prend deux nombres pre- 
miers consécutifs quelconques a et b plus grands que ?, a étant 
le plus petit ; on fait leur somme a+b. Démontrer : 

1° Que cette somme n’est pas un nombre premier ; 

2° Que tous ses diviseurs premiers sont plus petits que a. 


(Certif. d'apt. au professorat des écoles norm., aspirantes, 1898.) 


1° Tout nombre premier supérieur à 2 étant impair, la somme 
a+b est celle de deuxnombres impairs, c’est-à-dire un nombre 
pair, et par suite, non premier. 

2° Tout diviseur premier de a+b 
a + b a + b 


à HULL DDR: ce 


autre que 2 divise 





élant compris entre les deux nombres 


a et b, supposés premiers consécutifs, le plus grand nombre 


premier inférieur à 


a + b 
2 


a + b | 
: est a. Ce nombre a ne peut d'ail- 


leurs diviser ou a+, puisque divisant une par- 















de a+b Fons inférieurs à a. Ÿ 
On peut remarquer que la première parle de 'én0nes 
s'applique à deux nombres premiers quelconques autres que 224 


y (VIAL, à Dompierre.) 








[Ont résolu la même question : MM. A. Ballé; G. Bidaux; L. Bois; V. 00200 
C. Bourvéau ; Burgat ; B. Carrière ; J.-M. Chalvin ; A. Chapron ; L. Constans : 
M. Cryé; J. Delpont ; Donnadieu ; Famechon ; J. Fiton ; E. Foucart : G. Foucry : 
G HD AO SEE Gernez- Pfanmalter ; G. Girot ; R. ; Henry : H. Janois : G.. Jul 
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E. Rousset ; G. Schoonheere ; J. Sire ; N. Teryep ; R. Thomas.] ” 

































RU LENS FUME un. : 
ALGÈBRE 


4473. — Simplifier l'expression 


VIVare).(Vatoh 


a”/11 





Le cube du produit entre crochets s'écrit successivement 
(arte). (Jarre) 
= (Yarbrc) "5. (|/a8b2c)* 

—.(atbtc)$ (ab?c)s: € 


Comme d'ailleurs a«°/11 — 1{/aÿ, 


AUS (asbèc)s 
aÿ Fr 


(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 











l'expression devient alors 


1/(a5b?c)5.(añb?c)s = 1/Ta3b?c)56 — ab?c. 


Autre solution. — En remplaçant les radicaux par des ps 
sants fractionnaires, l'expression prend successivement les forme s? 
suivantes : . 





5 3 5 
atb?c)3.(ab?c)211i a*b?e\11 6 
[(atbèc) C dires [SSL : (asbte) 
ait ati 


Er ni 
— (arb20)iT . (a%b2c)" 
46 
— (ati 5 — abc. 


(H. JANOIS, instituteur à Nogent-le-Bernard.) 


LA 


[Ont résolu la même question : Mes Croizet; M. Pont ; MM. G. Anastasiu ue 
. Arcizet ; J. Aupy ; L. Barberot; KR. Bellencourt ; F. Beynas ; C. Billionnet ; 
Bois ; V. Bonzom ; C. Bourvéau ; A. Brodbeck ; Burgat ; B. Carrière ; 
Casse ; Cavaillé ; Chalvin ; G. Charpentier ; Delbès ; ; Delolme ; Delort ; 
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mas : G. Trannoy ; P. Tribier ; H. Varennes ; E. Vaunac ; Venet ; F. Vérot 
O. Bailly ; F. Lalescu : A. Pichon; N. Plakhowo ; Roure ; Sichitiu.] ; | 
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4455. — Etant donnés deux cercles O et O' tangents, on de- 
mande de trouver sur leur axe radical un point A! tel que tes 
tangentes AB et AB' menées de ce point aux deux cercles NU 


rectangulaires. — Discussion. ? 
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TE À À ; ï on + 
' Lente "15 . 


Ÿ 


0e". ER: Et c R en ÿ Ad ÈS 
Il ya deu 


sont tangents extérieure- 
ment ou intérieurement. 





40 Cercles tangents exté- 
rieurement. — Tirons les 
droites OA, O’A. L’angle 
OAO! étant formé par les 
bissectrices des angles 
BAI, IAB’, est la moitié de 
l'angle BAP, et comme ce 
dernier est supposé égal à 
un droit, l'angle OAO" est 
de 45° ou de 1809 — 45°, 
suivant que les deux points 
O et O’ sont tous deux 

intérieurs ou tous deux extérieurs à l’artgle BAB. 

Le point A est donc à la rencontre de l'axe radical avec les 
- segments capables de 45° et 1800 — 45° décrits sur O0" comme 
base. La circonférence de ces segments coupe l'axe radical en 
un second point, A', répondant aussi à la question. 

En considérant la circonférence symétrique de la précédente 
- par rapport à O0’, on aurait deux autres points A symétriques 
de A et A’ par rapport à I. 

Le problème est évidemment toujours possible. 





ao Cercles tangents intérieurement. — La solution reste la 
même que dans le cas précédent, mais ici pour que l'axe radical 
coupe la circonférence contenant les segments capables, il faut 
que sa distance DI à la perpendi- 
culaire à O0’ en son milieu D ne 
surpasse pas le rayon OC du seg- 
ment : 


Dre 00. (1) 


EE TE 
Or comme OCD = OAO = 45°, 
le triangle OCD est rectangle iso- 
cèle; donc 


U 


ONE EURE 
















R et R’ désignant les rayons des 
cercles 0,0’; d’ailleurs D étant le milieu de O0, 


OIHOT _R+R. 


La condition (1) devient alors 
| R+R'<(R—R') /2 
ou R'<R(/2— 1). 


Lorsque R’— R(/2—1}, les deux points A et A’ se con- 
| fondent en un seul. 


(G.. FOUCRY, école normale de Châlons.) 


7. 


Généralisation. — Comme on le voit aisément, la solution 
_ précédente n’est applicable qu’à des cercles tangents. On peut 
. cependant traiter le même problème lorsque les cercles O, 0’ sont 
quelconques ; nous nous bornerons à indiquer la solution sur 
-un cas particulier de figure. 

. Soit à mener les langentes rectangulaires AB, AB’ aux cercles 
quelconques O0, 0’, le point A étant situé sur l'axe radical des 
cercles. 

__ Prolongeons les rayons BO, B'O’ jusqu’à leur rencontre, en D. 


L +: 4, . “1 Va: di ; + CES. 
AS 2 8,71 tt Char RS 1 : ; RS 
cas de figure à considérer, suivant que les cercles | 


— 1 + À Ÿ 


"Les tangentes AB, AB’ étant issues d'un point de l'axe radical 


sont égales. La figure ABDB' 
ayant ainsi deux côtés égaux 
et trois angles droits est un 
carré ; donc 


BD==DES 
ou R+OD = DO'+R, (1) 
ou DO'—DO = R —R!. 


On est ainsi ramené à 
construire le triangle rec- 
tangle ODO’ connaissant l’hy- 
poténuse O0 et la différence 
des deux côtés de l'angle 
droit, — problème connu. 

Il est bon d'observer que la relation (1) change avec la position 
relative des points B, O, D et D, 0’, B’, de sorte que pour traiter 
complètement la question, il convient d'examiner les divers cas 
de figures possibles. 





(C. BOURVÉAU, instituteur à Quimperlé.) 


“Autre solution générale. — On sait que si d’un point de 
l'axe radical de deux cercles on leur mène des tangentes, les 
points de contact sont des points anti-homologues; la droite qui 
les joint passe par l’un des centres d’homothétie des deux cercles. 
Si les centres O et O’ sont dans la même région par rapport aux 





deux tangentes, la droite passe par le centre d'homothétie directe; 
dans le cas contraire, elle passe par le centre d'homothétie inverse. 

Soit donc en premier lieu A un point de l’axe radical tel que 
l’on puisse mener de ce point aux deux cercles deux tangentes 
rectangulaires AB et AB’ laissant O et 0’ dans une même région; 
la droite BB’ passe par le centre d'’homothétie directe S. Elle 
rencontre le cercle de plus grand rayon 0 en un second point C 
qui sera l’'homologue de B’ par rapport à S; par suite OC est 
parallèle à O'B', c'est-à-dire perpendiculaire à OB. La corde BC 
est donc tangente à un cercle concentrique au cercle O, dont le 
rayon est égal à la moitié du côté du carré inscrit dans ce cercle. 
On construira donc cette corde BC en menant par S une tangente 
à ce cercle; elle détermine le point B; le point A est à l’intersec- 











-$ 
tion de l'axe radical et de la tangente en B. D'ailleurs, en co 
dérant le second couple de points anti-homologues CG et C, on 
trouve une seconde solution A’. Le problème admet donc 0 ou 
4 solutions. 

Pour qu'il en admette réellement quatre, il faut que le point S 
soit extérieur au cercle concentrique au cercle O. Désignant par 
RetR' (R>R’) les rayons.des deux cercles, par 4 la distance 
de leurs centres, on trouve sans difficulté que SO — ee la 


condition cherchée est donc 


dR ee 
Rene 
ou bien dr E Es 


V = 

Cette condition est toujours remplie tant que les deux cercles 
ne sont pas intérieurs l’un à l’autre; elle peut ne pas l’êtrequand 
ils occupent cette position. Quand elle est remplie, on trouve à 
quatre points A,A', A", A”. 

Considérons en second lieu un point A, de l’axe radical d’où 
on peut mener aux deux cercles des tangentes rectangulaires 
telles que O et O’ ne soient pas dans une même région par rap- 
port à elles. La droite qui joint les points de contact B: et B' 
passera par le centre d’homothétie inverse I; elle rencontre le 
cercle O en un second point, C1; on démontrera comme précé- 
demment que B:0C est un angle droit, de telle sorte que BC: 
sera une tangente menée du point | à la même circonférence 
que précédemment. 

La condition de possibilité sera 





10 F0 RE 
ou (ainsi qu’on le trouve Hneau 
dR lie 
RER: 
ou de Ë Len . 
V2 


Cette condition est toujours remplie tant que les deux cercles 
ne sont pas sécants (d>R+R'); elle peut ne pas l'être dès 
qu’ils occupent cette position : si elle est remplie, on trouve les 
quatre points A1, A1, A’, A. 


[Ont résolu la même question : 
ville ; R. Coural, collège de Narbonne ; £. 
E. Léotard, lycée de Dijon ; G. Marque ; 
J. Sire; J. Trouillé ; Venèt ; Roure.] 


MM. Bouzy ; H. Carpentier, lycée de Charle- 
Foucart ; G. H. O. D.; L. Hubert ; 3 
E. Ménissier ; Remondet ; R. Ruchon ; 


4456. — Avec les données du problème précédent, trouver sur 
l'axe radical un point À tel que le triangle ABB' soit équilatéral. 


On peut traiter ce nouveau problème en suivant une marche 
analogue à celle qui a été'suivie 
dans le problème 
(N° 4455). 
1° Cercles tangents extérieure- 
ment.— Le triangle ABB’ devant 
être équilatéral, l'angle BAB’ est 
de 60°, et par suite, l'angle OAO 
est de 30° ou de 180° — 30° sui- 
vant que les points O et O' sont 
tous deux intérieurs ou tous deux 
extérieurs à l'angle BAB'. Le 
point À se trouve donc ici à l’in- 
tersection de l'axe radical avec 
les segments capables de 30e 
et 180°—30° décrits sur 00! 


précédent 





comme base ; ces segments forment u 


Le problème, toujours pos- % 


admet généralement 


sible, 
deux à deux par rapport à I. 

20 Cercles tangents inté- 
rieurement. La solution 
reste la même que dans le 
cas précédent, seulement les 
points A et A’ n’existent que 
si l’on à 


DI << OC. 


ayant l’angle en C de 60° est 
équilatéral ; donc 

OC =O0= RER 
D'ailleurs, on a vu plus haut que 











Dee 
La condition de possibilité devient donc 
R : R R', 
ou R'< 5e 
Quand R'——, les deux points À et A’ coïncident. 


(G. FOUCRY.) 


REMARQUE. — On pourrait donner de ce problème une solution 
générale analogue à la dernière du n° 4455. 


(Ont résolu la même question ; MM. KR. Lana de Narbonne ; 
H. Carpentier, lycée de Charleville ; E. Foucart ; ; M. Oger, école 
normale de Poitiers; R. Ruchon ; J. Sire ; J. a Venet ; Roure.] 


M 


4474. — Construire un triangle connaissant le côté a, la hau- 


teur h relative à ce côté et sachant que l'angle B est le double 
de l'angle C. 


Première solution. 


à déterminer le sommet A. 
Un premier lieu de A est 
la parallèle XY à BC menée 
à la distance L de BC. 
Traçons le cercle circons- 
crit au triangle, et soit D son 
second point de rencontre 
avec XY. La condition 


es as . à 
B—2C revient à 

ADC — 2AB, 
ou, en retranchant de part 


‘et d'autre les arcs égaux 
DC, AB, 


B’ {D = 4. 









quatre solutions symétriques 


Le triangle isocèle OCO’ 


— La base BC étant connue, tout revient 


.… 


Les cordes AD et ABsont 


donc égales. Or on connaît le milieu E de la corde AD, situé à 


l'intersection de XY avec la perpendiculaire à BG élevée en son 


milieu F. Comme AB — 2AE, 
A est fourni par la circonférence lieu des points tels que le rap- 


port de leurs distances aux points B et E soit égalà 2; cette cir- 


conférence admet pour diamètre MN, M et N étant deux points 
tels que 3ME — BE — EN. 


Le point A devant toujours se trouver sur la demi-droite XE 


on voit qu’un second lieu de 








Pr té 7-7 CARE 
PT Je 1 


d après la condition  — 2C ,le problème ne comporte visible- 
ment qu'une seule solution ; il est d’ailleurs toujours possible, 
_ puisque le point E est intérieur à la circonférence de dia- 
mètre MN. 






(I. MARCHAND, à Paris.) 


On peut aussi obtenir le point À en menant de B une parallèle 


à la droite A’P’ qui joint un point quelconque A’ de XY au point 
B' de BE tel que A'B' —21'E. 


r4 


(A. AMBLARD.) 


k Deuxième solution. — Joignons le point C au point D, déjà 
défini plus haut. On a 
CDI= AB = 'AD : 

le triangle ACD est donc isocèle. 
Menons les médianes CE et AK; 
elles sont égales et se coupent en 
un point G qui les divise dans le 
rapport de 2 à 1. La médiane EC 
étant connue, il en est de même 
de G,etle point A est à l’intersec- 
tion de la droite XY avec l’arc de 
# cercle de centre Get derayon GC. 
| (BURGAT, école normale d’Albertville.) 





Troisième solution. — Le prolongement AT du côté BA fait 
. avec AY, parallèle à BC, un angle égal à l'angle B; la droite 
Poe | | AC, symétrique du côté AC par 
rapport à XY, fait avec AY un 
angle égal à l'angle CAI, égal 
lui-même à l’angle C. 
L'hypothèse B —=2C se ra- 
mène donc à TAT — aC'AÏ, ce 
qui montre que AC' est bissec- 
trice de l’angle TAY, et par suite 
le point C’ est équidistant des 
droites AB et XY, On obtiendra 
donc le côté AB en menant de B une tangente au cercle C’ tan- 
. gent à XY et dont le centre C’ est symétrique du point connu C 
_ par rapport à XY. 
La seconde tangente BT’ fournit le triangle BA’C pour lequel 


P on à LEA 
TAT = 2CAÏ, 
ou, comme DAT = 180 —B et CA — 180° — re 
DCR I—= 1800! 
. (G. SCHOONHEERE, école professionnelle de Vierzon.) 














Quatrième solution. — Décrivons le cercle O de diamètre 
BC; ce cercle rencontre le côté AC en un point M tel que 

Par suite les droites BA et OM 
déterminent avec BO un triangle 
isocèle BOE ; la hauteur DE de ce 
triangle coupe XY en un point I, 
milieu du segment intercepté par 
les prolongements des côtés de 
l’angle OMC; dès lors la droite IM 
passe par le milieu N de OC. 
Pour obtenir le point M, il suffit 
._ B HD © N C donc d'élever au milieu D de BO 
la perpendiculaire qui rencontre XY au point I, puis de 
joindre I au milieu N de UC par une droite qui coupe en M le 










LAS L , s A DPOPTS 
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| cercle connu O. En traçant ensuite la droite CM, sa rencontre 


| avec XY donne le sommet A. 
\ (VIAL, à Dompierre.) 


Cinquième solution. — Menons la hauteur AH; prolongeons 
CH d’une longueur égale HC’ et traçons AC. 

Le triangle ABC’ est isocèle, puisque l'angle C' est égal à 
l'angle C, moitié de l’an- 
gle ABC extérieur à ce 
triangle; par suite les mé- 
dianes AD, CE sont éga- 
les et se coupent mutuel- 
lement en G, au tiers de 
leur longueur à partir des 
pieds E ou D. D'ailleurs D 
étant le milieu de BC',ona 

2HD — HC -+ HB = CH + HB = CB ou 4. 
De là cette construction : on construit le triangle rectangle AHD 


HD — _. sur 





ayant pour côtés de l'angle droit AH—k# et 


l’hypoténuse AD, on prend le point G tel que GD — _ AD; 


de G comme centre avec GA pour rayon on décrit un are de 
cercle coupant le prolongement de HD en C’. Il ne reste plus 
qu’à prendre les symétriques B et C de C’ par rapport à D et H. 


(E. VAUNAC, instituteur à Rouffignac.) 


[Ont résolu la même question : MM. L. Bois; A. Brodbeck ; C. H. G. B.: 
H. Charpentier ; B. Carrière ; A. Doué ; J. Fiton; E. Fourmon ; E. Garry; 
G. H. D. ©. H. Janois ; E. Kornis ; J.-M. Lagarde ; R. Lavallée ; E. Le Doaré:; 
E. Léotard ; Roubieu ; Sasvari Géza ; G. Tastet ; P. Trihier.] 
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PHYSIQUE 


4486. — Un cylindre AB, d'une section intérieure de 4004, est 
muni d'un piston P mobile sans frottement, et communique, par 
sa partie inférieure, avec un tube de verre CD dont La section 
intérieure est de 5°4. Ce tube porte à la partie supérieure un robi- 
net R actuellement ouvert. La partie inférieure du cylindre, 
ainsi que celle du tube et le canal de communication, renferment 
du mercure dont le niveau, dans le tube CD, s'arrête en un point 
M situé à une distance MD = 50% de l'extrémité D. 

On ferme le robinet R et on demande quel poids on doit mettre 
sur la tête T du piston pour réduire à moilié le volume de l'air 
emprisonné dans la partie supérieure du tube CD. On calculera 
le déplacement du piston et on supposera la température de 0° et 
la pression atmosphérique de 730% de mercure. 

(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1898.) 


La section intérieure du tube de verre étant 8 fois plus petite 
que celle du cylindre, le poids de la co- 


R 





; ; RE 2 
lonne de mercure MK est égal à Fe 


P désignant le poids du piston. Quand on 
a placé sur la tête du piston P le poids 
æ, le mercure s’élève dans le tube de 
verre de 250; il s’abaisse donc dans le 


: 25 
cylindre de FT = 

Les pressions par centimètre carré dans 
les deux branches, sur le plan horizontal 


qui passe par #n, doivent être égales entre elles. 


em 125. 
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La pression par centimètre carré de la tranche mn’ est égale à 





F 44 P A 
AL oi be RE peari d de 
ou, exprimée en poids, à : 
È b ” P 
174,128 13,6 + 2 = 23685", 10 +: 
La pression par centimètre carré de la tranche mn est égale à 
æ + P FEES AS BP i 
— __ LS gr 
on + XI +5 + 00288. 
On doit donc avoir 
æ Ù P 
nee PTE UE — 9: Le 
40 0 + 992,8 — 2368,10 + 10° 
d'où FE 13758r,30 
et æ — 556,012. 


(R. BELLENCOURT.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; Audiffret ; J. Billionnel ; 
H. Carpentier ; Ecoffard ; E. Framboise ; Fiton ; M. Gaillot ; R. Huë ; Javelot; 
J. Le Bihan; A. Lescure ; Lorcerie ; Méline ; Michel; M. Oger; Pouzet; Sallin ; 
Simonard ; A. Texonnière ; P. Tribier ; E. Vaunac; Venet, Vollaire.] 


4487. — Une lentille biconvexe dont les deux faces ont 30cm 
de rayon de courbure est placée à 20cm d'un écran. Si on lui 
accole une lentille plan-convexe de 50cm de rayon de courbure, les 
objets placés à l'infini sont vus nettement sur l'écran. On demande 
quel est l'indice de réfraction de la première lentille, l'indice de 


} 3 
la seconde etant SE 


Æi 


(Bacc. lettres-math. et lettres-sciences, Besançon, juillet 1898.) 


La distance focale principale f d’une lentille est donnée par 


la formule 
l 


Vi L 
dans laquelle » désigne l'indice de réfraction, R et R’ les rayons 
de courbure. 
En représentant par x l'indice de réfraction de la lentille 
biconvexe, et en remarquant que R—R', cette formule 


devient 


À ; 2 x — 1 
CA rt VEUT PAL 
On a de même pour la lentille plan-convexe, dont R'— =, 


depea) e 
Fun R 7 100 


La lentille plan-convexe a pour effet de faire converger davan- 
tage les rayons émanés de la lentille biconvexe. On peut donc 
assimiler les deux lentilles à une lentille convergente, de dis- 
tance focale F, lelle que les rayons issus de l’objet lumineux 
placé à l'infini viennent converger à son foyer; on aurait alors 


il ( il 
SAS UT 
En remplaçant = et a par leurs valeurs, il vient 
L æ—1 1 
70 15 100! 
d'où l'on tire =. 


(GERNEZ-PFANMATTER.) 


(Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; Aulagnier ; L. Barberot : 
E. Bergeret; Broc ; Ecoffard : P. Girard ; R. Henry ; A. Lescure ; Lorcerie : 
L. Michel ; M. Oger ; Remondet; E. Rousset ; Sallin ; E. Schultz; Schoonheëre; 
P. Tribier; E. Vaunac ; Vollaire.] 
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4498. — Trouver les trois plus petits nombres entiers consécutifs 
tels que la somme de leurs cubes soit divisible par 10m, » étant un 
nombre entier quelconque. À 


(G. BRicour.) k 


4499. — Décomposer 32'+ y en une somme de trois carrés. 


4500. — Résoudre l'équation 2°+ Ax'+ Ba + Ca? + Dr +E =0 
sachant que la somme des coefficients est'égale à (— 768) et que l'on. 
a en outre : SAR Re 


C+3B—0, E = AD, CAR, B? — AC—2B — 3E — 11A." 
(Luiz Hémors.) 

4501. — Deux cercles 0 et 0’ secoupent en A et B. Par A on mène 
les sécantes ACD et AEF, qui rencontrent respectivement le cercle 0 
en GC, E et le cercle 0’ en D, F. | 


1° Démontrer que 
BE SF 
EC TD 
et déduire de là le théorème de Ménélaüs. 
ME 
20 Lieu du point M de EF tel qu£ dE ="* 


(St. Fenrucu, collège Chaptal.) 


4502. — Si dans un triangle, B— C— de on à 


ROME 1 


— + PR 
a (b+c}  (b—c»?? 
le démontrer géométriquement. 


L 


(G. DecanayE, à Roye.) | 
. e à » 


4503. — Lorsque sur une circonférence les points CG et D sort con- 2 
jugués harmoniques par rapport aux points A et B: 1 
1° La moitié de la droite AB est moyenne proportionnelle entre les u 
distances de son milieu 0 aux deux points conjugués Cet D, et réci-. 
proquement ; *0 Sir: 


. : Ce 


CA DA : ( >, 
20 On a CE = DE! et réciproquement. ; We à 
_(J. Sir, à Belverne.) 
4504. — Démontrer que 


x 2 2 2 ! TRE ARC 
n#> (+) si D 


L 
3 


4505. — Sur le circuit d'une pile est intercalé un galvanomètre don 
la résistance est 10%, On shunte ce galvanomètre par une résistance de 
2, On demande quelle doit être la résistance qu'il faut introduire dans. 
le circuit principal pour que le courant y garde la même valeur que 
lorsque le galvanomètre était seul interposé. % + 

(Bacc. lettres-sciences, Alger, juillet 1898.) 


‘ 
> 


4506. — Une solution saline de densité 1,32 marque 35° à un aré0- 
mètre de Baumé. Quel poids d’eau faut-il ajouter à 1008r de la dissolution 
pour qu'elle marque 25°, en supposant nulle la contraction du mélan 


(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1898.) 
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VARIATIONS DE LA FONCTION 


pe ax? + bx + c 


RE, 
dt + bæœ-t+c 


par M. J. Girod, professeur au Lycée de Versailles (Fin.) 





Troisième cas : y prend toutes les valeurs non comprises entre 
deux limites y' et y", (y < y”). 


\ 


On construit les deux points À et B qui ont pour coordonnées 

j æ, y et æ”, y", et par ces points on mène les parallèles à OX. 
- La courbe n’a aucun point dans la région comprise entre ces 
. deux parallèles, et ne rencontre l’une d'elles qu'au point A, 
l’autre au point B. On trace l’asymptote A parallèle à OX, qui 


r . a gaie , , . , 
a pour équation y = —, et on vérifie qu’elle n’est pas située 


À entre AA et BB’, pour contrôler l’exactitude des calculs. 

_ Comme dans le premier cas, le dénominateur doit avoir ses 
- racines réelles, puisque cette condition fait partie de l'hypothèse 
et aussi parce que y peut prendre des valeurs aussi grandes que 
l’on veut. Désignons par x1 et x ces racines. 

- Nous allons démontrer qu'une seule est toujours comprise 

entre les abscisses +’ et x” des points A et B. 

En effet, s’il ne s’en trouvait aucune entre +’ et x”, on pour- 
rait joindre A et B par un arc continu, ce qui est impossible, 
_ puisque la courbe ne pénètre pas entre les droites parallèles 
» AA’ et BB’. 

» Si les deux racines 1 et x2 étaient comprises entre + et +”, 
on pourrait tracer deux asymptotes PQ, P'Q' parallèles à OY, 
ét n’enfermant entre elles ni le point A, ni le point B. La bran- 
che comprise entre ces deux asymptotes, ne pouvant ni traverser 












point A est inférieure ou supérieure à l’abscisse +” du point B et 
suivant que la droite A estau-dessous de AA’ ouau-dessus de BB. 
_ Dans ces quatre figures, les asymptotes PQ, P'Q' ont été pla- 


sa courbe se compose de trois branches distinctes, séparées 
FA 3 e : , 


PA 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en« 
voyer des mandats. 
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ni même toucher la région située entre AA! et BB’, resterait d’un 
côté de cette région. Supposons par exemple qu'elle soit placée 
au-dessous de AA’. Il existerait alors un point K, d'ordonnée 
supérieure à celles de tous les autres points de cette branche, et 
si on coupait la courbe par une sécante variable dont l’ordonnée 
croisse jusqu’à l'ordonnée du point K, on obtiendrait deux points 
d'intersection qui tendraient à se confondre avec le point K, ce 
qui est impossible puisque les droites AA’ et BB’ sont les seules 
qui jouissent de la propriété de couper la courbe en deux points 
confondus en A ou en B. Doncsi ondésigne par PQ celle des deux 
asymplotes parallèles à OY dont l’abscisse est comprise entre x’ 
et x”, l’autre asymptote P'(' sera en dehors des parallèles à OY 
menées par À et B. 

On péut déterminer a priori de quel côté sera P'(', sion a 
préalablement tracé l’asymptote A, conformément aux indica- 
tions de ce plan. Montrons que PQ et P'Q' devront enfermer 
celui des deux points À et B qui est le plus éloigné de 
l’asymptote A. Supposons, pour fixer les idées, que la droite A 
soit située au-dessus de B. Si PQ et PQ’ comprenaient le 
point B, la branche de courbe qui 
passe par B, et quis’élève à l'infini 
au-dessus de B entre les deux 
asymptotes, sans solution de conti- 
nuité, couperait deux fois l’asymp- 
tote A, ce qui est impossible. 

Donc lorsqu'on a placé par rap- 
port aux axes de coordonnées les 
points A et B, ainsi que l'asymptote 
A, on peut fixer d'avance les ré- 
gions où se trouvent Les asymptotes 
parallèles à OY, ce qui fournit une vérification des calculs. 

Quatre dispositions sont possibles, suivant que l'abscisse x’ du 











par les asymptotes PQ et P'Q'. La branche située à gauche de 
PQ, devant passer par le point A situé au-dessous de la région 
ombrée, est tout entière au-dessous de AA’. Cette branehe 
coupe nécessairement l’asymptote A, puisqu'elle contient le 
point A situé au-dessus de cette asymptote, et que l’ordonnée 
d’un point mobile de cette branche prend des valeurs négatives 
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aussi grandes que l’on veut lorsque ce point se rapproche de 
l’asymptote PQ. Donc la portion de la courbe qui s'étend depuis 
le point À jusqu’à l'infini du côté des x négatifs reste au-dessus 
de la droite A. La branche comprise entre PQ et P'Q est évi- 
demment placée au-dessus du point B. Quant à la troisième 
branche, elle est nécessairement au-dessous de la région ombrée, 
puisque les deux branches qui admettent P'(" comme asymptote 
sont dirigées dans les deux sens opposés de cette droite ; de plus 
elle demeure au-dessous de l’asymtote A, puisque déjà la pre- 
mière branche coupe A. 
On a donc l’esquisse ci- 
contre. 

Il n'existe pas d'autres 
changements dans le sens 
de la variation de y que 
ceux qui se produisent 
lorsque x traverse l'une 
des valeurs +’ et x”, puis- 
que si on effectuait un 
tracé dans l’hypothèsecon- 
traire, une parallèle à OX 
pourrait couper la courbe 
en trois points. Donc l’ordonnée y’ du point A est un maximum 
relativement à la branche de gauche, l'ordonnée y” du point B 
est un minimum relativement à la branche médiane. 

D'ane manière identique dans les autres cas on déterminerait 
a priori la disposition des trois parties séparées de la courbe. 

Lorsque, dans un exemple numérique, le dénominateur de la 
fraction a ses racines réelles et distinctes, cet exemple se range 
dans le premier ou dans le troisième cas. Nous avons vu com- 
ment on peut opérer la distinction en considérant les racines du 
numérateur : la condition nécessaire et suffisante qui caracté- 
rise le premier cas est que les racines de l’un des trinomes 
séparent celles de l’autre. Si les racines du numérateur sont 
imaginaires, ou si elles ne sont pas séparées par les racines 
réelles du dénominateur, l'exemple considéré appartient au 
troisième cas. La simplicité de ce procédé se perd lorsque les 
deux termes de la fraction ont leurs racines réelles incommen- 
surables, puisqu’alors la comparaison directe n’est. pas aisée 
généralement, et qu'il faut avoir recours au signe du résultant (*) 
ce qui revient en définitive à effectuer le calcul du discriminant 
A qu'on voulait éviter. 

Voici une remarque, communiquée par M. Kéraval, qu'il con- 
vient alors d'appliquer. 

Dans le premier cas, le point de rencontre de la courbe avec 
l’'asymptote A parallèle à OX est situé entre les deux asymptotes 
parallèles à OY, dans le troisième cas il se trouve en dehors de 
la région comprise entre ces droites. Ce résultat est évident sur 
la figure, puisque dans le premier cas la branche médiane coupe 
A, et dans le troisième cas elle ne peut pas rencontrer cette 
asymptote. D'ailleurs ce fait est une conséquence particulière de 
cette propriélé générale qu’une sécante quelconque parallèle à 
OX coupe une courbe du premier genre en deux points dont un 
seul est toujours situé entre les asymptotes parallèles à OY ; et 
que, s’il s’agit d’une courbe du troisième genre, les points de 
rencontre, lorsqu'ils existent, se trouvent en nombre pair, 0 ou 
2, entre ces deux mêmes asymptotes. Pour retrouver la règle 
précédente, il suffit de considérer l'asymptote A comme une sé- 
cante rencontrant la courbe en un point rejeté à l'infini, 

L'abscisse du point unique à distance finie est la racine de 
l'équation  (ab° — ba')x + ac — ca! — 0, quel'on obtient en rem- 








(*} Voir Algèbre de Cor el Riemann, page 152. 
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plaçant y par _ dans l'équation 


(ay — ajax? + (b'y — bjx + c'y —c = 0. | 
On substitue cette racine dans letrinome ax? + b'æ+c', pour 
la comparer aux racines du dénominateur. On pourrait s’inté=, 
resser, en effectuant ce calcul avec les lettres, à retrouver la. 
propriété caractéristique du résultant, et constater ainsi que la 
méthode revient à opérer plus commodément un calcul que l’on 
voulait éviter. . 


Quatrième cas : y prend toutes les valéurs supérieures ou in- 
férieures à une limite y. 

On construit le point A qui a pour ordonnée y, et pour abscisse 
l'unique valeur de x correspondante, et par ce point on mène la 
parallèle AA’ à OX. Supposons, pour fixer les idées, que la con- 
dition obtenue pour y soit y > 1. Tous les points de la courbe, 
sauf le point A, se trouveront au-dessus de AA’. 

On construit de même l’asymptote A parallèle à OX, qui doit 
aussi se placer dans celte même région. Puisqu’on a par hypo- 
thèse D'?— 4a'c! — 0, il existe une asymptote PQ, parallèle à 
OY, dont l’abscisse est la racine double du dénominateur, mais 
les deux branches distinctes séparées par cette asymptote sont 
dirigées dans le même sens, du côté des y positifs, puisque 
la courbe est tout entière dans cette région par rapport à AA". , 
D'ailleurs, le dénominateur ne change pas de signe lorsque x : 
traverse la racine, puisque le trinome a'æ? + bx+c garde le 
signe de son premier coefficient. | 

Deux dispositions seulement sont possibles : | 

| 





La demi-branche qui part de A et qui se rapproche de l’a- 
symptote PQ rencontre nécessairement l’asymptote A; donc . 
l’autre demi-branche demeure au-dessous de A, et la deuxième 
branche, située de l’autre côté de l’asymptote PQ; reste au- 
dessus de l’asymptote A. Les deux esquisses précédentes sont 
donc les seules possibles. Comme dans tous les cas précédents, 
on peut conclure qu'il n'existe pas d’autres changements dans le. 
sens de la variation de y que celui qui a lieu lorsque le point 
mobile passe au point A, d'ordonnée minimum. 

En retournant la figure autour de AA’, on aurait les deux dis- 
positions qui correspondent à la condition y y. 

Enfin, terminons par l'hypothèse a — 0, que nous avons 
ax° + bx +c 
b'& + c’ 
des valeurs positives et négatives aussi grandes que l'on 
veut lorsque æ se rapproche de la racine du dénominateur,. 
ce cas se range dans le premier ou le troisième de la théorie 
générale. Construisons la droite PQ), qui a pour abscisse la racine 
æ, du dénominateur ; cette droite ne contient aucun point de la 
courbe, et deux branches distinctes, situées de part et d’autre de 
PQ, sont asymptotes à cette droite, l’une du côté des y positifs, 

l’autre du côté des y négatifs, i , 

Supposons que y puisse prendre deux fois toutes les valeurs 
(1er cas) et, pour fixer les idées, que la branche de gauche soit 
asymptote à PQ du côté des y positifs, et celle de droite du côté 


écartée. Puisque la fraction y — peut prendre 
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des y négatifs. Nous remarquons que y prend des valeurs 
abstraction faite du signe, croissent indéfiniment lorsque + croit 
au delà de toute limite, dans les deux sens de OX. Or, pour un 
. point de la branche de gauche, la valeur algébrique de y est 
constamment croissante en même temps que celle de #, car s’il 
existait un certain point K de cette branche d'ordonnée inférieure 
à celle de tous les autres, la parallèle à OX menée par K cou- 
perait la courbe en deux points confondus en K, ce qui est 
impossible, 

Même raisonnement pour la branche de droite. La disposition 
nécessaire est donc celle de l’esquisse ci-dessous. 

Supposons maintenant qu’on ait 

trouvé pour y les conditions y < y 
ou y >y" (3° cas). On construit, 
comme dans le troisième cas, les 
points A et B, qui ont pour coor- 
données, x',«yn et «’, y’; par ces 
points on mène les parallèles AA et 
BB’ à OX. En supposant toujours que 
la branche de gauche soit asymptote à 
PQ du côté des y positifs, on a la dis- 
position nécessaire figurée dans l’es- 
quisse ci-contre. 
L'ordonnée y’ du point À est un maximum, relativement à la 
branche de droite, l'ordonnée y” du 
point B estun minimum relativement 
à la branche de gauche. 

On montre facilement que, si on 
effectue la division algébrique, on peut 
mettre y sous la forme 












Y = ME +N + 





b'x + c' 
et on conclut que. la droite qui a pour 
équation Y=mx+n est une 


deuxième asymptote, ne rencontrant 
la courbe en aucun point, de telle sorte que les deux branches, 
déjà séparées par l'asymptote PQ, le sont encore par cette 
deuxième asymptote. 

Nous avons figuré cette deuxième asymptote P'Q", qu’il est 
indispensable de déterminer pour obtenir un tracé plus exaet de 
la courbe. 

Avant tout calcul, on peut prévoir auquel de ces deux cas se 
rapporte-un exemple numérique ; dans le premier cas une sécante 
quelconque parallèle à OX coupe la courbe en deux points situés 

de part et d’autre de PQ; dans le troisième cas, les points de 
rencontre, lorsqu'ils existent, sont d’un même côté de PQ. 
Donc une fonction numérique sera représentée par une courbe 
du premier genre si la racine du dénominateur sépare celles du 
numérateur, par une courbe du troisième genre dans toutes les 
hypothèses contraires. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (1898) 
PHYSIQUE (Paris). 


Solution par M. E. Pouvin, élève du lycée Hoche, 
Lauréat du concours (4er prix). 
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4469. — L'expérience montre que des colonnes gazeuses super- 
posées par ordre de densité dans des tubes fins se mêlent diffici- 


lement et se comportent tout d'abord comme des colonnes liquides. 
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_ Deux tubes verticaux À et B, très étroits, de même longueur, 
s'ouvrant par le haut dans l'atmosphère, peuvent être mis en 
communication par leur partie inférieure an moyen d'un robinet. 
… La communication étant fermée, on remplit À d'un gaz dont on 
veut avoir la densité, et B de gaz carbonique, puis on ouvre la 
communication; une partie du gaz carbonique passe de B en À, 
chassant devant lui le gaz du tube À, dont une partie s'échappe 
dans l'atmosphère, et faisant place en B à une colonne d'air. 
L'équilibre établi, on ferme la communication, et il ne reste plus 
qu'à mesurer les colonnes. Mais celles-ci sont invisibles. On les 
détermine par le procédé suivant : on ferme les extrémités supe- 
rieures des tubes, et, par une manipulation qu'il est inutile de 
décrire, on absorbe dans chacun des tubes le gaz carbonique qu'il 
contient et on ramène le qaz restant à la pression atmosphérique. 
Le premier gaz occupe alors en À une hauteur h, et l'air, en B, 
une hauteur h'. 

La densité cherchée étant représentée par d, celle de l’uir par 
d' et celle du gaz carbonique par à, on demande d'établir l’équu- 
tion d'équilibre et d'en tirer la valeur de d. 

h — 105cm,8, h' — 112cm,4, 

dt t: 0 —= 1,529, 


Application : 


Soient deux tubes étroits reliés entre eux, contenant : l'un, 
A, le gaz de densité inconnue; l’autre, B, du gaz 
A B Carbonique. Puisque les gaz se comportent d’abord 
| \ comme des liquides, en établissant la communica- 
tion il se produira un mouvement de gaz jusqu'à 
: l'équilibre. 
œ / Soient M le niveau du gaz carbonique dans le 
mn  : ÎN tube A lorsque l'équilibre est établi, N son niveau 
dans le tube B, x la hauteur de la colonne du gaz 
de densité inconnue dans le tube A, y la hauteur 
“1 F- de la colonne d'air dans le tube B. Appliquons le 
principe des fluides en équilibre : Des aires égales 
prises dans un même plan horisontal supportent des 














pressions égales. 
we Prenons des aires égales à l'unité dans chacun 

des deux tubes dans le plan horizontal MM’. La 
pression atmosphérique s’exerçant à l’extrémité de chaque tube, 
il suffit d'écrire que les pressions exercées par les colonnes ga- 
zeuses sur l'aire 1 dans chaque tube sont égales. Dans le tube 
A, l'aire { supporte le poids de la colonne de gaz de hauteur x, 
Had <U 

(1 + a«t)76 

d désignant la densité inconnue, H la pression atmosphérique, 
& la température au moment de l'expérience. Dans le tube B, 
l'aire 4 supporte le poids d’une colonne d’air de hauteur y et le 
poids d’une colonne de gaz carbonique de hauteur x—7y, 
soit 





c'est-à-dire, d'après l'équation de Gay-Lussac, 


yXd'XH (x—yoXx<H 





(1 + at)76 (1 + xt)16 
L'équation d'équilibre est 
OX RC YU El (æ — y)3H | 
(+ at)76  (1+axt)76 (1H at)76 
d’où œd = yd'+ (x — y)i. 


Il reste à calculer x et y. 

Lorsque l'équilibre est établi, la masse de gaz de densité incon- 
nue occupe une hauteur # sous la pression H; à la fin de l’expé- 
rience, elle occupe une hauteur À sous une pression qui peut 
être regardée comme égale à H, l'expérience ne durant que peu 
de temps. La température peut être aussi supposée constante : 
donc x — h. De même, la masse d’air occupe d'abord une hau- 
teur y, puis une hauteur X sous la même pression et à la même 
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y W. 
équilibre devient alors 
ka = L'd' + (h— K)i, 
hd +(hk— RS 
h 
n frs 105,8)4,529 _ à gr. 


C’est la densité de l’oxyde de carbone. 


L'équation d’ 


d'où Al 
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[Ont résolu la même question : Miles M. Pont; L. Ségala ; MM. Arcizet : 
Ardin-Delteil ; L. Barberot; Baudot,; F. Bellec; K. Breynaert; Chalvin; 
P. Delolme; E. Gernez ; A. Girondé; R. Henry; Hinstin; L. Hubert: 
H. Janois ; H. Lefèvre; M. Mathieu ; M. Oger ; L. Patin; G. Schoonheere; 
M, Teulié ; Thomas.; 


#4 


ARITHMÉTIQUE 


447A.— m étant un nombre composé de la forme af, on 
trouve la racine m° d’un nombre à une unité près en extrayant à 
une unité près la racine d'indice a du nombre donné, puis à une 
unité près la racine d'indice $ de cette première racine, et ainsi 
de suite. 


Soit à extraire à une unité près la racine m”° de A. Désignons 
par a la racine d'indice « de A, par à la racine d'indice £ de a, 
par c la racine d'indice y de », toutes ces racines étant évaluées 
à une unité près. On a par définition 

a < À (a +1Ÿ, 
D < a <(b +1, 
<< b L(c+AY. 

Considérons les inégalités de gauche : 


at < À, (1) 
<a, (2) 
et << D; (3) 


élevons (3) à la puissance L ; il vient. 
CB << DE, 
ou, en tenant compte de (2), 
CÊ< a; 


élevant cette dernière inégalité à la puissance 4, on obtient 


_ 


c'e < a, 
ou, en tenant compte de (1), 
CT < À, (4) 
En considérant les inégalités de droite, on peut écrire 

A <(a+1Ÿ, (4) 
a+ A <(b +1, (2’) 
bD+I<(c+ 1)"; (3') 

on en déduit comme plus haut 
À << (c + 1), (4) 


Des inégalités (4) et (4’), il résulte que c est bien la racine me 
de À à une unité près. 


(Lucrex ÉCOFFARD, école primaire supérieure de Dôle.) 


, [Ont résolu la même question: Mie Croizet; MM. C. Billionnet; M. Bily 
école normale de S'-Brieuc ; C. Bourvéau ; A. Brodbeck; Burgat, école normale 
d'Albertville ; R. Van Cauwenberghe ; J. Chalvin ; J. Coupat ; L. Famechon 
école normale d'Amiens ; J. Fiton : G. Foucry, école normale de Châlons-sur_ 
Marne ; G. H. D. O.; E. Gernez-Pfanmatter ; R. Henry; L. Hubert ; H. Janois: 
P. Lelourneur ; P. Millevove, lycée de Lyon ; Ollivier; L. Robert.] k 
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est divisible par 31. JE FL D NI TE MERREX 
+ ; LAN AREN 
Première solution. — On peut, sans changer les conditions 


de divisibilité, multiplier l'expression par le nombre or, 
premier avec 31. La nouvelle expression s'écrit alors successive- 
» . * L 


ment , ME 
Gl0n+1 Ont LE ftin—1 B10n+1 , : ; | 
— BON D HAN — (m,31 — 4)10n+1 + (83) Fe! 
"= m.31 —1—+125% EA 


m,31 —1 +(m.3t +1)" 
ml —1æ+m.3t+i= m.31. 
, er 
(E. AUDIFFRET) 


HI 


Seconde solution. — Formons le tableau des restes des 
carrés et des cubes de 6 et 5 par rapport au diviseur 31. On a 
6 = m,.31 +6 5 = m.31 +5 
6 m.31 +5 52 =; NB SON 


65—= m.31 —1 | 

D'après ces résultats, on peut écrire | 

Gtontt — (63)21(62)2n6 — (m.31 + 1)(m.31 + 52)6 —"m. 316,5; 
Biin1 — (53)3nÿ2n 1 — (mm. 31 + 1)31 — m,31 + 521, kl 


= m.31 +1 


En ajoutant membre à membre, il vient 
Gl0n+1 DE BAin—1 — 3m, 31 6.52% 5 52nct 
= m,31 + 52-4(6.5 +1) = m.31. 
(G. SCHOONHEERE, école professionnelle de Vierzon.) 


à 
* 


[Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; R. Bellencourt ; L. Bois É 
E. Bouby; A. Brodbeck ; L. Ecoffard; Famechon ; J. Fiton ; G. Foucry; 
À. Girondé ; R. Henry; R: Hüe; H. Janois; E, Kornis ; F. Laleseu ; H. Le, 
Bihan ; P. Le Verrier ; A. Lescure ; P. Marion ; G. Nazare ; M. Oger; F.Ol- 
livier; Ph. Plisson ; E. Framboise; Pouzet ; Eug. Rousset ; R. Ruchon ; E'de 
Rycker ; A. Sainte-Laguë ; J. Sire ; P, Tribier ; E. Vaunac ; J. Ménéchal.] 
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4490. — Si un nombre abc est divisible par 27, il en est de 
même du nombre bca. HE 


Le nombre abc étant supposé divisible par 27, on peut écrire 
100a + bc = m.27, 
ou , bc = m.27 — 100a. F r 
Multiplions chaque membre par 10 et ajoutons a de part el 
d'autre; il vient pt: J 


10bc + a = m'.21 — 1000a + a | + à 

= m.27 — 999a. . 9 
Or 999—9X111=9X3%x<31 —21X<31; ‘donclenombre 
10bc + a ou bca est bien divisible par 27: : Re 


Cette démonstration montre que la propriété reste vraie lors- 
qu’on remplace le diviseur 27 par 37 ou-par 999. 


(Raymonp COURAL, à Narbonne.) * « 
” L] 


Puisque le nombre bca est divisible par 27, on peut lui appli- 
quer la propriété énoncée; donc les trois nombres abc, bca, cab 
sont toujours divisibles par 27 en même temps que l’un d'eux. 


(DONNADIEU, à Mézin.) À 
+ . 


L 


Généralisation. — Par un raisonnement identique à celui qui a 
été fait plus haut, on démontre facilement que si le nombre de n 
chiffres : abc...t est divisible par l’un des diviseurs du nombre 
107—1, ce diviseur divise aussi le nombre be...la. 


; (G. NUZERET, à Argenteuil.) * 


[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet; E. Bernard ; C. Billionnet - 
L, Bois; E. Bouby; G. Boudon; H. Carpentier; G. Casse ; Cavaillé ; F. Clabaut : 
L. Curt; P. Delolme ; Duval ; Famechon; J. Fiton ; G. Foucry; L. Giboin : 
A. Girondé ; M. Gondran; R. Henry; H. Janois ; F. Lalescu ; G. Lallier : 
Ch. Lefebvre; H. Lefèvre; P.Le Verrier; G. Magniny; R. Manen; P. Millevoye; 












NAT EU , où PA dat SAT OU 
Ollivier ; J. Pémarxtin ; Poujol ; 





laud ; F. 





J. Sallauc 
wenberghe ennes ; F. Verot; Vial; R. Bellencourt ; Lehmann ; 
 A.Thorin; Venet ; J. Poirier.] ‘ 
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4472. — Trouver un nombre de quatre chiffres sachant que le 

2 » 
È produit des deux premiers chiffres est égal au 4°, que leur somme 
est égale au 3°, et que le produit des quatre chiffres est égal à 576. 


Appelons «, y, :, u les quatre chiffres du nombre cherché. 
. On doit avoir par hypothèse 


| dy = U, (1) 
V': D HY—S, (2) 
À aœyzu —= 516. (3) 


Remplaçons dans (3), «y par.sa valeur (4); il vient 


au3=1516, 


à 576 
4 d'où = —: 
; # 


“ : étant au plus égal à 9, cette valeur du w? est au moins 
_ égale à | 
| 576 

| TH LS 64. 


Les seules valeurs possibles du chiffre x sont donc 8 et 9. 
Comme 9 ne divise pas 64, 576 n'est pas divisible par 92; la 
valeur w—9 ne fournit pas de valeur entière pour 3. Il reste 
alors 


LR - DL 


: (JR d'où at 9 
* En portant ces valeurs dans (1) et (2), ona 
ÿ œyi=L8; x +y =), 


._ système du second degré visiblement vérifié par les solutions 
‘entières 

Le y 

| Ve fe YEN; ou 


PS, ml 


__ Les nombres qui répondent à la question sont done 1898 et 
_ 8198, et ce sont les seuls. | 
| (J. FITON, instituteur à Agen.) 


| [Ont résolu la même question : MM: Croizét ; M. Pont ; L. Ségala : M. Tur- 
ain ; MM. A. Amblard; G. Anastasiu ; A. Arcizet; J. Aupy; L. Barberot ; 
. E. Baudot; F. Bellec: F. Beynas; C. Billionnet; P. Blanc; L. Bois; V. Bonzom: 
. Borgey : G. Bourvéau ; J. Bouvier ; A. Brodheck ; Burgat; H,. Carpentier : 
| B. Carrière ; Cavaillé ; J. M. Chalvin ; G. Charpentier ; G. Chiché ; F. Clabaull; 
J. Coupat; H. Damoiseau ; Delbès ; F. Deville : L. Ecoffard ; Fabia ; L. Fa- 
. mechon ; J. Favin ; G. Foucry; E. Fourmon ; E. Gernez-Pfanmatter: S. Géxa: 
” C. Godard; Gordien ; A. Guichon,; R. Henry, L. Hubert ; H. Janois; C. Labille ; 
F. Ladevèze ; L. Lassence ; R. Lavallée ; J. Le Bihan ; F. Le Goïc; E. Le 
Maigre; E. Léotard ; P. Letourneur ; R. Manen; GC. Marie; P,. Marion ; 
DC. Marquet ; Méheust-Bily ; E. Méline ; P. Millevoye ; M. Oger ; F. Ollivier ; 
E. Paris ; L. Patin,; A. Pichon ; E. Piguet ; P. Plisson ; Ponde ; A. Popescu ; 
Remondet: M. Rivière; A. Rozier; R.Ruchon; Saffrey ; A.Ste Laguë; A. Sallin : 
- G. Schoonheere ; A’ Tardieu ; G. Tastet; M. Teulié ; R. Thomas ; G, Trannoy ; 
 P:Tribier; R. Van Cauwenberghe ; Vascon ; E. Vaunac ; H. Varennes; Venét; 
| F. Vérot ; Vial ; J. Vignier ; M. Vimont; L. Deschamps.] 
J 


4491.— Vérifier l'identité 
(a? + BPHce+ ab DE bc + ca}? = (ab + bc + ca)? 
É ; + (a + b+ ca? ++ c?), 
Posons a? +b?+c = A, 
n en déduit : 
(a+b+c) = ? 4 D? + © + 2(ab + bc + ca) = A +98. 
L'identité à vérifier s'écrit alors 


(A+ B)? = B?+ (A + 9B)4, 


ab + bc+ ca = B; 









ri A. Prost; R, Ruchon ; | ou 
« Pr ; G. Schoonheere ; G. Tastet; P. Tribier ; R. Van Cau- | 
18: 


| et se transforme ainsi en une identité connue. 
pe L 


L'ACSP PANNES 


: LE à 


ur ” _ 
(A + B} = A? + 2AB + B?, 


(Prenne MILLEVOYE, lycée de Lyon.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet; Ed. Ardin-Delteil; Aulagnier ; 
L. Barberot; V. Barol; F. Bellec; E. Bernard ; F. Beynas ; C. Billionnet ; 
L. Bois ; Borgey ; E. Bouby ; G. Boudon ; J. Bouvier ; C. Broutin ; G. Canel ; 
H. Carpentier ; E. Chardiny ; G. Chiché; F. Clabault ; R. Coural ; L. Curt; 
F. Deit ; G. Delahaye : P. Delolme ; L. Deschamps ; F. Deville ; R. Dickson ; 
J. Fiton ; G. Foucry ; E. Framboise ; E. Gernez-Pfanmatter ; L. Giboin ; 
M. Gondran ; R. Henry; P. Herrmann ; H. Janois ; Javelot ; G. Labille; F. La- 
lescu ; R. Lavallée ; À. Lecontour ; C. Lefebvre ; P. Letourneur ; P. Le Verrier; 
P. Macherey ; P. Marion; J. Monneret; G. Nazare : G. Nuzeret ; M. Oger ; 
F. Ollivier ; J. Pémartin ; A. Picaon ; Pinet-Libertie ; Ph. Plisson ; A. Popescu: 
A. Prost ; H. Roure ; A. Rozier ; R. Ruchon ; J. de Saint-Julien ; J. Sallaud ; 
G. Schoonheere ; G. Tastet: A. Texonnière ; P. Tribier ; Uzan ; H. Varennes ; 
F. Vérot ; Vial; Vien ; J. Vignier ; E. Wach ; B. Carrière; H. Casse; A. Gi- 
rondé ; Le Maigre; L. Leroux; À Lescure ; Bellencourt; M. Jousset ; H. Le- 
fèvre ; J. Sire ; Venet.] 


©  _ — 


GÉOMÉTRIE 
4493. — Construire un triangle connaissant l'angle A, le 
Il l l 
périmètre 2p et la somme Pr + AT: 


Supposons le problème résolu : soit ABC le triangle cherché. 
On sait que le demi-périmètre p est égal au segment AD com- 
pris entre A et.le point de 
contact D du cercle O ex- 
inscrit dans l’angle A. 

D'ailleurs, si par le pied 1] 
de la bissectrice AO, on 
mène [K parallèle au côté 
AC, on a 





KB — IB 
on déduit de là 
AE on gp 
AK EKB 7 b+c 
ou fee 2 
b+c 
Le point K est alors connu, ce qui conduit à cette construc- 
tion : 
Sur le côté AX de l’angle donné XAY, on prend AD —p 
et AK —7; on mène la bissectrice de l’angle XAY qui ren- 


contre en © la perpendiculaire élevée en D à AX eten 1 la 
parallèle à AY issue de K ; on décrit le cercle de centre 0 et de 
rayon OD, puis de 1 on mène à ce cercle une tangente qui 
détermine les sommets B et C du triangle. 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut et il 
suffit que le point 1 soit compris entre A et le cercle O, c’est-à- 


dire que l'on ait 


AI < AO — OD. 

Or, Al, base du triangle isocèle AIK, a pour valeur 
2AL="21 cos À ; d'autre part, le triangle rectangle AOD 
donne è 

np OD = pig +. 


A 


La condition de possibilité devient donc’ 


A 
2 cos << pig À 
COS — 
: 2 


La A x A 
ou, en divisant par cos —-; facteur toujours positif, 


… 








ve » 


se 


TE 


PR D ° p—__— 





2 < Fu ; 
cos TE 
ou encore 2 K ii: 


(G. SCHOONHEERE, école professionnelle de Vierzon.) 


Ontresolu cette question : MM.C. Billionnet; L. Bois; H. Carpentier; J. Fiton ; 
M. Gondran ; E. Kornis; Lehmann ; Oger ; J. Poirier ; H. L. ; P. Le Verrier ; 
G. Tastet ; ?. Tribier ; Vial.) 


4495. — On donne un triangle ABC rectangle en À et Le 
cercle circonscrit de centre O0. Aux triangles AOC et AOB on 
circonscrit deux cercles de centres O1 et Où. 

1° Démontrer que les tangentes en À aux deux cercles Oi et O: 
sont rectangulaires. | 

2° Démontrer que la tangente en À au cercle O est parallèle à 
la ligne des centres O10:. 

3° Démontrer que le quadrilatère AO,00: est inscriptible. 

40 Le point A et la direction BG etant supposés fixes, trouver le 
lieu du point y, centre du cercle circonscrit au quadrilatère 
A0:00: lorsque le point O décrit la droite OA. 

50 Trouver entre les rayons des cercles O, y, O1, 0: une rela- 
tion qui ne renferme pas les côtés du triangle. 


1° Les deux triangles AO10:, 00:02 ayant un côté commun et 
deux côtés égaux.sont égaux. 

Or les côtés 00:, 00 du 
second triangle sont respecti- 
vement perpendiculaires aux 
milieux des cordes AC, AB, 
communes au cercle O et aux 
cercles O1, O: ; l'angle 0,00, 
est donc droit comme sup- 
plément de l'angle droit BAC. 
Dès lors les rayons AO, et 
AO: sont rectangulaires, et 
comme tels, tangents respec- 
tivement aux cercles O», O:, 
ce qui établit la première 
partie, 

29 La tangente en A au cercle O et la ligne des centres 0,0, 
étant toutes deux perpendiculaires à la droite AO sont parallèles. 

3° Le quadrilatère A0:00: ayant les angles opposés A et 0 
droits est inscriptible dans un cercle de diamètre 0:02. \ 

4° Le côté BC fait par hypothèse un angle constant avec la 
médiane fixe AO du triangle ABC; dans le triangle A0:0;, sem- 
blable à ABC, l'angle AO: homologue de AOB est donc cons- 
tant, ainsi que son complément IAy. La droite Ay faisant ainsi 
un angle constant avec la droite fixe AO est fixe et représente le 
lieu du point y. 

Tout point y de cette droite appartient d’ailleurs au lieu, puis- 
qu'à ce point correspond toujours sur AO un point O tel que: 
YO = YA. 

5° Égalons deux expressions du double de l’aire du triangle rec- 
tangle A0:0;; nous aurons 


AO:.A0: = Al. 0,01, 





ou, comme 


NET et 


+) 


A 


0:01 = 2AY, 
AO1.A0: — A0.Ay. 


à 


#: 4 HE : à L " ss ‘0 FA PURE VE + £ n S » É Ke AU EE 
Cette dernière relation exprime que le produit des rayons des 


.… D: 
ER. ce DR " ve 


Ébd < - 
ÉLIRE 
* à vo # 


cercles O, et O: est égal au produit des rayons des ce cles 
0 et +. k , & 
re * .  (VIAL, à Tournüs.) 














{Ont résolu cette question: Mie M. Turpain; MM. V. Barol; R. Bazin; 
F. Beynas ; C. Billionnet ; L. Bois ; E. Bonjan; J. Borgey; E. Bouby; G. Canel; 
H. Carpentier ; G. Delahaye ; P. Delolme; R. Dickson ; G. Dujardin ; Famechon, 
G. Foucry ; E. Framtoise ; E. Garry ; R. Henry ; H. Janois; H. L.; C. La- 
bille ; Ch. Lefebvre ; E. Le Maigre ; E. Leotard ; Le Révérend; L. Leroux ; 
P. Letourneur ; E. Lôffler ; Ch. Marrot ; P. Macherey ; J, Monneret; M. Oger ;- 
M. Pinçon ; Ph. Plisson; H. Roure ; E. de Rycker ; G. Schoonheere ; E. Schultz: 
G. Tastet; P. Tribier; L. Troin; F. Vérot; P. Vien; Clabault; Courals 
L. Deschamps; Herrmann.]| x 
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4496. — Un aérostat, de parois inextensibles, complètement 
gonflé d'hydrogène à la pression extérieure de 76°% et dont les 
agrès pèsent 100%8, possède au départ une force ascensionnelle 
de 10kk. À quelle hauteur s'élèvera-t-il si l'on admet que la tem- | 
pérature ne varie pas, mais que la pression atmosphérique diminue 
régulièrement de Inn par 10% d'ascension ? A 

Densité de l'hydrogène 0,07. . 

(Bacc. leltres-math., Poitiers, juillet 1898.) 


La force ascensionnelle d'un ballon est égale à la différence 
entre le poids de l’air déplacé et le poids du gaz augmenté du 
poids des agrès. On a donc, V désignant le volume du ballon 
exprimé en mètres cubes, à | 

10 = VX 15,293 — (V >< 1K5,293 >< 0,07 + 100), 
d'où l’on tire | 
VIRUS 
1,293 X 0,93 | | 
Désignons par x la hauteur atteinte par le ballon. A cette 
hauteur, la pression de l'hydrogène et la pression extérieure 
RE PRALE. 
100 100 
s'arrête, la force ascensionnelle est devenue nulle; on a donc 
l'équation 


sont égales à Lorsque le ballon 


V>x<c1,293%< pee 
En remplaçant V par sa valeur, il vient | 
11(7 600 — x) 11:X 0,07(7 600 — x) 

ou 100 >< 0,93 >< 760 = 11(7600 —æ)(1 — 0,07), À 
d'où l'on tire æ —= 690%,90, | 

(LE RÉVÉREND, à Coutances.) 

[Ont résolu la même question: MM. L. Barberot ; C. Billionnet; L. Bois ; 


J. Bouvier; L: Curt; R. Depasse; Famechon ; P. Marion; M. Oger ; A: Pi- 
chon ; E. Schultz ; G. Verlinden,; N. Casse; J. Coupat.l b . , 


* 


7600 —x 


> A 9 PDT TO 
VE<1,2932<0;0702e 7600 


—100 = 0. 


100 


+ 


4497. — Etant donnée une lentille convergente de distance 
focale f, on demande pour quelle position d'un objet la distance 
entre cet objet et son image sera minimum. | . 

(Bacc. lettres-math., Bastia, juillet 1898.) 





Posons p+y = d. J 
On a 
I 1181: 
D HRCCTR 
d'où D? — dp + df = 0 ® . N 
| - Eu 
à 7 1e &f) 
* 
di: i jé 


L 
+ dis Li l 
rs Mots “is cs gt POS D 




















AT ee TER? CAE re L Ü 


_ La condition de réalité exige que l’on ait LÉ 


| d—#f>0; 


_ donc #4f est le minimum demandé. 


On a alors 
p=p = ?f, 
c'est-à-dire que l’objet et son image sont à une distance de la 
lentille égale au double de la distance focale principale ; l'image 
est égale à l’objet. 
(ARDIN-DELTEIL..) 


[Ont résolu la même question ; Mlle A. Compana; MM. C. Billionnet; L. Bois; 
Borgey } E. Bouly ; P. Delolme ; R. Depasse; R. Dickson ; J. Fiton ; E. Gernez; 
R. Henry ; H. Janois; G. Lallière ; J. Lamotte ; E. Le Maigre ; A. Lescure ; 
P. Letourneur ; Liaudat ; P. Macherey ; J. Ménéchal ; M. Oger ; A. Sallin ; 
P. Tribier; Via! ; Viesq ; M. Jousset:; M. Pinçon.] 


—— —— ——————— —"# 


CONCOURS DE 1898 


ÉCOLE MILITAIRE DE L'ARTILLERIE ET DU GÉNIE 


(Versailles.) 


I. — Division de l'Artillerie et du Génie. 
(Candidats de l'artillerie et du génie.) 


Arithmétique. 


I. — Extraction de la racine carrée. 

Raisonner sur le nombre 74529. 

H. — Si un nombre entier qui divise le produit de deux autres 
nombres entiers est premier avec l'un de ces nombres, il divise l'autre. 
Démonstration. 

III. — On place une somme de 14716fr en rentes 3 1/2 °/,, à un 
moment où le cours de la rente est 106,15. Quel revenu aura-t-on par 
trimestre? 

IV. — Un train est remorqué de Paris à Rouen par deux locomotives 
dont les roues ont respectivement 2,04 et 22,12 de diamètre, A l'arrivée 
à Rouen, les roues de la première ont fait 824 tours de plus que celles 
de la deuxième. Quelle est, en kilomètres, la distance de Paris à Rouen? 
Prendre x = 3,1i. 6 

(2 décembre, de 1 hk. 1,2 a 5 k. 1/2.) 


Algèbre. 
I. — Comment fait-on l'addition, la soustraction, la multiplication, la 


division de deux radicaux ? 
Application aux deux radicaux 
us De 
x + bæ. 
a + b 


, V a+b 
(42 — 
LI. — Effectuer la division du binome aÿ—+b par le binome a—b. 
Ii, — Résoudre l'équation bicarrée 2x' — 11%? + 12 — 
IV. — Résoudre le système d'équations 
# È ( 44 
vx — Vy = TE FT 
V. — Mener dans un cylindre un plan parallèle à la base à une distance 
telle que le cône ayant pour base la section ainsi déterminée et pour 


sommet le centre de la base du cylindre, ait un volume égal au quart 
du volume du cylindre. 


a? + ax et 








| 


T—Y —= 


(3 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 


Géométrie. 


I. — Démontrer que les médianes d'un triangle se coupent en un 
même point situé aux 2/3 de leur longueur à partir du sommet. 


If. — Par un point A, extérieur à une circonférence, mener une 
sécante ABC, telle que la partie extérieure AB soit égale à la corde BC 
interceptée sur cette circonférence. 

IL, — Connaissant le côté à d'un polygone régulier inscrit dans un 
cercle de rayon R, calculer le côté a du polygone régulier inscrit d'un 
nombre de côtés double. | 

IV. — Qu'appelle-t-on figures semblables, côtés homologues, rapport 
de similitude ? Enoneer et démontrer les eas de similitude des triangles, 
(5 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 hk. 1/2.) 


v2 


4 Trigonométrie. 


[. — Connaissant les lignes trigonométriques des ares & et b, calculer 
celles des arcs a+b et a —b. 


IT. — Résoudre le triangle dans lequel on connait : 
a = 45 325,46, B = 330 34'49",6, C0 25209 0: 
Calculer À, b, cet S. 
Les calculs doivent être reproduits sur la copie. 
(Trigonométrie et Topographie, 6 décembre, de 7h. 1/2 à 11 h. 1/2.) 


II. — Division du train des équipages. 


(Candidats de l'artillerie, du génie, de la cavalerie et du train 
des équipages militaires.) 


Arithmétique. 
ù Il 9 


EL — Donner, en raisonnant sur les fractions ——; Gr À 
20 


’ la 
8 12 
théorie de la réduction des fractions au plus petit dénominateur 
commun. 

I. — I a fallu 7 jours 1/2 à 25 ouvriers travaillant 9 heures par jour 
pour creuser un fossé de 925me, Combien faudrait-il de temps à 17 
ouvriers travaillant 8 h. 1/2 par jour pour creuser un fossé de 1450me ? 

HT. — Combien peut-on fabriquer de pièces de 0fr,50 avec un lingot 
de 8#88r au titre de 0,900, sachant que la pièce de 0fr,50 pèse 2s5°,5 et 
qu'elle est au titre de 0,835 ? La tolérance légale sur le titre étant 0,002, 
pent-on en usant de cette tolérance fabriquer une pièce de plus? 

IV. — Un terrain vaut 2,90 le mètre carré. Combien paiera-t-on 
une parcelle de 1 hectare 49 ares 25 centiares ? Quel est le rapport de 

lare et de l'hectare au kilomètre carré ? 
(8 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 

Géométrie. 

[. — Somme des angles d'un triangle. — 
Somme des angles d’un polygone convexe. 
— Énoncé et démonstration. 

IL. — Etant donnés une circonférence et 
un point intérieur, trouver la plus petite 
corde qui passe par ce point. 

If. — Calculer en décimètres cubes le 
volume d'une pyramide ABCDE qui a pour 
hauteur EH—=1#35 et pour base un 

trapèze dont les dimensions sont les sui- 
vantes : hauteur NM—1",10, grande 
base AB —0%,90, petite base CD = 0,50. 
(Géométrie et Topographie, 9 décembre. de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 
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BACCALAURÉATS 


PARIS 
SESSION DE JUILLET 1898 


Lettres-mathématiques. 


I. — Un rectangle dont les côtés sont a et b tourne autour d'un axe 
passant par un de ses sommets et situé dans son plan. 

On demande de déterminer l'angle © de cet axe avec le côté du rec- 
tangle-dont la longueur est a, de telle façon que le volume engendré par 


le rectangle soit égal à V. — Discuter. 
IE. — 1er sujet. — Centre des forces parallèles. 
IL. — 2° sujet. — Composition des forces appliquées à un corps solide. 


I. — 3° sujet. — Théorie des couples. 





I. — 4507. Un cylindre disposé verticalement dans l'air est fermé à 
la partie inférieure par une paroi rigide et fixe, et à la partie supérieure 
par un piston P, parfaitement mobile, qui pèse sur le gaz contenu dans 
ce cylindre et le comprime, Le gaz occupe dans le cylindre une hauteur 
de 60cm. 

On retourne l'appareil de manière à placer le haut en bas. Le piston 
descend de 5cm, la température étant restée constante. 

On demande quel est le poids de ce piston, 

La pression atmosphérique est mesurée par une colonne de mercure 
de 75cm à 0e, 








Ù 





Densité du mercure 13,6. #40 
La section du cylindre est de 754, + 


IT. — 1er sujet. — Hauteur des sons ; sa mesure. , 
Il, — 2° sujet. — Vibrations transversales des cordes. Har moniques. 
IL. — 3e sujet. — Emission et absorption de la chaleur. 


Lettres-sciences. 


I. — 4508. Par un point M d’une ellipse définie par son grand axe 
2a et sa distance focale 2c on mène la normale MN jusqu'a la rencontre 
du grand axe en N, et les rayons vecteurs MF et MF. On projette la 

normale MN sur les deux rayons vecteurs en 
Mn et Mn : 


M 
LR 19 Démontrer que ces projections Sont 
4 MALE ADS 


égales à  —"—— ; 
ê a 


20 Exprimer la surface du quadrilatère 
MnNn' et trouver la position de M pour laquelle 
ce quadrilatère est maximum ; 

3° Exprimer la valeur de la tangente de l'angle x des deux rayons 
vecteurs pour le cas où la surface du quadrilatère vaut la moitié de 
celle du quadrilatère maximum ; 

4° Déterminer graphiquement la position du point M dans ce cas, en 
supposant 2a— 10 et 2c —8, 

I. — 1er sujet. — Rotations : applications à la détermination de la 
vraie grandeur d'un segment de droite ; à l'inclinaison d'une droite sur 
chacun des plans de projection et à l'inclinaison d’un plan sur les plans 
de projection. 

IT. — 2e sujet. — Ombre propre et ombre portée d'une sphère don- 
née par les projections de ses contours apparents sur les plans de pro- 
jection. Le rayon de lumière vient de l'infini et a pour direction celle 
de la droite LL’ donnée par ses projections. 

I. — 3e sujet. — Application de la méthode des plans cotés à la dé- 
termination de l'intersection de deux plans et de l'intersection d'une 
droite et d’un plan. 


1. — De l'air saturé de vapeur d'eau, à 11° et sous la pression de 
168mm de mercure, occupe un volume de 101it, Que deviendra le vo- 
lume de cet air complètement desséché à la température de 15° et sous 
la pression de 750mm de mercure ? La pression maximum de la vapeur 
d’eau à 110 est de 10mm,074. 


I, — 1e sujet. — Manomètre à air comprimé. — Siphon. 
Il. — 2e sujet. — Lois fondamentales des courants. 
Il. — 3° sujet. — Spectroscope ; analyse spectrale. 


SESSION D'OCTOBRE 


Lettres-mathématiques. 


1. — 4509. Soit N un nombre entier; on effectue sur lui l'opération 
de la racine carrée. Soient a la racine carrée à une unité près par 
défaut et r le reste de l'opération. 

On divise .N par a et l’on appelle 7” 
quel cas +" sera-t-il égal à r ; et, s’il n’est par égal à r, à quoi r’ est-il 


égal ? 
Il, — 1e" sujet. — Expliquer le système métrique. 
IL. — 2e sujet. — Propriété de la tangente à l'hélice. 
IT. — 3° sujet. — Qu'est-ce que diviser une droite en moyenne et. 


extrème raison ? Application au décagone régulier. 


1. — 4510. On dispose d'un certain nombre d'éléments de pile ayant 
chacun 1°hx de résistance intérieure et 2"% de force électromotrice. 
Combien doit-on associer en tension de ces éléments pour obtenir un 


1 : fe 
courant de — ampère avec une résistance extérieure à la pile de 54ohms? 


= 


Quelle est la quantité de chaleur dégagée en une minute dans le fil 
conjonctif de 54ohms, sachant qu'un courant d'un ampère dégage en une 





seconde dans un fil d’un ohm de petite calorie ? 


&, 
IL — jer sujet. — Lunette astronomique. 
Il. — 2e sujet. — Télescope de Newton. 
Il. — 3e sujet. — Microscope composé. 


Lettres-sciences.. 


L — 4511. On donne un triangle rectangle ABC dont les côtés ont 
pour mesure à, b, © et l’on construit Sur ces trois côtés, extérieure- 
ment au triangle et dans son plan, des carrés. Calculer les distances du 
centre de gravité de Ta surface de la figure ainsi formée aux deux côtés 
de l'angle droit, de façon à déterminer la position de ce ventre de 
gravité. Appliquer les résultats obtenus au cas où €, le plus petit côté 
du triangle, vaut la moitié de a, l'hypoténuse, 


le reste de cette division. Dans: 


IL — 7er he — Démons que l'équation re y = 0 re 


présente une droite. Construire cette droite pour A=5, B=—3, 


C——7, et en faire connaître le coefficient angulaire. | 
IL. — 2e sujet. — Etudier la variation de la fonction De 
y ar br + c. 0 * ATEN 


IT. — 3° sujet. — Faire connaître la dérivée d'une somme, d'un pro-. 


duit, d’un quotient, en appuyant chaque réponse d'une démonstration. 


[. — Dans un premier vase, on a de l’eau à 4; dans un second, de | 


l'eau à 84°, Combien doit-on prendre de kilogrammes d’eau dans chacun 
d'eux pour former un bain de 120K8 à 240? 


à gaz. 

I. — 2e sujet. — Vibrations transversales des cordes ; lois erPArIESS 
tales. 

IT. — 3e sujet. — Intervalles musicaux ; gammes. * 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4512. — Eliminer æ et y entre les équations 





il 
atrt 


DATÉE, Éy + EU 
45 Zy 

4513. — Etant donné un 
triangle ABC, on construit le tri- 
angle FGH formé par les bissec- 
trices extérieures des angles 
A, B,C; soient D et E les points 
où les bissectrices de l'angle A 
rencontrent le côté BC; K le 
point de rencontre de DG et de 
AB; L le point de rencontre 
de DF et de AC. Prouver que 
les points E, K, L sont en ligne 
droite avec le centre 1 du cercle 





inscrit au triangle. x 
H (M. Reseix, lycée du Puy.) 
45144.— Etant données deux circonférences 0 et 0’ tangentes en A 


et B à une de leurs tangentes communes, on trace une troisième cir- 
conférence 0” tangente aux deux premières respectivement en Cet D. 
Démontrer que : 

19 les droites AC et BD se coupent en un point M de la circonfé- 
renCeU ts , 

20 les quatre points A,B, CG, D sont sur une mème circonférence ; 

3° la tangente en M à la circonférence 0"-est parallèle à la droite AB. 

(Corcor, professeur au lycée de Chaumont.) 


4545. — Dans un triangle rectangle ABC, on dirige à volonté les” 


droites qui portent les côtés BC, CA, "AB du triangle, et l'on désigne 
par a,f$,7y ces droites dirigées : on pose. 
a = BC, b = CA, c — AB, 
1°0na 


a+b+c=2%. 


4p° = 2(a + ba +0), 4p(p — a) = 2be. , 

20 Si l'on appelle pseudo-bissectrice de l'angle (x, y) de deux droites : 
dirigées la bissectrice de l'angle adjacent supplémentaire, et si l'on con- 
sidère les pseudo-bissectrices BE et CF des angles (x, y) et (æ, 8), les- 








quelles se coupent au centre I du cyele inscrit au triangle (!), on à ' 
—2 2ac° — 2ab? 
BE ; CrE—= ; 
a+ C a+b 
et l’on peut écrire , 


BE x CF — 2aAp — 4), 
ce produit étant positif lorsque le eyele inscrit est le cercle inserit. 
3° On a , 
BIAU CI 1 
pre ce Er | è 
BE CF 
. (G. FontTExé.) 
137 ‘| k 


nes = 


à T 
4516. —M in — 
ontrer [ie sin T0 10 n 





(1) Cf. Géométrie dirigée, lib. Nony. 
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4425. — Démontrer que le produit de trois nombres entiers 
consécutifs est toujours divisible par 504 si le nombre intermé- 
diaire est un cube parfait. 


Soit n le nombre intermédiaire ; il faut démontrer que le pro- 
* duit 
(n$ — 1}n{n° + 1) 
est divisible par 
DOM ER SX 2. 

Il suffit d'établir cette divisibilité par chacun des facteurs 2", 
3 ethT: 

Divisibilité par 28. — Si n est pair, n° est multiple de 2; si 
n est impair, n° l’est également, n°—1 et n° +1 sont deux 
nombres pairs conséculifs, dont l’un au moins est divisible par 


4; leur produit est donc divisible par 2x 4 = 23, 
Divisibilité par 32. — Si n —m.3, la divisibilité par 3? est 


manifeste ; si n—m.3+ 1, 


5 — 1 —(n— 1} +n+1l) = m3xm.3— m",3; 
si n=m.3— |, 
cm +i =(n+ lun +1) = m.3X m.3 = m'.32, 
Divisibilité par 7. — Sin est divisible par 7, la divisibilité est 
évidente ; s’il ne l’est pas, il faut prouver que n°—1 ou n'+1 
l’est. Or, un nombre entier qui n’est pas multiple de 7 est de 
l’une des formes 
VER des if ne de MS PERS 
par conséquent son cube, comme on le voit en faisant le dévelop- 
pement, est de l’une des formes 


) Mel 1, MTL ES, 12 CRE a cf 
c'est-à-dire 
m".1# 1, m1 ÆE1, W #1 Cl: 


et le cube augmenté ou diminué d’une unité est divisible par 7. 


Remarque. — En appliquant le théorème de Fermat, on voit 
immédiatement que (n° — 1)(n°+ 1) = n° —1{ = nt — 1 est 
divisible par 7 lorsque n ne l’est pas. 


| | 1 (L. CURT, école normale de Bourg.) 

[Ont résolu la même question : Mlle Maria Pont ; MM. C. Barbe ; E. Baudoin ; 
L. Blanc ; V. Bonzom; C. Bourvéau ; Bouzy ; Burgat; E. Chaineau; A. Chapron ; 
M. Cryé; H. Damoiseau; M. Drovin; C. Dupuis; J. Fiton; G. Foucry; 
E. Gernez-Pfanmatter ; G. Girot; P. Guillemin ; R. Henry: L. Hubert ; R. Hüe ; 
H. Janois: Ch. Lefebvre ; P. Le Hénaff; Lehmann ; G. Le Sage; R. Manen ; 
J. Ménéchal ; M. Oger: N. Plakhowo; L. Pont; M. Rebeix; Remondet; J. Rigal ; 

F. Sol; G. Tastet; R. Thomas ; H, Tourrette ; 


E. Rousset ; C. Rouxbédat ; 
P. Tribier ; E. Vaunac.] 
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4426. — Résoudre et discuter le système des trois équations 
(mm + 2)x — (3m + 4ly — 3 = Tim? — 6m — 16, 
— (3m + 4) + (im + 2)y — 3 = Tm? — 6m — 16, 
a + y + (2m +1)5+ Tim? — Gm— 16 = 0; 
ceci fait, chercher entre quelles limites doit varier m pour que les 


valeurs de x, de y, de zx soient comprises entre (13— T0m) et 
I(TOm — 67). 
tetranchons membre à membre les deux premières équations ; 
il vient 
(4m + 6)x— (4m + 6)y = 0, 


CE NT 


(4) 


/ 
ce qui donne 
en supposant le coefficient #m<+6 différent de zéro. 

Remplaçons alors æ par y dans l’une des deux premièrés 
équations et dans la troisième ; nous aurons 


— 2(m+ ty — 3 = Tim? — 6m — 16 
2y + (2m + 1)3 — (in? — 6m — 16) 


et, en ajoutant membre à membre, 


49 
LA 


_—— 


— 2my + 2m3 = 0, 


— = 


ce qui entraine ! en supposant mZ 0. 
On déduit ensuite facilement de l’une des équations (2), 


Im? — 6m — 16 
1 eee 7, ————— ——— 


— + — 





— (2m +3) 
Cette solution unique résout le système proposé, sauf dans les 
z 26 5: : 
cas réservés OÙ m—— et m0. 
Dans le cas de m———, l'équation (1) devient une iden- 


tité, ce qui prouve que les deux premières équations du système 
donné deviennent identiques ; les trois équations proposées se 
réduisent à deux; il y a indétermination si ces équations sont 
compatibles, impossibilité si elles ne le sont pas. 


Faisons m——— dans la première et la dernière équation; 


elles deviennent 


+] «© 


9 3 
(—<+2)e- (5): nu D nr De Le 


n A 


d x d 
En tm ra eat Le ; 


c'est-à-dire 


elles sont évidemment incompatibles. 
Pour. m —0, on peut toujours former l'équation (1) et par 
suite en conclure x = y; + on peut ensuite former les équations 





(2) ; en y faisant » = 0, elles deviennent identiques, et four- 
nissent l'équation unique ; 
2y + 3 — 16. 

Le système se réduit donc aux deux équations 
= y, 
2y + 3 = 16; 
il est indéterminée. Une inconnue est arbitraire. 
Revenons maintenant au cas général. 
Pour que la valeur de æ soil comprise entre les quantités 
73 — T0m et 10m — 67, il faut et il suffit que l’on ait 
[a — (13 — T0m)][x — (70m — 617)] < 0. 
Remplaçons x par sa valeur; cette inégalité devient 
fie ter 1m + 10m — 67) 0: 
2m + 3 2m + 3 
ou, en multipliant par le nombre positif (2m + 3)° et simplifiant, 
(— 133m? — 70m + 203)(147m° + 70m — 914) 0: 
ou, en supprimant le facteur commun 7 dans chaque parenthèse, 
(— 19m? — 10m + 29)(21m? + 10m — 31) < 0. 
Après décomposition de chaque trinome en un produit, l'inéga- 
lité s'écrit 
29 31 
— 19(m — s(m+) X 21 (m — 1) + À) <= ŒUs 


ou, en divisant par le facteur négatif —19 >< 21 (m—1})*, 


9 
(on + F) (on + +) mi: 


+ 73 — rom ( 


Cette dernière inégalité est satisfaite pour toute valeur de "= 
extérieure à l'intervalle 


(5 Ni 
19 ? 21 }° 


(M. OGER, école normale de Poitiers.) 


[Ont résolu la même question : MM. C. Bourvéau, à Kernével : A. Bouzy, 
à Vervins ; Burgat, école normale d'Albertville; Lehmann, à Alger-Bouzaréah ; 
C. Rouxbédat, à Mortagne-sur-Sèvre ; H. Tourrette, école normale du Puy.] 


4427. — Etant donnés deux points O et P, on considère, en 
géométrie plane, tous les cercles qui passent par O et qui sont tels 
que les deux tangentes menées à chacun d'eux par le point P soient 
rectangulaires : \° déterminer géométriquement un cercle répondant 
aux conditions précédentes, sachant en outre que sonrayon est donné; 
20 déterminer par le calcul le centre d'un cercle répondant aux 
conditions primitivement données, sachant que ce centre doit se 
trouver sur une droite donnée AB rencontrant la droite OP en un 
point À et faisant avec cette droite un angle donné a. — Discuter. 
— On posera OP—=d, OA=a, 


1° Soit C un cercle passant par le point O et tel que les deux 
tangentes PD, PE soient rectangulaires. 

Tirons les rayons CO, CD, CE etla 
droite CP. Le quadrilatère CDPE ayant 
les angles en D, P, E droits et les côtés 
CD, CE égaux est un carré ; donc 
CP—RY/2. Toutrevient alors à cons - 
truire le triangle OPC, dont la base 
OP —d est connue, ainsi que la gran- 
deur des deux autres côtés: OC—R 
et "CPE RAR 
La seule condition de possibilité est 

Rÿ2—R < 4 <R+RyY2; 








SUR LUE LA #3 Taie — « 
À À L , lt. é. ns [ An” \ 
FAT à NAT ART 2A TU er, 


dès que l’on donne à 4 sa plus petite ou sa plus grande valeur 
possible: , + 

2° Nous pouvons supposer que l'angle « donné représente l’angle 
aigu formé par AB avec OP. Propo- 
sons-nous alors de déterminer la dis- 
tance AC—x defaçon que la condition 
CP —OCY2, qui définit les cercles €, 
soit remplie. 

Dans le triangle, ACP, le côté CP est 
opposé à l'angle « compris entre les 
côtés AC—x et AP—d—a;! donc 





Le triangle OAC donne de même, en 
observant que cos (1809 — à) = — cos «a, 
OC? = x? + a? + 2wa cos a. : (2) 
La condition CP—O0C/2 ou CP—20C devient alors 
am? + (d— a)? — 2x(d — a) cos à = 2x? + 2a? + 4wa cos à, 
ou flæ) = a? + 2{d + a) cos a.x + 2a? — (d — a)*° = 
La mise en équation suppose le point À compris entre O et P, et 
le point C du même côté que B.par rapport à A. En prenant C 
du côté opposé à B par rapport à A, il est aisé de voir que l’équa- 
tion correspondante ne diffère de la précédente que par le chan- 


| gement du signe de x; toute racine négative de l'équation 


f(x) =0, portée sur AB prolongé, convient donc au problème. 
Examinons maintenant ce qui arrive lorsque Le point A est pris 
sur l’un des prolongements de OP. 7 
| jer Cas de figure. — CP est opposé 
B à l’angle « compris entre les côtés 
AG— — x et AP—a—d; la rela- 
tion (1) n'étant pas altérée par le chan- 
gement simultané du signe de d—a 
et de æ subsiste. La relation (2) s'étend 
d’ailleurs à cette nouvelle figure, et par 
suite l'équation du problème ne change 
pas. | 
2° Cas de figure. — CP est-opposé à l'angle « compris entre 
les côtés AC—x et AP—a+d; pour 
que la relation (1) subsiste, il faut alors 
prendre négativement le segment OA—a, 
C qui a changé de sens. OC est opposé à 
l'angle « compris entre les côtés AG = x 
et AO—=a; larelation (2), dans laquelle 
a et cosa changent de signe en même 
temps, reste la même. 
Il résulte de là que l'équation ’ 


f(æ) = &? + 2 (d+ a) cos a.x +2a?—(d—a) = 
s'applique à tous les cas de figure si l’on considère les valeurs 
positives ou négatives de x et de a. 


B 


A O'4NP 


+ 


Discussion. — D'après ce qui précède, le problème admet:tou- 
jours deux solutions pourvu que les deux racines de l'équation 
f(æ) —0 soient réelles. La condition de réalité est 
. (d + a)? cos? à — 24? + (d —a) > 0, 
ou, en remplaçant cos? « par 1— sin?« et simplifiant, 

2d?—(d + a) sin? a > 0, 
ce qui peut s’écrire ‘ 
[(d + a)sin « — dy2 ]\(d + a)sin « + dÿ2 ] < 0, 
d’où l’on déduit É 
— d/2 < (d + a)sin à < dy2 


F 


' Es : Ms SOPRU TR 
lorsqu'elle est remplie, il existe deux points C symétriques par. 
rapport à OP. Ces points se confondent en un seul situé sur OP. 


CP? +(d— a) —2x(d—a)cos a. [rie 





1 


« 





éd me décris de : Lie fméign sjéi di. ADS 











+1)<e<a (À 1). Ms 
Sin x 


Lorsqu'on donne à & sa plus petite ou sa plus grande valeur, 


pus 


Sin & 
D 


les deux valeurs de x deviennent égales, et leur valeur com- 


mune est 
; æ — —(d+a) cos a: 


Les deux points C correspondant à toute autre valeur inter- 
médiaire de à sont de part et d'autre de A quand le produit des 
racines est négatif : 


—(d— a} < 0, 
inégalité satisfaite a: oi 
| r —af2< d—a < aÿ2, 
ou : — d(ÿ2 +1) <a << d(/2—1). 
Ces limites de & sont nécessairement comprises dans l’inter- 
valle des valeurs possibles de a, attendu que deux racines de 


signes contraires sont toujours réelles. 
Pour toute valeur possible de « non comprise entre 


— d(ÿ2+1) et d(ÿ2—1), 
les deux points C sont d'un même côté par Fin à A. Ce 


côté sera celui de B si la somme des racines, 2(d + a) cos 4, 
est positive, ce qui entraine a<—d, puisque cos « est posi- 


tif, « ayant été supposé aigu. 

Comme —d4 estcomprisentre —d(ÿ2+1) et d(ÿ2—1), 
on voit que les deux points C sont sur la droite AB ou sur son 
prolongement, suivant que l'on a 


Er 


Sin 


1) << a L<— d{ÿ2 +1), 


ou aWT— 1) <a < a( 1). 


sin x 


_ Solution géométrique. — Le lieu des centres C des cercles 
considérés est le même que celui des points C du plan tels que 
CP 8 
C0 — ta 
lieu est, comme on sait, 
une circonférence de dia- 
mètre DD’, D et D’ étant 
les deux points du lieu 
situés sur OP. Cette cir- 
conférence rencontre gé- 
néralement la droite don- 
née AB en deux points C 
et C’ répondant à la ques- 
L tion. 
Pour que ces points existent, il faut et il suffit que la droite AB 
soit comprise entre les deux tangentes au cercle AC: et A2C> 
menées parallèlement à AB. On doit done avoir 


OA < OA, et OA <& O4, 


Or ce dernier 





c'est-à-dire 
— O1 € a < OA. 
Les points C et C’ sont d’ailleurs de part et d’autre de A tant 


pue l'on a 
— OD' < a < OD. 
Il reste à exprimer les segments OA1, OA, OD et OD' en 
fonction de OP = 4 et de x. On a d’abord 
d—OD., 
OI 


d(ÿ2 +1), 





d — d(y2 — 1). 











LATEST 

Puis 
% IC, _ OD—O0D  OD'+0D 
Di OS At 7 2enal 
RTE 2 que +1); 
sin & SIn & 
OA: = res O1 — à| LE] 1). 
sin sin « 


On retrouve ainsi les iron de la discussion algébrique. 
(C. BOURVÉAU, instituteur à Kernével.) 


On pourrait se proposer de faire la mise en équation de 
manière qu’elle convienne à tous les cas et qu'on ne soit pas 
obligé de faire toutes les figures pos- 
sibles. 

Considérons deux droites orientées, 
sur lesquelles on a choisi les directions 
positives Ox et Oy, et soit à l'angle 
æOy (aigu ou obtus). En prenant sur 
Ox un point arbitraire M, sur Oy un 
point arbitraire P, on démontre aisé- 
ment qu'on a toujours 


MP° = OM? -+ OP? — 20M.OP cos z. 


Revenons alors au problème proposé. Prenons sur OP la 
direction OP comme direction positive Oz et désignons le seg- 





ment OÀ par a, ce nombre 
étant positif ou négatif suivant 
que OA et Oz sont de même 
sens ou de sens opposé. Pre- 
nons de même sur la droite 
donnée le sens positif Ay, et 














posons 
—- PSS 
48 AC; & = yAS. 
On aura toujours en grandeur et en signe 
CP? = AP° + AC? — 2AP.ACcos 2, 
OC” = OA? + AC —2AC.A0 cos x; 
mais AP — OP — OA = d— a, AD = —; 





en exprimant que CP 
cherchée 

(d— af + x?—2(d — a)xcos a = 2{a? + x? + 2dx cos a]; 
grâce à la généralité des relations employées, celte équation 
convient à tous les cas possibles. 


Curt, école normale de Bourg ; 


[Ont ré solu de mème question : MM. L. 
L. Ollié, à Auch ; C. Rouxbédat ; 


GRR D: 0: Hubert, à Cigné ; M. Oger; 
Salvetat ; H. HondRe H. Janois.] 


4428. — Un ballon, dont le volume est supposé invariable, 
contient de l'air saturé d'humidité ; la température est 10°, Il com- 
munique avec l'air extérieur par une étroite ouverture munie 
d'un robinet. Celui-ci étant ouvert, on porte le ballon à la tempé- 
rature de 20°. On demande quel sera l'état hygrométrique de l'air 
intérieur. 

La tension maximum de la vapeur à 100 est 92%,2 ef à 20° elle 
est 1Â7mm,4, La pression atmosphérique extérieure reste constante 
pendant l'expérience. 


: Tout se passe comme si le ballon était fermé par une soupape 





de poids négligeable. Quand on chauffe le ballon, une certaine 
quantité d'air humide s'échappe jusqu’à ce que la pression à l'in- 
térieur du ballon soit la même que dans l'atmosphère. 

Appelons V le volume du ballon. Le poids P de vapeur d’eau 





qu’il contient au début de l'expérience est 
P=IVi>< 1208200622 2< se S ee. 
x $& Die, TOO A De 
En portant le mélange gazeux à 20°, son volume deviendrait, 
il ion ne changeait pas tre 
si la pressio g pas, RTE Te 
Il s'échappe donc du ballon un volume gazeux égal à 
V(1 + 204) PME 
À + 10% 14100 


Cherchons le poids de vapeur d'eau que contient ce volume 
gazeux. 





Un volume Je contient un poids P de vapeur ; 
[VX sd PDU 
1 + 104 
On a donc 
bee tit : 
7 1+204 
Il reste par suite dans le ballon un poids de vapeur égal à 
Due PES de P(1 100), 
1 + 20a 1 + 204 
ou encore, en remplaçant P par sa valeur, : 
9,2 1 
VX 1,203 X 0,622 2 Xe (4) 


D'un autre côté, pour saturer l'atmosphère du ballon, il faut 
un poids de vapeur représenté par | 


17,4 1 

UE Henry 9 
MOTTE er @) 
L'état hygrométrique e étant le quotient de l'expression (1) 


par (2),on a 


NT 20220,672 


EE 92. WU 
(F: HT EEE T 


(ROUXBÉDAT, à Mortagne-sur-Sèvre.) 





[Ont résolu la même question : 


MM. Ardin-Delteil; Gernez ; 
H. Perdrix ; 


R Henry 
Rebeix ; Remondet ; H. Tourrette; E. Vaunac.]l 





+ 


ARITHMÉTIQUE 


4498. — Trouver les trois plus petits nombres entiers consécutifs 
tels que la somme de leurs cubes soit divisible par 10", m étant un 
nombre entier quelconque. 


Soient æ—1, x, æ+1 les trois nombres consécutifs. La somme 
de leurs cubes est 


(Go — 1) + ai + (x +1) = 3x(x? +2). 
Pour que cette somme soit divisible par 10”, il faut et il suffit 


qu'elle soit divisible séparément par les facteurs 2” et 5”, pre- 
miers entre eux. 


Condition de divisibilité par 2. — Comme le diviseur 2” est 
premier avec 3, il doit diviser l’un des nombres æ ou «+2, ou 
tous Les deux à la fois. Or la première hypothèse ne peut se pré- 
senter ici, puisque les nombres æ et a? +2 sont de même parité; 


48 | 
Te | _ : { 
î ” + M, 
ME 2 Là NP * " N he: 





















- nus no pe Wie Ds k 
: AR, 4 CARRE 
comme d'autre part k nombre a +2 estau plus divisible par : 2. 
lorsque « est pair, on doit avoir au moins | CRE : 
# ? L . 
= TUIL Or, l 


condition d’ailleurs suffisante, sauf si m— 1, cas examiné 
plus loin. 4 
Condition de divisibilité par 5%. — Le diviseur 5”, premier 


avec 3, ne peut que diviser æ, car s'il divisait x?+2, ce 
nombre serait terminé par les chiffres 0 ou 5 et x? par 


10—2 — 8 et 5—,2 =", 
ce qui est impossible : aucun carré parfait n'étant terminé par les 
chiffres 3 ou 8. On peut donc poser 


Me MUC | ; 
Le plus petit nombre x satisfaisant à la fois aux Ro T. condi- 


tions précédentes est dès lors 
Di MEET 5. 10m-1, 


Dans le cas particulier où m — 1, le nombre x devant être 
pair et divisible par 5 est au moins égal à 10, et Les trois plus *. 
petits nombres demandés sont alors 9, 40, 11. 


(PH. PLISSON, instituteur aux Brüleries.) 


[Ont résolu la même question : MM.J. Bordas, instituteur à S'-Martin-Sepert; 
E. Bouhy; G. Bricchi; H. Janois ; A, Thorin, à Tours ; R. He” Cauwenberghe.] 
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ALGÈBRE 


‘ 

4370. — M étant un point du plan d'un triangle équilatéral, 

ABC, soient a, b, c, les distances de M aux sommets À, B, C; 

calculer le côté du triangle équilatéral en fonction de a, b, c. 

Construction géométrique du triangle. 
Discussion. 


 . 


4 


Solution algébrique. — Soit x le côté du triangle équilaté-" 
ral et M le point dont les distances aux sommets A, B, C sont 
égales à «a, db, c. Adoptons pour sens de 

M rotation celui de AB vers AC; appelons 
6 l'angle dont il faut faire tourner AB pour 
l'appliquer sur AM, y; l’angle dont:il faut 
faire tourner AC pour l’appliquer sur AM; 
l'angle dont il faut faire tourner AB pour 
l'appliquer sur AC sera égal à 60° et l’on 
aura, quelle que soit la position du point * 
M dans le plan, ! | 


À g 


B T C 


B — + — 600. (1} 
Les triangles MAB, MAC donneront toujours les équations 
b? = à? + a? — 2ax cos f, (2) 
c = x? + a — 2ax COSY. (3) 


On aura donc l'équation en x en éliminant « et 8 entre les équa- 
tions (1),(2), (3). 

A cet effet prenons les cosinus des deux membres de (1}; 11 
vient 





cos & cos y+ sin B sin y = + ‘ 
ou 2'cos Ê cos y —1"— 2 sin Ê sin y; 
mais éh: AE 
sin B= + ÿ1— cos’ PF, sin y = + ÿ1— cos y; 
donc 2 cos B cos: 2 V(1 — cos? B)(1 — cos? y). 





On a le droit d'élever au carré les deux membres; les angles P . 
et y pouvant varier de 0 à 360°, leurs sinus seront positifs ou 









| tue RE à CURE 
4 cos? Ê + ASE à &.cos B'cos ÿ — 3 — 0. 

Portons dans cette équation les. valeurs de cos et cosy 
tirées des équations (2) et (3) et chassons le dénominateur ; on 
. trouve 
| 4(a? + a? — b?}? + 4(a? + a? — cp 
L — k{a? + a? — b?)(x? + a? — 
nl LE qui devient finalement 

id = g# — (a? + M ha. 
Ci — ab? — Pe—.02 04) 
On peut observer que cette équation est symétrique en à, b, c, 
‘et même symétrique en a, b, €, æ. 
Pour qu’une valeur de x? tirée de l’équation (4) puisse conve- 
nir, il faut d’abord qu’elle soit réelle et positive, ce qui permet la 
construction du triangle équilatéral ABC. Il faut ensuite qu'on 
puisse Hiager le point M par rapport à ce triangle, ce qui exige par 

. exemple qu on puisse construire le triangle MBC. Il faut pour cela 
 quéæ soit compris entre b+c et la valeur absolue de b — c, 
_ ou bien 


c?) — 12a°x? — 0, 


a?c? —, 


(b — © << x? << (b+c). 

- D'ailleurs la symétrie de l'équation (4) en a, b,c montre que dans 
ces ‘conditions, la valeur de +? sera aussi comprise entre («—c)? 
et (a+ c}, (b—a)? et (b + a). 

; En résumé le problème a autant de solutions que l'équation 

_ (4) a de racines comprises entre (b—c)? et (b+ cp). 

Discussion: — Remplaçons 2? par (b— c}? et (b +c) 
l'équation (4) ; il vient 
FLE — c)°] = (b — c)t — (a? + 82 + c?)(5 — cp? 
: + ah HDi cé — ab? — ac? — bc? ; 
ordonnons par rapport à a; on trouve sans peine que 
UE — c)?] = (a? — D? — 2 + bc} ; 

_ il vient de même 

| « f(b + c}?] = (a? — D? — €? — bc}. 

_ * Ces deux résultats de substitution étant de même signe que le 

. coefficient de x* dans l'équation (4), le problème ne peut ad- 
mettre que 0 ou 2 solutions. Pour qu'il en admette 2, il faut et 
il suffit: 

| 1° Que la demi-somme des racines de (4%) soit comprise entre 

. (b—c} et (b+c); 

ë 20 Que le discriminant de (4) soit positif. 

D La panier condition s'exprime par 

Go < RS < G +0, 

2(b — c"< a? + D? + «2 << 2(b + c}, 

20c << a < (db + c)}? + 2bc. (5) 

| La seconde condition s'écrit 

| (a? + 02 +02) — koi + Dé + ct — a2p2 — ac? — Be?) > 0; 


effectuant les calculs et réduisant, elle devient 
x 


dans 


ou ‘ 
ARE EE (b — c} — 


ab + Di + ch — ab? — 2n%02 — 9h? € 0, 
et en ordonnant par rapport à a, 
, ah —12a2(b? + c?) + (b2 — ©} K 0; 


ou bien encore 


. | La? — (B2 + c2)}? — 48%? < 0, 
qui exige ue F50 OS ORNE À 
xige q | | 
(b— PP <a < (b+ ch. (6) 


Les limites imposées à a? par les conditions (6) étant plus 
.restreintes que celles imposées par les conditions (5), les con- 
_ ditions (6) sont nécessaires et suffisantes pour que le problème 





‘admette deux ice Elles expriment qu'on peut SEE un 


triangle avec les trois longueurs données à, b, c. 


Construction géométrique. — Si du point M comme centre 
avec a, b, c pour rayons nous décrivons trois circonférences, le 
problème proposé revient 
à construire un triangle 
équilatéral avant un som - 
met sur chacune d'elles. 
Nous pouvons d'ailleurs 
placer un sommet en un 
point quelconque d’une 
de ces circonférences. Le 
point À par exemple étant 
choisi, le problème sera 
résolu si l’on sait détermi- 
ner le point C. 

Soit ABC le triangle 
cherché; construisons le 
triangle équilatéral de 
côté AM; son troisième sommet D se trouve sur la circonfé- 
rence du point A. Les triangles BAM et CAD ont AD = AM, 
AC = AB, et de plus l'angle CAD est égal à l'angle MAB, 





puisqu'il suffit d'ajouter à chacun d’eux l'angle CAM pour obte- 


nir un angle de 60°. Ces triangles sont donc égaux et par suite 
DC = MB. On obtiendra donc le point G en décrivant de D 
comme centre une circonférence de rayon à et prenant son 
intersection avec la circonférence de rayon c. 

{ Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les 
deux circonférences se coupent, ce qui exige qu’on puisse Ccons- 
truire un triangle ayant pour côtés a, b, c. Cette condition rem- 
plie, il y a deux points d’intersection G et C, et par suite deux 


solutions. 
(J. DELPONT .) 


Deuxième solution. — Construisons le triangle équilatéral 
A:BiC1 dont le côté 
égale l’unité. 
Déterminons : sur 
AB. les points D et D’ 


tels que 
Dai _ DA _ 2, 
D'B: 2 DB, 04 


sur BC les points E 
et E’ tels que 


EPS AN Br ALU 
ÉCan O0 où 
et sur CA, les points 

F et F' tels que 
CN E' FC: 2, FC 4 6 
FA; 








.. F'A: +: (44 ; 

Les trois circonférences décrites sur DD’, EE’ et FF’ comme 
diamètres se coupent en deux points M dont les distances aux 
points A1, B1, C1 sont respectivement proportionnelles aux lon- 
gueurs a, b et c (question de cours — propriétés a qnIquEes 
— Deux solutions. 

De Ià résulte que si l’on prolonge ou si l'on réduit les direc- 
tions connues MA:, MB: et MC jusqu'aux points A, B et G 
tels que MA=—a, MB—b et MC=—c, le triangle résul- 
tant ABG sera semblable au triangle primitif A:B:C, c’est- à- 
dire équilatéral. Et le problème sera résolu. 

On trouverait la mème condition de possibilité qu’à la pre- 
mière -solution en exprimant que la distance des centres des 








rt 


| circonférences prises deux à deux doit être inférieure à la somme 


des rayons correspondants. AJ 
(GeorGes LEMAIRE, à Saïgon.) 
Pégorier, à Cette ; M. Rebeïix, lycée 


[Ont résolu la même question : MM. F. 


du Puy ; P. Tarnier, à Dijon.] 





GÉOMÉTRIE 


4313. — Construire un triangle ABC, connaissant le côté AB, 
l'angle À et le rapport m du côté BC à la médiane relative à ce 
côté... 

Conditions de possibilite du problème. 

H est clair que le problème est résolu si l’on sait déterminer le 
point M. Ce point se trouve d’abord 
sur la parallèle IM menée au côté 
AC par le milieu 1 de AB. Cette 
parallèle I est connue, car elle fait 
avec la direction 1B un angle égal 
à l’angle donné A. 





L'énoncé donne la condition 


BC 
AM 


M: 
elle peut s'écrire 

MB etre 

: NA CE my 


le point M appartient donc aussi au lieu géométrique des points 
tels que le rapport de leurs distances aux points A et B soit égal 
, mn 


2 
tance DD’ des deux points de AB tels que 
DB RD'P EME 
DDATSSDX ‘ed 
D'ailleurs on peut évidemment ne considérer que les triangles 
dont les sommets C sont au-dessus de AB. Si donc la demi: 
droite I: rencontre la demi-circonférence de diamètre DD’ située 
au-dessus de AB en un point M, ce point fournira une solutio® 
du problème. 
Discussion. — On sait que les points D et D’ sont toujours d’un 


Ce lieu est une circonférence ayant pour diamètre la dis- 


même côté par rapport au milieu 1 de Ia droite AB; ils sont 
plus près de À si _ > 1, et plus près de B si _ ele 
Si les deux points D et D’ sont plus près de A, la demi-cir- 


conférence de diamètre DD’ ne rencontre certainement pas I: si 
l'angle A ést aigu; la rencontre ne peut avoir lieu que si l’an- 
gle À est obtus. 

Si les deux points D et D’ sont plus près de B, la rencontre 
n'a certainement pas lieu si À est obtus; elle ne peut avoir lieu 
que si À est aigu. 


{er Cas. m >2" et Aobtus: 

Traçons la demi-circonférence de diamètre DD’ et abaissons de 
son centre w la perpendiculaire wH sur I:. La condition de ren-. 
contre est 

OH << wP. 
> Le trianglerectangle HI 
donne 
wH = wl sin A ; 
d'autre LE 


WI — 


(ID + 1D'), 


wD — 


. 
Lip 1p 
2 PE F 





EE +" LA ; as 
la condition de possibilité devient donc? 








(ID' + ID) sin A < ID' — ID. 





Soit AB—c; un calcul bien connu donne : 
tc(m—2) , _ (m2). 
DE, Te) 7 TES es ES 
remplaçant ID et ID’ par leurs valeurs, la condition devient 
c(m? + 4) c: ne 24 
M? — 4 sin jar LE À 


Par hypothèse m est plus grand que 2; on peut donc, sans. 
troubler l’inégalité, chasser le dénominateur positif m?—#%; on 
trouve R 

m? sin À — 4m + 4 sin À < 0. 


Ce trinome en ” a deux racines réelles, 2 cotg & et 2 tg 3? 


l'angle À étant par hypothèse plus grand que 9», = est plus 


grand que 45°, et 2 cotg est la plus petite racine. D'ailleurs 


en remplaçant m par ? on trouve le résultat négatif 8 sin À —8; « 
donc 2 est compris entre les racines. Donc puisque »” doit être 
plus grand que 2 et être compris entre les racines du trinome, 
les conditions de possibilité sont 


2 <m <2tg © 480 
2e Cas. m<2 et À aigu. ‘ 
On devra exprimer« | 
comme précédemment 
que s 
wH<uD. 
Descalculsentièrement 
À LD RE pr semblables aux précé- | 
dents conduisent en-. 
core à la condition À 
(4 + m?) sin À < 4m, | 
ou m? sin À — 4m +4 sin À < 0, 


Cette fois la plus petite racine est 2 tg = puisque A est 


plus petit que 45°; 2 est CUIQUee compris entre les racines; 
comme m doit être plus petit que 2, la condition de possibilité 
est donc 


; 





(L. TARRIN, à Naves.) 


dal dr anies né) à n. : 


+» 


: LL 

[Ont résolu la même question : MM. A. B., à Reims ; A. Ballé ; £. Bordas ; 
A. Bouzy ; Bréthous-Guichot ; L. Curt; L. Cussenot ; G. Dazier ; Feintuch ; | 
Fontaine ; E. Garès ; L. Gourdet ; L. Hémois ; ; Jouanneau ; A. Jupeau ; ; Lagua- 
rigue de Survilliers ; F. Leulliot: D. Limongelli ; ; E. Madet ; de Mendiry; 
H. Michel ; F. Morel ; A Nayel ; F. Pégorier ; J. Pillard ; J. Plisson ; Raynaud ; 
Remondet; de Sabbathier ; E. Sevin,; E. Sinturel : VaR: T'; Ba+Verbuigge ; Vial.] 

L 


4494. — On considère tous les couples de cercles passant pa. 
deux points fixes À et B, et on détermine leurs centres d'homo- 
thétie S et S. ’ 


1° O et O0’ étant les centres de deux de ces cercles, dé 
que le cercle circonscrit au triangle OAO’ est orthogonal au cercle. 
de diamètre SS'; 


.20 Trouver le minimum de SS'; 
3° Trouver le lieu des centres des cercles OAO', lorsque les” 
quatre points A, B, S, S' sont supposés fixes. USA" 3 








Ch. RP "4 REA 


Les centr s d'homothétie S et S' des deux cercles de cen- 





tres O, O0’ sont deux 
points de la ligne 00 
tels que 





SD SO PTAD 
ROMAN CHR ET A OI 


Par suite les droites 
AS, AS’ ne sont autres 
que les bissectrices de 
l'angle en A du trian- 
gle AOO’. Ces bissec- 
trices étant comme on 
_ sait à angle droit, le 
- cercle de diamètre SS’ passe par A; il s’agit alors de montrer 

que le centre w de ce cercle est situé sur la tangente en A au 
cercle C circonscrit au triangle AOO" ou, ce qui revient au 

même, que l’on à 

” &A = w0.w0)", 
Or les points O et O’ divisant harmoniquement le segment 
_SS’, on peut écrire 


, WO.w0' = &S = wA?. 


. 





C:q: fd: 
20 Parmi tous les cercles de diamètre SS' passant par les deux 
points fixes A et B, le plus petit est évidemment celui ayant AB 
pour diamètre; d'après le 1°, ce dernier cercle correspond à 
des couples de cercles O, 0’ tels que le cercle C, circonscrit au 
triangle AOO’, est tangent en À à AB (en particulier le cercle de 
diamètre AB et la droite AB forment un de ces couples). 
3° Les points A, B, S, S’ étant supposés fixes, le cercle w reste 
invariable. Tous les cercles OAO’, orthogonaux au cercle fixe w, 
ont donc leurs centres C sur la tangente en A au cercle w. Il 
- est facile de voir que la portion utile du lieu est extérieure au seg- 
ment C1C1, C et C1 étant les positions du centre C pour les- 
Fauelis les points O et O0’ se confondent en S ou S’. 
4 (G. SCHOONHEERE, école professionnelle de Vierzon.) 


. 
[Ont résolu cette question: MM. R. Dickson, à Angoulême ; H. L.; Alfred 
Girondé, à Fougères ; M. Oger, à Poitiers; P. Tribier, à Guéret.] 
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à Fe 


4290. — Si les trois côtes d’un triangle a > b > c forment 
. une progression arithmétique de raison r : 
















ù A Cr 
} 19 On a EN ER RE tr 
D © Le rayon du cercle inscrit est égal à ar 
, : 3[te Toul >) 
Cas particulier où l'angle À est droit. 
1 0n a 
RAD -E CRE 
M ne: Ep ares (1) 
o désignant le rayon du cercle inserit. 
| , À C Des p? = r v 
Par suite, tg ë. tg D — (p — ap —c) 


2 


ou, en observant que p = . LS Eee, 


2 2 p 
Mais d'après l'hypothèse faite sur a, b, 


[28 











2p = b+r+b+b—r— 3; 
A C 3b — 2h 1 
donc ES SRE ESS 
20 Des formules (1), on déduit 
RP p 
DR n° PERS EN 
8 (8 — 
puis, par soustraction, 
DEC = 0 
= À a G 7 , 
(o] Ce 5 9. 
A C 
(a — €) te ro te F1 
d'où 0 —— = ! 
ge tee 


Comme! a—c—b#r—{(b=r) = 2?r et ig—te 


cette expression de 2 prend bien la forme annoncée : 





Va EE 
a (w5-x<) 
Examen du cas particulier A — 90°. — On a dans ce cas 
es Zip A, 


et, en vertu de la première relation, 
t8 


puis 


TO 
Il 
$ 

£ 


ce qui montre que le rayon du cercle inscrit est alors égal à la 
raison de la progression. 
(P. SICKLER, professeur à Marseille.) 


[Ont résolu la même question : MM. Anastasiu ; E. Ardin-Delteil; L. Barberot; 
E. Baudot.; L. Blanc ; L. Bois; V. Bourquin; Boutignon ; A. Bouzy ; 
K. Brière ; B. Carrière ; C, Carteron ; E. Chaineau ; J. Coupat ; L. Delavergnas ; 
R. Dupland ; G. Fauvernier ; Feintuch ; Geltzenlichter ; L. Gourdet ; G. Hier- 
paux ; G. Jarreton ;#E. Le Maigre ; F. Leulliot ; L. Magne ; A. Maître; 
A. Maniez ; J. Méhu ; F. Morel ; A. Nayel ; Kornis Odon ; M. Rebeix ; E. Sin- 
turel ; A. Smànlàneseu ; E. Vaicle ; Vial. 
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PHYSIQUE 


4505. — Sur Le circuit d'une pile est intercalé un galvanomitre 
dont la résistance est 10%, On shunte ce galvanomètre par une 
résistance de 2°. On demande quelle doit être la résistance qu'il 
faut introduire dans le circuit principal pour que le courant y 
garde la même valeur que lorsque le galvanomètre était seul 
interposé. 

(Bacc. lettres-sciences, Alger, juillet 1898.) 

L'introduction du shunt, en diminuant la résistance opposée 
au passage du courant, augmente son intensité. 
= Désignons par x la résistance à introduire pour que le courant 
principal ne soit pas modifié. La force électromotrice de la pile 
étant constante, l'intensité ne variera pas si la résistance lotale 
ne varie pas. 

Sans shunt, la résistance est R + 10 (en désignant par R 
la résistance du circuit). Le shunt élabli, le courant se partage 







entre les deux fils du galvanomètre de résistance 10% et du shunt 
de résistance 2°. On sait que, dans ce cas, les deux fils se com- 
portent comme un seul dont la résistance est 


IDR sus A 
104+2 3 
Pour que l'intensité ne soit pas changée, il faut donc que l'on 
ait 


* ©c 


Fa dDes D'op<e 


“ DL 
d'où D'=,8 3 : 


(H. DAMOISEAU, à Bar-sur-Seine.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Gernez : R. Henry ; R. Mazières.] 


4506. — Une solution saline de densité 1,32 marque 35° à un 
aréomètre de Baume. Quel poids d’eau faut-il ajouter à 1008r de 
la dissolution pour qu'elle marque 259, en supposant nulle la con- 
traction du mélange? 

(Bacc. lettres-math.. Rennes, juillet 1898.) 


Désignons par V le volume de l’aréomètre jusqu'au 0, par 
le volume d'unedivision. L’instrument flottant dans l’eau affleure 
au 0; le volume del’eau déplacée est alors V ; le poids de l’aréo- 
mètre est exprimé par le même nombre que V. 

Dans la solution saline de densité 1,32, le volume déplacé est 
V — 35v ; et comme le poids du liquide déplacé doit être égal au 
poids de l’aréomètre, on a 


V = (V — 350)1,32, 


ù 0,32 


d'où NT Hors 


Soit d la densité de la solution après l’addition de l'eau; le 
volume déplacé sera V—25v%. On a donc 
V = (V— 25v)d, 


Le CHE Pt 
d'où VISE: 





Egalant les deux valeurs du rapport + il vient 


0,32, @d — 1 
35% 1,32 254 ? 
d’où l'on tire d'— 4 209. 


Soit æ le poids de l'eau ajoutée; le poids total est alors 


100+x et le volume total E + x. On doit donc avoir 
, _ 


100 
Lg +æ) 1,200, 


d’où æ —="406r,23. 
(Œ. LE MAIGRE, à Pleyben.] 


100 + æ = ( 


{Ont résolu la même question : E. Ardin-Delteil ; Bouby ; R. Bellencourt ; 


C. Bourvéau ; Chédaille: Ch. Doumerc ; G. Dubois ; E. Gernez ; C. Godard } 
E. Hauville ; Hébrard ; . Henry; R. Lavallée ; ; A. Lescure ; Le Révérend ; 
P. Marion; L. Rausch ; E . Roncaglia ; J. Thèbes ; Van Cauwenberghe.] 


————— ———— —— 






| QUESTIONS. PROPOSÉES | 








2 | * 
4517. — Résoudre le système d'équations 
&{a + y°) = a + 3ab?, SEA 


! 


4518. — Construire un triangle rectangle d'hypoténuse donnée a, 
tel que la somme d'un des côtés de l'angle droit et de la hauteur soit 
égale à l’autre côté. 


{ 
| 
{ 


(A. Carox, professeur au collège de Blois.) # 


4519. — Les côtés d'un triangle sont en progression arithmétique de. 
raison d; Ret r «sont les rayons des cercles circonscrit et inscrit à ce’ 
triangle, aetc le plus petitet le plus grand côté ; démontrer les rela- 
tions 

CRUE . " 
d = Y2riR — 2r). 


+ 
4520. — Dans un triangle ABC on mène les bissectrices intérieures - 
et extérieures Aa, Ax ; Bÿ, BF"; Cy, Cy', et on décrit les cercles de « 
diamètres 2a', BR", y y, qu'on appelle les cercles d’Apollonius du triangle ” 
ABC; démontrer : pl 
de que ces trois cercles se coupent en ns points M ‘et Me: 4 
20 que la droite MM° passe par le centre du cercle circonserit au triangle 
ABC ; 
3° que la polaire de chacun des points M et M' par rapport au cercle 
circonscrit au triangle ABC passe par l’autre point. 
(F2 BARROUÉ, lycée*de Brest.) 
* + 


45221. — On donne deux cercles O et O0’ tangents extérieurement en 
ASS CETTE he Icommune exté- 4 


rieure. 
Un cercle variable 0” me PR par A et 1 
tangent à TT' coupe les cercles O0 et 0’ em. 
M et M'. , 

1° Lieu du pôle P de MM dans le cercle 
04 








le cercle 0”. 
30 Lieu du point de rencontre de PA avec 


MM'. . 
(A..D., à Castres.) # 


4 

20 Lieu du Sat de rencontre de PA avec | 

4522. — Lorsque a+ 5#+7y — _. on à 1 

Utgall+tg Pi+ten _, se à 
1æHtgatgptey + 


4523. — Dans 2m d'eau à 20°, on condense de la vapeur d'eau à 1000 
et à la pression 76cm, la température s'élève à 80°; quel est le nombre 


de litres de vapeur d’eau qu'on à condensés ? Fe : 


5 
On prendra 537 pour la chaleur de vaporisation de l’eau à 100° et rs 
j x «xd 


# 


pour la densité de la vapeur d’eau. 
(Bacc. lettres-math., Lille, juillet 1898) 


4524. — Le poids d'un échantillon de quartz aurifère est de 10087 ; 
sa densité est de 8. On demande quel est le poids d'or qu'il renferme. 
La densité de l'or est de 19,36, celle du quartz est de 2,65. 
(Bacc. lettres- sciences, Grenoble, juillet 150$) 


+ L : 


: 


ERRATUM. — ‘Problème? 4492, — Il faut 110544 au lieu de 
117264. 


? 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 





Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Dir. 













| 


| 


“ PRIX DU NUMÉRO ....... RARE Fe 030 0135 

- ABONNEMENT ANNUEL............. *. 5 » 6 » 

la Tous les Abonnements partant du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 
l'on souscrive, on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 

L : NOTE RELATIVE A LA 

* . 

“ DISTINCTION, SUR UNE SECANTE A UNE CONIQUE, 


‘ 









MATHÉM 


os 
ve 
0 
+ 


ATIQUE 























ND M Pamle 19 Réniee 1800 


S 


Paraissant le 1°* et le 15 de chaque mois, du 1°* octobre au 15 juillet inclusivement. 


 ÉLÉMENTAIRES 











Rédaction ...... 17, rue des Écoles, à Paris. 
Abonnements.... Librairie Nony et Cie, 17, rue des Écoles, PARIS 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’enx 


voyer des mandats. 





ENTRE LES POINTS INTÉRIEURS ET EXTÉRIEURS 
! A CETTE COURBE 


par M. Vogt, professeur à l’Université de Nancy. 


. 





La lecture de l'excellent Traité de Géométrie de M. Guichard m'a 
suggéré une démonstration, que je crois nouvelle, du théorème qui fait 
l’objet de cette note, théorème que l'on considère trop souvent comme 
évident sans se donner la peine de le déduire logiquement des définitions. 


Je pense qu'elle pourra intéresser les professeurs aussi bien. que les 


élèves. Je suppose cohnue la construction classique des points de ren- 
contre d’une droite et d’une conique, et la définition des points intérieurs 
ou extérieurs à une telle courbe. 


Théorème. — S? une droite n'a aucun point commun avec une 
conique, tous ses points sont extérieurs à cette courbe. 

Si une droite arun seul point commun avec une ellipse, ou bien 
avec une parabole sans être parallèle à l'axe de cette courbe, ou 
encore avec une hyperbole sans être parallèle à une asymptote, 
tous ses points, sauf le point commun, sont extérieurs à la 
courbe. 

Si une droite a deux points communs avec une ellipse ow une 
parabole, tous les points du segment compris entre ces deux points 
sont intérieurs à la courbe, et tous les autres points de la droite 
lui sont extérieurs. 

. Si une droite a deux points communs avec une hyperbole, tous 
les points du segment compris entre ces deux points sont intérieurs 
à la courbe et tous les autres extérieurs, ow inversement, suivant 
que la parallèle à la droite menée par le centre est comprise dans 
les angles des asymptotes qui ne renferment pas les sommets, ou 

. dans les angles qui renferment ces points. 


Je considérerai successivement le cas de la parabole, de l’ellipse 
et de l’hyperbole. * 


1° Parabole. 


Une droite D non parallèle à l’axe n’a aucan point commun 
_avecla courbe, en a un ou bien deux, suivant que le symétrique 
© du foyer F par rapport à cette droite est par rapport à la direc- 
_trice HH' du côté opposé au foyer, ou bien sur la directrice, ou 
bien du mêmé côté que le foyer. - 
. Dans le premier cas (fig. 1), le cercle décrit d’un point quel- 
 conque P de ia droite comme centre, avec PF comme rayon, 
. passe par © et coupe la directrice; le point P est donc plus près 
_ de la directrice que du foyer, et est extérieur à la parabole. 
Dans le second cas (fig. 2), lé seul pointcommun à la droite et 


, 
: L 





à la parabole est le point M de rencontre de la droite et de la 
parallèle à l'axe menée par © ; le cercle décrit d’un autre point 





Fig. 1 


P de la droite comme centre, avec PF comme rayon, passe par o 
et coupe la directrice; le point P est extérieur à la courbe, 
Dans le troisième cas (/ig. 3), on décrit du point de réncontre Q 





Fig. 3 


de Fo avec la directrice une circonférence dont le rayon est la 
moyenne proporlionnelle entre Qo et QF ; elle coupe la directrice 
HH' en deux points N, N’, et les parallèles à l'axe menées par ces 
points Coupent la droite D en ses points M, M' communs avec la 
parabole. 

Remarquons que la circonférence de centre ( que l’on vient de 
tracer ne coupe pas la droite D et coupe orthogonalement tous 
les cercles passant par F et ©, d’après la construction de sort 
rayon. 

Si l'on prend alors sur D un point P entre M et M’, la circon- 





férence de centre P et de rayon PF passe par + et est orthogonale 
à la circonférence Q ; elle la coupe aux points de contact T et T 
des tangentes qu'on peut!lui mener du point P, etest tangente en 
ces points aux deux côtés de l’angle TT’; mais, d’après la posi- 
tion de P, T et T’ sont tous les deux sur la demi-circonférence 
de diamètre NN’ située du ‘même côté que F; par suite la 
circonférence de centre P, qui est tout entière dans l’angle TOT', 
ne peut couper la directrice, et le point P est plus près du foyer 
que de la directrice, ce qu’il fallait démontrer. 

Si l’on prend maintenant sur D un point P; en dehors du-seg- 
ment MM’, l’une des tangentes menées de ce point à la circonfé- 
rence Q aura son point de contact T; sur la demi-circonférence 
de diamètre NN’ siluée du côté différent de F par rapport à la 
directrice ; la circonférence de centre P, et de rayon P,F passera 
par © et T, ‘et coupera la directrice ; par suite P; sera plus près 
de la directrice que du foyer, et sera extérieur à la parabole. 

Il n’y a rien à changer à ce raisonnement si les points F et o 
sont intervertis sur la figure. 

Le vas où la droite D est perpendiculaire à l’axe se traite immé- 
diatement et est bien connu ; 
si M est le point commun à 
la droite et à la courbe (/ig. 4), 
on a pour tout point P ‘situé 
de côté différent de N par 
rapport à M 
PE <PM+MEF ou <PN 
et pour tout point P; ou P: 
situé du même côté que N par rapport à M 

PF> MF — MP, ou > P;N, 
P2F > MPo— MF ou > PaN. 


H 





Fig. 4 


2° Ellipse. 


Une droite D n’a aucun point commun avec la courbe, en a un 
ou bien deux suivant que le symétrique © d’un foyer F par rap- 
port à cette droite est en dehors du cercle directeur décrit de 
l’autre foyer F° comme centre, ou bien sur ce cercle, ou à son 
intérieur. 

Dans le premier cas (fig. 3), tout point P de la droite est tel que 
PF+ PE ou Po+PF"' est supérieur au rayon du cercle direc- 


D 


n 





Fig. 5 


Fig. 6 


teur, el se trouve par suite à l'extérieur de la courbe. Il en est: 


de même dans le deuxième cas (fig. 6), sauf si le point P est 
confondu avec le point M commun à la droite et à Ja courbe. 
Dans le troisième cas (fig. 7), on prend sur la droite Fo le point 
Q situé à l’intersection de cette droite et de l’axe radical du cercle 
directeur de centre F’ et d’un cercle quelconque passant par F 
et ©, et de ce point À comme centre on décrit un cercle dont le 
rayon est la moyenne proportionnelle entre QF et Qo; ce cercle, 
qui ne coupe pas la droite D, est orthogonal a tous les cercles 


passant par F et eo, et aussi au cercle directeur qu'il coupe en. 


deux points N et N'; les rayons FN et F'N’ coupent D aux deux 
points M et M’ communs à cette droite et à l'ellipse. 


ans VERSA SEC ROUTE US 

Remarquons que ces points, qui sônt les centres de cercles 
tangents intérieurement au cercle directeur aux points N et N, 
sont toujours situés sur les rayons F'N et FN’, de sorte que le 


segment MM’ est toujours compris dans Pangle NEF'N’. 




























Fige 7 


Cela posé, si l’on prend sur la droite D un point P entre M 
et M’ et si l’on mène de ce point les tangentes PT et «PT au 
cercle Q, les points de contact sont tous deux-sur/l’arc NN'inté- 
rieur au cercle directeur. La circonférence de centre IP "passant 
par F et © passe aussi par T et T' et est orthogonäle à la circon- 
férence À ; elle ne peut couper le cercle-directeur, car. l’axe.radi- 
cal de ce dernier cercle avec le cercle de centre P doit passer par 
Q et être perpendiculaire à la ligne des centres ‘F'Pr; ‘ilm’est 
donc pas dans l'angle NON’ et ne coupe pas le cercle directeur ; 
celui-ci n’a, par suite, aucun point Commum avec le éercle P. 

On en conclut que ce dernier cercle est tout entier intérieur'au 
cercle directeur ; le rayon 24 de celui-ci éstidès lors supérieur à 
la somme de la distance des centres F'P et du rayon PF, autre- 
ment dit le point P est intérieur à l’ellipse. | 

Si l'on prend maintenant un point P; sur'la droite D'en'dehors 
du segment MM’, l’une au moins des tangentes'au cercle Q, 
telle que P;T;, a son point de contact en dehors du cérele direc- 
teur. Le cercle de centre P, passant par F ét'o passe aussi par 
Ts, etla somme P;F'+P;F ou P;F'+P,T; ‘ést*supérieure 
à FT; et a fortiori à 2a, ce qui montre que'le point P,restrexté- 
rieur à la courbe. 

Le même raisonnement s'applique au cas où la droite D"coupe . 
le segment FF'; la figure, dans ce cas, est'identique à larprécé- 
dente dans laquelle on aurait interverti les deux'léttres Æ eto. 
Si la droite D passe par F', on peut changer le rôle des deux 
foyers F et F’, ou faire un raisonnement direct qui ne présente 
aucune difficulté. ; 


3° Hyperbole. : 


Une droite D non parallèle à une asymiptote n’a aucun point 
commun avec la courbe, en a un, ou bien deux, suivant que le 
symétrique © d’un foyer F par rapport à cétte droite est à l’inté- 
‘rieur du cercle directeur ayant pour centre l’autre foyer, ou bien. 
sur ce cercle, ou bien à l'extérieur. Si la droite Fe est dans l'angle 
des langentes au cercle directeur issues de F, la parallèle à D 
menée par le centre est comprise dans les angles des asymptotes 
qui ne renferment pas les sommets, et les deux points communs 
sont situés sur une même branche ; dans le cas contraire, la 
parallèle à D est comprise dans les autres angles des asymptotes. 

QUE È | 


48 
en 












* AY QE 


et les deux points communs sont situés sur deux branches 
différentes. ‘ | ; 





point P dela droite D est tel que 





Fig. 9 


comme Po est égal à PF, le point: P est extérieur à la courbe, 
Il en est de même, dans le cas où © est sur le cercle directeur, 
pour tout point P de la droite distinct du point M qu’elle a en 
commun avec l'hyperbole (fig. 9). 

Dans les autres eas, les raisonnements sont entièrement ana- 
logues à ceux qui ont été faits dans le cas d’une ellipse et j'en 





- 


Fig. 10 


11 


indique simplement les résultats. Supposons d'abord (fig. 10) que 
la droite indéfinie Fe coupe le cercle directeur, et que + soit 
extérieur à ce cercle ; on décrit le cercle de centre ( orthogonal 
à la fois au cercle directeur et à tous les cercles passant par K 
et #, et les droites F’N, F’N’ déterminent les points communs 
M et M’ à la droite et à l’hyperbole ; ils sont toujours sur les 
rayons F'N, F'N' ou sur les prolongements de l’un et de l’autre 


| 
k 
b 
Î 
, 
è 


. au-delà de F’. Si l’on prend un point P entre M et M', le cercle . 


de centre P passant par F et © ne coupe jamais le cercle direc- 

_ teur, de sorte que la distance des centres PF’ est supérieure à la 

_ somme des rayons 24 +PF ou inférieure à leur différence 
_ PF—2a; dans tous les cas, P est intérieur à la courbe. 

Au contraire, le cercle ayant pour centre un point P:1 extérieur 

_ au segment MM’, et passant par F et © va passer par un point 

T1 intérieur au cercle directeur, et P; est extérieur à l'hyperbole. 

Si nous supposons maintenant (fig. 11) que la droite indéfinie 

| Fo ne coupe pas le cercle directeur, il suffit d'effectuer des cons= 





_. Dans le cas où + est intérieur au cercle directeur (fig. 8), tout 
PF'— Po ou Pp—PF' est 
inférieur à F'e et a fortiori au rayon 2a du cercle directeur; 





_ tructions analogues aux précédentes, mais cette fois les points M 
et M’ sont situés l’un sur l’un des rayons F'N, F'N’, et l’autre sur 


le prolongement de l’autre rayon au-delà de F'; on voit alors, 





Fig. 11 


en répétant les mêmes raisonnements, que tous les points P 
extérieurs au segment MM’ sont les centres de cercles passant 


par F et © et ne coupant pas le cercle directeur; ces points sont 
| intérieurs à la courbe : les points P: compris entre M et M’ sont 
} au contraire les centres de cercles coupant le cercle directeur et 
| sont extérieurs à l’hyperbole. 


Le cas où la droite D est parallèle à une asymptote, c’est- 


| à-dire où Fo est tangente au cercle directeur, est analogue aux 
| précédents, avec cette seule différence que l’un des points N ou 


N' est confondu avec le point de contact de Fo avec le cercle 
directeur, et que le point M correspondant n'existe plus, ou, 
comme on dit, est rejeté à l'infini. Les conclusions que l’on peut 
tirer dans ce cas sont assez simples et je laisse au lecteur le soin 
de les énoncer. 


© "ne 


ALGÈBRE 


3912. — Décomposer en un produit de facteurs l'expression 
(x? y + 6a?y + 3xy2) + (y5 — 7 + 6y°2x + 3ya?}. 


D’après la formule 
(a+) = à + 3aiÿ + Sa? + Pf, 
l'expression peut s’écrire 
Le — y) + ay + [— (a — y) + air. 

Si l’on applique maintenant la même formule au développe- 
ment de chaque cube, il vient 
(ce — y) + AT (x — y)Sxy + 9 27e — y)xiy? + 27 wi 

(eo — y) + 27(x — y) ay? — 9 XK 27% — y)x?yt + 27ayf, 

ou, en réduisant et mettant le facteur commun 27xy en évidence, 

27@y[(@ — y)5(x + y) + Ux — y)æy(a? — y?) + 2Ta?y° (a + y*)]. 

Le facteur æ+y étant visiblement commun aux trois termes 
entre crochets, on peut le mettre en facteur et écrire l’expres- 
sion sous la forme 

2Txylx +y)(ax y) + Q(a— y)'ey + Ty (x + y? — xy)]. 

c+yi = (x =y) +2xy, la quantité 


D'ailleurs, comme 






entre crochets s'écrit encore | ue : 
(ax — y) + 9(x —y) ay +212 — y) x°y + 2Tay?, ‘ É 

et sous cette forme elle représente visiblement le dé Yep 

du cube de {x — y} + 3xy, ou a +y?+ «y. 

L'expression devient alors 


27æy(a + y)(a? + y? + ay). fs 
(F. PÉGORIER, à Toulouse.) 


[Ont résolu la même question. : 


MM. J. Bordas, à Palisse ; P. Bresson, à 
St-Etienne ; 


H. Julien, à Laon ; R. Lacape, à Saintes.] 


à 4400. — On porte sur une droîte orientée, à partir d'une ori- 
gine arbitraire, quatre segments mesurés par les racines «1 et æ, 
æ, et y, de deux équations du second degré 
ax? + bx + c = 0, 
d'a? + b'&+c' = 0. 
Trouver sur la droite un couple de points qui soient conjugués 
harmoniques aussi bien par rapport aux extrémités des segments 
a et &2 que por rapport à celles des segments æ3 et «4. 


Sur la droite orientée XX’ prenons les segments 


OA = #1, OB = x», OC = +, OD'—= 


et posons OE— x, OF = y. 
Pour que les points E, F soient conjugués harmoniques par 
rapport aux points A, B, on doit avoir 


# 





EA FA 

EB FB 
Or EA = OA — OE = x — x, FA = OA — OF = — y, 
EB = OB — OE = x — #, FB = OB — OF =» y. 

La condition précédente devient donc 


Li — 








Lay 

To = 
(@1 + æ2)(æ + y) =, 
b 


«a 





Lo 
ou 2{æixo + &y) — 


C 
ou, Comme  %1%2 = — et 
a 


Pay de Loch V) TD (1) 
? a a ) 

En vertu de la relation (1), les points E, F seront également 
conjugués harmoniques par rapport au couple de points C, D, 
analogue au couple A, B, si l'on a 


b' 
y + (og) + PE = 0: (2) 
Des équations (1) et at on déduit facilement 


ac'—ca' bc! — cb' 
SF ORESE  : EU Z ——_, 
ab! — ba’! y ab — ba! 


æ et y sont donc racines de l'équation d 


CH y = —2 


: x: 1 0% — Ca” bc’ — cb’ 
HE re De X + ba 


Pour que les valeurs de x et y soient réelles, il faut et il suffit 
qu'on ait 


AC — Cd \2 pen 
» : : (re) SE ne Nb 


ou (ac' — ca’)? 


= 04 


MR ee e (3) 





T6 ARR ne ee 
@1 TRES ONE MENT Fe eue fé TE CL are 
Penn géométrique des DA SE, F. dl : AB et , CD 




















comme cordes on construit deux cercles ane ; on mène leur 
corde commune qui coupe : 
J AD en 1, puis la tangente IT. 
‘à l'un des cercles : le cercle … 
de centre I et de rayon IT 
détermine sur AD les points . 
cherchés! En effet, les ME e 3 
tions 
IA.IB = IT = 1C.ID , 
montrent que les couples ‘de k 
points A,'B et C, D sont conjugués harmoniques par rapport au 
couple E, F. 
La tangente IT n'existe (et par suite aussi les points E, F) qu’au- 
tant que le point I est extérieur aux deux cercles, ce qui exige . 
que les points GC, D soient placés d'un même côté par rapport à 
chacun des points, À et B. 
Cette condition se traduit algébriquement par l'inégalité 6». 
ainsi qu'on peut s’en assurer, La construction précédente est 
d'ailleurs celle qui détermine les points doubles de l’involution 


définie par les deux couples (A, B), (C, D). Ù 
É Er (A. ROUSSEL.) 





[Ont résolu la même question: MM. Feintuch; L. Gourdet; M. Rebeix.] 
+ 


‘ 


4482. — On considère un seyment sphérique, à deux bases 
parallèles appartenant à une sphère de rayon R. Déterminer les 
rayons des bases sachant que la hauteur du segment est ‘égale à R 


VA : RSS 
et son volume à TT: — Maximum et minimum de m° pour 


une valeur donnée de R. | à 
(Bacc. lettres-math., Caen, novembre 1897.) # 


. L 
On sait que le volume d’un segment sphérique équivaut au 


volume d’un cylindre de même hauteur 
dont la base est la moyenne arithmé- 
tique entre les deux bases, augmenté 
du volume d'une sphère de diamètre 
égal à la hauteur du segment. 





On doit donc avoir CR 
rÎB+r AC | FR 
R . RER RS ARS Gr, 








ou 3R(IB° + HC) + R$ = mi. 
En posant Ol—=#x et en remarquant que, puisque HI=R, 


les deux points H:et 1 sont de part et d'autre de 0, les triangles 
rectangles OIB, OAC donnent 
IB = ÿR? — x? et 
L'équation du problème est alors 
3R[2R? — x? —(R — x)] + R3 = mi, 


ou Ù 6GRa? — 6GR?2x+mi—4R3 =0. « ! è 


on 


HG — ÿR? = x}. 


Discussion. — Pour qu'une valeur de x convienne, il faut etil » 
suffit qu'elle soit réelle et comprise entre 0 et R. Une telle va- 
leur, portée dans les formules (1), détermine les rayons des deux 
bases, dont les valeurs sont d’ailleurs visiblement rees et moin- h 


dres que R. 19 
Formons f (0), f(R) etle discriminant A de l'é équation (1) dont 
on représente le premier membre par f(æ). On obtient , 


AUS pa 
f(R) == — 4R?, $ 147 28 40 
AE gi — Gr A0 M RP 


, .: 


Q] 
: 


fe sn. Li 4 ve 
PRE MRON SNA » L r 





es [LE 
2. ed à 
unique est à écarter. 


: 


Pour que le problème admette deux solutions, il faut et il suffit 
qu'on ait 


f(o) > 0 et À >:0, 


des racines est comprise entre 0 


isque la demi: ñ 
puisque la demi-somme 


ét R. Cette double CET se trouve remplie en prenant 
3 
ire EM < ——— L 


CLR aa 
2 sr = ME 
et les rayons des deux bases ont pour valeur commune 


RV3 | 
5] 


. b 





Lorsque #7? prend sa valeur maximum 





Lorsque "”° prend sa valeur minimum 4R°, on a 
f(0) = FR) = 0, | 

le segment sphérique devient alors un hémisphère. 
(REMONDET, instituteur à Augisey.) 


A0 ER Fe? 


[Ont résolu la même question : MM. B. Audiffret; L. Aulagnier ; E. Bergeret: 
C. Billionnet ; L. Bois, E. Caiveau ; Cavaillé ; Donnadieu ; T2 Ecoffafd ; 
J. Fiton ; G. Foucry ; R. Hüe; R. Henry, H. Janois; M. Jousset ; Lehmann ; 
E. Le Maigre; A. Lescure ; P. Marion ; G. Nazare ; M. Oger ; L. Patin; 
Ph. Plisson; A. Popescu; L. Pont; Rivoire ; ; Eug. Rousset ; A. Sallin ; 
G. Schoonheere ; E. Séclin ; M. Teulié ; P. Tribier ; Vial ; Vien.] 


4499. — Décomposer 3x* + y* en une somme de trois carrés. 


On a identiquement 
3at + y* — 2xt + 4 + ÿ* 
= 2at + Day? + ot + y — 2x? 
— 2 (at + ay?) + (œ? — y2}2. 
En appliquant ensuite l'identité 
2(a? + b?) = (a + b} 


+ (a — b)?, 
‘il vient 
PB yé = (at + ay) + (a — og) (a — y) 
On établirait de même la formule plus générale 
ki) at + y — (a? + hay) + (a? — hay)? + (h?a? — y?}?. 
(Pa, PLISSON, instituteur aux Brüleries.) 


[Ont résolu la mème question : MM. A. Arcizet ; J. Bordas ; F. Deville ; 
R. Henry; H. Janois ; Nibal; P. P. F.; Pinet-Libertie ; J. Sallaud ; A. Thorin.] 


4512. — Eliminer x et y entre les équations 
x + ee = GA (1) 
s 1 
< Y + De b, (2) 
ee 3 
| ART Er (3) 
Première solution. — On peut considérer les équations (2; 


et (3) comme formant un système du premier degré par rapport 


à y et D Pour déduire y et — de ce système, multiplions 


successivement les deux membres de l'équation (2) par x et 2 


puis retranchons de chaque résultat membre à membre l’équa- 
tion (3); nous aurons ainsi 





En multipliant membre à membre ces deux équations, on 
mine y, et il vient 


(=u(t 


ou, en développant le second membre et tenant compte de (1), 


(HN Û 


IL reste alors à éliminer + entre l'équation (4) et l'équation 


éli- 


—= abc — b2— 62, 


{ 
DS ff 
x 


(1) 


Pour cela, il suffit de retrancher l'équation (4) de l’ équation (1) 
élevée au carré ; on obtient ainsi la relation cherchée : 





& = a? — (abc — b? — c?) 
ou abc +4 = a+ Ph? + 02, 
(CHOLLET, instituteur à Largeane.) 
Seconde solution. — Multiplions membre à membre (1) et (2) 
et retranchons (3) du résultat. 11 vient 
æ DRE 
A + pri = ab —— C. (4) 
Si l’on multiplie maintenant (3) et (4) membre à membre, on 
obtient 
NT ASE 
(eu + A À &)= ÉRRCX 
2 1 2 1 2 
ou D + —+y + — — abc —0c?. 
2? y? 


Or de (1) et (2) on déduit par l'élévation au carré, 
( 


l 
RER ere = = p1119, 
%* + pc a s y? + pe 
La relation précédente devient donc 
a —2+b?— 92 — abc — c?, 


ou a+ b2+c —= abc +4. 


(P. LE VERRIER, lycée Janson de Sailly.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ed. Ardin-Delteil, à Montpellier ; Bily- 
Méheust, école normale de S'-Brieuc ; L. Bois, école nationale professionnelle 
de Vierzon ; J. Chapron, commis des postes, à Lyon ; H. Carpentier, lycée de 
Charleville; R. Henry, instituteur à St*-Savine ; R. Hüe ; J. Sallaud, pensionnat 

N.-D. de Toutes-Aides, à Doulon ; R. Van Cauwenberghe ; F. Vérot, école pro- 
fMioanelle de St-Etienne.] 


GÉOMÉTRIE 


4481. — On considère dans un plan les trapèses isocèles dont 
un des côtés égaux AB reste fixe et dont les diagonales AG et BD 
ont une même longueur donnée, 


1° Trouver le lieu géométrique du point de rencontre des dia- 


gonales. 


20 Déterminer celui de ces trapèses qui a le périmètre minimum. 


(Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1897.) 








{° Soit 1 un point du lieu. Le triangle BIC étant isocèle, 0 n a 

L IB = IC, & 4 

et en ajoutant AI de part et d’autre, 
Al+ IB = AI +IC = AC. 


La somme des distances du point I aux 
, points fixes À, B est ainsi égale‘à La lon- 


I 
gueur donnée des diagonales. Le lieu de 1 
est donc une ellipse dont les foyers sont 
À B À et B et le grand axe égal à AC. 


2° Le minimum du périmètre ABCDA 
est évidemment atteint en même temps que la somme AD + BC 
des deux côtés variables. 
Or le trapèze isocèle ABCD étant inscriptible, on peut lui ap- 
pliquer le théorème de Ptolémée, ce qui donne 
AD.BC+AB = AC, 
AD BU = ARC XP, 
Les deux bases variables AD, BC ont ainsi un produit constant ; 
le minimum de leur somme sera donc atteint lorsque ces bases 
seront égales, ce qui transforme le trapèze en un rectangle. 
(E. MÉLINE, à Remiremont.) 


ou 


Autre solution de la seconde partie. — Par D menons la paral- 
lèle à AC qui coupe le côté BC prolongé 
E en E. Comme AD— CE, la somme 
D AD +BC est représentée par BE. Or 
BE étant la base du triangle isocèle 
BDE, dont les côtés égaux sont cons- 
tants, devient minimum en même temps 
que l'angle opposé BDE ou que son 
égal BIC. Le minimum de l'angle BIC 
correspond d'ailleurs au maximum de 
son supplément AIB. Ce dernier angle 
étant l’angle formé par les rayons vecteurs du point I devient 
maximum lorsque 1 se confond avec l’un des sommets du petit 
axe de l’ellipse ; les diagonales AC, BD se coupent alors en leurs 
milieux, et le trapèze prend la forme d’un rectangle. 
(P. COULBOIS, aux Voves.) 


MM.E. Audiffret; L. Barberot; R. Bellencour! ; 
E. Bergeret; L. Bois ; E. Bouby; A. Brodbeck ; G. Canel ; H. Carpentier ? 
R. Dickson; Donnadieu; L. Ecofard; G. Foucry; À. Girondé : R. Hüe ; 
Javelot ; M. Jousset; J. Lacampagne ; G. Lallier ; J. Lamotte ; F. Le Goïc; 
A. Lescure; H. Lorcerie : L. Michel ; M. Oger ; A. Pichon : Ph. Plisson ; 
Pouzet ; J. Rigal ; E. de Rycker ; J. de St-Julien: G. Schoonheere ; G. Simo- 
nard ; J. Sire ; G-.  Tastet ; ; G. Trannoy ; P. Tribier ; Vial.] 


À _B 


[Ont résolu la même question: 


4502. — Si, dans un triangle, B—C = x on a 
CNT 1 Fa il ; 
(DEP (bc 
le démontrer géométriquement. . 


e » il résulte que si l’on mène dans 
l’angle B une droite faisant avec l'un des côtés AB ou BC l’an- 
gle C, cette droite est perpendiculaire à l'autre côté. Cette re- 


marque conduit à l’une des deux démonstrations suivantes. 


De l'hypothèse B— C — 


Première démonstration. — Menons BD perpendiculaire à 
BC. L’angle ABD est égal à l’angle 





A C, d’après ce qui précède; les trian- 
: gles ABD, ACB ayant ainsi un | 
b angle commun et un angle égal! 
c sont semblables. On peut donc: 
écrire 
ADMET AE ” 
B a C CI a TT 






d’où 





D'ailleurs Je triangle BDC, rectangle en B, donne 


DC — æ& + BD », 






ou, en remplaçant BD par _ et DC par b — AD = = b— Pa 
€? a2c? à A" 
(or +) = a + pee ? e 
ou SP Ets 218 
Comme | PR 
DP—c—(b—c{b+c) et b+c?—= Cours ++ 
cette dernière relation s'écrit 
2(b — c}(b + c}? = a°{(d — c) + (b +c)} L 
28 hou ARE 
# CNE NET | 
Card 


(P. Res petit séminaire de Carcassonne.) 


Seconde démonstration. — La droite BD, pérpen diner à 
AB, fait ici avee BC, un 
angle égal à l'angle C, de 
sorte que le triangle BCD 

_est isocèle. Par suite, si 
l'on trace le cercle circons- 
crit au triangle ABC, qui 
coupe BD prolongé en E,_ 
les ares CE, AB sont égaux 

comme sous-tendus par des angles inscrits égaux. Le quadrilatère 

ABCE est donc un trapèze isocèle et en lui appliquant le théorème 

de Ptolémée, on a 








B = c°+ a.AE, 
b2 — €? 
(12 
Mais AE est l’hypoténuse du triangle-rectangle ACE dont lés 
côtés de l’angle droitsont AC=—b et CE—=c; donc : 
AE — &? + c?, 
et, en remplaçant AE par sa valeur, 


DH A2)2 , , 
ni = + €, ; 


d'où AE — 


relation d’où l’on déduit comme plus haut la relation énoncée. 
(CHOLLET, à Largeasse.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet; L. Barberot L. Bois ; 
J. Bordas ; C. Bourvéau ; G. Charpentier ; Chédaille ; L. Curt ; G. Delahaye ; 
R. Dickson ; J. Ectors; G. Foucry ; E. Gernez- Pfan matter ; Ch. Godard ; 
M. Gondran ; L. Hébrard ; R. Henry ; H. Janois; M. Jousset ; H. Lefèvre ; Le 


Révérend ; H. L.; Pouzet : J. de St- Julien ; J. Sallaud ; G. Tastet ; Thèbes ; 
R. Van Cauwenberghe : Venet ; F."Lalescu ; L. Rausch.l 
CI 
4503. — Lorsque sur une circonférence les points G et D. 


sont conjugués harmoniques par rapport aux points À et B :. 


1° La moitié de la droite AB est moyenne proportionnelle entre 
les distances de son milieu O aux deux points conjugués. S et D, * 
et réciproquement ; 
CA __ DA | 
20 Ona = = —=©, et réciproquement. " : 
CB — DB Fe | 
1° Par définition les points A, B, C, D sont les points de ren- 
contre de la circonférence avec un faisceau harmonique ayant 
son sommet en un point quelconque de cette circonférence. 


s 





2 





° 
F- 





Si donc on ni illoune de droite co jusqu'à son ont point de. 


rencontre, D’, avec la circonfé- 


au quatrième rayon D'D, d'où il 
suit que le triangle OD'D est iso- 
cèle et que OD' = OD.: Donc 


0A.0B = 0C.0D/ 
Se) 0C.OD. 


Réciproquement, si cette relation est satisfaite, on a 
AB 


06.0 = (+) = 0G.0D! 


on conclut de là que D'D est parallèle à AB, et par suite que le 
faisceau D'(ACBD) est harmonique. 


2°,En considérant les triangles semblables AOC, D'OB, on a 





ou 


ou OD = OD)'; 


AG _ A0 
| | BL O D 
ou, comme BD'— AD et OD'— OD, 
AC: AO 
AD Mr AtDE 
On aurait de même 
BG _ 08 
+ CUVE SENTIR 


Ces deux égalités ayant des seconds membres égaux, on en 
déduit 


D mA. DA 
AD ; :BD : CB D 
CA DA : 
Me cdent, lorsque TE — DB’ les points C, D sont 


conjugués: harmoniques par rapport à A,.B. En effet, d’après ce 
qu'on vient de voir, le conjugué Hénin D: de C par rap- 
port à À, B est tel que 


[CAS MDN 

TO Se 7: D 

HA DA ,  DiA 
L DRE UD.6:: 


ce qui n’est possible que si D se confond avec D;, autrement la 
circonférence donnée aurait plus de deux points communs avec 
la circonférence lieu des points M du plan tels que 


MA _ @, 
MB CB 
(CHÉDAILLE, lycée de, Laon.) 
[Ont résolu la même question :*MM. H. L. ; G. Tastet ; A. Thorin.] 


TRIGONOMÉTRIE 


HOT fl 


4516. — Montrer que sin LU] . sin 


40 4 


. Deux arcs supplémentaires ayant même sinus, 


à NB Ro La dr in 
10 gr | 10 » 10 


rence, le faisceau D'(ACBD) est har- 
monique; la droite AB étant divi- 
sée en parties égales par trois des. 
rayons de ce faisceau, est parallèle : 


et l'égalité à démontrer revient à 








T ‘ 
Sin —— . Sin — 


10 


Or sin Et représente la moitié du côté du décagone régulier, 


re BE à LE 2 : Su ia 
et sin Ti la moitié du côté du décagone régulier étoilé ; donc 





r __V5—1 
Do mes de 
41 A V5+1 
OUT MEN 
d’où, en multipliant membre à membre, 
sin = Ve Een LACET AU (VS #1) Pen 
10e 10 16 IG 
C. q. f. d. 


(P. LE VERRIER 


[Ont résolu la même question ; Mie M. Pont ; MM. A. Amblard ; A. Arcizet ; 
Ed. Ardin-Delteil ; L. Barberot ; C. Billionnet ; L. Bois ; J. Bois ; E. PBouky ; 
Boudeville; A. Brodheck ; G. Canel ; P. Catinat ; G. Charpentier ; G. Chédaïlle; 
G. Chollet ; J. Danchaud ;-P. Delolme ; G. Desplats ; ?. Devi lle : R. Dickson ; 
L. Ecoffard ; G. Foucry; Ë. Gernez-Pfanmatter ; G.-N. Georgescu : A. Girondé; 
M. Gondran ; Petrus Gutton ; R. Henry ; R. Hüe; H. Janois ; Ed. Kornis » 
J.-M. Lagarde ; EF. Lalescu ; G. Lallier { J. Lamotte ; E. Le Maigre ; C. Nazare; 
Le Révérend ; A. Lescure ; GC. Marandon ; C. Marie; P. Marion; M. Oger ; 
J. Pariset ; J. Pila ; M. Pinçon ; A. Popescu ; Poujol ; Quilichini; Raynaud ; 
H. Roure; G. Schoonheere ; G. Tastet; R. Van Cauwenberghe ; J, Vignier; 
B. Carrière ; J. Coupat; J. Fiton.] 


, lycée Janson de Sailly.) 


—— ———— °° — —  — 


PHYSIQUE 


4507. — Un cylindre disposé verticalement dans l'air est fermé 
à la partie inférieure par une paroi rigide et fixe, et à la partie 
supérieure par un piston P, parfaitement mobile, qui pèse sur 
le gaz contenu dans ce cylindre et le comprime. Le gaz occupe 
dans le cylindre une hauteur de 60°n. 
On retourne l'appareil de manière à placer le haut en bas. Le 
piston descend de 5°, la température étant restée constante. 

On demande quel est le poids de ce piston. 

La pression atmosphérique est mesurée par «une colonne de 
mercure de 15% à 0°. 

Densité du mercure 13,6. 

La section du cylindre est de 75cq. 


(Bacc. letires-math., Paris, juillet 1898.) 


Soient P le poids du piston, } la pression du gaz contenu 
dans le cylindre lorsque celui-ci occupe sa première position, 
h' la pression de ce gaz lorsqu'on a renversé le cylindre, 
enfin H la pression atmosphérique. 

Lorsque le piston est au-dessus du gaz et le comprime, le 
poids du piston, augmenté de la pression atmosphérique, fait 
équilibre à la pression du gaz contenu dans le cylindre. On à 
donc | 


h = P+H. (1) 
Lorsqu'on renverse le cylindre, on à 
H = + P. (2) 


Désignons par s la section du cylindre. Dans le premier cas, 
le gaz occupe un volume 60s sous la pression =; dans le second 
cas, cetle même masse de gaz occupe un volume 65s sous la 
pression #’. Appliquons la loi de Mariotte : 


60s% = G5s}/, 
44 pe 12h 





SU CA À Ca 


ne “5 Z- 








Portons cette valeur dans l'équation (2), il vient 





12% + 
itoue 
d'où Fun 13H — 13P 
12 | 
L'équation (1) donne alors 
H 
ce 35 


H représente une colonne de mercure de 75% de hauteur et 
d’une section de 75cq4. On a done 
H = (75P SC I8,6: 
TS : 
Par suite PE LEE ue 
(M. GONDRAN, lycée de Caen.) 


[Ont résolu la même question : MM. aArcizet ; Ardin-Delteil; Aulagnier : 
E. Baudot; E. Baudouin; Billionnet ; L. Bois ;J. Bordas ; C. Bourvéau, E. el ? 
J. Bouvier ; G. Canel ; P. Catinat; G. Charpentier ; R. Coural; Danchaud : 
R. Depasse ; Doumerc ; Ecoffard ; Girardeau ; Girondé ; A. Guichon : Hébrard ; 
R. Henry ; Hubert ; R. Hüe; M. Jousset ; R. Lavallée ; Lescure ; E. Le Maigre ; 
P. Marion ; Mathieu ; Mazieres; Ménéchal; G. Moro ; Nuzeret ; M. Oger ; 
M. Pinçon; A. Prost; Raynaud ; J: Sallaud ; Schoonheere ; Texonnière 
Venet ; Viest.] | 


4510. — On dispose d'un certain nombre d'éléments de pile 
ayant chacun 10hm de résistance intérieure et volts de force 
électromotrice. Combien doit-on associer en tension de ces éle- 

L ; 
ments pour obtenir un courant de — ampère avec une résistance 


C4 


extérieure à la pile de 54ohms ? 
Quelle est la quantité de chaleur dégagée en une minute dans 
le fl conjonctif de 54ohms, sachant qu'un courant d'un ampère 





dégage en une seconde dans un fil d'un ohm de petite 


1 
4,18 
calorie ? L 

(Bacc. lettres-math., Paris, octobre 1898.) 


1° L'intensité du courant produit par un certain nombre 
d'éléments de pile associés en série ou tension est exprimée par 


la formule 
æxæe 


xR+r° 
dans laquelle æ désigne le nombre d'éléments, e et R la force 
électromotrice et la résistance intérieure de chaque élément, 
r la résistance extérieure. 

On a donc, en remplaçant les lettres par leur valeur, 


1 





1 2% 
2 tite LE BE 
d'où œ'— 18: « 


I faut donc grouper 18 éléments en tension. 


2° D’après la loi de Joule, la quantité de chaleur dégagée dans 
un circuit en une seconde par le courant électrique est propor= 
tionnelle au carré de l'intensité du courant et à la résistance du 
conducteur : 





1 AYEE 
Comme, [= —, #—54, t—60, il vient 


A 


TX 54 x 60 
()5= 2 NP ER EE ] 
N LI8 = 193cal,779. 


(E. LE MAIGRE, à Pleyben.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; Aulagnier ; L. Barberot : 
Beynas; C. Billionnet ; Bordas ; Borgey ; Bouvier : E. Chedeville : Coupat ! 
Doumerc ; Ecoffard ; .J. Fiton ; P. Girard; E. Gernez; R. Henry ; Hubert S 
M. Jousset; P. Marion; F. Montaland ; Nuzeret : M."Oger ; G. Le Page, 
M. Pinçon; A. Prost ; J. Sallaud ; Schoonheere ; G. Tastet ; Turpain; Venet; 


J. Desplat.] 
#4 ——— 
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; mn : 
4525.— Démontrer que si m, n, RE sont des nombres entiers, 


D le plus grand commun diviseur de m et n, m'et n' les quotients de 
m etn par D, D est divisible par la somme "+ n. 
(A. Repow, école normale de Châteauroux.) 


% ” + 


4526. — Résoudre le système 


Buy — 44, 


DNS, . 


4527. — Dans un triangle, au plus grand angle correspond la plus 
petite hauteur. (Ne pas se servir de l'expression ordinaire de l'aire d’un 


triangle.) : 
(A. Moreaux, lycée de Nancy.) 


4528. — La somme des perpendiculaires abaissées d’un point d'un 
côté d'un triangle sur les deux autres côtés varie entre les hauteurs 
correspondant à ces deux derniers. — Cas où le point est sur le prolon- 
gement du côté considéré, dans un sens ou dans l’autre. 

(A. Moreaux.) 


4529. — On considère un triangle ABC et le cercle inscrit tangent 
en D, E, F aux côtés BG, CA, AB. Démontrer que les trois droites DA, 
DE, DF interceptent des segments égaux sur toute parallèle au côté BC. 

Si l’on remplace le cerele inscrit par l’un des cercles ,exinserits la 


relation est-elle encore vraie ? ; 
(G. Breser, collège Chaptal.) 


4530. — Lorsque, dans un quadrilatère ABCD, l'un des côtés AB 
passe par le centre du cercle circonserit au triangle CDF que forment 
les trois autres côtés, les cercles décrits sur les diagonales AC, BD, EF 
du quadrilatère comme diamètres passent tous par deux points P et P, 
qui appartiennent l’un au cercle circonscrit au triangle CDF, l'autre au 
cercle des neuf points relatif au même triangle. | 

Déduire de ce théorème la construction du quadrilatère ABCD, con- 
naissant le triangle CDF formé par trois des côtés et sachant que le, 
quatrième côté AB passe par le centre du cercle CDF et détermine le 
triangle BCE ayant le centre du cercle circonscrit sur le côté AD. 

(C. BLaxc, professeur à Lyon.) 


+ 


4531. — Démontrer que 4 * 
sin” | — 5} — Sin | = 2! le . 


4532, — Une balance porte à une extrémité du fléau un ballon de 
verre fermé dont le volume.extérieur est 1500cc, équilibré à d'autre 
extrémité par une masse en laiton qui, dans le vide, pèse 122gr, Calculer 
la force qui fera pencher la balance lorsqu'on porte le tout dans une 
atmosphère composée à volumes égaux d'air et de gaz d'éclairage. ” 


Densité du laiton RP 0: 6 8,5, 
Densité du gaz d'éclairage par rapport à l'air. . . 0,6. 
Poids d’un centimètre cube d'air . . JA {nmsgr, 3. 


On admettra que l'air et le mélange gazeux sont à Ocet 160mm. 
(Bacc. lettres-math., Montpellier, juillet 1898.) L 
: : L 
4533. — Dans un baromètre à cuvette de rayon indéfini on introduit 
un centigramme de gaz carbonique ; on demande de combien baissera 
le mercure dans le tube, sachant que la pression est normale et que la 
longueur du tube au-dessus du mercure est 1%; d 
Seotinntdu {über 1cq. 2 
DENSILERAO LOU Le 1,524. 
(Bacc. lettres-math., Besançon, juillet 1898.) 


#“ + 
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SUR LA DIVISION EN ARITHMÉTIQUE 


Par M. G. Fontené, professeur au collège Rollin. 





Il 


Au début de l’arithmétique, on définit la division exacte, quand 
elle est possible, par la relation 


- Diviseur x Quotient — Dividende, (1) 


" c'est-à-dire que l’on se place au point de vue qui a donné le mot 


quotient ; on observe que l’on-peut écrire 

Quotient >< Diviseur = Dividende, . (1”) 
ce qui. correspond à l’idée de partage, et explique les mots divi- 
dende et diviseur. Si la division exacte est impossible, on définit 
le quotient entier (qui sera plus tard la partie entière du quotient 
exact) par les inégalités 


"BXQ<A<BX(Q+1), (2) 
d'où résulte 


| - AæBXKQER, R 2 B: 
on observe que l’on peut écrire 
GDS AO HA) KB, (2) 
A=QXB+R. (3°) 
IL importerait, dans la suite, de rester fidèle au point de vue 
initial, et de dire par exemple, dans la théorie des fractions : Le 
* quotient est le nombre par lequel on doit multiplier le diviseur 
pour reproduire le dividende, tandis que l’on dit souvent: Le 
quotient est le nombre qui, multiplié par le diviseur, donne un 
produit égal au dividende. Par exemple, lorsqu'on veut démon- 
trer que l’on a : 


3 
TRE T° 
avec la définition (1), on doit démontrer 
3 
1X+ = 3, 
ou = dent =3 


ce qui est à peu près évident ; REQE que, avec la définition (4), 
on doit démontrer 


” 3 

LAS ere 
ou otpet 
ou : Pr 

7 
7 
TR ON ' 
A : 


| 
| 
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on à dû changer l’ordre des facteurs d’un produit d'entiers, parce 
que ce changement est celui qui fait passer de (1’) à (1). 
La même observation s'applique aux quotients approchés de la 
théorie des nombres Mere et l’on doit écrire par exemple 
m + 1 F 
7100 (4) 
La notion de Le Le qui termine l’arithmétique élémentaire, 
confirme cette manière de voir. On dit que le rapport de « à b 


BxX CS derrn 


9 
est ns si l’on à 


te de à, 
ou 
2 
= bXK—; 
a X 3 


de sorte que le rapport est donné par le quotient tel que le définit 
la formule (1). Et il est à remarquer que, dans la théorie des 
quaternions, où l’ordre des facteurs n’est plus indifférent, on 
prend la relation (1), et non la relation ({’), pour définir le 
quotient. 


Il 


Dans la théorie des nombres décimaux, il me semble que l'on 
doit faire la conversion approchée d’une fraction ordinaire en 
fraction décimale avant la division : on cherche une fraction 
1 


décimale qui diffère de la fraction donnée de moins de 100 


par exemple, et l'on traduit cette définition par l'écriture 


OLA A m + Î 
400 < B'T\ 100 
d’où l'on déduit 

A >x 100 


QUE rer << m + 1, 


de sorte que "” est la partie entière du nombre intermédiaire : 


ni = E( LR), 
B 
E voulant dire partie entière. 


La division approchée se traduit par l'écriture (4), et l’on doit 


observer que le quotient approché est une valeur appro- 


——— 


100 
chée d’un quotient exact, dont le seul tort est de n'être pas 
décimal. Si A et B sont entiers, ce quotient exact est la fraction 
Be 
problème de la conversion approchée. 

Relativement à la conversion approchée, on doit d’ailleurs 
écrire 


et le problème de la division approchée ne diffère pas du 


À — lim. 0; IPiPS PT 


G (AGE 





ja LE: 








1 étant l'ensemble des chiffres irréguliers, P étant la période, 

G indiquant un infiniment grand, c’est-à-dire un nombre qui 

croit au-delà de toute limite. Dans le problème inverse, on 
k 


démontre 
A 


a: 5 JR | 


B 


est une fraction, non convertible exacte- 


lim. 0, IP 


LAS CORE . À 
d’où il suit que, si F 
ment en fraction décimale, elle est la génératrice de la fraction 
décimale donnée ; c’est d’ailleurs ce qui arrive, à moins que la 
période ne soit 9. 


ll 


Pour la théorie du quotient entier, on peut imiter le procédé 
adopté pour la racine carrée entière, et démontrer ce théorème : 
On obtiendra le nombre des unités d'un ordre quelconque du 
quotient en divisant le nombre des unités de cet ordre au divi- 
dende par le diviseur ; on écrit par exemple 


95 XX [m >< 100] << 547.856 < 95 XX [(mm + 1) >< 100], 
d'où l’on déduit 
m = E(5478 : 95), 
E voulant dire quotient entier. Comme on veut revenir au cas 
déjà traité où le quotient n'a qu'un chiffre, on prend dans le 
dividende autant de chiffres qu’il en faut pour former un nombre 
contenant le diviseur sans le contenir dix fois; dans l'exemple 
ci-dessus, il faut prendre 547 : 95, le quotient a des mille, 
dont on saura trouver le nombre. Il est inutile de déterminer à 


l'avance le nombre des chiffres du quotient. 


D Le Le NE 


ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES (1898) 


4393. — Le carre d'un nombre entier est termine par 9 ; quel 
peut être le chiffre des dizaines de ce carré? De même, en admet- 
tant que ce chiffre des disaines soit 2, quelles valeurs peut prendre 
le chiffre des centaines ? 


Les chiffres qui terminent les carrés des nombres entiers sont 
les mêmes que ceux qui terminent les carrés des nombres 
D, 42,0 8405.40 D'U,000 
savoir 
0,14, 420, 8,546, 40, 44: 
Le carré considéré étant terminé par 9, sa racine carrée est 
donc terminée par 3 ou par 7; elle est donc de l’une des deux 


formes 
10a + 3, 10a + 7, 

a étant un entier. 

1°7 Cas. Elle est de la forme 

Son carré est alors égal à 

1004? + 60a + 9 ; 

le chiffre des dizaines de cette somme ne provient que du second 
terme 6a dizaines; c'est celui qui termine les produits de la 
forme 6a; le dernier chiffre de ces produits est le même que 
celui des produits 


DU MDI MES, 


10a + 3, 


6%X6, 
6%X8, 


6X5, 
6 > 7, 


6X3, 6%, 
6x9; 


savoir 


ee Ur. à. à Ana iée 
‘ ' 1 LA : 
2 se DS en 
” À 
Ê — 






: UE 





‘ F / 0, 6, 2, 8, 4, 0, 6, 2, 8, 4, g. “ a 
donc 0, 2, 4, 8, 6. | 

2e Cas. Elle est de la forme 10a + 7. 

Son carré vaut | 

100a? + 140a + 49 ; 
le chiffre des dizaines de cette somme est égal à 4 plus le chiffre . 
des unités de 414a —10a+%4a; ce dernier est le même que 
celui de 4a. Le chiffre cherché est donc celui qui termine le 
nombre 4a +4 = 4{a + 1),: si a est terminé par . 
0, 1, 2; 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
4k(a+1) l'est par . 
4,0, 2,0, 0, 4,78; 2,00 00) é 
Le chiffre des dizaines du carré,considéré est donc encore ù 
0, #4, Ne | 

On suppose maintenant que le chiffre des dizaines du carré * 
est?. En se reportant aux raisonnements précédents, on voit 
alors que «a est terminé par 2 ou par 7; la racine carrée étant 
d’ailleurs terminée par 3 ou par 7, on voit que le nombre formé 
par les deux derniers chiffres de cette racine sera l’un des quatre 
nombres Ù 

23, 20 RATE 
cette racine sera donc de l’une des formes 
A1 = 1008 +23, A: —100b+27, As — 100b + 73, 

A4 = 1006 + 77. à 

Remarquons que A: — Ai+ 50, A, —A>+50. Donc 

A5 = Af+ 1004, + 2500, 
A? — A2 1004: + 2500: 

Le chiffre des centaines de A? ou A? est donc égal à celui. 
des centaines de A? ou A3, augmenté du chiffre des unités de * 
A1 ou A», plus 5. À : ” 

Cherchons donc d’abord les chiffres des centaines de Af ou A?; 
on à 


j — 100008? + 46 100% b +232 — 100008 +460 ><100 +529. 


Le chiffre des centaines de cette somme est celui qui termine 
la somme 466+5 ou 6b+5. En donnant à b la suite des 
valeurs 0, 1, ..., 9, on trouve que 6b+5 est terminé-par 

DU nie A de PMU TS ENT : 
c'est-à-dire un des nombres impairs 1, 3, 5, 7, 9 

A1 étant terminé par 3, on aura le chiffre des centaines de A2 
en ajoutant aux chiffres précédents 3+5 —8:; les derniers 
chiffres des sommes obtenues sont encore 1,3, 3,00 à 

De même A? — 100008°+ 540 x 100 + 729; le chiffre des 
centaines est celui qui termine la somme 54b +7 où 4b+7. 
En raisonnant comme précédemment, on trouve que c’est encore 
un des chiffres 1, 3, 5, 7, 9. : | 
D. Ohobntkon se De Biron * MM. F. Beynas ; A. Bouzy; L. Magne ; M. Oger ; 
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4394. — On donne un plan P et une droite d qui se coupent 
en un point À. Par le point À et dans le plan P on mène une 
droite d'. On demande d'étudier la variation de l'angle des deux® 
droites d et d' lorsque, la droite d restant fixe, la droite d’ 
tourne autour de À dans le plan P. Qu'arrive-t-il si la droite d 
fait des angles égaux avec trois positions distinctes de la droite d'? 


Soit la projection d’un point quelconque B de la droite. d 








s RS à é HE 3 
sur le plan P; sur la droite d' prenons AB'— A et menons 


les droites BB, bB'. Dans 
le triangle isocèle bAB, 
l'angle A croît ou décroit 
avec le côté opposé DB’, 
puisque les deux autres 
côtés ont une longueur 
invariable; pour la même 
raison, dans le triangle 
BAB', l'angle BAB croit 
ou décroit avec le côté 
opposé BB’. Or on sait que 
l'oblique BB’ varie dans le 
“même sens que sa projection bB’ surle plan P; donc la variation 
de l'angle « des droites d et d' est de même sens que celle de 
l'angle x formé par la droite d' avec la projection Ab de la 
droite d sur le plan P. 

Lorsque la droite d' pivote autour de A en partant de la posi- 
tion particulière Ab, l'angle « croit de 0 à 180°, puis reprend en 
sens inverse les mêmes valeurs ; dans les mêmes conditions, l’an- 
gle BAB' des droites & et d’ croit constamment depuis l'angle 
minimum BAb jusqu’à l’angle maximum BAc — 180° — BA, 
puis repasse ensuite par les mêmes valeurs prises en sens con- 
traire. 

D'après ce qui précède, quand la droite d est oblique au plan P 
et fait des angles égaux avec deux positions particulières de la 
droite d’, elle se projette sur le plan P suivant la bissectrice de 
l'angle formé par ces deux positions. Dans l'hypothèse faite, elle 
devrait donc se projeter suivant les bissectrices des trois angles 
formés par les trois droites considérées deux à deux, ce qui est 
impossible. Done, si la droite d fait des angles égaux avec trois 
positions particulières de d’, on ne peut la supposer oblique au 
plan P : elle est donc perpendiculaire à ce plan. 


(L. TARRIN, à Naves.) 





Remarque. — On peut encore démontrer que les angles « et 
x varient dans le même sens en remplaçant le point B' par le 
pied de la perpendiculaire abaissée de b sur d'; les triangles 
bAB’ et BAB/ deviennent alors deux triangles rectangles ayant 

_ leurs hypoténuses fixes. 


Autre solution de la dernière partie. 

Supposons que la droite d fasse des angles égaux avec trois 
droites distinctes du plan P passant par A. Prenons sur ces 

. droites, à partir de A, les lon- 
gueurs égales 

AG = ADÆME 
et traçons BC, BD, BE. 

Les trois itriangles BAC, BAD, 
BAE sont égaux comme ayant 
un angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à cha- 
cun. Donc 

BC= BD, =:bE; 
par suite la projection du point 
B sur le plan P doit être équidistante des trois points C, D, E ; 
elle se confond donc avec le point A, ce qui prouve que, dans 
l'hypothèse faite, la droite AB est perpendiculaire au plan P. 


(F. PÉGORIER, à Cette.) 


[Ont résolu la même quéstion: Mie M. Pont ; MM. G. Bernard ; G. Bidaux :; 
ns pronor: M. DFE F À. POUrS surat ; Gerner. Pfénmales ; v Gourdet : 
: naux, L. Magne; J. Ménéchal ; M. Oger : L. Patin; et ; 
M. Rebeix ; he Reli f Hip FETES 











4395. — Démontrer que tout parallélogramme circonscrit à 
un cercle est un losange. Parmi tous les losanges circonscrits à 
un cercle, celui qui u le plus petit périmètre ou la plus petite sur- 
face est un carré. 

Calculer le côté d'un losange circonscrit à un cercle de rayon 
donné R, connaissant la somme 2a des diagonales de ce losange. 


1° Soit le parallélogramme ABCD circonscrit au cercle O. 
Pour démontrer que ce parallélogramme est un losange, il suffit 
d'établir l'égalité de deux côtés consécutifs. 

Si l'on mène les perpendiculaires 
AE, AF sur les côtés BG, CD, ces droi- 
tes sont évidemment égales au diamè- 
tre du cercle; par suite les triangles 
rectangles ABE, ADF sontégaux comme 
ayant les côtés AE, AF égaux et oppo- 
sés aux angles égaux B, D du parallé- 
logramme. Il en résulte que AB = AD. CNT EE 

Le périmètre du losange ABCD est égal à 4AB et sa surface à 
AB X AF. 

Comme AF est constant, on voit que ce périmètre et cette sur- 
face deviennent minimum en même temps que AB, c’est-à-dire 
lorsque ABZAE; le point E se confond alors avec B, et le 
losange ayant l’angle en B droit se transforme en un carré, cir- 
conscrit au cercle O. 

20 Calculons le côté x du losange pour lequel on a 

AC+ BD — 2a. (1) 

Les deux diagonales AC, BD apparte- 
nant à un losange sont perpendicu- 
laires entre elles et se coupent mutuel- 
lementen leurs milieux, au centre O du 
cercle inscrit. Par suite AC—20A, 
BD —20B, etla condition (1) revient à 


OA + OB = a. 
En élevant les deux membres au carré, il vient 
OA” + OB + 20A.0B = «?. 
Or, le‘triangle AOB, rectangle en O, donne 
OA +0B —æ et OA.0B—0E.AB = Rs. 
L'équation du problème est dès lors 
ad? + 2Rx— a = 0. 

Cette équation ayant ses termes extrêmes de signes différents, 
admet deux racines réelles et de signes contraires. Pour que la 
racine positive convienne au problème, il faut et il suffit qu’elle 
soit au moins égale à 2R, ce qui revient à exprimer que 2?R est 
compris entre les deux racines : 








[(2R) < 0, 
ou 8R? — à? < 0, 
ou a > 2RV 2. 


Ainsi la plus petite valeur possible de a est représentée par la 
diagonale du carré circonscrit au cercle O. 
(L. TARRIN, à Naves.) 


[Ont résolu la question : complètement : MM. G. Bidaux; P. Bonnot; 
A. Bouzy; E. Madet; L. Magne ; — partiellement : Mlle M. Pont ; MM. M. Bou- 
try; Custaud ; G. Damien ; E. Gernez-Pfanmatter ; L. Gourdet ; G. Hiernaux ; 
E. Le Maigre; A. Nayel; M. Oger; L. Palin; F. Pégorier, L. Perret; 
N. Plakhowo ; J. Rigal ; A. SmantanesCu ; G. Tastet; G! Videlaine.] 


4396. — a étant un entier, indiquer le plus grand entier 
contenu dans l'expression 


Ve+ Vivre dd de 








Si l'on remplace le troisième radical par sa valeur 4a +1, 
évaluée à une unité près par défaut, l'expression prend une va- 
leur entière au moins égale à . 








V'a+ Vin diet Va? + 2a FA = a+ 1. 

Pour prouver que le nombre a+1 représente le plus grand 
entier contenu dans l'expression, il suffit de prouver que cette 
expression reste inférieure à «+2. En effet, on peut écrire 
successivement 


ka +1 << VIBa + Ba +3 < ka +2, 
ou, en ajoutant 4a? à chaque membre et extrayant les racines 
carrées, 
2a + 1 << Vo? + JIGar + Ba + 3 < Vha+ ka 2 < 2% 42, 
ou, en ajoutant de même a? et extrayant les racines, 

















ati Ve Via Vite 8e < Ja + 2a +2 <a +2. 
(L. MAGNE, à 


[M. F. Pégorier, à Gette, a résolu la même question.]! 


Beaumont-du-P.) 


On peut encore raisonner de la manière suivante. 


R = Ve + Vie La? + VIGa + Ba +3 


et désignons par E(R) la partie entière de ce radical. En posant 











Posons 





R'= a+ V/4a° + V16a + 8a +3, 
on sait qu'il suffit de déterminer la partie entière de R’ et d’en 
extraire la racine carrée à une unité près. Cette partie entière se 
compose de a? et de la partie entière du radical 








Va + Vita 8a +3. 
Pour déterminer cette dernière, on cherche la partie entière de 
R" = 4a? + V16a? + 8a +3 
et on en extrait la racine carrée. Cette partie entière se compose 
de 4a°? et de la partie entière de 
V6 + 8a +3 — ÿ(4a +1) +2 
celte dernière est évidemment égale à 4a+1. 
E(R") = 4a? + 4a +1 = (2a +1). 
E(R’) = @ + 2a+1—{(a+1}; 
E(R) = a+14. 








FM 


Par suite 
donc 


4397. — Quel est le poids de bioxyde de manganèse pur qu'il 
faudrait employer pour obtenir 1lit de chlore à 20° et sous la pres- 
sion de 140mm? Quel serait le poids de fer pur avec lequel on 
pourrait par la décomposition de l’eau préparer l'hydrogène 
nécessaire à la transformation totale du chlore obtenu en gaz 
chlorhydrique ? 

On prendra pour poids atomique de l'hydrogène, de l'oxygène, 
du chlore, du manganèse et du fer les nombres 1, 16, 35,5, 


55 et 56, pour coefficient de dilatation du chlore _. > pour den- 


sité de ce gaz, 2,5 et pour poids d'un litre d'air 18",293 à O° et . 


sous la pression: 760, 


1° L'’équation qui représente la réaction est 
ste + 4HCI = MnCl® + 2H20 + 2CI. 
7 71 


Le poids d'un litre de chlore à 20° et sous la pression de 740mm 
est de 
740 Il 
1,293 >< 2,5 > D —— 
X 2,5 X 760 XX 20 


T3 


— 9sr,932, 








; MP TC EN REP: 

et le poids de bioxyde de manganèse pur qu'il faut employer pour | 

obtenir ces 25",932, ; “ 4 
872,982 — Br s90. 

71 

2° Le poids d'hydrogène qui doit s'unir à 25°,932 de chlore à 

pour valeur 





2,932 18. 
gr 
35,5 = 08r,0826. À 
D'après l'équation : 
3Fe + 4H20 = Fe?0* + is 


168 
on voit que la quantité de fer nécessaire pour produire la en 
position de l’eau donnant ce poids Hyeres est de 

168 >< 0,0 826 


- — 16r,7346. 


(ARDIN-DELTEIL. ) 


[Ont résolu la même question : MM. L. Gourdet; E. Madet ; L. Magne ; 
E. Le Maigre ; J. Ménéchal ; L. Perret ; J. RIESIS L. Tarrin.] 
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4479. — Trouver un nombre de trois chiffres et un système de 
numération tel que la valeur de ce nombre supposé écrit dans le 
système décimal soit la moitié de la valeur de ce même nombre 
supposé écrit dans le re inconnu. 

Démontrer qu'il n'y a qu'un seul système de numération don- 
nant des nombres de trois chiffres répondant à la question. 


| 
+ 
1 
4 


Soit 100x + 10y + z le nombre cherché, représenté dans le 
système décimal ; dans le système de base b, ce nombre est re- 
présenté par 


. 


bx + by + 3. 
On doit avoir par hypothèse . : 


100x + 10y +3 = + (be + by +3), 


" 
ou 3 = (b2 — 200)x + (b — 20)y.! 

Le coefficient b?—200 de x ne peut être que positif, car 
s’il était négatif, on aurait b < ÿ200 < 20, et s serait négatif. 

La plus petite valeur de 5 est donc égale à la partie entière de 
200, augmentée d’une unité, c'est-à-dire à 15. Dans ce cas, | 
l'expression de % devient 

2 = 25x — 5y. 

Le chiffre + devant ainsi être multiple de 5, ne peut être que 0 
ou ». 

Pour 


on à à 
25œ— 5y;, ou Y = 02 | 
Le chiffre y devant être un multiple de 5 différent de 0 (x ne 
pouvant s’annuler) est égal à 5, et par suite æ —1, d'où la so- | 
lution 150. | 
Pour :—5, on a : | 
5 = 25æ@ — 5y, ou y +1 = 5æ. ea 
Le nombre y—+1 devant être un multiple de 5 différent de 
zéro et ne pouvant surpasser 10, est égal à 5 ou 10. Aux deux va- 
leurs possibles 4 et 9 de y correspondent pour x les valeurs A 
et 2, d'où les deux nouvelles solutions, 145 et 295. | 
Il reste à démontrer que tout système de numération dont la ; 
base est supérieure à 15 ne peut fournir de nouvelles solutions. | 
En effet, on a | 
3 =-(b— 200 æ-— (20 — by. ME 


Gi=—10; 









er nn NRA re 
Or pour b>16, on peut écrire 

(0? — 200)» > (16° — 200) et 
et, en retranchant membre à membre, 






(20 — b)y << (20 — 16)y, 


LE] 


5 >> 56 — 4y. : ” 
Comme 3 < 10, il faut donc qu'on ait 

06 — 4y << 10, ou UE « 
ce qui est impossible, puisque y < 10. 
Le (C. BILLIONNET.) 


« (Ont résolu la même question : MM. L. Bois; G. Foucry; R. Henry; 
LE. Kornis ; J. Le Bihan; R. Manen ; G. Schoonheere.] 
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| 4517. — Résoudre le système d'équations 
ka + y) = a + 3ab?, 
CRU" 


La première équation peut s'écrire 
Ba + y)(a?— ay + y?) —'a(a? + 3b?), 

ou, en divisant membre à membre les deux équations, 
) Ba? — xy + y?) = a? + 32. 

Or DH y = (x + y) — Voy = a? — 
l'équation précédente devient alors 

| &(a? — 3xy) = a? + 30°, 

d'où l’on déduit facilement 


2@y ; 


2e De 
TUEUR 
_ Le produit et la somme de x et y étant connus, ces quantités 
sont les racines de l'équation 


Zy = 


Ve 





: At: DO 
raies —ù1), 
d'où l'on tire | 
£ œ Na D 
; à y = .2 : 

























… Remarque. — La division effectuée au début suppose x +7 
‘ou a différent de zéro. Si a = 0, 
_ deux équations 


le système se réduit aux 


mB+y—= 0, æ+y = 0, 
et est visiblement indéterminé dans ce cas particulier. : 
‘ (Prerre MILLEVOYE, lycée de Lyon.) 


[Ont résolu la même question : Miles R. Campana ; Turpain : MM. A. Arcizet ; 
E. Ardin-Delteil; Aulagnier ; J. F. d'Avillez ; À. B., à Reims ; L. Barberot ; 
P. Barbier; V. Barol ; E. Baudot ; L. Bayor ; R. Bellencourt ; F. Bernard ; 
Æ. Beynas ; G. Bieber; CG. Billionnet; Bily-Meheust ; L.-A. Blanc ; P. Blaser ; 
. Bloch ; L. Bois ; E* Bonjan ; J. Borgey ; E. Bouby ; E. Boudier ; G. Bouju ; 
G. Boulestin ; C. Bourvéau ; Brobecker ; G. Casse ; Cavaillé; G. Charpentier ; 
E. Chedaille» G. Chiché ; Chosson; F. Clabault ; S. Collin ; Cougnoux ; Croze; 
J. Danchaud ; G. Delahaye ; P. Delolme ; R. Depasse ; G. Desplats ; F. Deville; 
Donnadieu ; C. Doumerc ; G. Dubois ; C. Dujardin ; G. Dumas ; H. Dutordoir ; 
A. Duval; V. Duval ; G. Edely ; E. Fouçart ; G. Foucry ; H. Gallay ; E. Gernez- 
Pfanmatter ; P. Girard; M. Giraud ; M. Gondran ; G. Gordien; J. Grey ; 
P. Gutton; E. Hauvillé; Hébrard; R. Hüe; A. Huet; A. Jacquemond ; 
H. Jaffré ; Jousset; P. Joye: C. Labille; J. Lacampagne ; J.-M. Lagarde ; 
M Lalescu; G. Lallier, J:° Lamotte; A. Lancel, A. Larcher ; Laurain * 
R. Lavallée ; A. Lecontour ; F. Le Goïc; F. Le Maigre ; E. Léotard ; A. Le Ré- 
vérend ; G. Le Sage; A. Lescure; P. Le Verrier ; C. Ludovic; P, Macherey ; 
E. Malleret ; C. Marie; P. Marion ; C. Marrot; B. Mathé ; Mazieres ; J. Méné- 
Chal ; F. Monseran ; C. Montarôn ; G. Nazare; P. Noël; A. Noyelle ; F. Olli- 
ier ; Oriol ; E. Paris; L. Patin ; Pellerin ; J. Pémartin ; A. Pichon ; J. Pila ; 
net-Libertie : H. Pingeot; J."Pinton ; J. Plantier ; A. Popescu; Poujol; 
\. Prost ; P. Reboul ; B. Ribes ; Rieumajou ; E. Rimour; M. Royer; A. Sainte- 
baguë ; J.Sallaud ; G. Salles; A. Sallin; E. Sautreau ; E. Séclin; A. Sei- 
gnobox ; B. Sénac-Lagrange; A. Smantanescu ; G. Tastet; M. Teulié; 
À. Teixonnière; F. Thivard ; M. Uzan ; E. Vaicle; R. Van Cauwenberghe ; 
H: Varennes ; Venet; F. Vérot ; A. Vidalenc ; Vien ; J. Vignier ; Vimont. 
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4418. — On donne deux circonférences sécantes O et 0’, On 
joint un point variable G de O aux points d'intersection À et B 
des deux circonférences par deux droïtes qui coupent la circon- 
férence 0’ en A' et B'. Démontrer : 

10 Que les lieux du centre du cercle circonscrit au triangle 
CA'B', du point de concours des hauteurs et de celui des médianes 
de ce même triangle sont trois circonférences ; 

20 Que ces trois circonférences sont homothétiques par rapport 
à un même point S. 


1° On sait que le centre du cercle circonscrit à un triangle est 
situé sur la droite symétrique d’une hauteur par rapport à [a 
bissectrice issue du même sommet. Comme les droites AB, A’B’ 
‘sont antiparallèles, il en résulte que les hauteurs CD, CD’ des 





triangles CAB, CA'B’ sont symétriques par rapport à la bissec- 
trice de l'angle C, commun aux deux triangles. Par suite ces 
hauteurs contiennent les centres w et O des cercles circonscrits 
aux triangles CA'B’, CAB. 

D'ailleurs w se trouve aussi sur la perpendiculaire élevée au 
milieu M de A’B', laquelle passe par O. Dès lors le quadrilatère 
OCwO’ est un parallélogramme, puisque ses côtés opposés sont 
parallèles deux à deux. Le lieu de w est donc un cercle égal au 
cercle O et ayant son centre en U”. 

Le point de concours H des hauteurs du triangle ABC est 
situé comme on sait sur la hauteur CD’ en un point tel que 
CH = 20M. Or l'angle constant ACB a même mesure que la 
moitié de la différence des arcs A'B’ et AB du cercle 0’; comme 
l'arc AB est fixe, il s'ensuit que l'arc A'B' est constant, ainsi 
que la corde A'B’ qui le sous-tend. 

Donc la distance O’M ne change pas avec la position de A’B. 
On en conclut que le lieu de H est un cercle de centre O et de 
rayon 
OH = 20'M — CO. 

Soit G le point de rencontre des médianes du triangle CAB”, 
situé au tiers de la médiane CM, à partir du pied M. Dans le 
trapèze de seconde espèce COO'M, les côtés non parallèles CM, 
00’ se coupent en point fixe P tel que 
OPA O6 
BON O'ME 
d’ailleurs la parallèle aux bases issue de G rencontre le côté 
00’ en un autre point fixe I tel que 

| OI LIEC ONE 
100 GME 
D'autre part les triangles semblables PIG, PO'M donnent 


GI PI LU re Pr 
+ d'ou GL = O'M . PO — const. 


? 


OM — PO 


& 


4. 
d, "gts 




































Ce dernier résultat montre que le lieu de G est un cercle de 
centre I. * 

En faisant parcourir au point C toute la circonférence O, on 
voit aisément que les trois points w, H, G décrivent entièrement 
les trois circonférences de centres 0’, O, I. 1 

2° Les trois rayons O'w, OH, 1G de ces circonférences sont 
parallèles et ont leurs extrémités w, H, G en ligne droite (pro- 
priété connue). Par suite les trois circonférences sont homothé- 
tiques, par rapport au point S où la droite wGH coupe la ligne 
des centres O1O’. 


(L. CURT, école normale de Bourg.) 


[Ont résolu la même question : MM. R. Manen, petit séminaire de Massasl ; 
M. Rebeix, lycée du Puy.] 


4519. — Les côtés d'un triangle sont en progression arithme- » 


tique de raison d; R et r sont les rayons des cercles circonscrit 
et inscrit à ce triangle, a et c le plus petit et le plus grand 
côté; démontrer les relations 
ERT =) 
d —1#2r(R — 2r). 
(L. PaTIN.) 


1° En égalant deux expressions de la surface d'un triangle 
quelconque, on a 


abc Li 
PE 
a+b+c b—d 06 
Or pERLTERS Poe Pre Pr 
à Fà 2 

bc ) 
donc ORNE 
4 TA 
ou ac — 6Rr. (1) 


20 Egalons maintenant deux expressions du carré de la surface 
du triangle ; nous aurons 


p(p — a)(p — b)(p — c) = p?r?, 








Or PET a=b—d, c—=b+d; 
3 b b/[ù 9b?r? 
donc 0(5 +a 7 (3 —4) #5 ’ 
bp? 
ou PES m=3r 
ou D? — 4 = 1272. (2) 


D'autre part 
(b— d)\(b + d) = ac, 
ou, en tenant compte de (1), 
Bd’ —=\6Rr. (3) 
Retranchons (2) de (3) ; il vient 
34? — 6Rr — 12r?, 
ou d = Y2r(R — ?r). 
(G. SCHOONHEERE, école professionnelle de Vierzon .) 


(Ont résolu la même question : MM. A.Amblard ; A. Arcizet ; E. Ardin-Delteil"* 
J.-F. d’Avillez ; Aulagnier ; A. B., à Reims: L. Barberot : PI: ne 
V. Barol; E. Baudot; L.-M. Bayor ; R. Bellencourt: C. Billionnet : Bily 
Méheust: L.-A. Blanc ; L. Bois; E. Bonjan ; J. Borgey ; E. Bouby: E. Bou- 
dier ; G. Bouleslin ; C. Bourvéau ; KF. Brignon; L. Cartier; G. Casse: 
Cavaillé ; E. Chédaille ; F. Clabault ; Y. Collin ; Croze ; G. Delahaye; P. De- 
lolme ; R. Depasse ; G. Desplats ; F. Deville ; R. Dickson ; .C. Doumerc : 
H. Dutordoir ; A. Duval ; E. Foucart ; G. Foucry ; E. Gernez- Pfanmatter : 
L. Hébrard ; R. Hüe ; J. Jaubert ; H. Janois ; M. Jousset ; J. Lacampagne : 
J.-M. Lagarde ; F. Lalescu ; Laurain ; E. Le Maigre; J. Leveau: P. Le Verrier ; 
P. Macherey ; P. Marion ; B. Mathé ; J. Ménéchal ; P. Millevoye M. Oger ; 
F.-Y. Ollivier ; F. Paoli; R. P.; J. Pémartin; Pinel-Libertie; A. Popescu ; 
LATE AA Fe RAR ARTE ; J. Rocher ; J. Sallaud ; À, Ste- 

aguë ; G. Tastet ; E. Vaicle ; R, Van Cauw sV s Tévot: Vial 
es Vignes ; uwenberghe ; Venet ; F. Vérot; Vial ; 


.… » 


RE —4 — 
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4310. — Dans un plan vertical, on, donne une droite five OA 
qui fait un angle a avec l'horizontale OX. L'extrémité C d'une 
barre pesante et homogène BC, de longueur a, glisse sans frotte 
ment sur la droite OA, tandis que l'autre extrémité B de cette 
barre est attachée à un fil OB dont la longueur est égale à. BC 
et qui est fixé en O. \ 

On néglige la pesanteur de ce fil. | a 

En désignant par x l'angle que fait le fil OB avec la droit 
OA, on demande : | 4 

10 de montrer que la distance du centre de gravité de BG à 
l'horisontale OX est égale à 1 


K (44 5 
asin(a+x) += sin(z — x); 


2 de déterminer par sa tangente l'angle æ qui correspond au 
maximum de cette distance et d'examiner le cas particulier 0 
16 | 

tg Ne Pet € 


3 
30 de trouver la position d'équilibre de la barre BC. 


(Bacc. lettres-math., Marseille, novembre 1897 


4° La barre étant homogène, son centre de gravité est en son 
milieu G. Menons par B et G les perpendiculaires BB’ et GG: 
sur OX, et par B la parallèle BD à OX ; soit D le point de ren: 
contre de cette dernière droite avec GG’. Ce point D se trouve 
entre G et G’ lorsque l'angle x est plus petit que l'angle « 
(ig. 1); il est sur le prolongement de G'G lorsque x est plus 
grand que « (fig. 2). 


Fig. 1. 
Dans le premier cas, la figure donne 
GG = GD+DG = GD+BB, 


ou LEE RE — — Sin(a — x) + asin(a + &). 


Dans le second'cas, + «4 
GG = DG— DG = BB —DG = a sin (a+ &) — Ssin (»— a) 
: | 


= a sin (a+) + sin (a = x). \ 
2° L'expression de GG’ peut s’écrire 


: « + «a & | , N 
a (sin « COS æ + COS à Sin æ) + a (sin à cos æ — cos « sin æ), . 


0] 


ke Due _ : 
ou bien = (3 sin « cos æ + sin & cos 2). 


L'expression entre parenthèses est de la forme asinæ+b cos 2 
mettons-y en facteur cosæ; la valeur de GG’ devient x) 


L 


a COS à. 


s e (3tgacosæ—+sinx), . 


« 


an, 0 Lis SR 



















ou Dhen en Don ‘ 
. 3tga ts ?) 

hr _ aCOS a À; 

+ GG Ton sin (æ+ +) 





Le maximum de cette expréssion est atteint lorsque 
| sin(æ+vo) —1, 





T 
PEER rer 
tg x — coig o = Giga 
’ 1 
Dans le cas particutier où tga — MAL trouve 
taime 1, M cu = 450 


30 Position d'équilibre de la barre BC. 
PRERE soLurion. — Le poids P de la barre peut être décom- 


0 : X 





à 
tivement en B et C. La 


force E appliquée en C 


peut se décomposer en 
deux forces : l’une, 


P 
N = —-cos a, 


normale à la droite fixe 

OA et par conséquent dé- 

truite par la résistance de 

Fig. 3. | la droite fixe ; l’autre, 
= 7 sina, 


dirigée suivant CA et qui tend à faire glisser l’extrémité C sui- 
vant CA. 


La force _ appliquée en B peut se décomposer en deux 


* 


autres : l'une dirigée suivant OB, qui sera détruite par la résis- 
tance du point fixe O; l’autre dirigée suivant CB. 
“ Proposons-nous de calculer ces deux forces. Remarquons que 
«la figure 2 ne peut donner une position d'équilibre ; plaçons-nous 
… donc dans le cas de la figure 3, semblable à 1. 


| _ Elle donne  ÉBI — MER — 90°— (2 + x), 
| | ÉHE = 2w,' HBÈ — 900 + L—— De 
: Le triangle HBE donne 


[ h 
À . BH __ H£ouBl | RE ou) 
. sin[90°—(x+x)] sin[90°+a—x) sin 2% ” 





“d'où + * Bl(tension de BO) = 2); 

i sin 2x 

k HCDE P cos (a+ x) 

& : sin 2x 

pu Le Point d'application de la force BH peut être transporté au 

_ point C, invariablement lié à B; là, elle peut se décomposer en 

deux, l’une suivant CO, égale à BH cosx, qui tend à faire glisser 

la barre suivant CO, l’autre normale à CO, égale à BH sin x, et 
truite par la résistance de la droite fixe OA. 

… Pour que l'équilibre ait lieu, il faut donc que les forces appliquées 
en C se détruisent, ce qui exige 







2 


P cos(x + x) cos PEP nn 
2 sin 2x MERE ? 


5 
L BH cos x — se sin 4, 
ñ 


# 








posé en deux forces égales 


à Le appliquées respec- | 





cos (a + x) = 2 sin x sin «. 
He en résulte immédiatement 
cos à cos æ = 3 sin & sin x, 


«| 
d'où tg æ — Fr cotg œ. 


L'équilibre a donc lieu lorsque la distance du centre de gravité 
à l’axe est la plus grande possible. 

DeuxiÈME socurion. — On peut considérer la barre BC comme 
entièrement libre à condition 
d'appliquer en B (fig. 4) une 
force T dirigée vers O, représen- 
tant la tension du fil BO, et en 
CG une force N normale à CO, 
représentant la réaction exercée 
par la droite fixe OC sur la 
barre. 

Les trois forces P, T, N agis- 
sant sur la barre, se trouvent 
dans le plan vertical AOX. Pour 

Fig. 4. qu'elles se fassent équilibre, il 

faut et il suffit que la somme des 

moments de ces trois forces par rapport au point O soit nulle, et 
qu'il en soit de même des sommes de leurs projections sur l’hori- 


zonlale OX et sur la droite OA. On aura ainsi les équations : 
POG=N0C =", (1) 
Nsina—Tcos(a+x) — 0, (2) 


—T cos x + P sin a = 0. (3) 





(Moments par rapport à O) : 
(Projections sur OX) : 
(Projections sur OA) : 
Mais 

OG!' = OB' +.B'G = OB'+ BD = a cos(x + x) _— cos (4 — x); 


l'équation (1) devient donc 
Pa [cos(a + x) voa COS (x — c)| —N.%acosx — 0. (4) 


L’équation (2) donne 
N= Lcos (x + x), 
sin 
c'est-à-dire, en tenant compte de (3), 
P cos (x + x) 
COSX , 


Ni= 


L'équation (4) devient alors 
2 cos(a+ x) — cos(x — x), 
l 
3tga 
A l’aide des équations (2) et (3), on calcule aisément N et T. 
(Fr. CHUBERRE, lycée de Rennes.) 


d'où (We — 


RemarouE. — Lorsque la barre est en équilibre, les forces de 
liaison T et N sont déterminées par 
la connaissance de P. Les trois 

. forces P, N, T devront concourir 
en un point de la verticale de G; 
cette seule condition suffit donc à 
déterminer la position d'équilibre. 

Supposons-la réalisée ; la figure 5 
montre que le triangle OAH est 
rectangle et que par suite son angle 
en H vaut 90°—x. Pour que 
l'équilibre ait lieu, il faut et il suffit 
que la droite HG soit verticale, c’est- 

Fig45” à-dire que l'angle GHA soit égal 
à #, ou que GHO soitégalà 90°—x—4. D'autre part, puisque 


0 X 





0B=BCG—= 3%, ona aussi BH = a; le triangle BGH fournit 


NET 








alors pour l’angle « l’équation 


a 
9 \ a ù (4 





sin (900— x — x) T sin[1800— 2x — (90° —%—x)] — sin(90°+x— à) | 


ou bien 2 cos(x + a) — cos(x — x). 


[Ont résolu cette question : MM. E. Baïdot, à Rambouillet; Bourquin, col- 
lège de Pontarlier; Deschamps, collège de Cusset; G-. Digne, à Avignon; 
Feintuch; R. Holmgren, lycée de Bourges; H. Jouanneau; F. Morel. collège 
de Cusset; Raynaud, à Rabastens ; Robin, lycée de Rennes ; E. Sinturel, 
collège de Cusset; Villemagne, pensionnat de Valbenoîte, à S'-Ktienne.] 


Dans plusieurs solutions les auteurs ont commis la faute grave de 
considérer le point 0 comme le point de suspension de la barre BC ; 
cette hypothèse n’est pas permise, puisque Ü n’est pas invariablement 
lié à la barre. 


PHYSIQUE 


4523. — Dans 2nc d’eau à 20°, on condense de la vapeur d’eau 
à 100°.et à la pression 16%, la température s'élève à 80° ; quel est 
le nombre de litres de vapeur d’eau qu'on a condenses ? 
On prendra 537 pour la chaleur de vaporisation de l'eau à 100° 
5 ie | 
et = pour la densité de la vapeur d’eau. 


Le 


(Bacc. lettres-math., Lille, juillet 1898.) 


Exprimons d’abord que la chaleur gagnée par les 2000%6 d’eau, 
en passant de 20° à 80°, est égale à la chaleur cédée par les xs 
de vapeur en se condensant sans abaissement de température, 
puis en passant de 100° à 80° : 


2 000(80 — 20) — 537x + x(100 — 80). 
On en tire 
120000 
DM 





— 215ke,43 985. 


On sait que la masse M d'un volume V de vapeur dont la den- 
sité est d, la force élastique f et la température t, est donnée 
par la formule 
f l 


— V- [e A Pt à 
ME VX PIRE TG veus 





On a donc, en exprimant M en grammes pour obtenir V en 
litres, 


213439,85 = V X 1,293 x + x pt 
1+33 
Ext 215 439,85 XC 8 >< 273 
d V me 5. 
1 1,293 x 5 >< 213 FX 


Tel est le nombre de litres de vapeur d’eau qu'on a condensés. 


(H. GALLAY, à Lyon.) 


[Ont résolu la même question : Mlle R. Campana; (MM. Ardin-Delteil : 
F. Bernard ; E. Bonjan ; M. Boucly ; C. Bourvéau ; P. Brignon ; A. Chapron à 
R. Depasse ; G. Desplats ; C. Doumerc; G. Edely ; E. Foucart ; P. Girard ; 
G. Gordien; E, Hauville ; R. Henry; R'Hüe; A. Larcher; A. Lecontour ; 
A. Lescure ; E. Le Maiïgre; G. Montaron; M. Nahon; J. Plantier ; Poujol ; 
Raynaud ; G. Rimour ; Texonnière ; Venet; A. Vidalenc; Vimont.] 














4534. — Vérifier l'inégalité a 
| 24 +1 >> 24 + @. 
(A. SazuiN, école normale de Caen.) 


4535.— On donne deux cireonférences O0 et 0’, tangentes en un point 
A. Soit BOO0'B' la ligne des centres. On mène par À une droite quel" 
conque qui rencontre le cercle 0 en C, et le cercle 0’ en D. On prend: 
le symétrique de C par rapport à la ligné 
des centres, soit C'. On joint B et C', B'et. 
D; ces droites se rencontrent en un point 
P. On’ joint A et P. + 

1° Lieu de M, point sur la droite AP, tel 
que AM x AP — m°. 

20 Construire un triangle ayant un som 
met en B', et dont les deux autres som 
mets soient situés respectivement sur le 
lieu de P et le lieu de M. Ce triangle doit être semblable à un triangle 
donné. 





(P. Le Verne, lycée Janson de Sailly.) 

4536. — Par le foyer d'une parabole ou d’une ellipse mener une 

sécante de longueur donnée. — Discussion. ; 
U (Luiz HÉmois.) 

: L 
4537. — En un point M d’une ellipse on trace la tangente, qui ren-« 
contre en. P le petitaxe. en E la tan-" 
gente à l'extrémité A du grand axe" 
et en H la directrice relative au. 
foyer F ; puis on mène la droite PF; 
qui rencontre en G la tangente AE. 
4 Démontrer que PE— PF ets 
que PG—PH. 20 N° étantle point. 
d’intersection de la normale en M. 
avec le petit axe et K le point d'in: 
tersection de N'F avec AE, démon- 
trer-que N'K = NM è 


5 








(P. Mascaxer, à Digne.) 


4538. — Etablir géométriquement les identités 
sin 3a = 3 sin a — 4 sin° 4, 
cos 3a — # COS? a — 3 COS 4. Ù 


(G., DeLaHAYE, à Roye.) 


* 


pote 


VA ÿ B 20 
4539. — Sachant que dans un triangle tg FPT, g 5 37 | 


C 
trouver tg-—- et prouver que a +c = 2b. 


4540. — Dans un ballon de 101it de capacité on mélange 5lit d'air 
dont l'état hygrométrique est 1/4 et 5lit d'acide carbonique dont l'état . 
hygrométrique est 1/3. On demande l'état hygrométrique du mélange. 
La température est 10° et la tension maximum correspondante de la 
vapeur d'eau est ,9mm,16. 


FT, se 


(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1898.) 


A ont “de Ou 


4541. — Les deux pôles d'une pile de 4 éléments Daniel sent réunis 
par un fil de cuivre de 2mmaq de section. Quelle doit être la longueur du 
fil pour que le courant ait une intensité de 5 ampères ? Que devient 
cette intensité si les éléments sont réunis enSurface ? , | 

On donne :. » 






La force électromotrice d'un élément Daniel . . . Are 07e 
Sa résistance :. . | Oohm 4 


Le coefficient de résistance du fil, c'est-à-dire la résistance, d'un fil de. 
12 de long et de {mms de section. .,/1. PANNE Oohm,018 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, juillet 1898.) 
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ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE (1898) 


4377. — Déterminer les deux bases d'un trapèse rectangle 
: ñ 1 à 
connaissant sa hauteur h, sa surfaces —-hm et le produit k? de 


ses deux diagonales. — Discuter. 


Solution algébrique, — En appelant x, y les bases du tra- 
pèze, on a le système d'équations permet- 








AU IB tant de calculer ces inconnues : 
" F GHY = M, | (1) 
: VC? + A(y2 +R) = k?; 
non y C d'où le système équivalent : 
: 12 ST AIR SIT but © 
e ay? + ha? + y?) + hi — ht — 0. 
Si l’on pose æy = P, il vient 
*. c+y=m, (3) 
P2— 2R2P + ht m2h2 — ki —0. (4) 
Alors æ et y seront racines de l'équation | 
| X— mX HP = 0. (3) 


Ê Lés équations (3), ( 4), (6) résolvent complètement le problème. 
Discussion. — Pour qu’un système de valeurs de x et y con- 

vienne, il faut qu’il soit d’abord réel et qu’en outre la valeur 
3 correspondante de P soit positive. Ces conditions sont suffisantes. 


- Les racines de (5) sont réelles si l’on a 
m? — 4P > 0, 


L L 














Suivons maintenant la méthode de M. Girod, qui, dans le cas 
_ actuel, donne rapidement les résultats : 

41° Pour qu’il y ait une seule solution, il faut et il suffit qu’une 
4 racine P de l'équation (4) vérifie les conditions 





Pour qu’il y ait deux solutions, il faut et il suffit que les deux 
. racines de l’équation (4) vérifient ces mêmes conditions. 


t * Posons \ 
(PP) = P? 2% + hi me? — Bi — 0. (4) 
“Il y aura une solution si ‘ 
| ne: 
as ro. (7) < 0, 


ou (h4 + ml? — k#)(mt + 8m? + 
c’est-à-dire | 
(ai + m2 — Ri)(m? + 4N? + 4R2)(m2 + 4h — ue) EE 


46h — 168) < 0, 


ou enfin 


(hymne A5 — hi?) (= + 


n) <0, 


ce qui veut dire que 2 doit être FA entre les nombres 


On peut préciser et classer ces deux nombres en calculant la ditf- 
férence de leurs carrés; on arrive ainsi aux conclusions : 
Si m<2h/2, l'existence d'une seule solution exige que 


RM? TE et 


l'on ait 
m2 à 
TI COR SE hym>? + 2; 
Sim > 2h), il faut au contraire que k? vérifie les iné- 
galités 


RME Ë LR < He. 


2° Le problème admettra deux solutions si les racines de 
l'équation /(P) = 0 sont d’abord réelles et si de plus on a 


f(0) > 0, (=) Se 2 < 2 


Il est facile de s'assurer que ces conditions suffisantes sont 
nécessaires. 
La condition de réalité des racines de l'équation (4) donne 


k > mb; 


m? 


puis f(0) > 0 et f( Z 


tions faites, par les inégalités respectives 





) > 0 se traduisent, loutes réduc- 


m>? 


k2 << h/Ym?+ Re, NS ui haie 


en d’autres termes, on voit que Æ? doit être compris entre mh 


et le plus petit des deux nombres Xÿm? + 7?, _ + 2; de 


; ; m> à 
plus, il faut que ? < cm OÙ M 2h, 


En résumé : Le problème admet une solution et une seule si k? 
m? e 

Ra + 2; 
Il admet deux solutions si k? est compris entre mh et le plus 


hy/m? +h?, 


est compris entre les deux nombres hymne? +h? et 


petit des deux nombres 
M2}. 


On s'assure facilement de mh est toujours plus petit que les 


m? 
—— + là, 


m° 4 ; 
—— + h? et si de plus 
+ 


deux nombres hÿm?+7 et 


Dans tous les autres cas le RL n’admet pas de solution. 








Solution géométrique. — Menons par le point D la alle 
DB’ à la diagonale AC; dans 


F 58 DORE A Tr le triangle BDB' on connaît 
> A BB =m, AD=h;," 

$ TES BD x BD = 2. 

“ ll suffit alors de construire ce 
2 à k triangle. La quantité X°? peut 
ÿ A de A2 
ce se remplacer par le rayon du cercle circonscrit, puisque 2R = 7 


d'où la construction suivante : 

On trace un cercle de rayon R dans lequel on prend une corde 
BB'=m; en y, milieu de BB’, on élève la perpendiculaire 70 
sur BB’, sur laquelle on prend de part et d'autre du point y deux 
longueurs Q, yQ1 telles que +Q — Qi: — À. On mène les 
parallèles DD’ et D,D'; à BB’ et on a ainsi deux triangles BDB, 
BD,B distincts qui donnent naissance à deux trapèzes différents ; 
pour construire l’un d’eux, on projette D en A sur BB’ eton 
prend DG—AB' (DC est de sens contraire à AB); en tirant 
BC, on a le trapèze ABCD. 
en projetant D, en À, sur BB, 
puis prenant  DiC = AB’ 
(DiC1 encore de sens con- 
traire à AB’) et joignant B 
et C1, on a le second trapèze 
A:BCD;. Les points D’ et D' 
ne fournissent pas de solu- 
tions nouvelles. 

Discussion. — Cherchons 
d’abord à quelles conditions 
il n’y a qu’une solution ; étu- 
dions la solution ABCD et 
voyons dans quels cas elle existe seule. D'abord il faut que l’on ait 

<< ya} 
alors la droite DD’ coupera la circonférence et D;D',. ne la cou- 
BB < 2R, 





pera pas (bien entendu nous supposons que c’est-à- 


3 k? 

M L YT 

IL faut encore que la projection A du point D sur BB' tombe 

entreles points B et B'; élevons alors B'B" perpendiculaire sur BB’. 

Ce que nous venons de dire s’ex- 
prime par la condition 
k > B'B”, 

.En résumé, la solution ABCD 


existera seule si on a 2? > mh, 
avec 


dire ou k > mh). 


B<h<ye ‘(6 
h > B'B'. (7) 





Les inégalités (6) donnent 


R — Oy < h <R+07; 


ou Le VAE FEU” <cheasVe Es 
é ou encore 
| A 0, 
(Rp Re + < 0, 
| c'est-à-dire R? — k? + e < 0 
et enfin kR> 2 4 (8) 


» | 
L ; # 
A à é ° 


Re 
17/40 





L'inégalité (7 ) Diane 


h> VE, ! 


: + 
ou j he à — in, F7 
ou R2 < hf € me. (9} x 
Les inégalités (9) et (8) ne sont compatibles que Si 2hVE ; 
donc la solution ABCD sera unique si l'on Lie  R 
m < 2h)? o] x 


2 : > ê : 
— +R LR < hÿI8 Fm. (A > mh est alors vérifiée. Jai 


Voyons maintenant à quelles conditions la solution A5 C.0:t 


existera seule. 
IL faut d'abord (en supposant toujours x? > mh) que hk <R 4 


et que de plus la solution ABCD disparaisse ; ce qui n’a lieu dans 


les circonstances actuelles que si X < BB’. 
h < y? donne ER VAS 
— : 
ou RE Mie (10) 


L'inégalité (10) exige que R>2, ou x?> 2}; 


sous cette 
condition on déduit 4 





(R—AP> R— | 
ou Re + 2. (1) 
De la condition k<BB' on déduit ; pe. 
R> hVh2 + m?, (12) 
et on voit que (12) entraîne la condition k?=>2/?, car (1f) et 


(12), pour être compatibles, exigent que l’on ait m>2h/2, et. 
alors on conclut bien que l'inégalité k> 21 rentre dans 


k > hyl? + m2. L 
En résumé, la solution A,BGD: est unique si l’on a | 


m > 2h 2, 
(kR> mh est encore vérifiée). : 

Ce sont les conditions trouvées antérieurement ; mais la géo- 
métrie à l'avantage de nous montrer la distinction des deux 
solutions qui existent dans chacun des cas. | 

Dans quels cas y a-t-il maintenant deux solutions ? 

D’après ce qui précède, les conditions sont m 

hk < b, hk > B'B" 
(toujours on suppose que ? > mb). 
h<7$; on en déduit il 
PEL | 
R—a>\/R- 7, (10) 


« v L 4 1 
comme plus haut ; sous cette: 


; 


à « 
RUE + m2 LR + he 


Prenons 





ce qui exige encore x? > 24°, 
restriction on conclut de (10) 


2 0 Æ 
Re < + à î (4) 
enfin de X>B'B’ on tire encore 4 
k2 € hYRE + me + no) 


donc X? doit surpasser le plus grand des nombres "”, an et 
rester inférieur au plus petit des deux nombres er 
LE + ne. Nr HE d SR N ONE 


| 2 | APE 
Supposons d'abord — +R LhVlE + me, 


ce qui exige que 











FA AE 
> LwFrU 
ner £: 


ou m>2h; 


+ SA ébnelit mh > oh et les far. solutions existeront 
dans ce cas sous les conditions suivantes : 


EN UE 
mh ee TE + 1e, 


d £ * “d dit RE 


No 1s dsrens avoir mice A . 








Enfin soit _ Le RTE En ; il est facile de voir qu'il 


» n’y a compatibilité entre les inégalités que sous les conditions 

F : m > 2h/ 2 , 

4 mh LR? < hf + né. 

On peut donc dire en définitive qu'il y a deux solutions lorsque 
A? est compris entre "A et le plus petit des deux nombres 


hyh? + m?, m > 2h, 


_ obtenus algébriquement. 

- Reste à étudier les cas limites : 
solution algébrique : 

4° kA?= mh; les valeurs de P sont égales entre elles et à A2. 

+ [n’y a plus qu’un seul système de valeurs pour x et y, donné 

D par SEE 

d : X2— mX+h2 = 0, 

 etquin n'existe que si m>h; géométriquement, on voit que 

» 2R—m”, et les deux trapèzes ABCD, A1BCD; sont égaux; si 


2 
| + le, et si de plus résultats déjà 


reportons-nous pour cela à la 


ti m—2h ou R—}, on voit que le tra- 
007, D + pèze ABCD devient un rectangle. 
DOM RD — ete R; on a alors 





A) 


et les deux racines en P sont 








ce et 2h? — Dee 
Les équations donnant x et y sont 
X2— mX + a 0 
X2— mX + 27° ss AT, 



















La première donne (x—+) — 0, ce qu'on savait déjà, 


2 


: puisque P< 2 était la condition de réalité des racines de 

l'équation X?2—mX+P — 0. L'un des trapèzes est encore un 

rectangle et il existe toujours; le second n'existe que si l’on a 
2h <m < 2h2. 

Pour m—2h ce trapèze devient aussi un rectangle égal au 

premier, et si m—2?hÿ2, ce trapèze se réduit à un triangle 

rectangle dont les côtés de l'angle droit sont m et . 

Buun30 k2— hÿm +R; dans ce cas /f(0) —0, et les deux 

racines en P sont 0 et 2%. L'un des trapèzes devient un triangle 

rectangle dont les côtés de l'angle droit sont encore m et h, et 

J'autre est un vrai trapèze qui n'existe que si 

| | m 7 2h2; 

ce second trapèze devient aussi un triangle rectangle égal au 

premier si m — 2hy2. 

… Tous ces résultats auraient pu se conclure comme cas particu- 

liers des conditions trouvées à propos de la recherche de l’exis- 

tence des deux solutions, recherche qui a été faite d’une façon 

détaillée par la géométrie. 


‘ *  (PAGÈS, professeur au lycée de Renres). 
4 (Ont. résolu la même FAR : MM. A: Bouzy; Burgat; H. Fajon; 
E. Gernez ; Jarrige ; E. Léotard ; M. Oger.] 
» æ 
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| 4378. — On nie deux droites de l’espace, AX et BY, ortho- 









_gonales entre elles et ayant AB pour perpendiculaire commune. On 


prend sur AX une longueur variable AM et sur BY une longueur 
BN égale à AM. 

1° Démontrer que la sphère qui a MN pour diamètre passe par 
les points À et B. 

2° Trouver le lieu du centre de cette sphère. 

3° Démontrer que le plan tangent en À à cette sphère passe 
toujours par une certaine droite fixe. 

4° Démontrer que la droite MN reste parallèle à un certain 
plan fixe. 


1° Le plan BAX est perpendiculaire sur BY; donc les droites 
BM et BY sont perpendiculaires; de même AN et AX sont per- 
pendiculaires, et la première partie est démontrée. 





Jai M X 


Le même fait aurait lieu si les longueurs AM et BN étaient 
prises dans n’importe quel sens sur les droites AX et BY qui les 
portent. Le problème posé est alors double en quelque sorte. 
Ainsi encore la sphère de diamètre MiN passe en A et B. 

* 2° Le centre O de la sphère MN est dans le plan: P perpendi- 
culaire à AB en son milieu, Dans le plan P et par le milieu 1 
de AB menons IX’, 
IV1 parallèles respec- 
tivement à AX et BY 
et soient 17, 17! les 
bissectrices des angles 


que forment IX’, 1V.. 
. Remarquons que si 
nous  projetons les 


points M et N'sur le 
plan P, ces projections 
[V, et telles que 


se font en M’ et N’ sur IX, 
MM AIR =ANN" 


Comme, MM’ et NN’ sont aussi parallèles, la figure MM'NN' est 
un parallélogramme et les diagonales MN, M'N’ se coupent en 
leur milieu; d’ailleurs comme IN — BN — AM =1IM', le 
triangle M'IN’ est rectangle et isocèle (rectangle puisque IX’ et 
IV, sont rectangulaires) et le milieu de M'N’ est sur la bissectrice 
IZ de l’angle X'[Y:. Le centre O de la sphère MN décrit donc la 
droite 1Z. Si on prenait la sphère de diamètre M,N, son centre 
décrirait la droite 1Z'. Ces droites tout entières répondent à la 
question. 

3° Le plan tangent en A à la sphère MN est perpendiculaire 
sur AO; or le rayon AO reste dans le plan fixe (BA, IZ), done 
le plan tangent en A pivote autour de la perpendiculaire en ce 
point au plan (BA, [Z); or 1Z' est perpendiculaire à 12 et AB est 
perpendiculaire au plan (BA, 12); donc la droite fixe dont il est 
parlé dans l’énoncé est la parallèle menée par A à I". Mème 
résultat au point B. Pour la sphère MiN, les droites correspon- 
dantes seraient parallèles à 1Z. 

4° Remarquons que M'N’ est perpendiculaire sur 1Z (le triangle 
M'IN’ est rectangle et isocèle); d'autre part NN’ et MM sont per- 
pendiculaires au plan P, par suite orthogonales à 1Z; donc le plan 
du parallélogramme MM'!NN’ est perpendiculaire à cette droite 1Z, 
et MN est aussi perpendiculaire sur 1Z; il suit de là que MN 
reste parallèle au plan fixe (AB, 17”), puisque ce plan est perpen- 
diculaire sur 1Z. Pour la sphère MAN, la droite M,N serait paral- 
lèle au plan (AB, 12). 





n 









thèse AM— BN; la seconde n'exige pas que les droites AX 
BY soient orthogonales; de même la troisième et la quatrième. 


? 


PAGÈS, professeur au lycée de Rennes. 


[Ont résolu la même question : MM. Fajon tdont nous publierons w solution 
dans le prochain numéro); L. -A. Blanc ; ; Jarrige ; L. Monnier;. 


4379. — Données. — 1° Un tétraèdre SMNP dont les faces MNP 
et SMN sont des triangles équilatéraux ; la première est dans le 
plan horisontal. MN égal à 220wm est parallèle au bord inférieur 
de la feuille et à une distance de ce bord égale à 50%®, La pente 


de la face SMN est _ Le tétraèdre est au-dessus du plan hori- 


sontal et se projette au-dessus de MN. 
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phère. Pour obtenir ensuite le sommet $S, on remarque que le 
triangle SiP se rabat horizontalement autour de sa trace hori- 
zontale Pi suivant le triangle isocèle PS; dont l’angle au som- 


met + est de 45° ; en relevant S;, on a en s la projection hori- 
zontale de $. 


Intersection de la face SMN avec l'hémisphère. — Cette inter- 
section est un petit cercle ayant pour diamètre la portion de’ Si 
comprise dans l'hémisphère, portion rabattue en ab, sur Si. 
En rabattant la face SMN ‘sur le plan horizontal, ce petit cercle 
vient se confondre avec le cercle o,, dont il suffit de relever les 


mou — La ‘première ca it MA tt de ès 





— Le plan SPi partageant l'hémisphère et le tétraèdre en deux 
“parties symétriques, il suffit de déterminer l'intersection par la 


sur le plan horinter et ess de ce. e cen 
hémisphère est situé sur la Per DEn GIEu ae élevée au mili 
(MN, au-dessus et à 90m de MN. . NET 
Représenter la projection horizontale de la portion supposée È 
opaque de l'hémisphère intérieure au tétraèdre. — Ecrire à l'encre, 
rouge les cotes exprimées en millimètres des sormmess utiles des 
courbes d'intersection. — Représenter en traits noirs et fins le | 
lignes de niveau de ce solide déterminées par des plans équidis- 
tants de 10m, à partir du plan horisontal. — Construire les tan- 
gentes aux intersections des deux solides aux points qui ont pour 
cote 50m, puis celles qui se projettent berne Ones à MN . 



















à 
Au moyen des données, on peut d’abord coristruire la base MNP. 
du tétraèdre et le grand cercle o, contour apparent de l'hémis-M | 


L 
: 
: 


\s 


dt a le Sn 


divers points pour obtenir la projection horizontale de l'intersec- 
tion. Ainsi si l'on relève le point m et la tangente mot en ce. 
point, on obtientle point » et la tangente mt à la projection de 
l'intersection. Cette projection est d’ailleurs une elipse dont on 
détermine aisément les sommets a, b, €, d. 


* 


Intersection de l'une des faces SMP et SNP avec l'hémisphère. 


face SMP par exemple, l’autre intersection ayant sa projection 
symétrique par rapport à Pa, . 








de ontre €, } Pis rcle o avec Patsie MP. Pour détermi- 
ner un troisième point de ce segment, on coupe l'hémisphère et 
_le tétraèdre par un plan perpendiculaire à l'arête MP et passant 
| par o;.ce plan coupe la face SMP' suivant le segment de droite 
_ Al, qui se rabat en k22 autour de MP et en 12 autour de où" 

| l'intersection de 47 avec le cercle o fournit le rabattement 91 an 
- point cherché autour de o!; on en déduit ensuite g2, ce qui per- 
met de tracer le segment fe cercle eg2f, dont il ne reste plus 
qu'à relever les divers points comme on l’a fait pour Le point n2 
par exemple. La projection ainsi obtenue est un arc d’ellipse 
… admettant p9 pour grand axe. : 

£ Au lieu d'effectuer les rabattements des faces sur le plan hori- 
L zontal, on pourrait déterminer l'intersection des deux solides en 
d les coupant par un plan horizontal rencontrant l'hémisphère ; les 
… points de l'intersection sont alors les points communs à un cercle 
- età un triangle projetés horizontalement en vraie grandeur. 
À . Cette construction a servi en particulier à obtenir directement les 
… lignes de niveau du solide commun déterminées par des plans 
équidistants de 10mm, 










mets «a et b ont'respectivement pour cotes «a; — 252% et 
bb; = 65m ; les sommets c et d ont pour cote commune 
+. ojC1 Æ 4ijnm, 
à Le sommet g est situé,sur la ligne de niveau de cote 60mm, et 
les sommets », q se trouvent sur la ligne de niveau decote 10m, 
- ” Les cotes de ces lignes de niveau se trouvent en traçant les hori- 
zontales de la face SMP passant en g, p, q et en cotant les points 
où ces horizontales rencontrent SP. 


| Cotes des Sommets utiles des courbes d’intersection. — Les som- 
} 





Tangentes aux points de cotes 50" et tangentes perpendiculaires 
à MN. — Les six tangentes de cotes 50m sont représentées par 
"les droites mt et nt\ et leurs symétriques (non figurées) par rap- 
port à oi et ol. : 

Les tangenites perpendiculaires à MN sont parallèles au plan 
SPi et par suite leur rabattement est parallèle à Pi pour la face 
SMN et à S2P pour la face SMP ; sur l’épure on n’a figuré que 
deux de ces tangentes, les deux autres étant symétriques des 
premières par rapport à Pi. 

(L. GOURDET, à Vallières-les-Grandes.) 


* ‘ 
© 0 ——b — 
à « 
: ARITHMÉTIQUE 
4509. — Soit N un nombre entier ; on effectue sur lui l'ope- 


ration de La racine carrée. Soient a la racine carrée à une unité 
près par défaut et r le reste de l'opération. 

On divise N par a et l’on appelle r' le reste de cette division. 

» Dans quel cas r' sera-t-il égal à r ; et, s'il n'est pas égal à r, 

Na "Hi # est-il égal ? 

Paris, juillet 1898.) 


« . (Bacc. lettres-math., 
Première solution. — D'après l'énoncé, on écrit 
Y N=&@—+r. (1) 


D'autre part, a étant la racine carrée de N à une unité près, 
ce nombre vérifie les inégalités 


a N <(a + 1}, 
_ ou bien MEN < a + 2a, 
onu" a? << N < a(a+ 2). 
ge Ecartons les cas a—N, a(a+1) — N, 


a(a + 2) =N 











AQU AT 7 Kivi k bat Hs La dis g "7 2 $" 
ve He VW L sr L ù , 


rele lim té aux ix points y pour cdi le reste» «ast évidemment Cie : dl resto à considé- 
rer deux cas. ‘ 


118 a < N P< AU Le 
Le quotient de la division de N par a est visiblement «; il 
vient alors 


N = &æ +7)", (2) 
et par suite, en comparant (1) et (2) 
Fr ee ie 
TR a(a +1) <<N < a(a +2). 


Le quotient de la division de N par a est visiblement a+; 
et par suite 
N= aa+tl) +7. (3) 
Comparant (1) et (3), on trouve 
THa=Tr, 
valeur acceptable, car on vérifie aisément que dans ce cas on 
a toujours r > a. 
(L. ÉCOFFARD, école primaire supérieure de Dôle.) 


r'=r—a, 


Deuxième solution. — Soit « la racine carrée de N à une 
unité près par défaut ; tous les nombres dont la racine carrée à 
une unité près par défaut est égale à a sont 

&, d+i, ..., d+a, d+a—i, ..., a+. 

Partageons-les en trois groupes : 

anal. y aa, 
d+a, a+a+il, ..., a? + 2a —1À, 
da? + 24. 

Si N est un nombre du premier groupe, > est un des nombres 
0, 1, …, a—4. Le quotient de la division de N par a est 
égal à a, et le reste r’ de cette division est également l’un des 

nombres,:.0, 4,2..%, a—1. Donc r=r. 

Si N est un nornbre du second groupe, » est un des nombres 
a, a+Â, ..., 2a —14. Le quotient de la division de N par a 
est égal à a+1; par suite r’ prend les valeurs 0, 1, ..., 
a —1; donc 

r =7r + 0, =r — 4. 

Enfin si N=a?+2a = a(a + 2), 

Remarque. — Il est aiséde voir que si l’on convient d'extraire 
la racine carrée à une unité près par excès ou par défaut, en 
adoptant pour chaque nombre celui des deux procédés qui donne 
le reste le plus petit, et si l'on opère de même pour la division, les 
restes des deux opérations sont toujours égaux sauf pour 
N=a+a et N = a + 2a. 


r' est évidemment nul. 


(CHOLLET, à Largeasse.) 


[Ont FOR la même question : MM. A. Arcizet ; L. Barberot ; V. Barol ; 
E. Baudot ; Baudouin ; F. Beynas ; C. Billionnet ; Bily-Méheust; L. . Bois ; 
J. Bordas ; Fi. Bouvier; E. Bouby; Cavaillé ; G. Charpentier ; Chosson ; 
J. Coupat ; P. Delolme ; Donnadieu; L. Hébrard; R. Henry; L. Hubert ; 
R. Hüe ; H. Janois ; E. Le Maigre ; Le Révérend ; A. Lescure ; C. Marie, Bel- 
Air, Nantes ; G. Nuzeret; M. Oger ; ; F. Ollivier; R. P., Pémartin ; A. Prost, 
B. Ribes ; J. Sallaud ; A. Sallin; G. Schoonheere ; À. Texonnière ; Venet; 
Vial ; J. Fiton.] 





mn 


4525. — Démontrer que si m,n, sont des nombres 


m+n 

entiers, D Le plus grand commun diviseur de m et n, m' et n' les 

quotients de m et n par D, D est divisible par la somme n° + n.. 
mn 


—— , m par Dm'et n par 
Mm+n 


Remplaçons dans l'expression 


Dn'; on obtient, après suppression du facteur commun D, 


Dm'n' 
- m En 
Ce nombre est entier par hypothèse; donc m'+n' divise.le 
. . 











PAS et | PORT 1e PES I LE TO 
produit Dw'n. Mais m'+n est premier avec mn!, ca tou 
diviseur de #n' divise un seul des facteurs m' et n', premiers 
entre eux par hypothèse : il ne peut par suite diviser la somme 
m+n. Dès lors m'+n divisant Dwm'n' et étant premier 


avec m'n' divise nécessairement D. 


CG. qi 
(Prrre MILLEVOYE, lycée de Lyon.) 


[Ont résolu la même question : MM. N. G. Alesandrescu; A. Amblard; A. ÂAr- 
cizet ;. L. Barberot : M. L. Bayor; F. Bellec ; R. Bellencourt ; Bily-Méheust ; 
L. Bois ; E. Bouby ; A. Brière ; P. Brignon ; G. Canel; C. Carbou,; Cätin; 
Cavaillé ; Chosson ; F. Clabault ; J. Collin ; J. Corday ; Cougnoux; R. Coural ; 
L. Curt; P. Delolme; Donnadieu ; C. Doumerc; Famechon ; E, Foucart ; 
G. Foucry ; H. Gallay ; P. Gilibert; G. Girot ; L. Hébrard ; R. Henry; R. Hüe ; 
H. Janois ; M. Jousset ; Le Révérend ; J, Leveau ; J. Ménéchal ; G. Nazare ; 
M. Oger ; R. P.; A. Pichon; J. Plantier ; P. Plisson ; A. Prost; F. Raffin ; 
Reymond ; Ribes ; J. Rigal ; R. Rive ; C. Rochard ; A. S'e-Laguë ; J. Sallaud ; 
G. Schoonheere; G. Tastel; L. Tholomier; L. Troin; E. Vaicle ; Venet: F. Vérot ; 
Vial ; M. Vimont : Vincent; V. Bonzom ; C. Bourvéau; E. Gernez-Pfanmatter ; 
P. Le Verrier; M. Petit ; L. Pont.] 
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GÉOMÉTRIE 


45148.— Construire un triangle rectangle d'hypoténuse donnée 
a, tel que la somme d'un des côtés de l'angle droit et de la hau- 
teur soit égale à l’autre côte. 


Par hypothèse Ia hauteur abaissée sur l’hypoténuse doit être 
égale à la valeur absolue de la 


D différence des deux autres côtés. 
AN En désignant cette hauteur par 


æ, on peut donc écrire 
x? — (AB — AC)?, 
ou æ— AB + AC —2AB.AC. 
Or la figure donne 
AB +ÂC — 0? 
et  AB.ACG= ax: 





L'équation du problème est donc 
g?— 2ax% — a = 0, 
d’où l'on tire, en écartant la racine négative, 
æ = aÿ/2 —a = a(ÿ2—1). 

Cette valeur se construit facilement en élevant sur BC la per- 
pendiculaire CD = «a, puis en rabattant la longueur BD sur 
BC en BE: on a alors BD = aÿ2 et par suite 

x — BD —a—BE—a — CE. 

Connaissant l’hypoténuse et la hauteur correspondante du 
triangle rectangle, on est ramené, à une construction connue, 
indiquée sur la figure. 

Pour que les points A et A’ existent, il faut et il suffit que la 


hauteur x ne surpasse pas le rayon _ du cercle de diamètre 
BC, condition toujours remplie, puisque 
; 1 ] 
DEN 2 
V We ou 45 
(R. DICKSON, à Angoulême.) 





Solution trigonométrique.— Le triangle rectangle sera com- 
plètement déterminé si, outre l'hypoténuse a, on connaît un des 
angles aigus. 


Cherchons par exemple l’angle C. Les deux côtés de l’angle 


droit sont représentés par 


Cr nnn 0 b = acosC; 


PS ET CPL ON ET SR 
etla hauteur issue de À, pa TATTENTE LRU “ie 
4: | j h=bsinC= «008 Csin C. ; g EAST 
La condition h—|c—b | revient donc à 2 
sin Ccos CG = | sin C—cosC|. L 


En élevant chaque membre au carré, elle devient 
(sin CG cos C)? = sin? C + cos? C — 2 sin C cos C, 














ou, en observant que \ | “ei 
sin? C + cos C = 1 et 2 sin C cos CG = sin 20," 
sin? 2C + 4 sin 20 — 4 = 0. 
L'angle C étant aigu, sin 2G est toujours positif; la racine, 
positive de l'équation précédente convient donc seule si toutefois 
elle est inférieure à 1. Or cette racine a pour valeur 
sin 20 — 2 — 1 + ÿ2) — 9,82842. 
Comme à un sinus donné correspondent deux arcs supplémen- 
taires, il en résulte pour C deux angles complémentaires, et par … 
suite deux triangles symétriques par rapport à la perpendicu- 
laire élevée au milieu de BC. À 
En se servant des tables à 5 décimales, on trouve pour valeur 
du plus petit angle C ? re 
2C = 55°56 13" et G= 22058168 
(CG. MARIE, Bel-Air, Nantes.) 


[Ont résolu la même question : Mlle Turpain ; MM. A. Amblard ; A. Arcizet ; 
E. Ardin-Delteil ; Aulagnier ; A.-B., à Reims ; P. Barbier ; E. Baudot ; Bayor ; 
G. Bieber ; C. Billionnet ; L. Bois ; E. Bonjan ; &. Bouby ; Æ Bouwdier ; G. Bou- 
lestin ; F. Breynaert ; KF. Chabault ; J. Collin ; R. Coural ; Croze ; S. Damien ; 
G. Delahaye ; R. Depasse; F. Deville ; H. Dutordoir ; Duval ; G. Foucry ; 
M. Gondran ; H. Janois ; J. Jaubert ; Jousset ; C. Labille ; A. Lardon ; R. La- 
vallée ; A. Lescure: J: Leveau ; C. Ludovic; F. Monseran ; EF. Ollivier ; 
E. Paris; R. P.; J. Pémartin ; Poujol ; L. Révérend ; A. Sainte-Laguës 
G. Schoonheere ; G. Tastet ; L. Toubal ; R. Van Cauwenberghe; &. Vérot : 
Vial ; A. Vidalenc.] 


à + 


4520. — Dans un triangle ABC on mène les bissectrices inté- 
rieures et extérieures Aa, Au'; B£, B£'; Cy, Cy' et on décrit les 
cercles de diamètres au’, PP", yy, qu'on appelle les cercles d’Apollo- 
nius du triangle ABC; démontrer : « 

4° que ces trois cercles se coupent en deux points M et M'; 

20 que la droite MM’ passe par le centre du cercle circonscrit 
au triangle ABC ; | 

30 que la polaire de chacun des points M etM' par ragport au « 
cercle circonscrit au triangle ABC passe par l’autre point. 


4° Soient Met M’ les deux points communs aux cercles de 
diamètres ax et Pf'. ; 

Le cercle de diamètre aa’ 
représente comme on sait le : 
lieu des points du plan tels 
que le rapport de leurs dis- 
tances aux points B et C est, 
constant; on peut donc écrire 


MB; SR RES 
MC 4 ACTOR 
Le cercle de diamètre f£ 
donne de même 








MG. BOSSONICREE 
MA BA MA. 
Multiplions membre à 3 
menbre les égalités (4) et (2); il vient 
| MB _ BC __ MB | Jan 
“MA 7 AC MA 


ce qui montre que les points M et M' appartiennent également 
au cercle de diamètre yy passant par le sommet C. : 
















RE ; Re vt MESA Le 
d » : 


h'k0R ; SE Rre EL. 
| 20 La division BaCa’ étant harmon 

B'et C, c'est-à-dire en particulier le cercle circonscrit 0, est or- 
thogonal au cercle de diamètre ax. Par suite le cercle O est 
h orthogonal à la fois aux trois cercles analogues ax,f9,,; son 
. centre est donc d'égale puissance par rapport à ces cercles et se 
trouve ainsi sur leur axe radical commun MM’. 
- 3° Soient D et D’ les points de rencontre de la droite MM’ 
avec la circonférence O0. Le rayon OA étant tangent au cercle 


. ax, on en conclut 


























Î 
k 


OA? = OM.OM'’, 


relation exprimant que les points M et M’ sont conjugués har- 
.moniques par rapport au cercle O, d'où il résulte que chacun de 
“ces points appartient à la polaire de l’autre point par rapport au 


(P. BARROUÉ, lycée de Brest.) 


“_ fOnt résolu la même question: MM. F. d'Avillez ; A.-B., à Reims; Bayor 

Bily-Méheust ; G. Broutin ; J. Chapron ; Croze ; Debrun ; G. Delahaye; P. De- 
M ]Jolme ; R. Dickson ; E. Foucart ; G. Foucry ; R. Hüe ; P. Le Verrier ; M. Oger,; 
G. Schoonheere ; A. Thorin.] 


w ES — — —  —  —" — 


TRIGONOMÉTRJE 


4522. — Lorsque a+8+y — _ on a 
(æHtga)( + tel + ter)  , 
1+igatsh lg, 
De l'hypothèse faite, on déduit À 


ig (a + Ê +) = B— = À. 


Développons successivement le premier membre au moyen de 
la formule : 


We 1 tga+tgb 
B (a) = 
Il vient ! | 
"K: ,… tora + ig (0 + y) rs 
(—tg a tg(P +7) 
4 RENE D 2 teb+tey 
ou M retct ler: Be To 


où tga—tgatss tey+teP+tey 
À . = 1—tgpt8y—tsaigé —tgatgy, 
ce qui peut s’écrire 

doPtgc te tgy — tea +te 0 + ter | 
; ' +igBtgy+tigatigb+tsgatgy. 
- En ajoutant 1—+tgatgfBtgy aux deux membres de cette 
dernière égalité, on obtient finalement 
EU tBatgp tey) —=1+tga+tgf+tgy+tghtgy+tgatsé 
n  Higatsgy+igaisbtgy = (1 +iga)(i + ts) +tgy). 
‘0 (P. LE VERRIER, lycée Janson-de-Sailly.) 
" GÉNÉRALISATION. — Dans le cas plus général où 24+B8+,=Ss, 
on vérifierait d'une manière analogue que l’on a 
….. (U+igatgs)( +tghbtes)(+igytigs) 
E? ? 1+tgatghtigytgs 
(J. SALLAUD, pensionnat N.-D. de Toutes-Aides, à Doulon, près Nantes.) 


= 1 tes. 


(Ont résolu la même question: MM. A. Amblard ; E. Ardin-Delteil ; Aulagnier ; 


3: 0e 


ique, tout cercle passant par 


 d'Avillez ; A.-B., à Reims ; L. Barberot ; P. Barbier ; L.-M. Bayor ; F. Beynas ; 


G. Billionnet ; L.-A. Blanc ; L. Bloch ; L. Bois ; E. Bonjan ; E. Bouby ; 


F. Breynaert; C. Broutin ; G. Canel ; L. Cartier ; Colomer ; J. Corday : 


J. Danchaud ; G. Delahaye ; P. Delolme ; G. Desplats ; R. Dickson ; A. Doué ; 
C. Doumerc » H. Dutordoir ; E. Foucart ; H. Gallay ; E. Gernez-Pfanmatter ; 
M. Gondran ; H. Janoïis ; R. Hüe ; J. Jaubert ; Jousset ; J. Lacampagne ; 
F. Ladevèze ; F, Laleseu ; Laurain; A. Lescure ; C. Ludovic ; P. Marion : 
J. Mouchet ; P. Ollivier ; L. Patin » J. Plantier ; A. Popescu : Rieumajou ; 
J. Rocher : G. Schoonheere ; A. Smantanescu ; G. Tastet; R. Van Cauwenberghe; 
Venet ; Vien ; J. Vignier.] 


4531. — Démontrer que 
É T A . T A l 
SIN?| — + —") — 2 |) = ——— si 
ra js(ssr à) T3 eue 
Première solution. — Le premier membre de la relation 
étant une différence de carrés peut s’écrire 


: T A ivre A SANTE A 
(+) 5) et +S 
nl À 
sn($ 2 )| 


ou, en développant chaque sinus et réduisant, 
A A 0 
cos —- X 2 sin TS LOS 


2 sin & Cos a — sin 2a, 


CE 
8 
ou, en appliquant la formule 


2 sin 


sin — sin À LEVELS sin À. 
4 V 2 
GC. q. f. d. 
On peut obtenir le même résultat en appliquant au premier 


1 — cos 2a 
D) ? 


mt 


membre la formule sin? a = lequel devient ainsi 


successivement 


1 cos (++) = [1—cos( 


2 


t T 
SN TA) cos EE À 
Ë A M LE : NRA de 
TN = SIN Ac. == SU À 
2 4 2 


Remarque. — Plus généralement, on a de même 


æ| a 











D .. 
fi 2n 2p 


(H. PITRAT, collège Sainte-Marie, Saint-Chamond. ) 


Seconde solution. — En appliquant la formule 
sin? 4 — sin? b — sin (a + b) sin (a — b), 


on obtient 
, TEA a, [r RO ALL EU EU 
sine (5e) sin (55) = sin sin A sin A. 


(P. LE VERRIER, lycée Janson de Sailly.) 


[Ont résolu la méme question: MM. N. G. Alesandreseu ; A. Amblard ; 
A. Arcizet;, E. Ardin-Delteil ; J.-F. d’Avillez ; L. Barberot; P. Barbier; 
E. Baudot ; F. Bellec ; R. Bellencourt ; F. Beynas ; Bily-Méheust ; L, Bois; 
1, Borgey ; E. Bouby; F. Breynaert ; A. Brisbare; G. Canel; C. Carbou; 
Catin ; Cavaillé ; A, Chautemps ; E. Chedeville; G. Chollet; Y. Collin; J, Corday ; 
R. Coural ; C. Dalbéran ; J. Danchaud ; G. Delahaye ; P. Delolme ; F. Deville : 
R. Dickson ; N. Falaugesco ; Famechon ; L. Ferron ; E. Foucart ; G. Foucry ; 
S. Galland ; H. Gallay ; E. Girardeau ; A. Girondé ; M. Gondreau ; A. Grolleau ; 
P. Güution; R-/Henry j°R.. Hüe ; A. Jacquemond ; Jacquet ; H. Janoïis ; 
M. Jousset ; A. L. ; J. Lamotte ; J. Laperrière ; G. Lauraïn ; E. Le Maigre ; 
J. Leveau ; F. Limouzi; P. Lorrain ; C. Ludovic ; C. Marie ; J, Marrot ; 
Mazières ; G. Nazare ; M. Oger ; R. P.; J. Pila ; J. Plantier ; P. Plisson; 3. Qui- 
lichini ; J. Reynaud ; Ribes ; R. Rives ; E. Roncaglia; J. Sallaud ; G. Schoon- 
heere ; N. Sichitiu ; P. Sickler ; G. Tastet; M. Teulié ; E. Vaicle; Venet; 
J. Vignier; Vial; Vien ; Vimont; Vincent ; V. Bonzom ; E. Gernez-Pfanmatter; 
G. Lallier ; R. Lavallée ; P. Millevoye ; G. Salles; L. Bloch ; P. Bisch ; H, Bo- 
nafé ; Colomer.] 





PHYSIQUE MA 


. 


4524. — Le poids d'un échantillon de quartz aurifère est 
1008; sa densité est 8. On demande quel est le poids d'or qu'il 
renferme. Ÿ 

La densité de l'or est 19,36, celle du quartz est 2,65. 

(Bacc. lettres-sciences, Grenoble, juillet 1898.) 


Soit æ le poids de l'or ; Le poids du quartz.est 100—x. Ecri- 
vons que le volume du quartz aurifère est égal au volume de l'or 
augmenté de celui du quartz : 


200 AE A ODEr 
8 19,36 2,65 ? 


d'où l’on tire 
 — 15488 — 100 >< 19,36 >< 2,65 


et : 
133,68 TR 


(VIMONT, à Reims. 


[Ont résolu la même question ; MM. Ardin-Delteil ; Arcizet ; O. Bailly ; 
L. Barberot; E. Baudot ; L. Bayor ; R. Bellencourt ; F. Bernard ; C. Billionnet ; 
V. Blaser ; Bois ; E. Bonjan ; M. Boucly ; C. Bourvéau ; Æ. Bouby ; 
F. Breynaert ; P. Brignon ; G. Canel ; G. Casse ; G. Charpentier ; Chiché : 
Colomer ; J. Danchaud ; R. Depasse ; F. Deville; Donnadieu ; C. Doumerc ; 
G. Dubois ; C. Dujardin ; G. Dumas ; H. Dutordoir ; A. Duval ; G. Edely; 
E. Foucart ; G. Foucry : H. Gallay ; Galibert ; E. Gernez ; M. Gondran ; 
G. Gordien ; J. Grey ; P. Gutton ; Hébrard ; R. Henry ; A. Huet ; R. Hüe; 
Jacquemard ; H. Janois ; M. Jousset ; P. Joye ; C. Labille ; G. Lallier ; 
J. Lamotte ; R. Lavallée ; A Larcher ; Laurain ; A. Lardon ; A. Lecontour ; 
A. Lescure ; C. Ludoire ; J. Maranne ; Malleret ; E. Le Maigre ; P. Marion ; 
Mazières : M. Mathieu ; J. Melin ; P. Millevoye ; F. Monseran ; C.Montaron ; 
J. Mouchet ; M. Nahon ; A. Noyelle ; F. Ollivier ; Le Page ; R. P. ;J. Pémartin ; 
A. Pichon ; H. Pingeot ; Pinet-Libertie $ J. Plantier ; A. Prost ; Raynaud ; 
Le Révérend ; J. Reynaud ; Ribes ; Rieumajou ; H. Richier ; E. Rimour ; 
E. Roncaglia ; J. Sallaud ; A. Sallin : Schoonheere ; G. Tastet ; Texonnière ; 
J. Thivard ; Tourhbez ; Æ,. Vaicle ; H. Varennes ; Venet ; F. Vérot ; Nial ; 
J. Vignier ; A. Vidalenc ; R. Vollaire ; A. Seignohbosc]. 


4532. — Une balance porte à une extrémité du fléau un ballon 
de verre fermé dont le volume extérieur est 1500cc, équilibré à 
l'autre extrémité par une masse en laiton qui, dans le vide, pèse 
1228". Calculer da force qui fera pencher la balance lorsqu'on porte 
le tout dans une almosphère composée à volumes égaux d'air et de 
gaz d'éclairage. 

Densité du Tatton MR ENNEMI PES CRT. 

Densité du gaz d'éclairage par rapport à l'air. . . 0,6, 

Poids d'un centimètre cube d'air. ; pumer 3, 

On admettra que l'air et le mélange gazeux sont à 0° et 760mm, 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, juillet 1898.) 


Soit æ le poids du ballon en grammes dans le vide ; puisqu'il] 
y a équilibre dans l'air, on peut écrire 


0,122 
a —-1,5 Dee y) — 122 RER 150 
d’où æ — 19235",931. 
La densité du mélange d'air et de gaz d'éclairage est 
1 + 0,6 
Fan 


4 


Dans ce mélange, le ballon subit une poussée égale à 
| 1,5 x 1,3 XX 08 — 46r,56. 
Le ballon agit donc sur le fléau de la balance avec une force de 
123,931 —1,56 — 1228r,371. 
. De mème, le laiton subit une poussée égale à ” 
‘ 0 ' ; 
ue X 1,3 0,8 — 0sr,01493 
? . 
et agit sur le fléau de la balance avec une force de 
, 122 — 0,04493 — 1218r,98507. 


La force qui fera pencher la balance est donc de " 


Z ne ” JA tt LUR. à à D 4) Vif D a CU ART, CAR 


























ET TS I 

| 422,874 —191,98507 = 0%,38593 — 385ums,93. Di 
Cette force, évaluée en dynes, aurait pour valeur à Paris 
0,38593 x 980,96 = 378859, 


(L, BARBEROT, au Valdoie.) 
çOnt résolu la même question : Mle Turpain ; MM. Ardin-Delteil ; E. B dot: 
F. Bellec ; F. Bernard ; R. Blanc ; L. Bois 4 Bonzom; E. BCubye Bépäo 
naert ; G. Canel ; Cavaillé ; C. Croze ; L. Curt 5 C. Doumerc ; E: Fou 
H. Gallay; E, Gernez ; M. Girard; M: Gondran ; Le Hébrard ; A. Larche 
R. Lavallée ; Lecontour ; J. Leveau ; M. Mathieu ; Millevoye ;. M. Oge 
H. Pingeot ; Ribes ; J. Rigal ; G. Salles ; J. Schuller ; M. Teulié ; Vial.] à 


4 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


n { 
CR 


. # 


4542. — Démontrer que si l'on convertit en décimales les fractions 


A A | de 
irréductibles FT et _ et que l'on désigne par P et P' les deux périodes, 
on à : à | «| 
p' | 4] 

DRSLTE RS SANTE 

"(Ca BiLLIONNET.) 


4543. — Résoudre l'équation 4. 4 


D + pa’ + pq + 1j + pp — q + pq} + q{p° — qhæt ‘ | 
+ Pape 4 — 1 — pq{(1 + Q}a? — px — pq = 0 
Quels doivent être les signes de p et de q, pour que les huit racines 
soient réelles ? . 4 
Application: p——#, q — 49. 
(P. LE Vernier, lycée Janson-de-Sailly.) 

: L 
4544. — On considère un point M mobile sur le diamètre AB d'un 
cercle et l’on trace d’un même côté de AB les demi-cercles de dia- 
mètres MA et MB, ayant leurs centres en 0 et 0’, puis le cérele tangent. 
à la fois aux trois demi-cercles AB, AM, MB. Prouver que si l'on joint. 
le point M au centre 0" de ce dernier cercle, ainsi qu'à ses points de 
contact avec les trois premiers, chacune de ces droites de jonction. 
passe par un point fixe. : | SRE | 
(3. CHarrox, commis des Postes, à Lyon.) 


4545.,— Étant donnés un plan P et deux points A, B, on trace la. 
droite AB qui coupe le plan au point GC et par ce point on mène, dans 
le plan, une droite quelconque CD sur laquelle on détermine le point M 
tel que la somme MA+MB soit minimum. Lieu du point M. 

+ (G. Breser, collège Chaptal.) 
. e : > 

4546. — Démontrer que si les angles d'un triangle sont en progres- 
sion arithmétique, ainsi que coséc 24, coséc 2B, coséc 20, le cosinus de 
la différence commune des angles est égal à FL 
(G. Lupovic, école professionnelle Dombre-Marbec, à Aix.) 
C2 


# 
4547. — Résoudre le système | 

ts mig(y +z)= "a, A 

te y tels) =; 

tezlg(T+y) = c. , 
4548. — On veut éclairer une maison avec 100 lampes à incandes 


cence, absorbant chacune 0,3 d’ampère, placées" en dérivation aux 
bornes d'une dynamo à 110 volts. Cette dynamio est mise en mouvement 
au moyen d'un moteur hydraulique dont le rendement mécanique @ k 
de 75 0/,. La puissance disponible aux bornes de la dynamo st 90°}. 
de la puissance du moteur hydraulique. | k MTS 
On demande quel doit être le débit du cours d’eau qui fait fonc- 
tionner le moteur hydraulique, sachant que la hauteur de chute est 
demon: EN. 
* Ex 


Un cheval-vapeur équivaut à 736 watts. ; 
(Bacc. lettres-sciences, Nancy, juillet 1898.) 1 


mn, . 
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: AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
k DES JEUNES FILLES (1898) 


Section des Sciences mathématiques. 


5 , ° m 
4459. — Etant donnée la fraction ns 


© 4° Trouver des nombres entiers a, b,c, ... tels que l'on ait 


m : b 
r=ntetmt. 

2 Chercher la condition nécessaire et suffisante pour que le 
second membre de cette égalité se compose d'un nombre limité de 
fractions ; | : 

30 Cette condition étant remplie, quel sera le nombre des frae- 
tions à calculer ? 





















4. Divisons 15m par », soient a le quotient et r, Le reste ; nous 
avons l'égalité 





15m ri 
——— & , 
n 
; CR RE Pari 
Sn ET | 
es FT MAS on (1) 


Divisons maintenant 15r, par », soient à le quotient, r; le reste; 


* 


197: Vo 
nous avons — = b + —-, 
Ep n ñn 
ou ” Ti (ee b TE 1 ro 
À in 2 45 1507 


et en remplaçant — par cette valeur dans l'égalité (1), 
ù OA) Re b ie ADUrs 

ET IS 415? 15 
_Divisons de même 15r: par n, soient c le quotient, r; le reste ; 
divisons 15r; par n, soient d le quotient, r, le reste, et ainsi de 


suite ; nous aurons successivement 





e—— 


m _ à Le b ga A7: 
, TAN LS 15? Ne 155 n° 
m a MD c d À 


Pom dm Cr à 


" d’une manière générale, en désignant par p un nombre entier 
rbitraire, 





m b l 1NCES 
— — re PES 9 
D a us tn à M), 
Deux cas «ERP alors se présenter : 
dans ce 


4° Ou ren il existe un entier p tel que r, soit nul; 


RER Ou. | : LT 
cas, la fraction — est égale à la somme d’un nombre limité de 
n 


fractions ayant pour dénominateurs des puissances de 15. 

2° Ou bien aucun des résles r,, r2, ... n’est nul; dans ce cas, 
on peut prolonger le développement aussi loin qu’on veut, et 
écrire l'égalité (2) pour toute valeur de p. 


y2] 


ET Il eue 
Quand »p augmente indéfiniment, — _ a pour limite O0, 





157 
puisque _. << 1. Ilen résulte que la fraction _ est égale à la 
…. L Ut 
limite de la somme 5 ds ter pour p infini. 
U JP 


: : m a : 
2. Supposons que la fraction — soit égale à la somme d'un 
n 


nombre limité de fractions ; en réduisant ces fractions au même 
dénominateur, nous aurons une égalité de la forme 

m A 

n 15 
où À et p sont des nombres entiers. 


en à A e AR 
La fraction a étant supposée irréductible, cette égalité montre 


que » est diviseur de 157, c'est-à-dire que x ne contient pas 
d’autres facteurs premiers que 3 et 5 

Réciproquement, supposons que » ne contienne pas d'autres 
facteurs premiers que 3 et 5. En multipliant les deux termes de 


à m . 
la fraction 7 Par une puissance convenable de 3 ou de 5, on 


pourra faire en sorte que le dénominateur soit une puissance 
de 15 et on aura une égalité de la forme 
m __ À ee 
AIT (3) 
Cela posé, divisons À par 15, soient g, le quotient, Ri le reste; 
divisons 91 par 15, soient g» le quotient, R> le reste, et ainsi de 
suite. Les quotients g1, ge, ... vont en diminuant, il arrivera 
donc un moment où l’un d'eux sera plus petit que 15; soit q; ce 
quotient. Nous avons alors la suite d’égalités 
A = 15q + Ri, 
qi = 1592 + Ro, 


ir = 19qi + Ré 
Multiplions ces égalités respectivement par 1, 
151; nous obtenons 
A RC 15R2 + 152R3 + . 


15718 Nb 


+ ASEIR: + 159, 





et par suite 
mm Rs + A15R2 +18 Rs +... Hg 
PRE 152 
Si t<p, cette égalité peut s'écrire 
m_ R Ro Q; 
ni 15P 15271 0 187 








BALE D, NON aura at 
mn Ra R> Rp1 
nm ag 45 


: N désignant un nombre entier. 
Il résulte de là que la condition nécessaire et suffisante pour 


de 


+ N, k 


VO à: à UE + : 
que la fraction — soit égale à une somme limitée de fractions 
n 


est que le dénominateur # ne renferme pas d’autres facteurs 
premiers que 3 et 5. 


3. Supposons cette condition remplie et soit n — 37.51 (p > à). 


. mn 
Nous devons multiplier les deux termes de la fraction —, par 5r-1, 


m A 
ES = 
n 192 


etnous avons 


. FA me 
et d’après ce qui précède, — sera la somme d’un nombre de 
ñn 


fractions inférieur ou égal à p. 


: 7: ont 
Donc, le nombre de fractions dont la somme est égale à #4 


est inférieur ou égal au-plus grand exposant des facteurs 3 et 5 
qu figurent dans la décomposition de x en facteurs premiers. 
(Azekrt PROST, instituteur à St-Hippolyte-sur-le-Doubs.) 
Ont résolu la mème question : MM. G. Foucry : J. Moisson ; Nuzerel, à 


Argenteuil ; M. Oger, école normale de Poitiers ; Rivière, collège d’Issoire ; 
G. Schoonheere ; R. Thomas, à Donzillac ; P. Tribier, à Guéret.] 


4460. — On substitue les racines a et b de l'équation du 


second degré 
 +px+q = 0 
dans le trinome U—= ML? —+ nx 1h, 
et on propose de calculer n et hen fonction de p, q et m,°de ma- 
nière que l’on ait u—b pour æ—=a, et u—=a pour æ— b. 
Soient n'et h les valeurs trouvées pour n et h. 
1° Démontrer que les racines de l'équation 
ma? + no + h = 0 
satisfont à une relation indépendante de m ; 
2 Chercher pour quelles valeurs de m l'équation 
ML nx +R —0 
a ses racines réelles ; 


etu- 





30 En supposant que l’on a p = — et q = —1, 


5) 


dier les variations de la fraction 
ma? + na + h' 
L° + px + q 





Les valeurs cherchées de » et de sont racines des équa- 
tions 
ma + na + h = b, } 
MDI END ENG \ (1) 
En les retranchant membre à membre, nous avons 
mai — D?) + n(a — b) = b— a, 
ou, en divisant par a—b etenremplaçant a+b par —p, 
— Mmo+n=—1À, 
d’où nous tirons n = mp — |. 

Revenons aux équations (1); multiplions la première par b, 
la seconde par —a et ajoutons-les membre à membre; nous 
obtenons mab(a — b) + h(b — a) = D? — a, 
ou, après avoir divisé par a—b, 


mab—h = —(a+b). 


y . 
ñ . 
a : 
TPE à : ‘ 

















Lis RE AU A Te 
Remplaçons a+b par Diet À par : ES von: L 
mq — h = p, d’où (Re my En F ; 
On a donc n° — mp —1, h' = mg —p. ee 
4. Soient + et x” les racines de l'équation NT. 
ma? + (mp — 1)x + mg — p = 0. (2). 
On a les relations 
7 1 An: ; 
ad + æ am net ga" =g— LE; 
on en déduit : p{x +æx’)+ xx" = —p? +, 


ce qui démontre la proposition. 4 

2. Pour que l'équation (2) ait ses racines réelles, il faut qu'on, 
ait (mp — 1}? — km(mq —p) > 0, 
ou mp? — 4Q) + 2mp +1 > 0. 

Le premier membre de cette inégalité est un trinome du 
deuxième degré dont les racines sont réelles si g est positif. 
Nous sommes donc conduit à faire les hypothèses suivantes : 

1° g <0. Le trinome a, quel que soit m, le signe de son 
premier terme. Or p?—4q étant positif, le trinome est tou- 
jours positif, et par suite l'équation (2) a ses racines réelles et 
distinctes pour toutes les valeurs de m. 


20 q — 0. L'inégalité s'écrit (mp+1} > 0; si m est diffé- 


rent de — ns l'équation (2) a ses racines réelles et distinctes, 


Si m est égal à 


30249. 0.216 nou à me(p°? — kg) + 2mp + 1 a deux ra- 
cines réelles et distinctes, qu'il est aisé de calculer et que nous 
appellerons »' et m”. | | 

Si p—#4q > 0, il faut, pour que «l'équation (2) ait ses, 
racines réelles et distinctes, que » soit extérieur à l'intervalle 
(m', m"). el 

Si p’—4qg <0, il faut au contraire que #” soit compris 
entre m#”' et m". : 4 

Enfin si » est égal à l’un des nombres m' ou #", l’équation 
(2) a ses racines égales. 


cette équation a ses racines égales. 


3. En remplaçant p par — = et g par —1, on obtient 


; 3m +2 \ 2m — 3, > 
Br h = — 7e VUE conséquent la frac- 
tion y devient successivement ; A ù 
, Mm+2 2m — 3 ‘ 
"STI TOUS 
3 : . 
RSS ER ô 
14 > € 1 ” 


_ 


2max° — (3m + 2)x — (2m — 3) 
22? — 3x —,2 71e 
m{22? — 3x — 2) — 2x +3 k — 20+3 
2x? — 3x —2 2? — 32 —2 


ou 


et ré M + 


Il suffira donc d'étudier les variations de la fonction 
— 2x +31 
22? — 320 — 2 * 
et d'augmenter toutes les valeurs de cette fonction de la quantité 
constante m. ; 
Cette fonction est discontinue pour les valeurs de x qui an- 
nulent le dénominateur, c'est-à-dire pour les racines de l’équa- 


tion 2x—3x—2 —0, qui sont 2et — a | 


, 


LE 


Lar— 126413 | | 
(2x? — 3% — 2) ? 13 
Cette dérivée est positive quel que soit æ; par conséquent la 


* La dérivée de y est y! = 


* 


*+ . & Pos? 


U à Les Lo 


ea et à 





ORNE A CORRE DE UT 0 


ŒVLTR CPS 








sentéesdans le tableau suivant : Ô 

De S L s 

æ |—æo £ — é 2 —- co 
y 0 croît —ol— co croit +æo|—æ croit 0 


| ÿ 





On en déduit facilement la forme de la courbe correspondante. 
(P. RIVIÈRE, élève au collège d'Issoire.) 


[Ont résolu cette question : MM. Ed. Ardin-Delteil, à Montpellier ; L -A. Blanc, 
institution Massillon, à Clermont-Ferrand ; GC. Bourveau, maître-adjoint, 
à Quimperlé; L. Ecoffard, école primaire supérieure de Dôle ; J. Fiton ; 
- instituteur à Agen ; G. Foucrv, école normale de Chàlons-sur-Marne ; R. Henry, 
instituteur à St-Savine ; H. Janois, instituteur à Nogent-le-Bonnard ; C. Jullian ; 
J. Lalescu, lycée de Jassy ; G. Lesage, lycée de Laval ; J. Moisson ; M. Oger, 
- école normale de Poitiers ; R. Thomas, à Donzillac ; P. Tribier, à Guéret; X., 
à Saint-Cloud.] 


4461. — On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy, et une 
circonférence de centre C, tangente 
en O à Oy, et de rayon a. 
Soient deux points P et P' pris 
sur Oy, par lesquels on mène les 
tangentes PA, P'A' à la circonférence 
C. Ces deux points se déplacent sur 
Oy de manière que leurs ordonnées 
b et b' vérifient la relation 
ubb' + w(b + db) + w = 0, 
u, v,w étant des constantes données : 
1° Trouver le lieu géométrique du 
point de rencontre M des tangentes 
. PA, P'A'; 
2° Démontrer que la droite AA qui joint les points de contact 
des tangentes PA, P'A' passe par un point fixe ; 
3° Démontrer que les trois droites OM, PA’, P'A se coupent en 
un même point, et chercher le lieu géométrique de ce point. 
Construire ce lieu lorsqu'on suppose © — 0. 


» 


1. L'équation du cercle est 

| a? + y? — 2ax = 0, 
. Cherchons d’abord l’équation de la tangente PA; une droite 
elconque passant par le point P a une équation de la forme 
j—b = mx. Ecrivons que cette droite est tangente au cercle, 
t pour cela que sa distance au céntre est égale au rayon; nous 


















AE ou (ma + b}? — a?{1 + m°?) = 0. 


È he 
Nous en tirons ; ina Lire , 
2ab 
e sorte que l'équation de la tangente PA est ds 
4 np | 
LS GER 


fonction y est toujours croissante. Les variations sont repré- 





| Ar Fe Rae 


2ab 
Nous aurons le lieu du point M en éliminant b et D’ entre ces 
deux équations et la suivante : 
ubb' + w(b + D’) +io = 0. (1) 
Or les équations des deux tangentes peuvent s'écrire 
b?{x — 2a) + 2aby — «x = 0, 
b'æ — 2a) + 2ab'y — ax = 0; 
on en conclut que à et b' sont les racines de l'équation du second 
degré 
tx — 2a) + 2aty — ax = 0, 
et par conséquent on à 
2ay a?x 


LA 
—"— , DORE 
x — 2a 


SAR, ME G—2a 


Portons ces valeurs dans la relation (1); nous obtenons 


ua?x 2ay 
En S  — —  tralo — Ô 
æ — 24 x — 2a d 
ou d(ua? — 10) + 2avy + Lai = 0. 


C’est l'équation du lieu; elle représente une droite. 
2. La droite PC ayant pour coefficient angulaire — 2 la 


droite OA qui lui est perpendiculaire a pour équation y = La. 


En résolvant par rapport à x et à y les équations de UA et de la 
tangente PA, nous aurons les coordonnées du point A. Ce cal- 
cul très facile nous donne 








PR 2ab°? NUE 
— &+h? PVR be 
Les coordonnées du point A’ sont alors 
2ab"? 2a°b' 
Fe d+b2? “Jp a +b2" 
et l'équation de la droite AA’ est 
1 de 2a°b 2a°b' sf 2a°b 
Ê a +? a? + p? a? + b? 
2ab? 2ab? 2ab? 
+ HD?  a+b 
ou 
(a? + D?)y — 2a?b _ 2a*(b'— b) + 2a?bb'(Lb — b) 
(a? + b?)x — 2ab°? | ab? — B?) Û 
ou encore, en divisant par 2a?(b°—b) les deux termes de la 


fraction du second membre, 
(a? + D}y—2ab a — bb 
(a? + b?)x — 2ab?  a(b +!) À 
Chassons les dénominateurs et ordonnons par rapport à æ et y, 
nous avons 
(a? + D?)(a? — bb')x — (a? + B)a(b + D')y + 2abb'{a? + L?) = 0, 
ou (a? — bb')æ — a(b + b'}y + 2abb' — 0. 
Telle est l'équation simplifiée de la droite AA’. 
De la relation (1) on tire 





A a SRE ms 


remplaçons b+0' par cette valeur dans l'équation de AA‘; 
nous avons 
va? — bb'}e + (ubb' + w)y + 2avbb' = 0, 
ou bD'( — vx + auy + 2av) + a? vx + awy = 0. 
Il en résulte que la droite AA’ passe, quels que soient b et #”, 


par le point d’intersection des deux droites 


— va + auy + 2av = 0, avx + wy = Ù. 
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(0 int a r coordonnées RC e 
in 0 œ — 
Ce point a pou HAS 


3. Connaissant les coordonnées du point P (x =0, y= b) 





: 2ab"? 2a?b' 
et du point A («= OU We enr nous pouvons 
écrire l'équation de la droite PA’ : 
2a°b' 
ESP lé 
PNR AU TE CTT ENT 
a+ D? 
ou 2(20°0" — ba? — bb?) — 2ab°y + 2abb°? — 0. (2) 
L'équation de P'A s’en déduit en permutant à et b': 
a(2a°b — b'a? — Dh?) — 2ab?y + 2ab'b? — 0. (3) 


Soit N le point de rencontre de ces deux droites. Multiplions 
ceséquations respectivement par, et — d', puis ajoutons ; nous 
obtenons 

— @x(b? — D?) — 2abb'(b' — b) = 0, 
ou, en divisant par a(b'—b), 
ax(b + b') — 2bb'y = 0. 

Cette équation représente une droite passant par le point de 
rencontre de PA'et P'A, ei par l’origine ; c’est donc la droite ON. 

Tout revient à démontrer que cette droite passe par le point M, 
c'est-à-dire par le point d’intersection de PA et de P'A'. Les 
équations de ces droites sont, comme nous l'avons trouvé plus 
haut, 

Dax — 2a) + 2aby — ax = 0, 

Dax — 2a) + 2ab'y — ax — 0; 
multiplions ces équations respectivement par D? et — #?, puis 
ajoutons ; nous avons 

2abb'(b' — D) — w2x(b?— HE?) — 0, 
ou a(b +D')x — 2bb'y = 0 ; (4) 
c'est l'équation de la droite OM. On voit immédiatement qu’elle 
coïncide avec ON, Donc les droites PA’, P'A et OM passent par 
un même point N. | 

Cherchons le lieu de ce PO, Les coordonnées sont définies 
par deux des équations (2), (3) et (4). 

Retranchons les équations (2) et (3), nous avons 


a[2a(D" — b) — ab — D) — bb'(b' — D)] — 2ay(b'? — b?) 
ds + 2abb'(b — b) = 0, 
ou, en divisant par d'— pb, 
2(3a? — bb’) — 2ay(b + b') + 2abb' = 0. (5) 

Nous pourrons définir les coordonnées du point N par les équa- 
tions (4) et (5); et pour avoir le lieu de ce point nous élimine- 
rons bb" et b + b' entre les équations (4), (5) et (1). 

Des équations (1) et (#) on déduit 








bb’ __b+p — 10 
ax, 2y | uax Ivy 
+ : Dax Dur . 
LOURDE bHb = "3 = 





uaz + 2vy ua + 2vy ? 


portons ces valeurs dans l'équation (5); nous aurons l'équation 
du lieu. U 
Nous {rouvons ainsi 


war a10y? : 
[30° À: " kaoy? _ _ 2a?wx ” 
uax + 2vy uax + 2vy uaz + 2v1y 
ou, en chassant le dénominateur et en‘divisant par @, 
a (3a?u + 10) + Gavxy + koy? — 2awx = 0. 


Cette équation représente une conique tangente à l'origine à 
l'axe Oy. 


, 








al de Mathématiques élémentaires, 22° année, p. 135). 





Le genre de cette conique Tépent du. sig Un quanti 1 
Bo(3du + à) —- -Qax? ; suivant que cette ‘quantité est positive, 
négative ou nulle, la conique est une ellipse, une hyperbole ou 


une parabole. ; ’ 


Si l’on suppose v — 0, l'équation ne renferme plus de terme 
en «y ; la droite Ox ést axe de la conique, le point O est som- 
met. La construction ne présente alors aucune difficulté. 


Solution géométrique. — 1 et 2. Les points P et P’ décrivent. 
sur la droite Oy des divisions en involution ; par suite les droites : 
OA, OA’ forment des faisceaux en involution. On en conclut, 
d'après le théorème de Frégier, que la droite AA’ passe par un 
point fixe B (*). 

Le point M, pôle de AA’ par rapport au cercle, ‘est situé sur la 
polaire A du point B. ” 


3. Les droites PA’, P'A et OM sont concourantes d'après un 
cas particulier du théorème 
ÿ de Brianchon appliqué au 
triangle PP'M circonscrit au 
cercle donné. 
Pour trouver maintenant le 
degré du lieu décrit parle point 
._N, cherchons combien il existe 
de points du lieu sur une 
droite quelconque Oz passant » 
par le point O. Cette droite . 
rencontre la droite A (lieu du 
point M) en un seul point M, 
auquel il ne correspondqu'un . 
seul point N situé sur Oz. 
Donc il existe un seul point 
du lieu sur Oz en dehors du 
point O. Si l’on fait tourner 
la droite Oz autour du point O, de manière à l’appliquer sur Oy, 
le point M vient au point C, et le point N coïncide avec le point 
0. [l'en résulte que le point O est un point'simple du lieu et que | 
la tangente en ce point est la droite Oy. 
Donc sur toute droite Oz passant par le point O, il y a deux 
points du lieu, le point O et un autre point N; par conséquent, 
le lieu est une conique tangente à Oy au point 0. 
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4492. — Quel est mon âge? — À cette ‘question je répondrai 
en donnant, outre l'âge demandé, le rang du mois et le quan- 
tième du mois dans lequel je suis né. La somme des cubes de ces 
trois nombres, retranchée du cube de leur somme, vaut 110 D44. 

Le quantième du mois surpasse son rang. 

(E. B.) 

Soient æ l’âge, y le rang, + le quantième du mois. Il'est bien 

clair que ces nombres vérifient Les inégalités 
æ < 100, y < 12, 3 < 31; 
de plus, par hypothèse, y <:. Il en résulte 
x +y<112, æ + 3 131, y +3 44, 
La condition imposée par l'énoncé revient à 
(œ + y + 2) — ot — 39 — 110 544; 


L 





(*) Ce thésreme est démontré dans un excellent article de M. Griess (Jour 





ii té ROUEN AE Are) 
RD EN OR ET 3x + (y + 3) 
= où Ho y + 2)(y + 3) y 20 + Bys(y + à). 


Donc 
A RU DATE UT 4) + 
= 3x + y)(y + 5)(s + x). 
Par suite, en divisant 110 544 par 3, il vient 
(æ + y\(y + 3)(3 + x) = 36848. 
Supposons qu'on ait décomposé le second membre en un produit 
de trois facteurs a, b, c, tels que 


y?) 


y+4—Aa, 

z+æ —b, 

MIEEY IC, 
On en conclut aisément 
0-0 — 4% MC d Le GRO ETe 
| Ron ? VB 


_ CA ni 


Pour que ces valeurs soient entières, il faut que les trois fac- 
teurs a, b, c soient tous trois pairs ou qu'un seul le soit. Pour 
qu'elles soient positives, il faut que chacun d'eux soit plus petit 

. que la somme des deux autres. Enfin, pour que y soit inférieur à 
3, il faut 
c+a—b<a+b— 0, 
Cc« b. 
Cherchons maintenant les décompositions possibles. Le nombre 
36 848, décomposé en facteurs premiers, s'écrit 
: JO = 285 1547 
Le facteur a ne peutrenfermer 47, puisque, devant représenter 
y+3, il est inférieur à 44. Ce facteur 47 ne peut donc entrer 
que dans æ+y ou æ<+3. Ces deux facteurs doivent tous 
les deux être inférieurs à 131 ; si donc l’un d'eux renferme 47, ce 
dernier facteur ne peut pas s’y trouver associé avec un facteur 7; 


ou 


tout au plus peut-il l'être avec un seul facteur 2. Il y a donc 
quatre hypothèses à examiner. 
OS Ey— 47 42% rt y —2%XA4T, Mic Na = ET, 


400 +3 = 241. 
æ + y = 41 = c. Il reste alors 
(y + 23 + a) = 2 x 72. 
* Le factéur 47 étant impair, un seul des deux autres facteurs 
peut être pair ; par conséquent celui des facteurs qui est divisible 
» par? le sera aussi par 2*. Si l’on suppose que c'est y +2, ce fac- 
* teur ne pourra être divisible par 7, sans quoi sa valeur serait plus 
grande que 44; cette hypothèse exige donc 
|  æm+z—= 49, y +3 = 16. 
: Si l’on suppose que c'est æ+ <, ce facteur devra renfermer un 
au moins des facteurs 7, car y+z ne peut être divisible par 
72. Il correspond à cette hypothèse les deux combinaisons 


+ 


1re hypothèse : 


m7 QT, y+z=", 
À | Die Qc 72 M À", 
| La dernière est évidemment à rejeter ; la première l’est parce 
que , 
, | s 9 2% 7> 49 +7. 
. * Donc la seule combinaison possible est 
+ y = #7, æ +3 = 49, y +3 = 16, 
qui satisfait aux conditions imposées ; elle donne 
M "40; MT; 2e 
4 29 hypothèse ! G+y = 2% 41—c: Il reste alors R 


À (y+ ss) = 24X 7 — ab. 
Le facteur c étant pair, et l'un des facteurs a ou étant 





[ nécessairement divisible par 2 dans l'hypothèse précédente, les 


trois facteurs devront être pairs; donc chacun d’eux ne peut 
être divisible que par 2? au plus. Le facteur +: —b devant 
être plus grand que c, les seules hypothèses permises sont 


DES LOUP, d'où y+z=2% = #4, 
DNS OR NTE d'où y+z 
La première combinaison 
DER CE, DIE 49), (MEN 
est à rejeter, parce que a+ ce — b; la seconde combinaison 
GR AU TÉE D SE, == aS 


l'est parce que b> a+c. 

La seconde hypothèse ne donne donc pas de combinaison 
acceptable. 

3° hypothèse: æ+z: — 471 — b. 

Il reste alors (y + 2)(x + y) = 2 X 7 = ac. 
b étant impair, un seul des facteurs a ou c peut être pair; celui 
qui est divisible par 2 doit donc l'être par 2*. 


Sic'est y+s, ce facteur ne peut renfermer 7; on aurait 
donc 
de}, CET 
à rejeter puisqu'il faut c<b. Sic'est x+y, le facteur 
y+s ne peut renfermer qu'un seul facteur 7 ; on aurait 
DT CT 


à rejeter pour la même raison. 
La 3° hypothèse ne donne pas non plus de combinaison accep- 
table. 


4e hypothèse : æ+7y = 2% 41 = b. 

(y + 3) + ax) = 2 KT = ac, 
et les trois facteurs a, db, c devront être pairs. Le facteur c devant 
être plus petit que », on ne peut faire aucune des suppositions 


Il reste 


dise 224117, ou ÉyE= ACTÉS 
æ+ 2: ne peut être divisible que par un seul facteur 7. D'ailleurs 
y+z ne pouvant être divisible par 7°, il en résulte que chacun 


des facteurs renferme un facteur 7 combiné soit avec un, soitavec 
deux facteurs 2 Les combinaisons correspondantes sont 


QE EC —vR Ur C2 
à rejeter parce que b>a—+c; en second lieu 
OR DT, DIS EAT, Cl, 


à rejeter pour la même raison, 
Donc le problème proposé admet la seule solution 


œ ==140,  — 9; 
Donc M. B. a 40 ans; il est né le 9 juillet. 


— 9 


4534. — Vérifier l'inégalité 
2ate+ 1 > 2a° + a°. 

Première solution. — Pour établir l'inégalité, il suffit de 
montrer que la différence entre le premier et le second membre 
n’est jamais négative. Or cette différence s’écrit successivement 

2a+ HA — 2a — a? 
— Qa(a — 1) —(a? —1) 
J(2a*—a— 1) 
= (a—1)(ai — a+ a — 1) 
= (a— 1){a(a +1) + a +a+1] 
= (a — 1) (2a? + 2a+1). 
2a?+2a+1, égalé à zéro, ayant ses racines 


— (a —1 


Le trinome 








* SANTE, 
imaginaires est toujours positif, et la différence considérée prend 


tive ou nulle en même temps que ce carré. k 
(Pau BISCH, lycée de Naney.) 


, 
4 Seconde solution. — On parvient plus rapidement à la même 
conclusion en mettant la différence des deux membres de l’inéga- 
lité sous la forme d’une somme de carrés. 

Il vient ainsi 


re 


2ai + 1 — 2a— 
= at — 208 + & + at — 20? +1 
= (a — a) + (a? 1. 
(VIMONT, lycée de Reims.) 


VA SA De 


MONTE 


[Ont résolu la même question : Mie: L. Tholomier ; M. Turpain ; MM.G. 
Amouroux; L. Barberot ; J. Borgey ; G. Burdinat ; G. Canel ; P. Catin : 
P. Cazeaux ; R. Coural ; F. Clabault ; L. Curt ; G. Delahaye ; Foucart ; 
G. Foucry ; H. Gallay ; P. Gutton ; R. Henry ; H. Janois ; F. Ladevèze : 
J.-M. Lagarde ; J. Lehmann; P. Le Verrier ; C. Marie ; R. P.; A. Pichon; S. Po- 
chon ; M. Royer ; A. de Trécesson ; E. Vagneux; K. Vérot ; Vial ; L. Vincent ; 
G. Nazare.] 





— mi 


GÉOMÉTRIE 


4378. — 2° solution. (Voir l'énoncé et la 1° solution p. 9 du 
dernier numéro.) 


1° BN perpendiculaire aux deux droites AB, AX est perpendi- 
culaire au plan BAX et par suite à la droite BM. Le point O 
étant milieu de l’hypoténuse du triangle rectangle MBN, on a 
OB — OM. De même AX perpendiculaire auplan ABY est per- 
pendiculaire à la droite AN; le triangle MAN rectangle en A 
donne OA — OM. Donc OA —O0B—OM=ON, et le point 
0 est centre d’une sphère passant par les quatre points A, B, M,N 
dont les deux premiers sont fixes. 


À ‘1 





2° OC est perpendiculaire à AB en son milieu C. De plus, si 
D est le milieu de BM, OD parallèle à BN est perpendiculaire 


À au plan BAX et égale à EAN De même, si E est le milieu de 


? 


y 


AN, OË parallèle à AM est perpendiculaire au plan ABY et 
Ï 
+ Donc OD — OE et le plan OAB est bissecteur 


LD: 5 
CE 





égale à de 
2 
J du dièdre XABY. Donc tout point © du lieu cherché est sur la 
î | droite fixe CL située dans ce plan et perpendiculaire à la droite 


E AB en son milieu C. 









ainsi le signe du carré (a—1}, c'est-à-dire qu'elle est posi- 


? È 
verses deux droites passant par B; 










À * "Ne ' s re 





+ 
à 





Réciproquement, tout point O de la droite CL est un point du 
lieu, car si l’on mène OD perpendiculaire au plan ABX et que 
l’on trace ensuite les droites BDM, MON, la droite CD perpen 
diculaire à AB est parallèle à AM; donc G étant le milieu de 
AB, D est aussi le milieu de BM, et l’on a AM = 2CD,- 
BN = 20D. Mais le triangle rectangle OCD est isocèle, puisque. 
l'angle OCD — 45°. Donc OD — CD et AM — BN. Donc le 
milieu de MN est sur CL, c'est-à-dire au point O, qui est, par. 
conséquent, un point du lieu. 

Donc le lieu cherché est la droite CL perpendiculaire au milieu 
de AB dans le plan bissecteur du dièdre YBAX. \ 

30 La droite GF perpendiculaire au plan OAB au point A est 
une droile fixe. Or, le plan tangent à la sphère O, au point A, 
étant perpendiculaire au rayon OA, passe toujours par la droite 
GE perpendiculaire à OA. 

4° Le plan GAB perpendiculaire au plan OAB est bissecteur 
du dièdre X'ABY ; c'est donc un plan fixe. La droite CL perpen- 
diculaire aux deux droites AB, GF est perpendiculaire à ce plan. 
D'un autre côté, les deux triangles rectangles MAC, NBC étant 
égaux, CM est égal à CN, et CO est perpendiculaire à MN. Donc 
MN est parallèle au plan fixe GAB. 

(L. FAJON, professeur honoraire.) 









Ont résolu la même question (noms oubliés dans la dernière liste) : MM. Au- 
dibert ; G. Bernard ; Burgat ; L. Curt ; C. Deshons ; E. Gernez ; L. Gourdet ; 
L. Jardin ; E. Léotard ; E. Madet ; L. Magne ; E. Ménissier ; M. Oger, L: Patin, 
M. Rebeix ; E. Sinturel.]| à 


«< 


4501. — Deux cercles O et O' se coupent en À et B. Par A 
on mène les sècantes ACD et AEF, qui rencontrent respectivement 
lecercle O en G, E et le cercle O' en D, F. 

1° Démontrer que 

BE ‘BF 
EC 7 FD 
et déduire de là le théorème de Ménélaüs. 
20 Lieu du point M de EFtez que = me. 


BC, BA, BD. 


14° Menons les droites 


Les trianglés BEC, 
BFD ont les angles en 
B égaux, comme res-. 
pectivement égaux aux 
angles égaux EAC et 
FAD (même mesure) ;.. 
d’ailleurs les angles en 
E et F sont aussi égaux, 
car l 
BEC = BAD = 6FD. 
Donc les triangles considérés sont semblables et donnent 

BE, BF 
EC FD 





CT Fe ” 

Pour déduire de cette relation le théorème de Ménélaüs, trans- 
formons, la figure 
par la méthode des 
rayons vecteurs ré- 
ciproques, le point 
A étant le pôle et 
AB° la puissance 
d'inversion. Les À 
4 


Ds à Def me Éd Sn 


deux cercles 0, O' 
ont alors pour in- 
les deux sécantes ACD, EAF 


« 





HS 












à HZ 
FAX 






RÉEL DER NE RES | | 
passant par l'origine À sont leurs propres inverses, et coupent 
les deux droites précédentes aux points c, d, e, f, inverses des 
points C, D, E, F de la figure primitive. 
On sait que dans l'inversion le rapport de la distance de deux 
| points à la distance des deux points inverses est égal à la puissance 
d'inversion divisée par le produit des distances des deux points 
inverses à l’origine. 
On peut donc écrire 





AE OPEN IOPTE 
AB L AB? 
Er pe pr FDA: Af.Ad 


La relation établie plus haut devient alors, après suppression 
des facteurs communs, 


Be AGE Bts Ad 
DECO AB. © dit. AB” 
eB Ac FOX 
ni Nr 


relation qui est précisément celle que fournit le théorème de Mé- 
nélaüs appliqué au triangle Bcd coupé par la transversale eAf. 
2% Le triangle BEF ayant les angles en E et F constants de- 
meure semblable à lui-même 
dans ses diverses positions. 


À 


Par suite, le rapport 





EF 
est invariable, ainsi que le 
rapport es l de 
appo EN , puisque 
; < EM : 

: Il Hépoihese MF Ur on 
Fer DEA M ; in ET 
déduit RE Il en résulte que le triangle BEM a 


, 


un angle constant compris entre deux côtés qui sont dans un 
rapport constant; il reste donc semblable à lui-même dans ses 
diverses positions, de sorte que l'angle AMB a une valeur inva- 
riable. Le lieu du point M est donc un segment de cercle de 
base AB. 

Réciproquement, tout point M de la circonférence comprenant 
‘ce segment appartient au lieu. En effet, les triangles EMB et 
EFB ayant chacun deux angles constants restent semblables à 


ux-mêmes; les deux rapport LME et pe sont donc inv 
EuXx- FL u pports HE EE te a 
-riables et par suite: il en est de même du rapport ie. ; donc 


M divise EF dans un rapport constant. 
(Sr. FEINTUCH, collège Chaptal.) 
[Ont résolu la quéstion complètement : MM. L. Bois ; P. Le Verrier ; H. L.; 
— partiellement : MM. Cholet ; M. Jousset ; Vial.] 


A 


PHYSIQUE 


2 


4533. — Dans un baromètre à cuvette de rayon indéfini on 
._ introduit un centigramme de gaz carbonique; on demande de 
combien baissera le mercure dans le tube, sachant que la pression 


est normale et que la longueur du tube au-dessus du mercure 
est 1n, | 


MÉCAORIOIL IAE MEL I ER Acad, 
Densité de CO?. 1,524. 


L (Bacc. lettres-math., Besançon, juillet 1898.) 


_ r ‘ 





Le volume du gaz carbonique introduit est à 
10mmg 
1,293 >< 1,524 

La chambre barométrique a une capacité de 100 — 76 — 24e, 
Soit æ la longueur dont baisse le mercure après l'introduction du . 
gaz carbonique. 

Le volume du gaz est (24<+x)*; sa pression équivaut à 
la pression exercée par une colonne de mercure de æ°®, On a 
donc, en appliquant la loi de Mariotte, 


5,075 X 16 = x(24 + x), 








ho 0 


d’où a? + 240 — 385,1 = 0 
et œ = — 12 + Vi44.—+ 335,7 = — 192 +93. 
La valeur positive seule est acceptable : 


É—RULOTS | 
(E. BAUDOT, à Bohain.) \ 

[Ont résolu la même: question : Mi: Turpain ; MM. L. Barberot ; F. Bellec ; \ 
C. Billionnet ; V. Bonzom ; J. Danchaud ; R. Depasse ; £. Foucart ; G. Foucry ; 


E. Gernez ; M. Gondran ; R. Hüe ; A. Larcher ; J. Leveau ; F. Montaland ; 
R. Mothes ; M. Nahon ; R. P.; J. Sallaud ; Venet ; Vimont ; R. Vollaire.] 


4540. — Dans un ballon de 101it de capacité on mélange 5lit 
d'air, dont l’état hygrométrique est 1/4 et 5lit d'acide carbonique 
dont l’état hygrométrique est 1/3. On demande l'état hygrométrique 
du mélange. La température est 100 et la tension maximum corres- 
pondante de la vapeur d'eau est 9mm,16. 

(Bacc. letires-math., Caen, juillet 1898.) 


La force élastique de la vapeur contenue dans les 5 litres d'air 


est donnée par la relation e — 1 
5 ._ 9,16 
d'où Me PER 
Pour les 5 litres de gaz carbonique, on a 
, 9,16 
AE 


La vapeur n'étant pas saturante, on peut appliquer la loi du 
mélange des gaz, ce qui donne 


ES pe _— — 10 K x, 
> 94639 
d'où = Ho: . 
Par suite, l’état hygrométrique du mélange est 
9,16 x 35 
EE 
946 24 


(E. GERNEZ, à Roubaix.) 


[Ont résolu la même question: MM. Ardin-Delteil; L. Barberot; R. Bellencourt; 
J. Bourrières ; E. Bouby ; P. Catin ; R. Coural ; L. Ourt ; J. Danchaud ; 
F. Deville ; E. Foucart ; G. Foucry ; H. Gallay ; P. Girard ; J. Grey ; P. Gutton ; 
R. Henry ; R. Hüe ; H. Janoïs ; F*° Ladevèze ; L. Lassence ; E. Le Maigre ; 
B. Mathé ; J. Massip ; P. Millevoye ; F. Montaland ; M. Naon ; G. Ouvrard ; 


R. P.,; A. Pichon ; J. Pinton ; H. Pingeot ; J. Plantier ; F. Raffin ; B, Ribes ; 


Û Q .. r. : . ‘ . r 8 ni : : 
E. Rimour ; G. Sallet ; J, Schüller ; A. Texonniere ; J. Thivard ; X., à Felletin ; 


Venet ; Vial ; J. Vignier ; R. Vollaire.; 


4541. — Les deux pôles d'une pile de 4 éléments Daniel sont 
réunis par un fil de cuivre de 2mmü de section. Quelle doit être la 
longueur du fil pour que le courant ait une intensité de 5 ampères? 


Que devient cette intensité si les éléments sont réunis en surface ? : 
On donne : à 
La force électromotrice d'un élément Daniel . . . { volt, 07 È 
Sa résistance | Oohm, { 




















Le coefficient de résistance du fil, c Un de la resistance Din 
fil de Âm He long et de 1mmgq de section. . . . Oohm,018 
F {Bacc. lettres-sciences, Rennes, juillet 1898.) 
jo Les éléments étant accouplés en série, l'intensité du courant 
est donnée par la formule 


4e nE 


LIT ER PES 5 
nR +r 

E désignant la force électromotrice d’un élément, R sa résistance, 
r la résistance extérieure. 


. 

















On en tire 
ni nE £. nRi ja 4% 1,0 TE Ru 0.456. 
La résistance du fil ayant 2mmq de section sera par mètre 
Jui — 00hm,009. 
La longueur demandée sera donc 
0,456 
=" 502,666; 
0,009 
90 Si les éléments, dans ces conditions, sont réunis en surface, 
on à 
1 E CYR 
st ee R<+nr 
d’où 1È= FRS — 2amp,22, 


0,1 + 50,666 >< 0,009 X #4 
(J. GUITON.) 


Mes Roudier ; Turpain ; MM. Ardin-Delteil : 
L. Barberot ; C. Billionnet ; E. Bouby : ; M. Boucly ; K. Broc ; Cavaillé ; L. Curt : 
J. Danchaud ; F. Deville ; H. Doumerc ; E. Foucart : EL: Gallay ; E. Gernez ; 
P. Girard ; P: Gutton ; : & HeniTe R. Hüe ; G. Lallier ; J. Lamotte ; E. Le Maigre; 
B. Mathé ; M. Oriol ; ; À. Pichon ; H. Pingeot ; M. Popescu ; E. Rimour : 
G. Salles ; -!. Sallaud : 5 RONDE A. Seignobosc ; A. Texonnière ? J. Thivard ; 
Vollaire ; Allemand-Mar tin ; Vial ; Mie # Tholomier.] 


[Ont résolu la même question ; 


© ——— 


BACCALAURÉATS 


SESSION DE MARS-AVRIL 1899 


PARIS 
Lettres-Mathématiques. 


Mathématiques. 


1. — 4549. On donne dans un triangle l'angle qui a pour sommet A, la 
hauteur h relative à ce sommet et le rayon R du cercle circonserit. Gal- 
culer sin B, sin CG, ainsi que les côtés a, b et c. Construire géométri- 
quement les solutions. 

I. — {er sujet. — Théorie de la racine carrée d'un nombre entier à 
une unité près par défaut. 

I. — 2e sujet. — Lois de Képler ; gravitation universelle. 

I. — 3e sujet. — Propriété de la tangente à la parabole, 


Physique. 


1. — 4550. Une lunette astronomique, formée de deux lentilles seu- 
lement, que l'on supposera très minces. est adaptée pour la vision à 
l'infini. 

Dans cette condition elle grossit 20 fois, et la distance de ses deux 
verres est de 63cm, Cela posé, on vise avec cet instrument un astre 
dont le diamètre apparent est de 30 minutes; puis on augmente le 
tirage de 5mm, 

On demande quelle sera la nature, 
l’image formée par l'oculaire. 

IL — 1e sujet. — Potentiel et capacité électriques. 

IL, — 2e sujet. — Condensateurs électriques. Montrer de quoi dépend 
la charge que possède un condensateur. 

Il. — 3e sujet. — Intensité des courants. Montrer comment elle 
dépend de l'appareil producteur et du circuit. Unité pratique d'in- 
tensité. 


la position et la 


grandeur de 






RTE TEEN Lettres-Sciences. 
Mathématiques. ‘ 


; f 

[. — 4551. On donne un cône circulaire droit dont l'axe fait un 
angle de 30° avec la génératrice. On propose de couper ce eône par un 
plan de façon que la section soit une ellipse dont la sürface mesure 


6 Pare 
PRE ESS et dont le rapport du petit axe au grand axe soit LEE 
+ 


Fe exprimera en fonction des données l'angle du plan sécant avec 
l'axe du cône, au moyen de l'une de ses lignes trigonométriques et on 


22. 
construira cet angle graphiquement. On prendrar = A 
Il, — 1er sujet. — Conditions d'équilibre d'un corps solide libre sol- 


licité par un nombre quelconque de forces constantes. 


IL. — 20 sujet. — Transmission du mouvement par bielle et mani: 
velle. Construire la loi graphique du mouvement de la tige guidée dans 
le cas où la manivelle tourne d'un mouvement uniforme. 


Il. — 3e sujet. — Notions sur'les résistances passives. — Frottement, 
ses lois. A” 


Physique. 


L — 4552. Le tube bien calibré d’un manomètre à air a | 
est divisé en 110 parties d’égale capacité. Quand la pression extérieure 
est de 76cm, Je mercure dans l'intérieur du tube et dans la cuvette ‘se 
tient au zéro de l'échelle. On porte le manomètre sous le récipient d’une 
machine de compression et l’on voit le mercure s'élever jusqu'à la 
80e division. On mesure alors la hauteur du mercure dans le tube et 
on la trouve égale à 45%, On demande la pression dans la machine, 

Il. — 1er sujet. — Harmoniques. — Timbre des sons. 

If, — 2e sujet. — Machine d'Atwood. 

I. — 3e sujet. — Machine à vapeur ; machine à gaz, 


—————— ——#}  — —— L 


QUESTIONS PROPOSÉES 


= ——————— + L 5$ PL 
4553. — On range par ordre de grandeur croissante toutes les frac- 
tions irréductibles moindres que 1 dont le dénominateur est inférieur à 
un nombre donné; démontrer que les fractions à égale distance des 
extrêmes ont le même dénominateur et que leur somme est 1. ? 
(CAVAILLÉ, à Agen.) 


.- 
# 





4554, — Quelle est la vraie valeur de l'expression 
Vox + 6 — Vax +1) 
2° + 2 — Ÿ/63r +1 : 


quand on y y fait TH | re 


(G. Foucry, école normale de Chàlons- sur-Marne. ) 


4555. — Dans un cercle de rayon R on inscrit un triangle ABC tel 
que AB et AC soient respectivement égaux aux côtés du triangle équi- 
latéral et du carré inscrits dans ce cercle. On mène la hauteur AH 
relative au côté BC. Démontrer que 


AC 
4° HC — LE ; u 
2° Que le triangle AHB est isocèle. a 4 
(A. DesPonTÉs, à Provins.) 
‘ 


4556. — On donne dans un plan deux triangles ABC, A'B'C'. Si le’ 
point M est tel que MA, MB, MC coupent respectivement B' C', C'A', A'B' 
en trois points en ligne droite, inversement MA', MB’, MC couperont 
respectivement BC, CA, AB en trois points égalementsen ligne. droite. 

ë (A. D., à Castres.) 


0 


Le Rédacteur- Gérant : Henry VUIBERT. 
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ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DE L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS 


REPOSANT SUR UN PLAN INCLINÉ POLI 


ë Ë * par M. Th. Caronnet. 

Soit un corps de poids P reposant sur un plan incliné poli et 
maintenu sur ce plan au moyen d’une force inconnue F appli- 
quée en un point A du solide, donné à l'avance. 

Pour que l'équilibre existe, il faut, comme on sait, que les trois 
conditions suivantes soient remplies : 

1° Les deux forces P et F doivent admettre une résultante ; 

20 Cette résultante doit être normale au plan et dirigée vers le 
plan ; S 

30 Cette résultante doit percer le plan à l’intérieur du polygone 
convexe d'appui. 

11 résulte de la condition 1° que F et P sont situées dans un 

plan wertical coupant le plan incliné suivant une ligne de plus 
grande pente. 

Figurons la section par ce plan. 

Si nous construisons le segment PH équipollent à AF, le seg- 
ment GH sera équipollent à la résultante de P et de F. 

Or, d’après la condition 2°, l'extrémité H appartiendra à la 
demi-normale Gx au plan incliné. 





Ceci posé, pg étant la projection de PG sur le plan, si nous 
_ portons mn — pq et traçons par # la normale au plan, puis la 
l'extrémité F de la résistance inconnue 
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appartiendra à la normale vv’, limitée en son intersection v 
avec Az. 

Ceci impose donc à la force F une direction comprise dans 
l'angle zAu et définit son intensité pour toute direction donnée 
à l'avance dans l’angle Av. 

Il nous reste à exprimer la condition 3°. 

Soient x, £ les intersections du polygone convexe d’appui avéc 
la ligne de pente. Pour que le solide ne bascule pas, il faut que 
la résultante des deux forces F et P perce la ligne de pente 
quelque part entre x et £. 

Traçons les normales 42, 65 au plan. La résultante passera 
par la rencontre des droites d'action des forces F et P, et 
pour que la condition 3° soit remplie, il faut et il suffit que » soit 
situé dans,la région du plan comprise entre les parallèles 
au, PO. 

Par suite, la direction de F devra être comprise dans l’angle 
k'Aj'. 

D'ailleurs, comme cette région est située dans la région zAw, 
elle convient entièrement. 

En résumé, dans le cas de notre figure, le solide sera en équi- 
libre lorsque la résistance F sera telle que son extrémité F appar- 
tiendra au segment z'j'. 

Cette conclusion dépend essentiellement de la figure ; quant 
aux considérations qui précèdent, elles indiquent visiblement les 
différents cas qui peuvent se présenter. 

Pression sur le plan. — Menons par P des parallèles à Xk’ et 
à jj ; elles coupent Gx en k1 et j1. La pression, qui est pré- 
cisément la résultante de P et de F, est représentée en intensité, 
comme nous l'avons vu, par le segment GH. 

Cette pression variera donc de Gki à Gi. 


————————h} 


ARITHMÉTIQUE 


4542. — Démontrer que si l'on convertit en décimales les 


; ee , A A Ë a 
fractions irréductibles — et PEU et que l'on désigne par P et 
1 


P' Les deux périodes, ona 
1 
Pas 198 
On sait qu’une fraction irréductible dont le dénominateur est 
premier avec 10 donne naissance à une fraction décimale pério- 
dique simple, le nombre des chiffres de la période étant égal à 
l’exposant de la plus petite puissance de 10 qui, divisée par le 
dénominateur, donne 1 pour reste. 
En effectuant successivement la division de 10* par les déno- 
minateurs 7 et 13, on reconnait facilement que 


* Pas, le 15 Avril 1809. di 





10 —m.7+1, ou m.13 +1. We: 
Les deux fractions _ et Fe ont donc leurs périodes P 
. et P’ composées de 6 chiffres, et l’on peut écrire 
A PRE F Sir 
7 — 999999 ? 43 — 999999 ” 
d’où l'on déduit, en divisant membre à membre, 
dote? 
CRÉES 


(H. DAMOISEAU, école primaire supérieure de Bar-sur-Seine.) 


Ont résolu la même question : Mle R. Campana ; MM. N.-G. Alesandrescu : 
Ed. Ardin-Detteil ; L. Barherot; R. Bellencourt; C. Billionnet ; J. Borgey : 
Cavaillé ; L. Curt ; R. Dickson ; H. Dodier ; Donnadieu ; J. Fiton ; E. Gernez- 
a R'AHenr vs R'AHüues nr Lalescu : ; E. Le Maïigre; B. Mathé ; 

. Millevoye ; St-N. Mirea ; M. Oger ; J. Pémartin ; L. Pont; Rieumajou ; 
ï. ‘Sallaud ; F, Schmitt ; Venet.] 


———————_4 —————————————— 


ALGÈBRE 


4368. — Deux droites Ox, Oy font entre elles un angle de 60° ; 
on mène une droite Oz perpendiculaire au plan æOy. Sur 0: 
on prend une longueur donnée OC = c. On demande de déter- 
miner sur Ox et Oy deux points À et B de telle sorte que AB 
ait une longueur donnée ! et que le triangle ABC ait.une surface 
donnee & h?. Discussion. — Construction géométrique. — Calcu- 


A 


ler avec les données le volume du tétraèdre OABC. 
(Bacc. lettres-math., Clermont, avril 1898.) 


Dans le plan x0y, menons du point O la perpendiculaire OD 
à AB, et traçons CD. D'après le 
théorème des trois perpendiculaires, 
CD est perpendiculaire sur AD. 
Nous avons donc la relation 


égalant deux expressions de la sur- 
face du triangle AOB, nous obte- 





nons 
—. æy sin 60° — Li. OD ; 
mais sin 60° — Ve 
CE h# Vht En oT 
et OD = VCD Cor Far. 
La relation précédente s'écrit alors, en simplifiant, 
ENS L y, 
2 V3 — CF) 
ou ay = VISU — CF). (1) 


D'ailleurs en considérant dans le triangle AOB, le côté AB, 

opposé à un angle de 60°, nous pouvons écrire 
a? + y? — 2xy cos 60° — !}?, 

ou a + y — ay = . (2) 

Ajoutons 3xy aux deux membres de (2). Nous avons, en vertu 
de (1), 

(a+ y}? = 2 + 2/3(hE — CP). (3) 

Si au contraire nous retranchons «y des deux membres, il 

vient 


sims R,, d'où CD =. 
Posons OA = x, OB—=7Y#y. En. 


U 'e-p=r-s VS. NN 
Les équations. (3) et (4) donnent alors a en sup- 
posant æ > y: \ 


=+(v PB + 2/3(M— CR) À va ner 2 SU — er), 


y Ve ) 


On voit que si les radicaux sont réels, ces deux valeurs sont 
réelles et positives. Les deux conditions de possibilité sont done 


h—@r > 0 . 
et l— à V3QR4 — 22) > 0. ER" 


La deuxième s'écrit, en isolant le radical et élevant au carré, . 




















+ 


b > Zn — cl), 


ou RE << 22 + LH. . 


. 
Pour que le problème soit possible, on doit donc avoir 
3 
272 4 272 SAT 
CP < hi < cl TT 
Il admet alors deux solutions. ?* 


Solution géométrique, — Tout revient à déterminer complè- 
tement le triangle AOB. Or la hauteur OD de ce triangle est 
un côté de l'angle droit d’un triangle rectangle dont l’autre côté 
c est donné et dont l’hypoténuse CD = Le 
construction d’une troisième proportionnelle, OD peut donc se 
construire aisément. Dèslors, dans le triangle AOB, nous con- 
naissons la base AB—7, l'angle 
AOB de 60° et la hauteur OD. La 
construction est immédiate. Sur AB 
nous construisons le segment capable 
de l'angle de 60°; sur le diamètre per- 
pendiculaire à AB nous prenons le 
Van 


s'obtient par la 


point F telque GF — OD — 


* 





et par ce point nous menons une paral- 
lèle à AB. Son intersection avec le 
cercle détermine le point O0. On woit 
que le second point d'intersection 0" ne donne pas ün triangle 
distinct. e + 
Pour que le problème soit possible, il faut d'abord qu'on ait pu 
déterminer GF = OD, ce qui exige 
> CP. à 
D'autre part, il faut que 
GE > OD; , 
mais GE est la hauteur d’un triangle équilatéral de base /; elle 


est donc égale à 15 -_ La seconde condition s'écrit alors 


1/3 © VR— cr 
2 I ; éL 


En élevant au carré et réduisant, il vient 
hr < 2 + _ tr, 


Donc enfin le problème sera possible et admettra deux solu- 


tions si | Fu + 


1 ARE <EP+ à &. 






é 
(1 
| 
' 
ñ 





_ le côté BC; 
point de rencontre de DF et de AC. Prouver que les points E, K, 


| Volumé du tétraèdre. — La base est 


#08 = AB, OD — Re cl? 


et Ta HÉUIPuE est c. Le “lune est égal à 


+ FER. | 


(J. DELPONT.) 


quest A. A école primaire supérieure de Vervins, a résolu la même 
uestion. 


4543. — Résoudre l'équation 
D + pat + p(g + 1)8$ pp — 9 + pqha + q(p? — g)xt 
TH D°g(p —9— 1) — pq{1 + g)e? — pig?x — p°q = 0. 
Quels doivent être les signes de p et de q, pour que les huit ra- 


cines soient réelles ? * 


{ Application: p——%, q — 49. 


L’équation donnée peut s’écrire 
(@ + p}e + pq + 1)(œ + pjai — (px + 9)qæi 
+ p'qle + pla — pq(q + 1)(pe+ ge? — pop + q) = 0, 
do, + pla + p(g + 1)x° + p'q] 
.— (pe + gglat + p(g + 1)ai+ pig] = 0, 
ou, en mettant en évidence le facteur commun, 
Cet + p(g + 1)? + po] [at + par — pgx — q°] — 


ou’: ” 


Or at + p(g + 1e? + pq = a(a? + pq) + p(a? + we 
, RS RO SEE 
et D Æ pui —pqæ — Q° = 2° — Q° + pa(x — q) 


= (a? — p}(x?+ pa + q). 
L'é ton proposée prend alors finalement la forme 
(&°+pg)(e + pa — q)(a + pa + 9) = 0, 


sous laquelle elle se décompose en quatre autres équations du 
second degré, ce qui donne pour x les huit valeurs suivantes : 


@ = + ÿ—= pa, me = + ÿ—p, 
Ta" . er + CPE E] 
Ve 1 net DR 


A 


Pour que les valeurs æ2 el x, soient réelles, il faut que p soit 
négatif et g positif ; les valeurs x sont alors toujours réelles, et 
; 2 


3 
les valeurs x, seulement lorsque p°—4g > 0, ou q < . 


En faisant p——%4 et g—49 dans les formules précé- 
dentes, on obtient é 
M = 2t 14, Ga =D 2 NN Il, di, = 2 + 3V—5 


EU LALESCU, lycée. de Jassy. ) 


. 


. [Ont résolu la même pe et MM. P. Le Verrier, lycée Janson ; G. Nérates 
A. Popesçu, à Jassy ; E. Foucart, à Issy ; Vial, à Tournus.] 


—————————_3———— 


+ __ GÉOMÉTRIE 


PRE 


4543. — Etant donné un obus ABC, on construit le triangle 


_FGH formé par les bissectrices extérieures des angles A, B,C; 


soïent D et E Les points où les bissectrices de l'angle À rencontrent 
K Ze point de rencontre de DG et de AB; L le 





.L sont en ligne droite avec le centre 1 du cercle inscrit au triangle. 


Le point F, centre du cercle exinscrit dans l’angle B, est situé 

sur la bissectrice in- 
F térieure BI; de mê- 
me G se trouve sur 
la bissectrice CI. On 
peut donc considé- 
rer chacun des trois 
points K,I,Lcomme 
l'intersection des 
diagonales des qua- 
drilatères AGBD, 
GBCF, ADCF, et, 
d’après une pro- 
priété connue, ces 
trois points appar- 
tiennent à Ja polaire 
du point H par rap- 
port à l’angle FEC, 
autrement dit ces trois points sont sur une même droite passant 
par E. 





(J. CHAPRON, commis des Postes, à Lyon.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; G. Bieber ; C. Billionnet ; 
Bÿly-Méheust ; L.-A. Blanc ; L. Bois ; E. Bouby ; G. Canel ; H. Carpentier ; 
R. Van Cauwenberghe ; G. Chédaille', Chollet ; P. Delolme ; L. Deschamps : 
H, Duffet ; R. Dunesme ; R. Javelot; V. Jouve ; E. Kornis ; H, L.; T. Lalescu: 
R: Lavallée ; P. Le Verrier ; H. Lévy ; M. Oger ; K. Pirlot; M. Rebeix ; Rey- 
mond ; H. Roure ; C. Schoonheere ; G. Tastet ; L. Torin.| 


4527. — Dans un triangle, au plus grand angle correspond la 
plus petite hauteur. (Ne pas se servir de l'expression ordinaire de 
l'aire d’un triangle.) 


Nous distinguerons deux cas suivant que le plus grand angle 
est aigu ou obtus. 

1° Considérons le triangle acutangle ABC dans lequel on sup- 

pose B>C. Il suffit de faire voir 

A que la hauteur BD est moindre que la 

hauteur CE, ces deux droites étant deux 

cordes du demi-cerele de diamètre BC. 

D En effet, on sait que dans un même 

E cercle deux arcs inférieurs à une demi- 

circonférence sont sous-tendus par deux 

cordes inégales de même sens. Or 
l'hypothèse B > C revient à 


EDC > BED, 
EC > BD. 
20 Considérons maintenant le 
A triangle ARC obtusangle en B. 
L’angle CBE étant extérieur au 
D triangle, on a 


ce qui entraîne 


A+C> CG, 


ou GES BD, 


: c'est-à-dire CE > BD, 


3 (RIBES, à Saint-Estève. ) 
Autre démonstration. — Nous allons montrer que l’hypo- 
thèse A > B>C entraine 


ha << ho << he, 
LL 


À + .. LU ; 14 = :. 064 
F d | L +, + "SR 
Ai its : ét - + L ture Site at à l 



















ns Sd de : . (iRe. D À 
: ‘ + | Ka à ‘; LÉ Le URSS ee NS ns | COLA PRET $ 
a té n be - | lèle au quatrième rayon, et réciproquement, 
ha, 6, he désignant les hauteurs correspondant aux côtés a, b, c. PÉNS ent PEPAUERENSSS + 


É , Dans le cas énoncé, il suffit 
= donc de montrer que le faisceau 
D(EAFC) est harmonique, ce qui 
revient à établir que la division. 
E'AFC déterminée par ce faisceau. 
sur le côté AC est harmonique. >. 

Le triangle ABC coupé par la. 


En vertu d’un théorème connu, on peut écrire ; ‘ 


2Rha = be, 2Rho — ca, 2Rhe = ab ; 


on est donc ramené à démontrer que 


bte Gb; 
ou, en divisant par abc, 











1 | 1 : transversale L'ED donne (théorème 
4 r .. » 1 
PL. SE ra de Ménélaüs) | " 
Eu 2e bte. VERSER ADC | ” 
j ee . 
Or cette dernière conséquence résulte immédiatement de l'hy - LC EA DB . 
pothèse A> B > C et de ce qu'à un plus grand angle est op- 0 EB : | Fi ; « _. ns 
£ 6 r ES HAE _— — EF, 
posé le plus grand côté. DE À C; 
(E. LE MAIGRE, à Pleyben.) x 
2 E’A FC x 
[Ont résolu la même question : MM. N.-G. Alesandrescu ; A. Amblard: onc ET ei 3 
À. Arcizet; L.-M.Bayor: R. Bellencourt ; F. Bernard ; F. Beynas ; C. Billionnet; VC FA 
L. Bois ; J. Borgey ; M. Boucly ; G. Canel ; M. Catin ; Cavaillé ; P. Cazeau ; 
G. Chollet ; Y. Collin ; P. Delolme : G. Delahaye ; Duval ; Famechon ; = —— É 
H. Gallay ; R. Hüe ; H. Janoïis ; J.-M. Lagarde ; G. Laurain ; Le Révérend ; FA 
B. Mathé ; M. Oger; Ph: Plisson ; L. Troin ; E. Vaicle ; Vien.] ou + = — = 
E'C FC 


: 
ce qui montre que E’ et F divisent harmoniquement AC. 

La démonstration précédente subsiste évidemment pour chacun 

é des trois cercles exinscrits au triangle ABC. ÿ A 

4529. — On considère un triangle ABC et le cercle inscrit ” * (M. OGER, à Poitiers.) 

tangent en D,E, F aux côtés BC, CA, AB. Démontrer que les trois [Ont résolu la méme ‘question : Mike M. Turpain ; MM. N.-G. Alesandrescu: 


x : al 4 É É ; L V. Barol ; R. Bellencourt; À. Brisbare ; G. Chollet ; G. Delahaye ; P. Delolme ; 
droites DA, DE, DF éinterceptent des segments égaux sur toute R. Dickson ; Famechon ; E. Foucart ; R. Henry ; R. Layallée  P. Le Verrier ; 


parallèle au côté BC. M. Petit; H. Pitrat; Reymond; G. Schoonheere ; G. Tastet; Vien ; A. Wulleman.] 
Si l’on remplace le cercle inscrit par l’un des cercles exinscrits, | “ 
la relation est-elle encore vraie? à D 
Trois droites concourantes interceptant des segments propo r- 45387. — En un point M d'une ellipse on trace la tangente, 
tionnels sur deux parallèles, il suffit d'établir la propriété pour la | qui rencontre en P le petit ave, en E la tangente à l'extrémité A 
parallèle au côté BC passant par A. ‘| du grand axe et en H la directrice relative au foyer F ; puis on 


mène la droite PF, qui rencontre en G la tanÿente AE. 1° Démon- 
trer que PE —=PF et que PG = PH. 2° N' étant le point 
d'intersection de la normale en M avec le petit axe et K le point 
* d'intersection de N'F avec AE, démontrer que N'K = N'M. 


e 
> 
FA 


TS 


1° Joignons E et F, E’et F, E’ étant le point d’intersection de 
la tangente en M avec la tangente en A’. EF est bissectrice de 
l'angle MFA, EF est bissectrice de l'angle MFA’. 





B D C Par suite, le triangle EFE' est rectangle, ‘et PF = PE. 
2° On a » 
. 
Soient GA, AH les segments interceptés sur cette parallèle par E’ PRE U a 
les droites DA, DE, DF. Je dis que GA — AH. j PG OA 
En effet, dans les deux cas de figure (cercle inscrit etexinscrit), PE RAGE 
les triangles AEG et .AFH sont isocèles comme étant respective- N PH OD 
ment semblables aux triangles isocèles BDE, CDF, déterminés , Mais 
par deux tangentes à un cercle et la corde des contacts. ( OA OF 
: OD EN 
Donc AG=AE,  AH—AF, : LPS 
donc 
ou, comme AE — AF, : À! ‘ pF PE 
AG = AH. 1. PO PH 
(L. BOIS, école professionnelle de Vierzon.) cet comme PF = | E, : 





ilen résulte que 

[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; V. Barol ; M.-L. Bayor ; e q 
H. Bonafé ; E. Bouby ; J. Chapron ; F. Clabault ; P. Clermont ; Y. Collin ; PG = PH. 
R. Coural ; J. Danchaud ; C. Doumerc ; G. Foucry ; S. Galland ; M. Giraud ; 


L 
H. Laperrière ; Meheust-Bily ; Vial.] En particulier, considérons la tangente en B, extrémité’ du 


+ petit axe, laquelle rencontre la directrice en L, et soit Q l'inter- 
Autre démonstration. — On sait que trois des rayons d’un | section de BF avec la tangente en A; on à BL'= DO: Cette 
faisceau harmonique partagent en deux parties égales toute paral= | remarque donne un procédé simple pour construire la directrice. 
à + y o 3 : * ; 
3 4 * 
# hi + 





ver ri x: 2 Le RE 
ct À 
, 











Tete 
VU TRNI TT Ne 
Le , 





» 


PS Se PAS F4 DEP 90 | FR 
90 Soit R le point d'intersection de MN’ et de FE. L’angle 





FMF' passeen P eten N'. D’après cela, les deux triangles N'FR, 
FPE ont leurs côtés perpendiculaires ; ils sont donc semblables 
et, par suite,  N'R = NF. > . 

D'autre part, les triangles N'MF, F'MN ayant leurs angles 
égaux respectivement, sont semblables. Donc 










NE NRA UN Le. 
D : Wu, NM NM FM ia 
Mais ; PRO = © ; 
À NERO Us 

4 NR _ NF 
n°: NM _ NK°' 
_ et, parsuile, ? N'M = N'K. 


(P. MASCARET, à Digne.) 


; [Ont résolu la même question : MM. V. Barol; L,-A. Blanc; H. Bonafé ; 
; G. Chollet ; E. Foucart ; G. Lequéré ; R. P.; G. Schoonheere ; Vial.] 


+ a 
Li 


4544. — On considère un point M mobile sur le diamètre AB 
» d'un cercle et l'on trace d'un même côté de AB es demi-cercles de 
diamètres MA et MB ayant leurs centres en O et 0’, puis le cer- 
cle tangent à La fois aux trois demi-cercles AB, AM, MB. Prouver 
+ que si d'on joint le point M au centre O" de ce dernier cercle, 
“ ainsi qu'à ses points de contact avec les trois premiers, chacune de 
ces droites de jonction passe par un point fixe. | 
s 


4 Transformons la figure par la méthode des rayons vecteurs réci- 

| proques, en choisissant M 
pour pôle et le produit 
— MA.MB comme puis- 
sance d’inversion. 

La circonférence AB se 
tranforme en elle-même ; 
les demi-cercles AM, MB 
ont respectivement pour 

. inverseslestangentes B(}, 
AP’ aux extrémités du 
diamètre AB du cercle C ; 
le cercle 0” x pour réci- 
proque une circonférence 
I tangente à la fois en R 
au cercle AB et en P’, 
Q' aux droites AP’, BQ. 
La circonférence I étant 
indépendante de la posi- 
tion de M est fixe; donc 

| | ” les droites MP, MQ, MR, 

_ qui joignent le pôle M aux points P, Q, R, pivotent autour des 

… points fixes P’, (’, R’, inverses des points P, Q, R. 
Remarque. — La distänce du centre du cercle [ à la droite 

_ AB est visiblement; égale au diamètre du cercle |; cette pro- 

_priété s'étend aui cercle 0”, homothétique du cercle 1 par rap- 

_ port à M, puisque les distances de I et 0” à AB sont homologues. 

1 (J. CHAPRON, commis des Postes, à Lyon.) 





| PE. la mêmefquestion ; MM. Ch. Doumerc ; E. Foucart.] 
. e n . 

£ Ê “ 

F F 


C) 
l ‘ 


4545. — Etant donnés un plan P et deux points À, B, on 
trace la droite AB qui coupe le plan au point C et par ce point 


# 


_ PEN’ est droit, car on sait que le cercle circonscrit au triangle 


x * 


| détermine lé point M tel que la somme MA+MB soitminimum. 


Lieu du point M. 


Joignons M au symétrique A’ de A par rapport à la droite CD. 
La somme MA + MB 
ou son égale MA'+ MB 
est évidemment mini- 
mum lorsque le point 
M est sur la droite A’B; 
la droite CD est alors 
bissectrice extérieure 
de l’angle AMB, et en, 
menant la bissectrice 
intérieure ME, on a 





AT AM Et AC 
EDS MB CDé 


. ce qui montre que le point E est fixe en même temps que les 
trois points A, B, C. (Ces quatre points forment d’ailleurs une 
division harmonique). 

En observant que l'angle CME est droit, on en conclut que le 
point M se trouvé sur la sphère de diamètre CE ; cette sphère 
est coupée par le plan P suivant un petit cercle qui représente lé 


lieu de M. La droite CD pouvant occuper toutes les positions 


possibles autour de GC, ce petit cercle répond entièrement au 
lieu. 
(GeorGés BIEBER, collège Chaptal.) 


Autre solution. — Le point A’, symétrique de A par rapport à 
la droite CD, appartient à la fois à un plan fixe parallèle au plan 
P et à la sphère de centre C et de rayon CA ; done le lieu de 4 
est le petit cercle de la sphère déterminé par le plan fixe. Dès 
lors la droite BA’ engendre un cône oblique de sommet B et dont. 
la base circulaire est parallèle au plan P. Ce dernier coupe le 
cône suivant une circonférence homothétique de la base par rap- 
port au point B; cette circonférence, qui passe par le point C, 
constitue le lieu de M. 

_ (Ervesr FOUCART/ à Issy-les-Moulineaux. 

[Ont résolu la même question : Mie M. Turpain ; MM. N.-G. Alesandrescu ; 
V. Barol; R. Bellencourt ; C. Billionnet ; P. Bisch ; L. Curt; Ch. Doumerc : 


R. Dickson ; G. Foucry ; R. Hüe, M. Oger; J. Pémartin ; H. Pitrat ; J. Sallaud ; 
L. Troin ; R.-Turgis ; Vial ; P. Coulhois.] 


D 


TRIGONOMÉTRIE 


444%. — Soit a l'arête d’un cube ABCDA'B'C'D'. En désignant 
par a, a, &, &', y, y, à, les distances des sommets opposés À et 


A!', Bet B/, etc. à un même plan qui ne coupe pas le cube, on « 
LB + +2 —2,) — 200 — 20. 


Première solution. — Soient O le centre du cube ét w la 
longueur de la projetante 
Oo. Si nous abaissons du 
point À une perpendicu- 
laire AI sur Oo, 
OI = w — 4. 

Menons par le point O 
des. plans de projection 
- parallèles aux faces du 
cube, et soient À, x, v les 
angles que fait Oo avec 
ON LOT. DANSE à, y, a 





_ on mène, dans le plan, uné droite quelconque CD sur laquelle on | sont les coordonnées du sommet A, il résulte du théorème des 








projections que | ANT ERR 
wù — 4 = OT = x cos À + y cos H + à cos v. S . () 


Les coordonnées des sommets du cube sont indiquées par le 
‘tableau suivant : 





æœ y 3 
a a a 

À a = L 

re We rs 

A MAP a a 
2 TX Se 

B 3.472 ad 2 

D Lis res 

: a a a 

Le COMTE TNT ET Mme 

a & a 

AE Stat UNE 

C’ ns Lo. a 

FES Res 2 

D A “os Fa 
Es 2 Hi 

; a a a 

k D NH Sr 

En appliquant l'équation (1) à chacun des sommets et mettant 


a 


2 


en facteur commun, nous obtenons les relations 
mm a 4 
É ORNE (cos À + cos 1 + cos v), 
ss, a 
# — + —— (COS À + Cos 1 + cos v), 


cr [22 
, B—= © — —. (cos u + cos y — cos )), 


a 
D — + —— (cos up + cos y — cos À), 


a 
= w+— (cos À + Cos pu — cos v), 
See g 
f —W——— (cos À + cos u — cos v), 
NS a 
| 2 = W— —- (cos À + cos y — cos pi), 


S/ 


a = 
9 —w+—- (cos À + cos y — cos pu). 


Nous en déduisons 


LL 


HA? = 2? +2 — {cos À + cos pu + cos v}2, 


2 Qu € 
PRE? = 20? +2 — (cos u + cos v — cos })?, 


Kw «| Si +[8 


’ 19 L a À 
Ha HE UE — ge + 7 [2(cos à + cos v}? + 2 cos? }] 
— 4wŸ+a?(cos? À+cos? u+cos? +2 cos ucos v), 
Ha? +R — 4er + (1 #2 COS pi COs y). (2) 
D'autre part, 
. "LS à a? 
HUE TEA À + cos p — cos v}?, 


EN 9 a [ À 
$ 4 ( È l DS )Pe 


2yY + 209 — 42 — 


1 


sie 


ça cos? À + 2 (cos p — cos y}?] 


a? (cos? À + cos? pe + cos? v — 2 cos H. Cos v), 





ST EP NET E DATE LT NE SE UE TR 
' C2 % rue LE MS PAR EN 7 TENS Ÿ 1 — 


du centre du carré ABCD; 


2 Fe a = = Au he — 2 Fées à. cos v) ET ) 
En retranchant l’une de l'autre les relations (3) et (2), 
a? + 4? +R + HR? 2yy — 200 — 002 

C. q. f. d. 4 

(J. MOISSON.) | 


A 


* 


» 
: 


Autre solution. — En observant que 


d? + «2 — 


S a+a + (a x )], 


BE = BB + (6 —PY) 


— 
3 


= GT ENTER 


(8 —4)1},0 ; 


1 L. 
— — F{($ D \2. 2 
= (6+3) 


la relation à démontrer peut s'écrire 





























(au + a+ (a — a+ (BH PH BE — (y y . 
HV (È + 8) 2 (80) = hat) 
Projetons les trois points | 
LINE * A, O, A’ en a, o, a' sur le 
WE 


plan considéré ; do FOEE 0. 

étant le milieu de a et 4’, la 

figure donne 

Aa+A'a'=a+ x —200—=92d, 

en appelant d Ja distance dü 

centre du cube au plan donné. 

«+ On trouverait de même 
PHP =y+Y == 

Par suite la relation 1 se. 
simplifie, et il reste à faire 

voir que 

(a— a) + (B— 88 (y — y} + (8 — D = 4a. | NUE) 

Projetons maintenant les points A’ et O en H et K sur Aa; 

on voit que 





[a— a | — AH — 2AK; ; 

(a — x'ÿ = 4AK°. £ Te 

Mais AK n'est autre chose que la distance du sommet A à un 
plan parallèle au plan donné mené par le centre du cube. La 
relation (2) revient donc à la démonstration de la proposition 
suivante : 

Si par le centre d'un cube on mène ün plan quelconque, la 
somme des carrés des distances à ce plan de quatre sommets 
A, B, C, D appartenant à une même face est égale au carré de 
l’arête a du cube. 


donc 


Soit ABCD le carré situé dans 
la face considérée; menons ses 
diagonales AC et BD Qui se 

. 
‘coupent en R. En R élevons 
au plan du carré une perpendi- 
culaire RO égale à la moitié du. 
côté du carré ; O sera le centre 
du cube. Je “4 

Pour définir le plan, menons 
par le point R une droite RS. 
faisant les angles 0, ©, 4 avec 
les trois directions RO, RC, RD; 
menons par le point O le plan perpendiculaire à cette droite ; : 
le point S où il rencontre la droite sera La projection sur ce plan 
la projection de ce carré sera un 
parallélogramme A1B:CD; ayant pour centre le point S. 

Il s’agit de démontrer que | 


AA! + BB; + CC: + DD: — «2. ! 





w 
« 


CARE TINOR R- 
(ag Dhs 7: 
Le D The » +0 





AA COTE 


“ 


rade a” : 
.  Af+ C0 = + [AA + CG) 
le trapèze AA,C1C donne 


AA: +. CC —0RS: 
le triangle SOR est rectangle en S; son angle en R est égal 


à 0; son côté OR vaut se . donc 


AAA -L CC — 2RS — 2 cos 0 — acos0. 


Menons par A la parallèle AE à AC; dans le triangle AGE 
. l’angleen E est droit ; l'hypoténuse AC vaut a/2; l'angle ECA 
Le égal à Y, angle de RS et de RC ; donc 
| EC, CG: — AAi— aÿ 2 cos %. 
Par suite, 
l (AA1 — 


CG)? = 24? cos? Y, 


et 

1 
3 (a? cos? 0 + 2a? cos? L). 
On démontrerait de même que 


AAÏ + CC: — 


— — À 
BB; + DD, — — (a?,ç0s? 0 + 2a? cos? ©). 
Donc , / 
AA + RPC + DD? — a? cos? Ü + a? cos? © + a? cos? y 


| a?(cos? 0 + cos? © + cos? 4). 

On sait d’ailleurs que la somme des carrés des cosinus des 
angles qu’une direction RS fait avec trois directions rectangu- 
laires est égale à l'unité. Donc la somme précédente se réduit à 
æ&, et le théorème est démontré. 


"4589. — Sachant que dans un inangte 














t OL t B 20 
| TENTE SENTMRTÉ 
pas 
 trouver,ig — et prouver que a+c — 2b. 
. Première solution. — On a 
A RS 
D RM SNS 
1 A B 
1 — te — to — 
“1. ' A 88 
. PARA MED. ui 0 SATA enr 
Een) 1e nipe 


Eu remplaçant tg ë et tg e par les valeurs numériques don- 


_ nées, il vient : 


E à | TR 20 
1 D MERE in 2 
5720 305 Fa 
6 7 4 
D’après les relations 
Er 0 C 
” Mia EU sin Bin C’ 


la relation a+c— 2b est équivalente à la relation 


+ sin À + sin C = 2 sin B,. (1) 
Tout revient donc à calculer les sinus des angles A, B, C en 


L2 . 


onction des tangentes des demi-angles. On obtient ainsi 
A 10 
2 tg — — 
bo 
RESTE TNT ; 
nl AE LE 
mt tg e be 36 





at — 
s 87 37 1480 
Sub CE 20 2 — 1760 ? 
1 + te? = 
sis CURE 
C 4 
2 te — == 
à 8 2 5 20 
NC EN. — TU 
1 + te — (ET 
2 25 


On reconnait facilement que ces valeurs vérifient la relation (1); 
en effet 
20 


60 D 200< 448 "1480 
DD NTIC LT 1000 
(S. POCHON, répétiteur au collège de Wassy.) 
Seconde solution. — Lorsque trois angles «, 6, y ont pour 


somme 90°, on sait que 
tgbtgy+tgytga+tgatgl — 1. 


A B C FAT 
D Fe CU PONT 
B CN TA Are 

donc 8 ty L +8 $ Br +is— QUE 


Remplaçant PES et tg 5 par les valeurs données, on trouve 


tg £ = es = . 
A À 305 b) 
On sait d'autre part qu’en désignant par r le rayon du cercle 
inscrit, on a 


2 














t ne v ne. 2r 
ÉLse p—a b+c 
2r 2r 12r 
Donc DC — à TE = TT 
La Au 168 
De même, C+ a = ce TD 
6) 
a+ b = — = dy 
LE 


De la première et de la troisième égalités on déduit 
127 377 37r 


APN T SE — 2 TE 
Comparant à la seconde, on en conclut bien 
a+c = 20. 
(CAVAILLÉ, à Agen.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; Ed. Ardin-Delteil ; L. Bar- 
berot ; H. Bisch; G. Canel; B. Carriere; P. Cazeaux ; ER. Dourol ; É Curt ; 
J, Danchaud ; G. Delahaye ; P. Gutton ; R. Henry ; H. Janoïis ;, F. Ladevèze ; 
E. Le Maigre ; HNPCue Verrier : H. Loignon ; M. Nahon: R.-P.; J. Plantier ; 
A. Pichon ; Poujol ; Vagneux ; Venet ; Vial ; L. Vincent ; R. Dickson.] 


4546. — Démontrer que si les angles d'un triangle sont en 
progression arithmétique, ainsi que coséc 2A, coséc 2B, coséc 2C, 


Le cosinus de la différence commune des angles est égal à ve 


L’angle moyen B équivaut au tiers de la somme des trois 





angles, c’est-à-dire à Ce — 60°. Si donc x est la différence 
commune des angles, ces angles ont pour valeurs ; 
A = 60° — x, B—160% C—= 60 +%. 
On peut donc écrire 
Ca — MU & = É : , 
sin 2A  sin(120°—92x)  ÿ3 cos 2x — sin 2x 


c'e ATONT Rd 





. " 1 ; 1 ASE 


Fe 2 A0 
1 Tir 3 Le 
ÉCB= -——— = — = 
CO Be CL 
aséC 20 — ere 1 :_ y. FOIS ATOS 
: - sin ?C  sin(120°+2x) 3 cos 2x + sint2x 


En écrivant que ces:trois valeurs sont en progression arith- 
métique, il vient 








ÿ 3 cos 2x — sin 2x 3 3 V 3 cos 2x + sin 2x 


ou, en simplifiant et remplaçant sin? 2x par 1—cos? 2x, 
4 cos? 2x — 3 cos 2x — 1 = 0. 
On tire de là 
1 


COS 2x — — TS 
La première valeur donne x =—0; comme les trois angles 
nn. A, B, C sont alors égaux, cette valeur peut être écartée. En 
| exprimant cos 2x en fonction de cos x, la seconde valeur s'écrit 
2 cos? & — 1 — _. 
3 
4 
d'où l’on déduit, en observant que x est aigu comme inférieur 

 d à 60°, 


cos? —= A et 





ou 2 cos? æ = 


3 
COS & = ER 
V®= 
(Vicror BAROL, école primaire supérieure de Lorgues.) 


* [Ont résolu la même question : MM. N.-G. Alesandrescu ; Ed. Ardin-Delteil ; 
L. Barberot ; C. Billionnet; L. Curt; G. Delähaye; Dickson ; H. Dodier ; 
Ch. Done ; E. Foucart; G. Foucry ; ; E. Gernez-Pfanmatter ; R. Henry; 
R. Hüe ; C. Marie, à Bel-Air ; St-N. Mirea ; A. Popescu ; Rieumajou ; J. Sallaud ; 
Venet ; B Carriere.] 


| 


PHYSIQUE 


4548. — On veut éclairer une maison avec 100 lampes à incan- 
descence, absorbant chacune 0,3 d’ampère, placées en dérivation 
aux bornes d'une dynamo à 110 volts. Cette dynamo est mise en 
mouvement au moyen d'un moteur hydraulique dont le rendement 
mécanique est de 75 °/,. La puissance disponible aux bornes de la 
dynamo est 90 °/, de la puissance du moteur hydraulique. 

On demande quel doit être le débit du cours d'eau qui fait 
fonctionner le moteur hydraulique, sachant que la hauteur de 
chute est 10%. 

| Un cheval-vapeur équivaut à 736 watts. 
(Bacc. leitres-sciences, Nancy, juillet 1898.) 


Les 100 lampes exigeant 0,3 100 — 30 ampères, la puis- 
sance de la dynamo doit être de 30 xX<110 watts, oude NEC 
D 
chevaux-vapeur. 
Appelons + le nombre de litres d’eau que devra débiter en une 
seconde le cours d’eau; le travail correspondant sera de x><10 
ee N) 


kilogrammètres, ou de =— Chevaux-vapeur. On doit donc 


avoir, en tenant compte du rendement mécanique du moteur et 
de la puissance disponible aux bornes de la dynamo, 


30110 _ æ x 10% 75 x 90 
736 .75><100 >< 1001 : 
5 d'où œ = 491,81, 


(E. FOUCART, à Issy.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bameulle ; J. Borgey ; H. Da moiseau ; 
J. Fiton ; E. Gernez ; R. Henry; R. Hüe ; E. Krau ; E. Le Mai 
J. Sallaud ; A. Seignobosc ; Venet.] d'OS 


————————————— 


+ 





mr UNE Qt 
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+ » 1 6 Ÿ 
4557. — Quel que soit x, les deux expressions 
Dian+9 Bart et » D12n+2 _p. 93n+2 


sont toujours divisibles par 13. 
(J. Saztaun, pensionnat N.-D. de Toutes-Aides, à Doulon.}), 





















2 + 
4558. — Eliminer p, q,T,s entre les 5 équations suivantes : 
, P+I+T+S = —A4, ë 
ce PI +PTH PS + +qSs+rs = b, 
PAT + PGS + PTS + QTS = —C," 
pqrs = d, 9q—=—1. 


(G. DeLanaye, à Roye.) 


. d : . , 
4559. — Construire un triangle connaissant la bissectrice.de l'angle 
*'b+c 
A, la différence B—C des deux autres angles et le rapport Fait 


de la somme des côtés comprenant l'angle A au côté opposé a. 
(A. SALLIN, école normale de Caen.) 


4560. — Sur une sécante mobile OAB passant par le centre d'un. 
_cercle O on prendeun point B tel que 


L AB = k.0A, 

k étant un nombre quelconque ; on pro- 
jette les points A et B sur un diamètre 
fixe en A’ et B'. On demande : 

1° De trouver le lieu géonétrique du 
point M où se coupent les droites AB' et A'B; 

+ 2° De montrer que, lorsque le lieu de M 
est une ellipse, le grand axe est toujours double du petit axe, quel que 
soit k. 





# 
(Luiz Hémors.) 


4561. — Etant donnés une circonférence, deux rayons fixes et ure 
direction donnée, mener parallèlement à la direction donnée une 
sécante telle que la partie de cette sécante interceptée par la circonfé- w 
rence soit égale au segment de à par les deux rayons fixes. * 


(ST. FEINTUCH .) 


4562. — On considère deux angles droits .XOY, X'O'Y', et la parabole. 
P tangente aux quatre côtés de ces angles. Soit Q l'intersection des 
droites OX et O’X’. Laissant fixes les points O et 0’, on fait décrire à 
Q un cercle fixe passant par 0 et 0’. 

1° Trouver les lieux géométriques du foyer et du sommet de ke para- 
bole P, 

20 Par tout point M du plan passent deux AE te P réelles ou ima- 
ginaires. Déterminer la portion du plan dans laquelle doit se trouver le 
point M pour que les deux paraboles qui y p assent soient réelles. 

30 Trouver le lieu du point «M pour que J'une, des deux paraboles 
correspondantes ait un paramètre donné. 

4 Trouver le lieu du point M pour que les deux paraboles qui y 


passent s’y coupent orthogonalement. 
(L. OLtÉé, à Auch.) 


ù : L) 
4563. — Si, dans un triangle, les cotangentes des angles —; cs 


forment une progression arithmétique, on a | 
A C, 
cotg 5. cotg STE 3. 


(GC. Lupovic, école professionnelle Dombre-Marbec, à Aix.) 


4564. — Un élément de pile a pour résistance 1,5ohm et pour force 
électromotrice 1,1 volt. On réunit les deux pôles de cet élément par un 
fil de cuivre de 100 de longueur et de 3mma de section. Calculer l’in- 
tensité du courant qui parcourt le fil et la différence de potentiel 
entre les pôles de l'élément fermé, sachant que la résistance d’un fil de 
cuivre de 1» de longueur et de {mms de section est 0,018 ohm. 


(Bacc. lettres-sciences, Montpellier, juillet 1898.) 
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NOTE SUR LES DIRECTRICES DE MONGE 
DES CYLINDRES DE RÉVOLUTION 


DÉTERMINATION DES AXES DES SECTIONS PLANES 
ELLIPTIQUES 


par M. Arnould, professeur au lycée d'Orléans. 





Etant donné un cylindre de révolution à axe quelconque, 
l'emploi d’un parallèle comme directrice nécessite des rabatte- 
ments et il est plus commode de déterminer une section elliptique 
projetée suivant un cercle. Nous montrons comment on peut 
obtenir une telle courbe, qu’on nomme directrice de Monge ; et 
elle nous permet de construire les axes d’une section plane quel- 
conque du cylindre. La construction ne suppose même pas le 
cylindre de révolution, mais exige seulement la connaissance 
d’une section elliptique projetée suivant un cercle. Enfin la 


méthode indiquée donne les axes d'une ellipse déterminée par 
deux diamètres conjugués (*). 


Théorème. — Deux cylindres circonscrits à la même sphère ont 


deux ellipses communes, dont les plans passent par l'intersection 
des plans des courbes de contact. 


Prenons comme plan horizontal le plan des axes des deux 
cylindres. La sphère est figurée par la 
circonférence de centre O et les cylin- 
dres par leurs contours apparents, qui 
forment un parallélogramme circons- 
crit : par suite, un losange concentrique 
au contour apparent de la sphère. Les 
plans verticaux AC et BD et les plans 
des courbes de contact MP, NQ passent 
donc par une même droite, la verti- 
cale O, qui coupe les trois surfaces 
aux mêmes points. Îl suffit de montrer 
que chacun des plans verticaux AC, BD 
coupe les deux cylindres suivant la même ellipse. Or, le plan 
vertical AC, par exemple, coupe les deux cylindres suivant des 
ellipses qui ont en commun les sommets A, C du grand axe, et 
les sommets du petit axe qui sont les points de la sphère projetés 
en 0 ; les deux ellipses coïncident. Il en est de même du plan 
vertical BD, et le théorème est établi. 





Détermination des directrices de Monge. — Soit un cylindre de 
révolution d’axe ab et de rayon R. Prenons comme plan vertical 





(*) Tout ce qui suit est bien connu ; mais la plupart des ouvrages élémen- 


taires l'omettent. Nous pensons donc que cette note sera de quelque utilité 
aux candidats aux Ecoles du Gouvernement. 
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auxiliaire le plan projetant de ab ; soit a’b' la projection verticale 
de l’axe. Le contour apparent vertical du cylindre se compose des 
parallèles à a/b' à La distance R. Inscrivons dans ce contour 





apparent une circonférence de centre arbitraire w'; c’est le 
contour apparent vertical d'une sphère (w), (w’) inscrite dans le 
cylindre donné. D’après le théorème qui précède, le cylindre qui 
projette horizontalement la sphère, coupe le cylindre donné sui- 
vant deux ellipses situées dans les plans de bout PaP:, Q£Q: et 
projetées sur la circonférence (w). Les deux plans-PaP:, Q2Q: 
donnent les directrices cherchées ; il en est de même des plans 
qui leur sont parallèles, 


Remarque I. — Les diagonales d'un losange étant les bissec- 
trices des angles formés par les côtés, les droites 4P1, £Q1 sont 
les bissectrices de l'angle formé par la direction ab’ de l’axe et 
la verticale ww’. 


Remarque II. — On peut montrer que dans tout quadrilatère 
circonscrit, convexe ou non, les diagonales et les droites qui 
joignent les points de contact des côtés opposés sont concou- 
rantes. On en conclut, comme précédemment, que deux cônes 
circonscrits à une même sphère, ou un cône et un cylindre, ont 
deux courbes planes communes. Le cas d’un cône et d’un cylindre 
donne les directrices de Monge du cône de révolution. 


Section plane d'un cylindre dont la directrice est une ellipse 
projetée suivant un cercle. — Détermination des axes. — Soit le 
cylindre défini par la projection de l’ellipse directrice, la circon- 
férence (Tr), et par ladirection Oo des génératrices. Nous détermi- 
nons le point d’intersection o de l’axe du cylindre et du plan 
sécant, et sa trace XY sur le plan de la directrice. On peut 
obtenir un point quelconque de la section, en faisant passer 
par Oo un plan arbitraire; soit Op sa trace sur le plan de la 
directrice. 11 coupe le plan sécant suivant po et le cylindre sui- 
vant les génératrices (M), (M') qui rencontrent yo aux deux 
points m, m' de la section plane. On a la tangente en m, inter- 
section du plan tangent au cylindre le long de la génératrice (M) 








et du plan sécant, en joignant m au point t, intersection des 
traces de ces deux plans sur le plan de la directrice. La tangente 





en #”' est parallèle à mt, car o est le centre de la section 
plane. 

Le plan auxiliaire Or, qui passe par les génératrices de contour 
apparent du cylindre, donne les points de la section plane situés 
sur les contours apparents : p et p'. 


Axes. —- La construction des axes ou diamètres conjugués rec- 
tangulaires de l’ellipse section repose sur les remarques sui- 
vantes : 

La projection orthogonale ou oblique du milieu d’une droite 
est au milieu de la projection de la droite. Il en résulte que, si 
on fait correspondre les points de deux sections planes du cylin- 
dre situés sur une même génératrice, à deux diamètres conju- 
gués d’une section correspondent deux diamètres conjugués dans 
l’autre. Peu importe d’ailleurs qu’on considère les sections planes 
de l’espace ou leurs projections sur un même plan de compa- 
raison ; la correspondance subsiste. 

Remarquons encore que dans un cercle deux diamètres rec- 
tangulaires quelconques sont conjugués. 

Si donc l’une des sections considérées (T) est un cercle, on 
aura les axes de la seconde en cherchant deux diamètres rectan- 
gulaires de cette section qui correspondent à deux diamètres 
rectangulaires de (Tr). 

En observant que deux diamètres correspondants se coupent 
sur l'intersection XY des plans des deux sections, on a la cons- 
truction suivante : 

Décrivons la circonférence qui passe par 0,0 et a son centre 





sur XY. Elle à pour diamètre af ; et o4, of rectangulaires cor- 
respondent aux deux diamètres NA Ox, O$ du cercle; 
ce sont les axes de l’ellipse section. On a de suite les extré- 
mités a, a'; b, b' des axes au moyen des plans auxiliaires 
Ox, Of. 

Le problème suivant donne une application intéressante de la 
construction qui précède. 


Problème. — Recherche des axes d'une ellipse déterminée par 
deux diamètres conjugués. 





Soient 0p; 0q e diamètres ones Gone de l clips 
centre o. Construisons sur 
le triangle rectangle isocèle 
pOg (ph = hq = h0) et tra- 
çons la circonférence (Tr) de 
centre O et de rayon Og. 
Le cylindre de base (T) et 
d’axe (00) (o a une cote arbi- 
traire), est coupé par le plan. 
(XY), o suivant l'ellipse donnée : aux diamètres rectangulaires | 
du cercle Op, Og correspondent en effet deux diamètres conju- 
gués de Ja section plane : op, og, qui sont précisément ceux qui 
déterminent l’ellipse donnée. Cette ellipse est alors tracée sur un 
cylindre à base circulaire connue ; on en construit les axes. 
comme il a été dit plus haut. 





























Remarque. — On pourra ainsi obtenir les axes de la projection 
d'une section elliptique quelconque de cône ou de cylindre, en 
déterminant au préalable deux diamètres conjugués. — Cette + \ 
détermination se fait en menant à la section plane des tangentes | 
parallèles à une direction arbitraire, et des tangentes parallèles 
à la corde des contacts des précédentes. — Nous ne voyons guère 
de procédés plus directs pour la recherche des axes des sections 
elliptiques du cône et serions bien reconnaissants à ceux qui 
voudraient nous en indiquer. 


© — ——— 4 —————_——  _— 


ÉCOLE NAVALE (CONCOURS DE 1898) 


a 


4373. — On donne une circonférence O, de rayon OF =R, 
et deux points À et B situés | 
sur un même diamètre. 
OA =;'a, 01: 
On demande de déterminer le 
rayon OE=x d'une circon- 
férence, concentrique et inté- 
rieure à la précédente, telle 
que si l’on mène du point A 
une tangente à cette circonfé- 
rence, la surface du triangle 
ayant pour sommet le point B et pour base la corde CD intercey- 
tée par la circonférence extérieure, augmentée du carré circons- 
crit à la circonférence intérieure, soit égale à un carré donné R?. 
— Discussion, -— Vérifier la valeur trouvée pour le maximum de « 
k° en déterminant ce maximum par la dérivée. 


Û 











La figure ayant été jointe à l'énoncé, nous nous en tiendrons 4 
aux conditions qu’elle sup- 
pose sur les données, 
savoir : | 


b >>" Re 


La surface du triangle 
BCD a pour expression 


* 


+ CD X BH, 


ñ 





BH étant la perpn dites 
laire abaissée de B sur CD. On a de suite - 


CD = CE — VR? — x? ; | 


À ME dès ei du SN RES 


- } di 
k LPaTE Ne À } 
«#7 KUR 








les riar cles sem blables OEA, . AHB douient 
ie ou BE ste Le ou BH == 4. 


* Le côté du carré circonscrit au cercle intérieur étant égal à 2», 
. l'équation du problème est donc 


| ax R — à? + 4x? = k?, 
ax JR? — a? — A2 — 4. 


cette inconnue w est racine de l'équation 


ou (1) 

._ En posant x? — u, 
_ rationnelle 

Œu(R? — u) —(k2— 4u)? — 0, (2) 

qui s'écrit, en ordonnant par rapport à w, 

| (16 + &?}u? — (84? + a R?}u + ht — 0. (3) 

Toute racine de (3) est positive et inférieure à R?. En effet, À 
étant une racine de cette équation, elle vérifie (2) et donne par 
suite l'identité 

aA(R? — )) = (42 — 4))?, 
. d’où À(R? — à) > 0, 
c'est-à-dire DU << R?, 

A toute racine réelle de (3) correspond donc une valeur de # 
positive et inférieure à R. Mais cette valeur n'est solution du 
problème que si elle vérifie l'équation irrationnelle (1). Le pre- 
mier membre de cette équation étant positif, il faut qu'il en soit 
de même du second, ce qui donne Ja condition 


1 ne k2 


RE St de à 


Donc Le problème admet autant de solutions que l'équation en 
| 


u admet de racines réelles, inférieures à Z 


Discussion. — Soit f(u) = 0 l'équation (3) ; remplaçons « par 

















_L2 
7 ou plutôt faisons cette substitution dans la même équation 


À écrite sous la forme 
s «  f{u) = (x? — 4u)? — œu(R? — Fe Le 


Il vient immédiatement 
k? k? k? 
STRESS | HR Marti 
de): a (R —) a À (R2 — GR). 
Pour que le problème admette une seule solution, il faut et il 


suffit que L soit compris entre les racines de (3), ce qui donne 


" k2 
| (+ }<e, Mie un. 
Pour que le problème admette deux solutions, il faut : 
/ 2 
1° que (+)>e ou R > 4h 


0 . . . f . Al k? 
2° que la demi-somme des racines soit inférieure à ——; cette 
+ 


condition s'écrit 


12 


8k? + 42° k 
2(16 + a?) PA 

kR> 2R?, 
condition remplie puisqu'on suppose déjà X?>> 4R? ; 
_ 3° que le discriminant de l'équation (3) soit positif. Cette con- 
dition donne 


et se réduit à 


; (BA? + aR2)? — ARH16 + 4°) >> 0, 
& en supprimant le facteur positif  8k?2+ 4h? +ARVIG TS, 
842 + a2R? — 2%2ÿ16 + & > 0; 
eR°> A? LVI6 + — 8), 


* 









k a2R? 

A VE 
ou k < 2V16 + ai —8 È 
ou encore, en multipliant se et bas LENS 2/16 +2 +8, > 
condition évidemment compatible avec k?>> #R?. ; 


Done pour que le problème admette deux solutions, il faut et 
il suffit que 


2 
4R2 < R? < (97 + a? + 4). 


Cette dernière valeur est donc le maximum de k2. 


Vérification de ce maximum à l'aide de la dérivée. 
L'expression de X? est 
Q(x) = ax ÿR? — x? + 4x? 
On en déduit 
ax? 
@ 
n ( JR 
Pour que cette dérivée change de signe, il faut que x soit 
racine de pee à 
= JR 2 | à — à “ + 8 — | = 0 
R? — x? VAR mnt 
Excluons la solution x — R; prenons pour inconnue auxi- 
liaire 


x) = aÿR? — 2? — — + 8x. 


ba 


VR? — œ 








LE 
v sera racine de 

QUI OP U= 0, 

© est positif; donc la seule racine acceptable est 


&+ V6 + 
(e A 





= 


v atteignant et dépassant cette valeur, le polynome en v 

a — av? -+ 8u 

change designe en passant du positif au négatif; il en est de même 

de w'(x); donc 2{x) passe par un maximum. 

Pour calculer ce maximum, remarquons que w(x) peut s'écrire 
z+4v , 


o(x) = am. + ga? — œ*. 
© (2) 





Le ; R2v°2 
{ + v 





D'autre part 


5? 


donc 








Mais, d’après l'équation en », 
a(i + v?) = 8v + 
donc finalement 


24 — 2{a + 4v); 





Ra RE 
10 


= 


C’est bien le maximum trouvé précédemment. 





(L. REBOUL.) 


4374. — Pour obtenir les distances horizontales des points tels 
que M à un point À, un observa- 

B teur mesure les angles AMB sous 
lesquels est aperçue une règle verti- 
cale AB de 4,50. L'instrument de 
mesure donne les angles à une mi- 
nute près; on demande jusqu'à 





À M 


quelle distance on pourra compter sur une approximation de 
1 mètre. 


Désignons par / la longueur donnée AB, par 4 l'angle AMB, 


par æ la longueur mesurée AM; la figure donne 


PRLRER ET 


ga (2 


(4) 


Soit 04 l'erreur commise dans la mesure de l'angle «. Une limite 
supérieure de l'erreur commise sur x s'obtient en prenant la 
limite supérieure de l’expression 





LR l L'EAU 1da 
f'(a)da Me = odt 
D'ailleurs, de l'équation (1) on déduit 
ire CR AM 
a [+ x? 
donc Fu 5 (BL a9)da 
f'(a)ôx Re ag 


Cette formule suppose x et x exprimés en parties du rayon; 
par hypothèse l'erreur d'angle n'atteint pas une minute; donc 
une limite supérieure de Ôx est égale à 

T . 
180 X< 60 ” 
par suite une limite supérieure de la valeur absolue de f’(x)dx est 
(+ a) 
180 X 60 2 

On veut que cette erreur soit inférieure à 1%; il faut donc que 

æ vérifie l'inégalité 
(2 + a)r 
480 x 60 >< 7 


180 60 4,5 
ou DE ARE 


<1, 





— (4,5). 

Diminuons la valeur du second membre en remplaçant x par 
sa valeur par excès #4, 
et 4,5 dans le second 
terme par 5; l'inégalité 
devient 

, 180 x 60 % 4,5 


X* < 


T 





Fe A 


F2 
—25 — 181545 —025, 
our 24125, 
inégalité satisfaite a 
fortiori si on prend 
Han 1 UD, 


d'où æ<1100, 





4375. — Dans le 
plan horizontal de cote 
zéro on donne une 
droite D et un point A 
sur cette droite. 

Mener par la droite 
D deux demi-plans rec- 
tangulaires P et P', 
au-dessus du plan ho- 
risontal, dont l'un fasse 
avec ce plan un angle 
de 30°. 

Tracer, sur le plan 
horizontal et sur le 
plan vertical perpendi- 
culaire à D, le contour apparent d'un cône solide droit à base cir- 
culaire donné ayant son sommet en À et tangent aux deux 
demi-plans P et P'. 

Le cône droit a une hauteur égale à 80% et un demi-angle au 
sommet de 30°. 











5 À 1 16 














pe En OT PPT 
FA de En + > Cod à Ki 
* + 4 “7 LAN s? " : J Q Lu # y 
On commencera, pour résoudre la question, par mener par A 
une droite fuisant avec chacun des deux demi-plans un angle 


de 30°. 


Sur le plan vertical perpendiculaire en A à la droite D et dont 
la trace est «y, les demi-plans P et P’ ont pour traces les droites | 
rectangulaires AP et AP’ dont l'une fait un angle de 30° avec 
œy. 4 
Toute droite faisant un angle de 30° avec le plan P fait un. 
angle de 60° avec la perpendiculaire AP’ à ce plan; par suite, 
elle appartient à un cône d’ axe” AP’ dont l’une des génératrices 
coïncide axec Ay, puisque PA; Ay = 90° — 30° — 600. On verrait … 
de même qu'une droite qui fait un angle de 30° avec le plan P'. 
appartient à un cône d’axe AP et dont l’une des génératrices M 
se confond avec AD’. L'une des génératrices communes à ces : 
deux cônes fournit l’axe du cône tangent aux plans P et P’. Pour 
la déterminer, coupons les deux cônes par une sphère quelconque 
de centre A, ou mieux par la sphère tangente à la base du cône 
cherché et qui a pour rayon 80» ; les sections déterminées dans " 
les deux cônes sont deux cercles, situés dans des plans de bout, | 
projetés verticalement suivant les cordes p'q' et r's', dont l’inter- - 
section 0’ est la projection verticale du centre de base du cône 
à représenter ; en rabattant sur le plan vertical le cercle de dia- 
mètre p'g', on obtient en 0'o, l'éloignement du point O, que l'on 
reporte ensuite en «o sur la ligne de rappel de 0’. 

L'axe (Ao, A0’) du cône étant connu, il reste à déterminer les 
projections du cercle de base. Pour cela, projetons le cône sur 
le plan vertical de trace 
Ao ; l'axe se projette 
alors suivant Ao°et en 
menant la droite Ab'o 
qui fait avec Ao' un 
angle de 30° (droite 
confondue ici avec AD), 
on a en 0’,b': le rayon 
du cercle de base. En 
rabattant ce cercle sur 
le plan horizontal pas- 
sant par 0, puis en 
relevant ensuite ses di- 
vers points, on obtient 
l'ellipse projection ho- 
rizontale du cercle de 
base. Les tangentes à 
cette ellipse issues de 
A représentent le con- 
tour apparent horizon- 
tal du cône; sur l’é- 
pure, on les a déduites 
des tangentes au cer- 
cle o issues du rabat- 
tement a du point 
a’, où la verticale de 
A perce la base du 
cône. 


La projection verti- 
cale du cercle de base 
du cône se déduit de 
même du rabattement 
o’ de ce cercle sur un plan de front passant par o. L’ellipse 
obtenue est inscrite dans l’angle PAP’, contour apparent ver- 
tical du cône ; le point de contact w’ de AP’ avec LeItSE a été 
déduit du point de contact w; de la tangente au cercle 0! issue 
de 04, point de rencontre du grand axe avec AP’ (propriété des 





DE FOR 3e * 







_ étant entièrement vu aussi bien en projection horizontale qu’en 
projection verticale, est figuré en trait plein, de même que les 
génératrices de contour apparent sur les deux plans de projec- 
tion. 


[M. L. Gourdet a envoyé une épure exacte.l 


4376. — Calculer l'arc x donné par la formule 
æ — (58 12,3) sèn a cos b — cos a sin bcos C]. 
a = — 39°275",2, b—+23°18/54",6, C—=+31#5748". 
Pour obtenir le logarithme du facteur entre crochets, on calcu- 


lera les valeurs numériques de ses deux termes, d'où l'on déduira 
celle du facteur lui-même. 


Pour ramener les angles a et G au premier quadrant, rempla- 
çons a par — a et C par 360 — C ; la formule s'écrit alors 
æ = — (58 12”,3)[sin (— a) cos b + cos (— a) sin b cos (360° — C)]. 


Calcul du terme y —= sin (— a) cos b. 
log sin (— a) — log sin 39°273/,2 — 1,8030637 
log cos b — log cos 23018’ 54,6 — 1,9630043 


log y — 1,1660680 

y = 0,5835365 

Calcul du terme  z — cos (— a) sin b cos (360° — C). 
log cos (— a) — log cos 39°275/,2 — 1,8877092 
log sin b — log sin 23°18/54”,6 — 1,5974633 


log cos (360° — C) — log cos 4502/12” — 1,8492069 


log 3 —1,3343794 
z = 0,2159630 
Par suite 
œ — — (5812/,3)(y + <) = — (58/12/,3)(0,7994998). 


Pour calculer la valeur absolue du second membre, réduisuns 
l’arc en secondes et posons 
u = 3492,3 >< 0,7995044. 
En prenant les logarithmes, il vient 

log 3492,3 — 3,5431115 
log 0,7994995 — 1,9028182 
log u.— 3,4459297 

u —2792",09 —46/32/,09. 

La valeur de l’arc æ est donc de — 46/32",09. 


à  — 


CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT 
SECONDAIRE DES JEUNES FILLES (1898) 


4429. — Soit un parallélogramme ABCD, dans lequel la dia- 
_ gonale BD est perpendiculaire sur les côtés parallèles AD, BC. 
. On donne la longueur 1 de la diagonale AC et la distance d des 
côtés parallèles AB, CD : | 
_ 1° Calculer les longueurs des côtés AB, BC et de la diagonale 
D BD: : 

_ 2° Construire géométriquement le parallélogramme 





la ot 4e RE PT A RTE — 


_tangentes à l’ellipse et au cercle principal). Le cercle de base: 





1% Posons te AB" REY BD'=72) 
Le triangle ABD, de côtés x, y, 3, étant rectangle en D, on 
peut écrire 


D. Ée C C2 = Y2 13? ; (1) 


5. NOR le triangle rectangle AOD, de 
ÿ EE l 2 
Hi n côtés SH donne de 


A Gr B même 
2 2 
11) ar @ 


D'autre part, en égalant deux expressions du double de la sur- 
face du triangle ABD, on a 


CD US. (3) 
Retranchons (2) de (1); il vient 


D Ja == 3 72 
LU ar 
d’où a _ 
et, en portant cette valeur dans (1) ou (2), 
à 12 = Tr? 
RÉ aonevap 


Si l'on remplace alors dans l'équation (3), dont on élève au 
préalable les deux membres au carré, y? et 2? par les valeurs 
précédentes, on obtient 
(22 — 2?)(4a? — P) 





xd? = 9 : 
ou fa?) = kat — (52 — 9d?)e? + I — 0. 
Discussion. — Pour qu'une valeur de x? convienne, il faut 


AS : P J 
qu'elle soit réelle et comprise entre 7 ©t À, afin que les valeurs 
correspondantes de +? et y? soient positives. 

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, puisque les valeurs 
positives de :? et y? fournissent deux valeurs réelles et positives 
de + et y, qui permettent de déterminer le triangle rectangle 


ABD, et par suite le parallélogramme. 
2 
Formons le discriminant à et les deux résultats (+) et f(2). 
On obtient 


3 — (302 — 942}? — 164 
872 — 9? — 412)(512 — 9d? + 41?) 


2)(E — d). 


P 9 9 79 
à (+)=+ : 


f(2) = 924d?. 
Ces deux derniers résultats étant positifs ou du signe du terme 
en æ*, le problème admet généralement deux solutions pourvu 
que les conditions 


Il 1 
OS = 2 
2 

S 

=] 

& 

1© 


le Le 542 — 94? 
k D) 





> 0 el te 
soient remplies. 

La condition revient à prendre 
L> 3d; 
les deux autres inégalités sont satisfaites lorsque 

BE > 3d?, ou 1> dy3. 

En comparant cette dernière limite aux deux précédentes, on 

voit que la seule condition de possibilité du problème est 
L> 3d; 

il existe alors deux systèmes de valeurs acceptables pour x, y, 3 
fournissant deux parallélogrammes distincts. Ces valeurs ont 
pour expressions 


> 0 


t<d ou 
































hs gs ” ie | Ù | QE o | 
BU? — 942 + JE — 942) — 161 UT PROMRR 
3/2 + YP —9d JP. 
ñ 
Le ie 32 +38) (HE — 942)? — 165 
REUVETT. 24 
VE + 3 + dE JP +3 —4id 
4 , 
Ur V 3(P — 38?) E (GE — 94) — 16 
à 6 
VESTE ed + JP Rd 








D] 


(Dans ces formules, les signes RUES ou inférieurs se cor- 
respondent.) 


20 Construction géométrique du parallélogramme. 
Si l'on mène la hauteur CE, 


le triangle rectangle ACE est 
déterminé par$on hypoténuse 
AC — 7 et un côté de l'angle 
droit CE = d. 


D'ailleurs, comme l'angle 
OBC est droit par hypothèse, 
le sommet B est à l’intersec- 
tion du côté AE avec la cir- 
conférence de diamètre OC, O étant le milieu de AC. 

Connaissant le triangle ABC, il ne reste plus qu’à prolonger 
BO d’une longueur OD — OB pour obtenir le quatrième som- 
met du parallélogramme. On obtient ainsi deux solutions ABCD 
et AB'CD". 

Pour que la construction soit possible, il faut d’abord que le 
triangle ACE existe, ce qui suppose > d. Il faut de plus que 
le cercle w, de diamètre OC, coupe le côté AE, ce qui s'exprime 








par 

w0 > wl, 
wI étant la distance du centre w à la droite AE. Or on a visi- 
blement 

l w} 3 
LE PANNE NT EE 
la condition précédente devient donc 
LE 24, 

et entraîne avec elle la condition Z > d, résultat d'accord avec 


celui qu’a fourni la discussion algébrique. 
(J. POIRIER.) 


Remarque. — En posant æ° = u, 
toute racine positive de l'équation 


Qud? = (1? — u)(4ku — 4?) 


on pourrait remarquer que 


2 


. l? x 
est comprise entre /? et STARS En effet, soit « une telle racine; 


si dans l'équation précédente on remplace « par «, elle devient 
une identité. Or, « étant positif, le premier membre et par suite 
le second sont positifs ; donc a satisfait à la condition 

(L2 — a)(4u — À) > 0, 
ce qui donne, d’après les propriétés du trinome du second degré, 





On pourrait ‘donc dire que le problème a autant de solutions 
que l’équation en « à de racines positives, remarque qui permet 
de simplifier la discussion. 


[Ont résolu la même question : MM. G. Bidaux ; C. Bourvéau; Bouzy ; C. 
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Dupuis ; : “rt Fiton ; À G. Fonery ; + Gernez- -Ptannatter ; Re Henry à 1 Hu 
F. Ladevèze ; E. Le Maigre ; M. Oger; L . Ollié ; F. Pégorier ; M. Rebe i 
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Rigal ; A, Salvetat.] 






















4430. — Quelle vitesse initiale æ faudrait-il imprimer à une 
masse m pour que la destruction complète de la force vive qu'elle. 
posséderait après une durée t de chute een à Paris, dans le 
vide, produise la même quantité de chaleur qu'un courant élec-. 
trique d'intensité 1, passant pendant un temps T dans un fil mé- 
tallique de résistance constante R ? 

Calculer x à l'aide des valeurs numériques suivantes : 

m = 1006, l= famp Ton 


Résistivité du métal (1° de fil de 1° de section) r = 


= UE 
Ü—.0*, 


ne 





81 
107 
Longueur du fil 1— 49m; section du fil s— Oca,001. 
l joule — 107 ergs. 


Définir ensuite les unités employées dans ce calcul. 


Le travail que peut effectuer la masse # par la destruction de « 
la force vive qu’elle a acquise dans sa chute a pour expression 


W a m(x + gt)? ergs. 


De même l'énergie calorifique créée par un courant électrique 
d'intensité 1, passant pendant un temps T dans un fil de résis-. 
tance R, est égale à | 

Qie ER ST. joules. 


Comme ces deux sources d'énergie doivent être équivalentes, 
on a l'égalité « 


o m(x + gt} 


ne WE 
TL FER . : 
en remarquant que le joule vaut 107 ergs. 

En développant, on obtient l'équation qui donnera x : 


2 AO I RKREET — mg 


@? + 2gie — —= 07 
m 


Les racines de cette équation sont de signes contraires; la 
racine négative sera à rejeter. 
l 


S 


xs xt 
107><0,0014 —  10* 


D’après les valeurs numériques données, l'équation devient 
a? +9810x — 33094575 —0, Ne" 


Application. — 


d'où. æ— — 4905 + V/4908 + 33094575 — — 4905 + 7560, 
Œ 1200078 
Définition des unités employées. — Les unités employées dans ! 


ce problème sont l’erg, le joule, l’ampère et l'ohm ; elles font 
partie du système des unités fondamentales C.G.S. (centimètre, 
gramme-masse, seconde). 
L'erg est le nom de Punité de Hétale c’est le travail effec-. 
tué par une dyne, ou l'unité de force, déplaçant son point d'ap- 
plication de 1°" suivant sa propre direction. Cette unité étant 
trop petite pour les usages courants, on 1 emploie de préférence 

| le joule, qui vaut 107 ergs. LEUR 
L'ampère est l'unité pratique d'intensité de courant ; c'est 
l'intensité du courant constant qui, traversant un voltamètre à 
azotate d'argent dans des conditions déterminées, dépose l'argent 
à raison de 1"m8,118 par seconde. “À 
L'ohm est la résistance opposée à un courant électrique cons- 
tant par une colonne de mercure de 1484521, d’une section 


rL 





ne SEEN de 106cm, 3 à 0. 
. (M. OGER, à Poitiers.) | 


[Ont résolu la même question; MM. V. Bonzom ; L. Hubert ; M. Rebeix.] 
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ALGÈBRE 


‘4526. — Résoudre le système 
Siry = EU, 


DEEY = JU E, 


En prenant les logarithmes des deux membres, la première 
. équation devient 


(A—x—7y)log 3 = —7ylog#, 
So me DAS (AE D (1) 
F3 RO AN TT log 5 


la seconde équation s'écrit de même 
(2œ — y)log 2 = (3y — x) log 3, 


POSE PER RP 1 





ou DCE (pe 3 08 y, 
; æ __ log 54 
SRE yr  log12 (2) 


" Si lon retranche membre à membre les équations (1) et (2), 
_ æ disparaît, et il reste 











1 Yi) log 54. log 4 
y + log13 1 l0g3° 
4 __,. log54 log4 
25 y ve log12 log 3° 
k : , log 3 log 12 


= 0,744... 

















log 3 log 54 — log 12 log 3 


Cette valeur de y portée dans l'équation (2), donne 


ER RAR ORNE TIRE 


log 3 log 54 — log 12 log _ 


(J. SALLAUD, pensionnat N.-D. de Toutes-Aides, à Doulon.) 


(Out résolu la même question : MM. Y. Collin ; P. Fouché; M. Jousset; G 


È Lalliér ; J. Lamotte ; F. Monseran; F. Montaland.} 


RQ — © — 


GÉOMÉTRIE 


. 4556. — On donne dans un plan deux triangles ABC, A'B'C. 
Si le point M esttel que MA, MB, MC coupent respectivement BC, 
« C'A', A'B en trois points en ligne droite, inversement MA, MP’, 
| MC couperont respectivement BC, CA, AB en trois points égale- 
ment en ligne droite. 


Première solution, — Soient D’, E’, F' les points de rencontre 
des droites MB, MC, MA avec les côtés C’A', A'B', BC du tri- 
angle A'BC'; il s’agit de montrer que lorsque les points D’, E', F' 
“sont en ligne droite, il en est de mème des points analogues 
D, E, F du triangle ABC. 

Le faisceau des quatre rayons C'A', CM, CE’, CF’ détermine 
sur les droites A’B’ et D'F' les deux divisions A'P'E'B' et D'G'E'F 
ë Eur même rapport anharmonique : 


(A'PE/B") = (D GP). 





_ En considérant un faisceau de centre 


M, on à de même 


(D'GE/F") = (BEPA). 
Par suite (AP'E/B') — (BEPA). 


Il résulte de là que les deux faisceaux M(A'P'E'B) et C(BEPA) 





ont même rapport anharmonique et un rayon homologue com- 
mun (ME et PC sont confondus) ; donc les autres rayons 
homologues 


MA’ et CB, MP’ et CE, MB” et CA, 
se coupent en trois points F, E, D, qui sont en ligne droite. 
(Y. COLLIN, conducteur des Ponts et Chaussées, à Laval.) 


Seconde solution. — On peut toujours, par une projection 
conique sur un certain 
plan, transformer la figure 
en une autre dans laquelle 
le point M passe à l'infini: 
il suffit pour cela de pren- 
dre le plan parallèle à la 
projetante du point M. 
Comme la propriété énon- 
cée n'est pas altérée par 
cette projection, tout re- 
vient à la vérifier dans le 
cas de la nouvelle figure. 

Dans cette dernière figure, toutes les droites passant par M 
sont parallèles, et la propriété s'énonce ainsi : si des parallèles 
issues des sommets a, b, « d’un triangle coupent les côtés b'e’, 
c'a, ab d’un second triangle en trois points 4, 8, y en ligne 
droite, de même les parallèles issues de a’, b', c! rencontrent les 
côtés bc, ca, ab en trois points 4', £’, y également en ligne 
droite. 

En effet, dans le triangle a'b'ce’, 








la transversale 427 donne 
ab Éc ya 


ac’ Ba ET 


—\ 1 





Or, en appelant a'1, bi, ci les points de rencontre de 49} avec 
les droites a'x', b'É', c'y, on a 





ab! ab’; 
TI it 
ac ac’ 
ab'} bc'i a 
Donc RS RE FTOTTTE à 1 : 
ŒC 1 pui { D’ 
! f 
f l [4A 
ou, en observant que RO re are 


D'a y'b a'a 


fr RE 
Pc ya «'b ? 


relation qui exprime que les points 4’, £', y’ sont en ligne droite 
(réciproque du théorème de Ménélaüs). 


Remarque. — On aurait obtenu une démonstration un peu plus 








En ? AC VOS 
+ vi Fu S 
LR er AN BE [2 
Fe Le 





simple, mais moins symétrique, en faisant la projection de 
manière que le point M et le point A par exemple passent tous 
deux à l'infini. 

(Euxesr FOUCART.) 


[Ont résolu la même question: MM. Duffet, à Lyon; R. Dunesme, lycée Saint- 
Louis ; M. Rebeix, à Clermont.] 
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PHYSIQUE 


4552. — Le tube bien calibré d'un manomètre à air comprimé 
est divisé en 110 parties d'égale capacité. Quand la pression exté- 
rieure est de 76%, le mercure dans l'intérieur du tube et dans la 
cuvelte se tient au zéro de l'échelle. On porte le manomètre sous 
le récipient d'une machine de compression et l’on voit le mercure 
s'élever jusqu'à la 80e division. On mesure alors la hauteur du 
mercure dans le tube et on la trouve égale à 45°, On demande 
la pression dans la machine. 

(Bacc. lettres-sciences, Paris, avril 1899.) 


Désignons par s la section du tube manométrique, par æ la 
pression dans la machine. 

Au début de l'expérience, l'air occupe un volume égal à 
110>%<s sous la pression de 76e". Après l'introduction du tube 
sous le récipient de la machine de compression, la même masse 
d’air n’occupe plus qu’un volume de (110 — 80)s sous la pres- 


sion (x—45)", Appliquons la loi de Mariotte, il vient 
1105 x 76 — (110 — 80)}s(x — 45), 
d'où æ — 323°n,66. 


Telle est la pression dans la machine. 
(J. MOUCHET, au Pallet.) 


[Ont résolu la même question: MM. Ardin-Delteil ; L. Barberot: C. Billionnet; 
J. Borgey ; R. Coura! ; R. Depasse ; C. Doumerc ; E. Foucart ; G. Foucry ; M. 
Gondran : SFA, Grolleau ; R. Henry ; H. Janois ; Ladevèze ; A. Lecontour : 
Le Maigre; Le Révérend ; Le Sage; B. Mathé ; M. Mahon ; M. Oger: J. Pémartin 
A. Pichon ; ; A: Prost ; L, Tholomier ; ; J. Touton ; A. Tumerelle ; ; H. Varennes; 
Venet; Veron ; Vial.] 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


4565. — Démontrer que l'expression 
Pa EN ON EAU 
est divisible par #9. ; 
(Vazerre, école normale du Puy.) 


4566. — Sur deux circonférences sécantes égales, on prend alterna- 
tivement les points À, B, C, D, E, F... tels que la distance entre deux 
points successifs soit égale au rayon commun des deux circonférences. 

Démontrer que : 

14° En continuant l'opération au-delà de F, on retombe sur le point A; 

2° Les trois droites AD, BE, CF sont concourantes ; 

3° Les points de concours H et H' des hauteurs des triangles ACE et 
BDF restent fixes lorsque A parcourt la circonférence ; 

4 Les points de concours M et M' des médianes de ces triangles 
jouissent de la même propriété et que 

AM = MM’ = MH'. 
(R. Mawew, petit séminaire de Massals.) 


4567. — Par un point M de la circonférence circonscrite à un 
triangle équilatéral, on mène des parallèles aux côtés. 

1° Ces parallèles rencontrent les côtés en six points qui sont trois à 
trois sur deux droites. 


490 2% 07 POP PU ET MEN 




















20 L'angle æ ces deux droites est e 60°: CR PRDE: 
39 La droite MP qui joint M au point de concours P des droites ainsi i 

tracées est perpendiculaire à la droite de Simson relative à M. d. 
4 Si MP rencontre en R la circonférence circonscrite à ABC, on a 


MR = 3MP. 
(Ernest Foucarr.) 


4568. — Étant donné un triangle ABC, on demande de déterminer 
sur les côtés BC, CA, AB des points A’, B', C' tels que le cercle AB'C' 
ait un rayon donné R et soit coupé respectivement par les cercles 
BA'C’ et CA'B' sous des angles donnés 2 et £. 

(P. Le VEernER, lycée Janson de Sailly.) 


4569. — On joint un point quelconque M d'un cercle aux extréz 
mités À et B d’un diamètre fixe. Par le point de rencontre P de MA 
avec le diamètre perpendiculaire à AB, on mène à AB la parallèle PQ 
rencontrant MB en Q. Lieu du point (. 

(3. Pasrour, à Antibes.) 


4570. — Soient 4, l,, le les bissectrices des angles d'un triangle 


opposés aux côtés a, b, c. Démontrer que 
| 


A B G 
e[ue cos Fe + dela COS She laly COS … \ 
A C B 
= b[u cos 51 + laly COS PET. lcla COS Ca 


B C A 
= af ui cos + lalb COS — — lle cos = 


= 


— lalyle. 
Si Lay y, he sont les bissectrices extérieures des angles d'un triangle, 
on à 


— = (. 
2 


(G. Dgranaye, à Roye.) 


ER : 
HR ll, sin — + Lily sin 


bb, Sin 


4571.— Un levier rectiligne AB est mobile autour de son milieu 0. 
A l'extrémité A est fixé un poids de 238. Une lentille convergente L, 
de distance focale f, et dont le poids est 1008, est mobile entre O0 et B. 
Le levier étant horizontal pour une certaine position de la lentille sur 
OB. on ajoute en A un poids de 5sr. Pour rétablir l'horizontalité du 
levier, on doit déplacer la lentille d'une certaine longueur entre O et B. 
Quel sera le déplacement de l’image 0’ de O par rapport à la lentille ? 
On donne A0 = 0B = 10f, 
(Bacc. lettres-math., Rennes, avril 1897.) 


. — Aux deux extrémités du cordon qui s’enroule sur la poulie 
de la machine d'Atwood sont suspendus deux poids égaux 

à 508r, Au début, les deux poids B et A sont au repos. 

L'un d'eux, À, peut se déplacer le long d'une règle divisée 

en centimètres ; les divisions commencent à partir du 
haut. IL est au début en un point H, en face de la divi- 

sion 100. Le curseur évidé est placé en K à la division 80, 

80 4e telle sorte que si le poids B descend et que À remonte 
le long de la règle, A traversera le curseur évidé et se 
surchargera d'un poids additionnel p de 28", déposé sur 

100 ce curseur, On donne, à la main, une impulsion au 
TR poids B, qu'on abandonne aussitôt qu'on l'a lancé, de 
manière à le faire descendre et à faire monter A. Le 

mouvement de À est uniforme entre H et K. Que devient-il ensuite ? 
1° La vitesse du mouvement uniforme entre H et K étant de 3°2 par 
seconde, on demande jusqu'à quelle division de la règle s'élèvera le 
poids A une fois surchargé de p. On est en un lieu où l'accélération 
prise par un corps pesant tombant en chute libre est 981 unités C. G. S. 
20 Quelle vitesse faudrait-il imprimer au poids A supposé au repos 
en H pour qu'il monte à la division 60 ? On suppose g = 981 unités 
C. G. S. : | 
(Bacc. lettres-math. et lettres-sciences, Dijon, novembre 1897.) 
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> SUR LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE CÉVA 


Par M. J. Girod, professeur au Lycée de Versailles. 





" 
Il s’agit de démontrer que les droitestjoignant un point quel- 


. congue O du plan d’un triangle ABC aux trois sommets déter- 


tn de 


 minent, par leur rencontre en A’, B', C’ avec les côtés opposés, 


trois rapports segmentaires qui vérifient la relation à 
AB BC CA, 
OA ST EE 


” On établit ordinairement cette égalité en s'appuyant sur le 
théorème des transversales. Le procédé présente un manque de 
symétrie qui peut déplaire, si on le rapproche de la démonstra- 
tion qu'on donne généralement du théorème de Ménélaüs. Pour 
saisir la différence, il suffit ici de se souvenir que, dans le cas 
d’une transversale, on calcule séparément chacun des trois rap- 
ports ségmentaires en fonction des distances des trois sommets 
A, B, C du triangle à la sécante, estimées parallèlement à une 
droite quelconque sur laquelle on a fixé un sens positif. 

Voici une démonstration du théorème de Céva, qui est indé- 
pendante du théorème de Ménélaüs, et qui présente la même 
symétrie que cette dernière. 

Soient A’, B', C les points de rencontre de OA, OB, OC avec les 


. côtés du triangle. Considérons les trois triangles OAB, OBC, OCA, 


qui ont pour sommet commun le point O et pour bases les côtés 
du triangle ABC. Si on convient, comme on fait d’ailleurs dans 
d’autres théories, de donner le signe + ou le signe — à chacune 
des aires de ces triangles, suivant que le point O est situé, par 


_räpport à la base du triangle considéré, du même côté que le 
troisième sommet du triangle ABC ou du côté opposé, on a dans 


1 « 
tous les cas AB Rs aire OAB 
| , MONS re. OC, 


D'abord, les valeurs absolues de ces deux rapports sont égales. 


- Car les deux triangles OAB et OAC ayant une base commune OA, 
- le rapport des valeurs absolues de leurs aires est égal au rapport 


des hauteurs opposées à cette base, et le rapport de ces hauteurs, 


issues de B et CG, ‘est lui-même égal à la valeur absolue du rap- 
! 


_ port ee . " ' 


# AC 
Montrons que les’ deux rapports considérés sont toujours de 


_signes contraires. 
” Supposons que le point A’ soit situé entre B et C. Alors le 


4: 7 . 


négatifs si le point O est situé sur la portion comprise dans 





! * 
A rapport — est négatif. Mais les nombres qui 
” mesurent les aires des triangles OAB et OAC 
sont positifs si le point O appartient à la portion 
de la droite indéfinie AA’ comprise à l’intérieur 
CG de l’angle À du triangle ABC; ils sont tous deux 





We: © 
: #48 


le rapport 


l'angle opposé par le sommet à l'angle À du triangle. Donc 


aire OAB 
aire OAC 
Supposons que le point A’ tombe sur l’un des prolongements 


demeure positif. 


de BC. Alors le rapport pe est 
positif. Mais puisque la droite indéfinie 
AA’ est située dans les deux angles 
* supplémentaires de l'angle À du tri- 
angle ABC, quelle que soit la position 
du point O sur cette droite les nombres qui mesurent les aires 
des triangles OAB et OACG sont toujours de signes contraires. Donc 


B COCA 


le rapport Sale demeure négatif. 
aire OAC < 
0 | à | A AB __ aire OAB 
n à donc bien, dans tous les cas, Rire DAC 


La suite de la démonstration est maintenant évidente. 
Si l’on considère les trois égalités 








A'B aire OAB B'G ___ aire OBC 

MOT aire OAG. BA 7 aire OAB 
C'A aire OAC 
CB aire OBC | 


le produit de leurs séconds membres est manifestement égal à 
Cette démonstration n’est que la traduction géométrique de la 
démonstration analytique connue, qui est fondée sur l'expression 


A'B 
du rapport NC 
quatre points A, B, C, O, rapportés à un système d’axes quelcon- 
ques. La même analogie existe entre les démonstrations géomé- 
trique et analytique du théorème de Ménélauüs, si on considère 
l'équation de la transversale. 

On peut penser de la démonstration précédente, qui n'est sans 
doute pas nouvelle, qu’elle a dû disparaitre de l’enseignement, 
avec beaucoup d’autres du même genre, depuis qu’on à pris 
l'habitude d’écarter systématiquement toute considération d'aire 
pour démontrer une relation entre les éléments linéaires d’une 
figure, exclusion qu’on ne pratique d’ailleurs qu’en géométrie 
élémentaire plane. Quelles que soient les raisons théoriques pour 
retrancher au quatrième livre et ajouter au troisième, il est per- 
mis de regretter que cêtte rigueur dans le classement ait sacrifié 
certaines démonstrations plus intuitives et d'une généralisation 
plus facile que celles qui ont pris leur place. A ce sujet, M. Bioche 
a montré récemment, dans le journal l'Enseignement secondaire; 
par des exemples bien choisis, les désavantages pratiques des 
concessions, faites un peu trop largement peut-être, à des scru- 
pules de classification qui ne subsistent plus, en dehors de la 
géométrie plane, dès qu'ils font obstacle à la simplicité. 

4 


en fonction des coordonnées cartésiennes des 


a ——— be — — 


. 
: 





LDNNC 





RE Rec 
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LA 
x 
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| NOTE 
SUR LA COMPARAISON GÉOMÉTRIQUE DE LA DIFFÉRENCE 
ENTRE LA MOYENNE ARITHMÉTIQUE ET LA MOYENNE GÉOMÉTRIQUE 
DE DEUX GRANDEURS A LA DIFFÉRENCE 
ENTRE LA MOYENNE GÉOMÉTRIQUE ET LA MOYENNE HARMONIQUE 
DE CES GRANDEURS. À 


23 —— 


Je vais démontrer géométriquement que la première différence 

est plus grande que la seconde, 
Les longueurs AB = « et AC — représentant les deux gran- 
deurs considérées, on sait que 


a0=<+? 2m 


«+ est la moyenne arithmétique 
de a et b, Q étant le milieu 
de BC ; que la tangente 

AT = Vab ps H 
à la circonférence O ayant 
pourrayon OC est la moyenne 
géométrique des deux grandeurs; et il est facile de voir que 


An — Aa _ 
a + b 
pied de la perpendiculaire TI à AO; 
tangle OTA, on a 








moyenne harmonique de a et b, | étant le 


car dans le triangle rec- 








NE AT” __+ ,ab 67. 2ab 
ARNAUD REC CENT 
9 


De A comme centre, avec AT pour rayon, décrivons un arc 
de cercle qui coupe AO en K et la circonférence en un autre 
point T’ symétrique de T par rapport à AO. 

u— m = AT — AI = AK — AI = KI; 
Mu AE AT AOC KO: 
Il suffit de démontrer que l’on a KO > KI. 
Or, dans le triangle OTI, KT est bissectrice de l'angle OTI, 


On a : 


puisque les angles OTK et KTI ont pour mesures les moitiés des- 


arcs égaux TK et KT’. 

Ok _ OT 
KT TI 
a OK> KI, puisque l’oblique OT est plus grande que la per- 
pendiculaire TL. 


La relation connue permet de conclure que l'on 


(A. MOREAUX, professeur au lycée de Nancy.) 


A —————————————— 


ARITHMÉTIQUE 


» 

4553. — On range par ordre de grañdeur croissante toutes 
les fractions irréductibles moindres que 1 dont le dénominateur 
est inférieur à un nombre donné ; démontrer que les fractions à 
égale distance des extrêmes ont le même dénominateur et que leur 
somme est À. 


Considérons la suite croissante 





e 


CN + : 
LR cn ET APR the 


dope: 


S È 
les nome he inférieurs au nombre donné. Es 
Si l’on retranche chacune de ces fractions de l'unité, on arme 
la nouvelle suite décroissante LT 
bi —a be — d2 bn — an 4 
te DURE M re RO 
Je dis que ces deux suites sont identiques. En effet, Ja suite. 
(2) se compose de fractions moindres que 1 et ayant les mêmes 
dénominateurs que dans la suite (1); de plus, ces diverses"frac- 
tions sont irréductibles, puisque les nombres a; et D, a et bs, 
sont premiers entre eux par hypothèse. Les fractions (2) reprodui- 
sent donc les fractions (1) dans un ordre inverse” On peut alors. 
écrire | 





LE Le bn — An , ; 

PAST Pr | i 

ou, puisque les deux fractions sont irréductibles, 1 

= On, = bn On. 

un les deux fractions extrêmes de la suite (1) ont les mêmes 

dénominateurs et leur somme est # 
Lau MIEL AE | 
bn “EE à by + 1 - , 2 nt - 
Il est facile de voir que ce que nous venons de dire relative- 
mentaux deux termes extrêmes de la suite (1) s ‘applique ‘ aussi . 


bien à deux termes quelconques équidistants des deux premiers. 
(Tr. LALESCU, lycée de Jassy.) 4 


{Ont résolu la même question + Mie Turpain ; MM. N. G. Alesändrescu ; 
A. Amblard ; C. Billionnet; Cavaillé ; G. Chollet ; F. Clabaull ; Ch. Doumerc ; 
J. Fiton; E. Foucart; Loignon ; G. Nazare ; M. Oger ; E. Rousselot ; G. Tastet; 
R. Van Cauwenberghe.] 


.… 
————————_—_ —— 
: + 
ALGEBRE 


4167. — Dans un trièdre S, tous les angles plans sont égaux 
à 60°; sur l'une des arêtes, on prend une longueur SA = à. 
On demande de mener par le poiïñht À un plan coupant le trièdre 
suivant un triangle ABC rectangle en À, et'tel que le tétraèdre 
SABC ait un volume donné, .b?. — Discussion. Re 

(Bacc. lettres-math., Clermont, mars 1897.), 

Posons SB=x et SC=— y. : 

Pour que le triangle ABC soit rectangle en A, il faut el Le | 

suffit que # 


BC = AB° + TC. "@ 


* Mais’ dans le triangle 
SD on à . 
BC 


— 2æy cos 600, 


AA 
ou, comme cos 60e >. | 








« EC” = A+ — ay; 
de même AB = «+ a — ax, . s 2 
LAC = ap ay. | 4 | 
En remplaçant dans (1), on obtient comme pres équation 


entre x el y, PS rai 

a(x + y) —xy = 2a?. | «9 
Pour obtenir la seconde, calculons d'abord le volume b? du té- 
traèdre en fonction de 4, æ et y. En menant la hauteur AH rela- # 
tive à la face SBC, ce volume a pour expression | 
bi = + surf SBCX AR, 


- + no 










2 


d’ailleurs ARMÉE Væ ENST rt è: 
ou, en observant que SH est par symétrie bissectrice de l'angle 





arf. SBG.= — æy sin 60° = © 


| BSC et que sa projection sur SB est égale à BEA. cos 60% — 
Ê | CORRE EPS LE AN DE 2 ‘ 
ns *, 2 _: a f ay. 
Se V/« — x) = Et 


La seconde équation*du problème est dès lors 





La o 
On en déduit = ! 


+ 


et, en portant cette valeur dans (1), 
2(a + 305 /2Y 


a? 


Ve 
# 


Par suite, x et y sont racines de l'équation 


+ = s: 
2(a3 +- 303 /2) GES 
2 nr CT VE TS EP À TS eme 
X 2 PT Dose 0. 
Le discriminant de cette équation est 
(a+ 30 J5Ÿ 60/3 _ aî+ 180 
NN = |, 
a* a a* 


; # 
quantité essentiellement positive; donc les racines sont réelles, 
et comme elles sont positives en même temps que leur somme et 
leur produit, ces racines fournissent POUR # et y deux valeurs 
topjours acceptables. 


” (R. CAYROL, à Condé-sur-l'Escaut.) 
NME 
, Li 
4554. — Quelle est la vraie valeur de l'expression 


82e + 6 — x +1) 
2x? + 2 — Y63x +1 


quand on y fait x —1? e 


Première solution! — Pour 


' 


è "Ve OISE 0 
_ forme indéterminée is 


a la même limite que le quotient des dérivées de ses deux termes. 
En, calculant ce quotient, on trouve 

: a ee 

| 3Y(2xz 6?  Vax +1 

4 | 3Y/(63x M}? 


æ — 1, l'expression prend Ja 


On sait que dans ce cas cette fraction 


. 





















- Faisons alors æ—1; nous aurons pour la vraie valeur 
_cherchée, 
| ire d 
LR EP ROTONERARES COURRIEL. 
DR NT MI EST 429 , 
_3x<16 48 à 
| Seconde solution. — Le numérateur et le dénominateur de 


l'expression s’annulant pour æ = 1, on peut sans altérer ces 
6 eux termes, retrancher de leur valeur la valeur particulière 
qu qi prennent pour "1 RON devient alors 

LI x E6—2— (Jr ri — 2) 

Da? +2 — 4 — (#/63x + 1 —4) 


- 




















Ÿ20 + 6 —2 2 
Ds 1 z—1 
Y63& + 1 — 
À ON PMNSSu Et #7 
\ æ—1À 
En posant 
+6 —y,. Vtt) —: V63x +1 — u, 
on en déduit respectivement 
dE 6 A MALE AU 
TA ROMA TE HU A 
et l'expression précédente s'écrit 
A ENT À 2 
y — 25 "  g2 —9? Y? + dy + 4 3 +2 
63(u —4) —, 63 
RARE D UE it GA th nb apres 
Si l’on passe maintenant à la limite, on obtient 
"EME = IE WE 2 À DEUST = 4 
et, pour valeur de l'expression, 
2 2 
EAN EE 
: Dern 
PACE) 
3 x 16 
(Zoë M GHEORGHIU, étudiante à Bucarest.) 


MM. A. Amblard ; R. Van Cauwenberghe; 


jOnt résolu la même question : q 
F. Ladevèze ; R. Martin; 


Y. Collin ; E. Foucart, G. Foucry ; Tr. Lalescu ; 
M. Popescu-Lupsà.] 


a 


GÉOMÉTRIE 


4514. — Etant données deux circonférences O et O' tangentes 
en À et B à une de leurs tangentes communes, on trace une troi- 
sième circonférence 0” tangente aux deux premières respective- 
ment en C et D. Demontrer que : 

{1° les droîtes AG et BD se coupent en un point M de la circon- 
férence 0"; 

20 Les quatre points À, B, CG, D sont sur une même circonfé- 
rence ; u 

3° la tangente en M à la circonférence 0" est parallèle à la 
droite AB. 


Première solution. — 1° Supposons que les contacts du 
cercle O”.avec les cercles O0 et O’ soient de même nature, et 
que la tangente commune AB 
aux cercles O et O’ soit exté- 
rieure. Soit M le point où AC 
rencontre Îla circonférence 0”. 
Le point C étant le centre de si- 
militude interne des cercles 0 
et 0”, les rayons OA et OM 
“sont parallèles et de sens con- 
traires. Pour la mêmeraison, si 
M est le point de rencontre de 
BD avec O0”, les rayons O'B et 
O"M, sont parallèles et de sens 
contraires. Mais OA et O'B sont parallèles et de même sens. 
Donc OM et 0’M, se confondent. 

L. " 














; [ f£ Le 2 A 4 
2 Soit PQ la tangente ‘commune en D aux cercles ) et 0”. 
On a ‘ : NES) 10 


ABD — PDB = QDM — DOM = 180° — ACD. 

Le quadrilatère ABDC est donc inseriptible. 

3° Les droites AB et MT, perpendiculaires à deux parallèles 
OA et OM, sont parallèles. 

Remarque. — Dans le cas où les contacts sont de” même,na- 
ture entre les cercles 0” et O et 0’, la proposition n’est vraie 
que si la tangente commune AB est extérieure. 

Dans le cas où le cercle 0” est tangent intérieurement à l'un 
des cercles O et O’ et extérieurement à l’autre, le théorème 
s'applique encore si la tangente commune aux cercles O et O0’ 
est intérieure. 


Es 


(G. CHÉDAILLE, lycée de Laon.) 


Deuxième solution. — Faisons remarquer d’abord que les 
points C et D sont anti-homologues dans le couple des circon- 
férences O, 0’; par suite la droite CD passe par l’un des centres 
d'homothétie des deux cercles O et 0’. Soit S ce centre ; l’une 
des tangentes communes passe par S; soit AB cette tangente 
commune. L 


1° Les droites AC et BD ne sont pas homologues dans l’ho- 
mothétie, donc elles se rencontrent en un certain point M. Soit C 
le deuxième point d'intersection de CD avec la circonférence O. 
Les cordes AC’ et BD étant homologues sont parallèles. Menons 
la tangente EF au point C de la circonférence 0’; les angles 
DCF et CMD sont respectivement égaux à l'angle C'AC. Donc 





EF est tangente à la circonférence passant par les trois points 
C, D, M; cette circonférence est donc bien la circonférence 0”. 

20 Les angles BDS et, CAB étant respectivement égaux à 
l’angle ACC, le quadrilatère ABDC est inscriptible. 


Autrement. — Les deux circonférences O et 0’ sont inverses 
par rapport au point S, et les points C et D sont deux points 
correspondants dans l’inversion. Donc 

SC x SD = SA XSB. 

{On voit aussi que le point M est sur l’axe radioel des cerdli 
0 et 0). 

3° Considérons deux points anti-homologues P et Q ; les 
cordes PG et QD coupent la circonférence O0” en P' et Q'. La 
corde PQ’ est parallèle à PQ ; en effet, les quadrilatères inscrip- 
tibles PQDC et CDQ'P’ nous montrent immédiatement que les 
angles alternes-internes marqués 1 et 2 sont égaux. 

Lorsque PQ tournant autour de S, le point P se rapproche 
de A, le point Q se rapproche aussi de B ; ces deux points ten- 
dent respectivement à se confondre avec lespoints A et B. A la 
limite,lorsque P se confondavec À, le point Q se confond avec B. 
Sur la circonférence 0”, les deux points P’ et Q' sont alors confon- 
dus en M et la corde P'Q est devenue à lalimite la tangente en M. 


































On auraïit pu démontrer irectement, us prô posi io 1enf 
remarquerque les angles CAB et CMT sont respectivement ég 
aux angles ACC et CDM. Ces derniers sont Égaux puisque 
et BD sont parallèles. Donc les deux angles alternes- intern s 
CAB et CMT sont égaux. 


Remarque. — Nous avons respecté l'ordre dans lequel avaient 


été posées les différentes questions. L 
On aurait pu abréger la solution en démontrant d’abord Ja 
deuxième partie comme nous l'avons fait. À 


Puis la première partie de la manière suivante : Transfôr- 
mons la figure par inversion en prenant pour pôle le point. M, 
et pour puissance d’inversion, la puissance de M par rapport au 
cercle "O ou au cercle 0’. é: 

Les cercles O et 0’ se transforment en eux-mêmes et le cer- 
cle O".en un cercle tangent en Aæt B aux cercles O et 0, donc ce 
cercle 0” se transforme dans la droite AB. Ce qui prouve, que 
M est sur le cercle 0" 

Enfin, MO" est perpendiculaire : sur AB. Donc la tangente en 
est parallèle à AB. k: 

En remarquant que les deux circonférences 0 et 0" sont in- 
verses par rapport à S, il est facile de voir que les cercles cir= 
conscrits aux triangles ACS, BDS se coupent en un deuxième 
point p situé sur la circonférence 0". Le lieu de ce point y 
lorsque CD tourne autour de $S est un cercle ayant pour ‘dia- 
mètre SS’, S' étant le deuxième centre d’homothétie. ‘A 

* ; (C. H., à Nîmes.) 


[Ont résolu complètement la! même question : MM. J. Bordas ; H. Carpen=\ 
tier ; H. Chareire ; Ch. Doumerc ; L. Hubert ; B. Mathé.; ‘ i 


[Ont incomplètement résolu la même question : Mie M. Pont; MM. A. Am 
blard ; V. Barol ; G. Billionnet ; Bily-Méheust; L.#Bois ; J. Borgey ; E. Bouby; 
C. Bourvéau ; F..Broc 4 "A% Brodbeck ; (Ce Canel : B. Carrière ; AR A+ 
vaillé ; R. Van Cauwenberghe ; J. Chapron ; J. Claudius ; ; R. Coural; DA 
chaud ; G. Delahaye; P. Delolme : KR. Dickson : A. Doué ; A. -C. Duval 
L. Ferron ; G. Foucry ; E. Framboise ; L. Frasserand ; E. Girardeau ; M. Giraud: 
M.Gondran ; L. Hébrärd ; KR: Henry$ H. Janois ; R. Javelot ; M. Jousset : V.Jouve ;. 
E. Kornis ; His Es Ladevèze : ; J.-M. Lagarde; R. Lavallée ;#*E. Le Maigre :. 
Le Révérend ; A. Lescure ; P. Le Verrier; G. Nazare : ; G. Nuzeret ; M. Oger ; 
F. Ollivier ; R. P.Y A. Prost, Rambaud ; ET B. Ribes ; E. Rieux ; Rieu-. 
majou ; H. Roure ; G. Schoonheere ; &. Tastet ; R . Vollaire ; F. Vérot; Vial ; ; 
Vien.] 

* k 


4515. — Dans un triangle rectangle ABC, on dirige à volonté“ 
les. droites qui portent les côtés BG, CA, AB du triañgle, et l'on 
désigne par «a, Ô, y ces droites pe Prat on pose 


a — BC, b=— CA, c — AB, 

19 On a 
4kp? = Aa + b)(a + c), 
20 Si l’on appelle pseudo-bissectrice de l'angle (æ, y) de AE 
droites dirigées la bissectrice de l'angle adjacent supplémentaire, 
et si l'on considère les pseudo-bissectrices BE et CF des angles 
(æ, y) et (x, O), lesquelles se coupent au centwe I du cycle inscrit 
au triangle (1), on æ& é }# 
gr 200) à GR ES 
a + c° a + b ( 


a+b+c— ë, 


&p(p — a) = 2bc. 





et l'on peut écrire 
BE x CF — 2aÿ 2 (p — a), 
cesproduit étant positif lorsque le cycle inscrit est le cercle inscrit. 


3° On a ü 


BI CI 1 


BE CF . À? t 

1° Les trois nombres algébriques a, b, c sont liés De les seu S] 
relations 5 
2p — a + b re, C, 


(t) Cf. Fontené, Géométrie dirigée. 
* 


Lu 









, j A 4° A4 
4 ia a AT =: +240 NT = ATUAUITÉ PETITE 
> —=2+ab+e)+ be) = Aa+bla+o). | 
_ De la relation 2p = a+b+c, 
on conclut + Ap—a)j=b+c—a, . 
» donc. 4p(p— a) = (b + 0) — a = D + 0? + 2be — a? — 2e. 
_ 2° Raïsonnons dans l'hypothèse a>0, c'est-à-dire x dirigé 


= 
on 


suivant BC. Il peut alors se présenter # cas : , 
L b> 0, p>0, b<0, b <0, 
Re. c>0, He US c> 0, CÉAE 


correspondant aux quatre figures ci-dessous. 


RS Sn ain ce à in hé 


' 





"top 


| 

| 
PES. EN 
Fig. 2 Fig. 4 

En construisant dans chaque cas les pseudo-bissectrices des 

angles (x, Ë) et (x, y), on voit que dans la figure (1) le cycle ins- 
 crit est le cercle ioscrit, dans les figures (2) et (3) ce sont les 

cercles exinscrits dans les angles C et B; dans la figure (4), 
_ c’est le cercle exinscrit dans l’angle droit. 
+ Chacune des figures donne 





D RE an pat pat 
* On a toujours en grandeur et en signe * 
# DER ra. 
| DRM S. :e 


3 D'abord cette relation est toujours exacte en valeurs absolue. 

_ Dans les figures (1) et (3) le premier rapport est positif et il en 
est de même du dernier; dans les figures (2) et (4) les deux rap- 
- ports sont négatifs ; la relation est donc vraie en grandeur et en 
_ signe. On en conclut « 





















RERO cm dc | unie 
na" NM EL ac NT ae, «a He 
À 
ae PET b 
RDA LE ; LS £ 
4 RTC ; a + c é 
_ Par suite £ 
» 


be c{b?+ (a+ c)]) 


c[(a? — c?) + (a + c}] 
(a+ ec}?  (a+c) 


(a + c)? + 


? 








— :) 2 
CF — 2 
a + b 
De ces égalités on tire 
RL2 Fr 4a?b?c? a? x 16p°(p — a)? 
ù ET TES (ie Le NM en AN nc 2 PA NE TR Lure 
BLE< CRE MEL À 9p° = 8@(p — a) ; 
donc BE X CF = “+ 2aÿ 2(p — a). 


Or dans le cas du cercle inscrit, «et (p—a) sont tous deux posi- 
tifs; dans Les autres cas, ils sont de signes contraires. Si donc on 
fait la convention queleproduit BE><CF est positif dans le pre- 
mier cas et négatif dans les autres, on devra écrire 














BE x CF — 2a 2 (p — a), 
* 30 On a toujours 
EN BG Late, 
IF CE ab A? à 
ù a +c 
on le vérifierait en raisonnant comme précédemment. Donc 
BU EU NUIGE 
LS RENE ER UN ARErS 
BI W' &a+ c 


et ce QUE QE QU RE 
BE a+c+b 
On prouverait de même que 
CRETE 
CF a+c+b’ 
d’où 
TR AUT. 
= 7 = 
BE CF 


{Ontrésolu cette question : M Turpain ; MM. A. Thorin, à Tours ; Lehmann, 
instituteur, section spéciale.]| 


(a+ c\a-+bli. 2p?, | 
(CE te (OR 7 1 





| 
4 
2 


+ 


4555. — Dans un cercle de rayon R, on inscrit un tri- 
angle ABC tel que AB et AC soient respectivement égaux aux côtés 
du triangle équilatéral et du carré inscrits dans ce cercle. On 
mène la hauteur AH relative au côté BC. Démontrer que 


Mn G—= A 


2 


20 Le triangle AHB est isocèle. 





; 


Première solution. — 1° L’angle inscrit ACB interceptant sur 
le cercle une corde AB égale au côté du 
triangle équilatéral inscrit, vaut 60°; par 
suite, dans le triangle rectangle ACH, le 
côté CH est opposé à un angle de 


À 





G 900—60° — 30°, et CH — ie » d’après 


une propriété connue. 
2° La corde AG, côté du carré inscrit, 
sous-tend un angle au centre de 90°, et l'angle inscrit ABC vaut 


le triangle rectangle AHB est donc bien 


OUR 
alors _ = 45" ; 


isocèle. | 
à (AE COLLIN, à Laval.) 





NET VO 


NL r 


A 


Liaof 


EL de: 


22 


0 


nn... a 


* 


ET PR 


RAT solution, — Canoe les trois sezments AB, NC, HB 
en fonction de R. 
On sait que, dans un triangle, le produit de deux côtés est 
égal au produit de la hauteur relative au troisième côté par le 
diamètre du cercle circonscrit. On peut donc écrire 
AB.AC = AH.2R, 
d'où, en observant que par hypothèse 


AB = Ry3 et AC = RV2. 
AR — PREMIER Rate 
On déduit de là d 
ACC EAU a ee 





HB= VAR at: = \/ae ee É ue 


A l'inspection de ces valeurs, on vérifie Un, l’exac- 
titude des deux propriétés énoncées. 
(A. SALLIN, école normale de Caen.) 


[Ont résolu la même question: Miles Z.-M. Gheorghiu ; M. Turpain; MM. 
.-G. Alesandrescu ; A. Amblard ; A. Arcizet ; E. Ardin-Delteil ; J.-F. d'Avillez ; 
. Baldet ; L. Barberot : V: Barol : R. Barthelemy : E. Bernard ; G. Blanc ; 
Blanc: L. Bloch; P. Bloch ; C. Billionnet ; J. Borgey ; G. Bouju; E. Briquéler ; 
Budin ; G. Burdinat ; C. Carbou; LS Carré ; L. Cartier ; P. Cassan ; Cavaillé : 
. Van Cauwenberghe ; P. Cazeaux ; A. Chautemps ; G. Chollet ; V. Chosson : 
. Clabault ; G. LS Cougnoux ; P. Coulbois ; R. Coural ; J. Danchaud ; 
. Dardalhon : R. Depasse ; ; À. Desportes SAS Despouy ; F. Deville; R. Dickson : 
. Foucart ; G. Foucry ; M. Gondran ; G. Gordien ; A. Grolleau ; P. Gutton ; 
. Henry; P. Heurtebout ; ; Jacquet ; H. Janois ; E. Krau ; €. Labille ; F. Lade- 
vèze ; L. Lafontaine ; J.-M. Lagarde ; Tr. Lalescu ; G. Lallier ; A. Lecontour ; 
E. Le Maigre ; E. Léotard; G. ©Le Sage ; P. Le Verrier ; E. Loffter ; A. Mar- 
chand ; C. Marie ; C. Marrot ; J. Massip ; B. M: ithé ; J..Ménéchal ; P. Millevoye ; 
F. Monseran ; R. Mothes : gs Mouchet ; G. Nazare : M. Oger ; M. Oriol ; s J: Pés 
martin; H. Pitrat; M. Popescu- Lupsa; E. Prévost; A. Prost; Quilichini ; ; 
F. pee H. Ricard ; Rieux ; H. Richier ; 5 Ronçaglia : M. Royer ; E. de 
Rycker ; G. Salles ; E. Sautreau ; F. Schmitt ; J. Schuller ; N. Sichitiu ; J. Tal- 
vard ; G. Tastet ; M. Teulié ; E. Tiquet ; J.-B. Touton ; sh de Trécesson ; 
k: Turgis ; A. Tumerelle ; C. Utza ; H. Varennes ; Venet; P. Véron ; F. Vérot; 
A. Vidalenc ; Vial; Vien; Vimont; R. Vollaire.] 
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4559. — Construire un triangle connaissant la bissectrice de 
l’angle A, la différence B—C des deux autres angles et le 





rapport 
côté opposé a. 
Première Lointions — Supposons le problème résolu : soit 
Al ABC un triangle tel que AD — 4, 
B—C—5 et ES = k. 


La droite AD étant bissectrice de 
l'angle A, on peut écrire 


AB __ AC AB+AC b+c 
BD CG) BD GONE 1e 1 
Par suite les points B et C sont 
Le situés sur la circonférence lieu géo- 
métrique des points dont le rapport des distances aux points 
A et D est égal à z. 

D'autre part, on a 








BAD © —AbB— À, 
ou, en retranchant, 
B — C= ADO — DB, 
et, en observant que ADB — 180° ADC; 


TS 
ADC =" 902: 


PA 


Le côté BC fait ainsi un angle connuavec AD. 
truction suivante : 


De là la cons- 





b+c : 
Ter de la somme des côtés comprenant l'angle À au |® 


sin À, sin B, sin C. Il vient ainsi 


: 
sin À at 
ce qui peut s’écrire . 
. B + C B SET C L2 
2 SIN —— COS ——— 
2 2 FRE 
.. B+CG B-+ Cure 
| 2 sin RTE ss: Ts 
d'où l'on déduit . ° : 
BONE CA 
à COR SR RE cos Pr 
+ | x 
L 3 LR Le ; 
# D) 4 4 a 






















2 x : ge du REA 
* Sur une droi e quelconque, on prend AD o 
mine les deux points 1, l' tels que Re 
| JANET ARE RENE 
+. TD STD EL 


on trace le cercle de diamètre Il’, qui coupe en B et G la drosil 
issue de D, faisant avec AD un angle égal au complément de l'angle à, 


10| O2 


NT 
Comme dans tout triangle b+c> a, +le rapport X doit tou 
jours être supérieur à 1, et par suite le point l' plus près de D 
que de À, de sorte que la construction précédente est toujours 
possible et ne fournit qu’une solution. 
(JACQUET, fes ‘de ES à 4 

Deuxième solution. — On sait que dans tout tanole ABC. 
l'angle formé par la hauteur AH. 
avec la bissectrice intérieure de l’an- 
 ;: il° eat 
donc connu par hypothèse. Comme | 
d'autre part on donne aussi AD =/,. 
le triangle rectangle AHD pes être 
construit. 
Supposons tracé le cercle circons- 
K crit au triangle inconnu ABC; 1 

”_ bissectrice AD passe par le ae 
et on sait que 4 


KD >< KA: — KC2, 


A . 
gle À est égal à 





K de l'arc BC; 





d'oi KD = /KG\° Pi 
4 Ka a) 
Les triangles semblables AKC, ABD donnent ensuite 
KCw BD. DC  BD+DC a 
Fes AUTE BA + AC be 


1 

Donc rx = (5 a +) = VER : 
Comme d’ailleurs K est toujours sur le prolongement de AD 
au-delà de D, ce point est bien déterminé. Cela fait on aura le … 
centre © du cercle circonscrit au triangle inconnu en prenant 
l'intersection de la perpendiculaire abaissée de K sur la droite : 
connue HD avec la perpendiculaire élevée au milieu de AK. 
Connaissant O, il suffit de décrire le cercle de centre O et de 
rayon OA ; il coupe HD aux points cherchés B et C. | °} 

La construction est toujours possible. En effet A et K sont de À 
part et d'autre de HD ; donc la distance de O à HD est toujours 5 
inférieure à OA! 1 


Solution trigonométrique. — Dans la relation 


* D ÉROREEUR 
a 





on peut remplacer «a, b, c par les quantités proportionnelles | 


| sin B+ sin C Q# 












mme kX>1, cet te valeur Vu pins est ete à 
| ue cosinus d'un certain angle aigu a supérieur à à 









de É Ona alors : Le HA ; 
B+C B—C'_ à 
l à HOT Ress DES CESSE ie 
d’où, par addition et soustraction, : 
| ù Ô 
" Rs) MS? 
puis A 80° — B — G — 180° — 2, 
En considérant le triangle ABD, on a 
d co &: 
- LETTRE d'où + LÉFRES. 
snD  sinB” 2 ( :) 
È sin [a + — 
PA D. 
_ et de même, .* 


1 d cos = 
| 24 cos « RE TRATUMO VEN 
FF : 
sin PTS ri 


RECETTE CEST 
(JACQUET.) 


4 Ci 
sin (« +=) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Barol; R. Bazin; P. Blanc; 
. L. Bois; À. Bouchet; C. Bourvéau ; E. Bri eler : Cavaillé ; P. Delolme : 
 GD plats ; R. Dickson ; E. Foucart ; Framboise ; É. Girardeau ; R. Henry; 
ÊL LÉ fontaine ; Méheust-Bily ; G. Nazare, M. Oger; H. Pitrat Prévost : 
E. Rousselot ; J. Sallaud ; A. Sallin ; G. Tastet; Tumerelle; R. Bellencourt ; 
} C. Billionnet ; E. Bonnet ; J. Borgey ; FES Carpentier ; R. Coural ; J. Dan- 
_ chaud; G. Foucry ; S. Galland ; H. Janois ; F. Ladevèze ; B. Mathé ; E. Va- 
Lo Vaunac ; Vial ; A. Vidalenc.] 
F- | + 
à 


TRIGONOMÉTRIE 
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4551. — On donne un cône circulaire droit dont l'axe fait un 
angle de 30° avec la génératrice. On propose de couper ce cône par 
un plan de façon que la section soit une ellipse dont la surface 











_ mesure  84C4 + 2 “et dont le rapport du petit axe au grand axe 


soit — Va exprimera en fonciion des données l'angle du plan 


sécant avec l'axe du cône, au moyen de l'une de ses lignes trigo- 
mométriques et on construira cet angletgraphiquement. On pren- 
22 


(ae Eat | . 


(Bacc. lettres-sciences, Paris, mars-avril 1899.) 


Prenons pour plan de figure un plan passant par l'axe SX du 
cône et HRoaSeuAIe au plan sécant ; soient SA, SB les deux 
génératrices situées dans ce plan et 
AB la trace du plan sécant. On sait 
que l’ellipse déterminée par le plan 
“sécant a pour grand axe AB et pour 
distance focale SB — SA — AB. 
Or le grand axe 2a et le petit axe 
2b de l’ellipse vérifient par hypo- 
thèse les égalités : 
rab — 84 + + 2 1 


LIT 


F let l'angle AB'B — 90° — 300 — 60°. 


On peut done calculer l'an- 
gle B, complément de l'angle cherché x, au moyen de la relation 


AB AB’ 
| sinB'  sinB 
qui donne 
— 0° — V6. 
COS — AG sin 6 TS 


Cette valeur du cosinus, inférieure à 1, fournit deux angles x 
égaux et de signes contraires correspondant à deux plans sécants 
symétriques par rapport à SX. 
D Construction de l'angle x. — Sur 
une droite quelconque, on prend AB— 


et AC—3; on trace le cercle de 
diamètre AC qui coupe en D la per- 
æ B C pendiculaire élevée en B,à AC; l'an- 


gle DAC est égal à x. En effet, le 
triangle DAC étant FE en D, 
__ VAB.AC 


PR Le 


A 3 à 
(Maxime GONDRAN, lycée de Caen.) 


‘cos DAC = 


[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; J. Collin ; Ch. Dou- 


merc ; E. Foucart ; A. Tumerelle.] 
—_——————_—_—# ———————— 
CHIMIE 
* 
4470. — Une pièce de 1 franc est traitée par de l'acide aco- 


tique chaud et en excès jusqu'à dissolution complète. À la liqueur 
refroidie on ajoute une solution de potasse Jusqu'à ce qu'elle 
prenne une réaction alcaline. On demande : 

1° Quelle est la nature du précipité formé ; 

20 Quel sera le poids de ce précipité quand on l'aura lavé, 
séché et maintenu quelque temps au rouge sombre ; 

3o Si l'on continue à chauffer le résidu, mais dans un courant 
d'hydrogène, ce qu'il deviendra définitivement. 


Ag= 108, CE 2165" 


(Concours général de Seconde moderne, Paris, 1898.) 


D EP > 3 835 ; 
1° La pièce de 1 franc, étant au titre de 1000 ? contient 
833 xX5 FE ADO Ne ae : 
ER 48,175 d'argent pur et 1000 —=08",825 de cuivre. 


La dissolution complète de la pièce dans l’acide azotique chaud 
donne de l’azotate d'argent et de l’azotate de cuivre suivant les 
équations : 

Ag + AA = — 3Az03Ag + 2H20 +- AzO, 

324 540 
3Cu + 8(Az0*H) — 3[Cu(Az0}] + 4H°0 + 2470, 
189 561 

Les quantités de ces deux sels correspondant aux quantités 

d'argent et de cuivre contenues dans la pièce de 1 franc sont 
510 x 4,175 

324 
561 >< 0,825 


? 4% xp : F 
et AP ELSE 


Le traitement de la dissolution refroidie par une solution de 
potasse en excès donne un précipité d'oxyde d'argent et un pré- 
cipité d'hydrate cuivrique suivant les équations : 


— 6er,5717 









EaN 


F 





2A7OAG +2KOH = | 2AHOK + Ag F0, ME 
340 « 632 TO NT 


Cu(AzO®}? + 2KOH — 2A205K + Cu(OH}. LR: 
187 97 : 


L'application des relations précédentes aux guangie de sels 


obtenues donne | 
+ 
232 Pet Î 17 4er 1842 d'oxyde d'argent 


97 X 2,4488 
187 








et = 18r,2702 d’hydrate cuivrique. 

22 Quand ce précipité aura été lavé, séché et maintenu quelque 
temps au rouge sombre, son poids sera représenté par celui de 
l'argent contenu dans les 45,842 (puisque l’oxyde d'argent est 
décomposable par la chaleur) et celui de l'oxyde de cuivre Con- 


tenu dans Jeë, 2702 d’hydrate. : 
On aura donc 
, 9 
nes SE Lee 4sr,1749 d'argent 
9 
et ASE 18r,0345 d'oxyde de cuivre. : 


Dr 
3° En continuant à chauffer le résidu dans un courant d’hy- 
drogène, l’oxyde de cuivre sera réduit et l'on devra retrouver le 
cuivre qui entrait dansla Fe de la pièce de 1 franc. 


On a en effet 
CuO + H2 = H20 + Cu, 


79 63 
d’où le poids de cuivre est égal à 
63 XX 1,0345 
19 

En additionnant les poids trouvés d'argent et de cuivre, on 
ôbtient 58. Les différentes vpérations n'ont donc détruit que la 

forme de la pièce sans l’altérer au point de vue chimique. 

(£E. ARDIN-DELTEIL.) 


— 05",825 * 


[Ont résolu la même question : Mie: M. Pont; L. Ségala ; MM. E. Baudot ; 
d: Breynaert ; H. Casse ; Cavaillé ; J. Chalvin; R. Coural ; P. Delolme ; C. Du 
jardin ; L. Ecoffard ; L. Famechon ; J. Fiton ; E. Gernez ; G. Girot; R. Henry; 
L. Hubert; J. Jantet ; J. Ménéchal ; M. Oger ; A. Prost; E. Rousset, 
R. Thomas ; Venet.] 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


4573. — On considère une progression arithmétique indéfinie ayant 
1 pour premier terme et 3 pour raison, et avec les termes de cette 
suite on forme des groupes dont le premier contient le prefnier terme 
1, le second les deux termes suivants, 4 et 7, le troisième les trois 
termes à Ja suite, etc... On demande d'évaluer le premier terme du 
ne groupé, le n° terme du n° groupe et la somme des n termes du ne 
groupe. 
(Bacc. lettres-math., Caen, mars 1899.) , 


574. — Etant donné un demi-cercle de diamètre AA — 2R, 
déterminer sur ce demi-cerele deux points B et C satisfaisant aux con- 
ditions suivantes : 

—2 —2 s 

E AB,+ AC =—=1; 

2 La distance de À à la corde BC doit e égale à une longueur 
donnée h. 


Diseuter, ’ 
(Bacc. lettres-math., Lyon, mars 1899.) 


EE SEE EURE, 1e $ " : . : TH LE Ce LE NI SR PE EE ES 













nt donn | a 
et un point À situé dans É plan du cercle à une di e 2R1 tr 
on mène par le ] point A une sécante qui pu la circonférence en B 
et Cet dont la distance au point 0 est #. in 


Exprimer, en fonction de x, le volume y engendré par le triangle | 
OBC quand il tourne autour de OA. Trouvér le maximum de y. Con 
truire la courbe qui représente la loi de la variation de y en fonction 
de œ. 


te 


(Bacc. lettres-sciences, Caen, mars 1899.) : 


4576. — Ent un point À donné FA s 
plan d'un angle droit x0y, on demande 
de former un angle droit mAn tel que. 
la droite MN joignant les points M, N où. 

ses côtés coupent ceux du prernisss 
ait une longueur donnée a. 


(Bacc. lettres-math. *Rennes, 
mars 1899.) 





4577. — Les symétriques d'une droite quelconque A du plan d’un. 
triangle ABC par rapport aux côtés de ce Res forment un triangle 
A'B'C'. 

1° AA", BB’ ct CC’ concourent en un point M. Lieu du point M. 

20 Le point M est le centre d'un cercle tangent aux côtés du triangle 
A'B'C': le rayon de ce cercle a pour valeur la distance de lOHUOECSRE 
du triangle ABC à la droites. 

(A. D., à Castres 4 


4578. — Enoncer le principe du travail virtuel dans le cas des Sy $ 

tèmes à liaisons complètes. At 

Application à la question suivante : 

Un prisme dont la section droite est un triangle rectangle ABC peut 
glisser sans frottement sur un plan horizontal 
qu'il touche par sa face AB. 

y Entre un mur vertical AV et la face hypo: 4 

ténuse AC, on place une sphère S du poids de | 

6 kilogrammes qui tendra à faire glisser le 
prisme dans le sens Az. 

Quelle force antagoniste æ faudra-t-il appli- 

quer normalement à Ia face BC pour empêcher 

le glissement, sachant que l'angle A est de 600. 

- On négligera tous les frottements. # ‘4 


(Bacc. lellres-sciences, Alger, avril 1899.) 
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4579. — Dans un vase entièrement rempli d'eau et taré, on intro- - 
duit un corps solide insoluble : l'augmentation de poids est de 205,75. . 
Si le vase avait été rempli d'huile, de densité 0,9, l'augmentation de 
poids aurait été de 218r,58. 
Dire : 1° quel est le poids du corps ; 2 quelle est sa densité : 3° quél 
est son volume. 4 
(Bacc. lettres-Sciences, Caen, mars 1899.) 
4 l À 
4580.— Deux miroirs concaves M et M’, dont les axes coïncident, 
sont disposés en regard l'un de 
l'autre à 3% de distance. Un objet 
M ‘ M’ lumineux°AB, de 0,20, de lon-. 
gueur,-étant placé dans l'inter- 
Yalle CC’ des deux centres, nor- 
malement à l'axe commun et à 
une.distance de 12,80 du miroir. 
M, donne deux images égales. 2 
‘On demande : 4° la ladeurnns 
de ces images et leurs caractères ; 2° le rayon du miroir M. 
00'— 3m, * OP —1n,80, AB — 0,20, OC— 1m; 204 
(Bacc. class., leltres-math., Montpellier, mars 1859.) 5 
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; RÉCIPROQUES DES THÉORÈMES DE DANDELIN 


| par M. Vogt, professeur à l'Université de Nancy. 





_ 4. On démontre dans les cours et traités de géométrie les théo- 
rèmes suivants : | 
| 1. La section d'un cône ou d'un cylindre de révolution par un 
plan non parallèle à un plan tangent jouit de la propriété que la 
Dos la différence des distances de chacun de ses points à 
_ deux points fixes est constante. 
\ Plus généralement, Za section d'un cône ou d'un cylindre de 
» révolution par un plan quelconque jouit de la proprièté que la 
somme ou la différence des tangentes menées de chacun de ses 
. points à deux cercles fixes est constante. 


Il. La section d'un cône ou d'un cylindre de révolution par un 
plan quelconque jouit de la propriété que le rapport des distances 
de chacun de ses points à un point fixe et à une droite fixe est 

| constant, ou plus généralement que le rapport entre la tangente 

. menée de chacun de ses points à un cercle fixe et la distance du 

même point à une droile fixe est constant. 





On ne démontre pas les réciproques de ces deux (théorèmes ; 
» on se contente de montrer que l’on peut placer sur un cône ou 
un cylindre de révolution, ou même sur une infinité de telles 
À surfaces une ellipse, une hyperbole ou une parabole de grandeur 
_ donnée, mais ces remarques ne sont pas des réciproques ; dans 
Le cas d’une section elliptique par exemple, on voit bien que tout 
Point de la section d'un cône de révolution est tel que la somme 
-de ses distances aux deux foyers est constante, mais il n’est pas 
_certain que tout point satisfaisant à celte condition se trouve sur 
_le cône de révolution. 
- L'objet de cette note est précisément de combler cette lacune. 
«Les démonstrations des théorèmes directs L et If, qui sont totale- 
ment différents l’un de l’autre, reposent en dernière analyse sur 
- deux remarques simples de géométrie plane, dont les réciproques 
nous seront utiles, et que nous allons développer. 











quement. : 
D La Dion directe est immédiate, et nous ne nous attache- 
rons qu’à la réciproque. 


À Soient (fig. 1) deux circonférences O et 0’, CG, & les Si 








Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’enx 
voyer des mandats. 








d’abord que l'on ait 
MT+ MT = CC 
et je trace les circonférences de centres O et O’ et passant par 
M ; elles coupent l’une des tan- 
gentes, par exemple CC’, en qua- 
tre points deux à deux équidis- 
tants de C et de C'; j'appelle 
M; le point de rencontre de la 
tangente et de la circonférence 
de centre O situé par rapport à 
C du même côté que C, et M 
l'autre point de rencontre; de 
même M'; sera sur la deuxième 
circonférence du même côté que 
C par rapport à OC, et M de 
l’autre côté. On a toujours en 
valeur absolue 
M1CG = MC = MT, 
MAC = MC = MT'; 
dans le cas actuel, nous pren- 
drons Mi et Mi; en écrivant que 
l’on doit avoir 
MC + M',C = CC, 
on conclut que MiMi—=0, de 
sorte que M sera sur la tangente commune CC’ entre CG et C, 
ou bien sur l’autre tangente commune, entre CG; et Ci. 

On verrait de même que si MT—MT = CC, 
MM: = 0, et M doit se trouver sur le prolongement de CC’ au 
delà de C’; enfin si MT'—MT—= CC, on aura M2M'i — 0, 
et M doit se trouver sur le prolongement de CC’, au delà de €, 
ou sur la portion analogue de l’autre tangente commune exté- 
rieure. 

On démontrerait de la même manière un lemme analogue au 
précédent, relativement à deux circonférences extérieures et à 
leurs tangentes communes intérieures. 





Fig. 1 


LemmE Il, — Les tangenies menées à une même circonférence de 
deux points également éloignés du centre sont égales, et réci- 
proquement. 

La démonstration est immédiate. 


3. Cela posé, je vais démontrer la réciproque du premier théo- 
rème. Je considère d’abord (/ig. 2?) une ellipse définie par ses 
foyers F, F’ et son grand axe AA et telle que l’on ait pour cha- 
cun de ses points M 

MF + MF’ = AA’. 

Dans un plan mené par AA’ perpendiculairement au plan de 
la courbe, je trace une circonférence quelconque O tangente en 
F à AA’, et je mène par A et A’ des tangentes à cette circonfc- 
rence ; elles se coupent en un point S ou sont parallèles. Dans 


on doit avoir 
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existe une circonférence 0’ tangente en F- 
à AA’ et tangente à SA et 
à SA', comme on peut le * 
voir en appliquant les pro- 
priétés des segments dé- 
terminés sur les côtés par 
les cercles inscrit et exins- 
crits dans un triangle ; de 
plus SA et SA’ sont les 
tangentes communes, ex- 
térieures à ces circonfé- 
rences, et les segments 
CC, GC: compris entre 
les points de contact sont 
égaux à AA’. 

Je considère les sphères 
dont les circonférences 
précédentes sont des 


tous les cas, il 





Fig 


grands cercles, et je coupe la figure par un plan passant par 


SO0’ et par un point M de la courbe ; les tangentes issues 
de ce point aux deux grands cercles situés dans ce plan sont 
égales respectivementà MF et MF’ et ont une somme égale à CC’, 
ou à la longueur de la tangente commune extérieure aux deux 
grands cercles du plan MO0'; par conséquent, d’après le lemme |, 
M est situé sur une des tangentes communes extérieures à ces 
deux cercles, c'est-à-dire sur une génératrice du cône de révolu- 
tion de sommet $S circonserit à la fois aux deux sphères O et 
0', ce qu'il fallait démontrer. 

temarquons que l’on peut choisir l'angle AOA’ ou le centre de 
la circonférence O de telle façon que le cône de révolution pré- 
cédent ait un demi-angle au sommet donné quelconque, ou de- 
vienne un cylindre dont le rayon est égal toutefois au demi- 
petit axe de l’ellipse ; nous arrivons donc à cette conclusion que 
l'on peut placer une ellipse donnée sur un cône de révolution 
quelconque ou sur un cylindre dont le rayon est égal au demi- 
petit axe de la courbe. On voit aussi immédiatement que 
SA'— SA — FF, de sorte que le lieu des sommets des cônes 
de révolution passant par une ellipse donnée est une hyperbole 
située dans un plan mené par AA’ perpendiculairement au plan 
de cette ellipse et ayant pour sommets el pour foyers respecti- 
vement les foyers et les sommets de cette dernière courbe. 

Si l’on se donne une hyperbole définie par ses foyers et son axe 
focal, on peut faire un raisonnement analogue au précédent; on 
est amené à tracer deux Circonférences dont les tangentes com- 
munes intérieures ont une longueur égale à celle de l’axe focal. 
Je laisse au lecteur le soin de faire la figure, et de montrer 
qu'il existe une infinité de cônes de révolution répondant à la 
question ; on peut choisir arbitrairement le demi-angle au som- 
met du cône, pourvu que ce demi-angle soit supérieur au demi- 
angle des asymptotes de l’hyperbole, enfin le lieu des sommets 
des cônes de révolution passant par une hyperbole donnée est 
une ellipse ayant pour sommets. et pour fovers les foyers et les 
sommets de l'hyperbole. 


4. Je passe maintenant au cas général où lon considère deux 
sphères quelconques inscrites dans un cône, et coupant le plan 
d'une section plane de celte surface suivant deux circonférences 
focales; on sait que la somme ow: bien la différence des tangentes 
menées d'un point de la courbe de section à ces deux circonfé- 
rences est constante ; je me propose de démontrer la réciproque. 

Soient deux circonférences quelconques de centres O et 0’, et 
de rayons » et »’ (fig. 3) ; M un point dont les tangentes satis- 
font à l’une des conditions 

| MT + M2, (1) 







Ù abord no nr 
oint M sur la ligne de 
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Fig. 3 
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tres 00’. L'une quelconque des relations (1) entraine en: effet 

par élévation au carré la condition unique | 
GT — M) = x (INT + SM — 4) | A 

si I est le milieu de 00’, MP la perpendiculaire abaïssée de 


M sur l’axe radical des deux circonférences, on & À 
[MT — MT° | = 200'.MP, CURE 
2MT° + 2MT° = 4ME + 00 — 272 — 272, 
de sorte que la relation (2) donne 
——.) 9 2 2r2 r'2 2, 00° Ù = 
400°.MP° — are [NE — I A OT J: (3) 
Sous cette forme on voit que la distance du point M à l’axe 


radical est dans un rapport constant égal à _. avec la longueur 


de la tangente menée du même point à un cercle de centre L et 
de rayon . Var +9r®+%? 00", en admettant toutefois 


que la quantilé sous le radical ne soit pas négative ; mais cette 
remarque n'est pas indispensable. \ -! 
Supposons que le point M occupe une position. A sur la ligne 
des centres, P se trouve alors au point de rencontre D de cette 
droite avec l'axe radical; si la quantité 2r2 + 2rt2 42 00° 
est positive ou nulle, on portera sur laxe radical une: longueur 
DD’ telle que lon ait : | : 
&007.DD? — AX{9r2 + 92r2+%2— OO) 

et l’on aura 


AD RP 26 ET 
AD O0!’ | | 
si au contraire 2r2+ 2r2+ k2— (O0 est négatif, c'est sur la 
perpendiculaire en £ à 00’ que l’on portera uneloñgueur I!’ telle 
que l’on ait * | 


4 IT? = 00" — X2 — 9r2— 9»?, 
et l’on aura cette fois 
MECS ON | SLR 


Dans l’un et l’autre cas, le point A est tel que le rapport deses 
distances à deux points fixes est donné; il est alors à l'intersec- 
tion de 00’ et d’une circonférence que l'on: sait construire ; il 
existe par suite en général deux points A et A' de O0! répondant 
à la question ; l’un d'eux peut même être rejeté à l'infini, ce q 
arrivera si = 00. Nous supposons dans ce qui suit qu'ils 
sont réels et extérieurs aux deux circonférences. ; 6 
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._ $S.Jesu alors (fig. 4) que l'on do ne dans un plan deux. 
| ciréonférences dont les diamètres situés sur la ligne des centres 
“soient respectivement FF, et F'F4, et que l’on considère les 
. points M de ce plan dont la somme ou la différence des tan- 
k gentes à ces deux circonférences ait une valeur absolue égale à | 
. une longueur donnée x. | 
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Fig. # 

Je détermine, comme je viens de l'indiquer, les points A et A 
de la ligne des centres répondant à la question. Dans un plan 
passant par AA’ etwæperpendiculaire au plan donné, je construis 
une circonférence quelconque O passant par F et Fi, et je trace 
du point A une quelconque des deux tangentes que l'on peut 
mener de ce point à cette circonférence ; soient AT; cette tan- 

gente et C son point de contact. 
Par F' et F4 passent deux circonférences tangentes à AT; 
_ soient C’ et C” leurs points de contact ; les tangentes AC et AC 
ou AC” étant égales aux tangentes issues de A aux circonférences 
_ données de diamètres FF; et FF, on a l'une des relations 
d AG+ AC'= AC + AC"=%, 
; | AG — AC | = | AG — AC" | =; 
- il y a donc parmi les deux points C et C” un et un seul pour 
. lequel la distance des points de contact CC ou GC” ait la lon- 
. guêur =; je choisis ce point, soit par exemple C', et je trace la 
circonférence O0’ passant par les points K', Ki et C7. 

Comme la somme ou la différence des tangentes issues de A’ aux 
. circonférences 0 et O’ est égale à k, c'est-à-dire à CC, on peut 
- affirmer, d’après le lemme 1, que A’ est sur la deuxième tan- 
gente commune aux deux circonférences de même nature que 
» CC’ ; je trace alors cette tangente, qui coupe AT; en un point S 
ouest parallèle à AT;. On voit ainsi que sur chacune des tan- 
_gentes issues de A à la circonférence O existe un point S et un 
seul déterminé comme on vient de le dire. 
. Je considère alors les sphères dont les circonférences O et 0’ 
sont des grands cercles, et un point M du plan donné dont la 
- Somme ou la différence des tangentes aux circonférences FF; et 
F'F4 soit égale à k; le plan MOO'S coupe les sphères suivant 
deux grands cercles et les tangentes issues de M à ces cercles ont 
. leur somme ou leur différence égale à k. D’après le lemme. I, 
M appartient à une tangente. commune aux deux cercles de même 
nature que CC’, autrement dit le point M appartient au cône de 
révolution de sommet S circonscrit à la fois aux deux sphères 0 
et 0’, ce que nous voulions établir. 
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= On peut remarquer, comme conséquence de ce qui précède, que 
le lieu des points M sera une ellipse si A et A’ sont de part et 
d'autre de F et F;, une hyperbole s'ils sont du mème côté et une 
parabole si l’un des points A ou A’.est rejeté à l'infini, ce qui 
arrivera, d'après les considérations développées précédemment, 
si la longueur z est égale à la distance des centres des circon- 
férences données dans le plan de la courbe. 


6. J'arrive maintenant au second théorème, que je suppose 
connu, et dont je vais démontrer la réciproque en me placant 
immédiatement dans le cas général, le cas d’une conique de 
foyer et de directrice donnés n'étant qu’un cas particulier que 
l’on traite par les mêmes considérations. 

Nous considérons une circonférence de centre O, et de rayon r, 
une droite DD: située dans son plan, et les points M tels que 
la tangente MT à la circonférence et la distance MP à la droite 
soient entre eux dans un rapport donné e. Je vais d’abord 
démontrer, comme au $ #4, qu’il existe en général deux positions 
A et À’ de M sur la perpendiculaire 01D menée du centre sur la 
droite ; on a en effet pour tes positions 

AO! — 2 = & AD". 
1l suffit de porter sur la droite DD; une longueur DD’ égale à 


‘à : r 7 Tr. 
— pour que la relation précédente entraine la condition 
e 


AO! = €. AD” : 

le point À est tel que le rapport de ses distances à deux points 
fixes est donné ; il se trouve alors à l'intersection de O,D et 
d'une circonférence que l’on sait construire ; il existe donc deux 
positions de M sur 0,D ; l’une d'elles sera même rejetée à l'infini 
si e—1,. Nous supposerons dans ce qui suit que les deux 
points À et A’ sont réels et extérieurs à la circonférence, On 
peut ajouter que À et A’ sont du même côté ou de part et 
d'autre de O0, suivant que e est > 1 ou <1. 

Cela posé, soient F et F;, les extrémités du diamètre du cercle 
donné situé sur 0,D ; dans un plan mené par O,D perpendicu- 
lairement au plan de la droite et du cercle je trace une circon- 
férence quelconque O passant par F et F, ({g. 5) et je mène de 
A une des deux tangentes que l'on peut tracer de ce point à 
cette circonférence. Soient AT; cette tangente et C son point de 





Fig: 5 


contact; je trace DC qui coupe de nouveau la circonférence en C1 
et je mène la tangente au point C; ; elle est parallèle à la 
première ou la coupe en un point S, et coupe O,D en un point 
A" que je vais démontrer être confondu avec A’. 

Si l’on trace en effet AC> parallèle à SC:, le triangle CAC: est 
isocèle comme étant semblable à CSC: et l'on à AC: — AC; 
les triangles semblables DAC: et DAC, donnent ensuite 








as ME 





ED MAD AN AMAR 
à E JA CMD, PRE 
et comme ce dernier rapport est égal à ap’ est-à-dire au rap- 


“Hi port donné e, A” est confondu avec l'un des points A ou A 
à que nous avons délerminés sur 0,D ; comme il ne peut être 
confondu avec À puisque C et C; sont distincts, il est identique 
. au point À’. L'application du théorème des transversales pourrait 
ï remplacer le raisonnement précédent. 

s Je trace la sphère dont la circonférence O est un grand cercle; 
\ _ soit alors M un point du plan donné tel que le rapport entre la 
tangente MT à la circonférence donnée et la distance MP à la 
droite D,D> soit égal à e; par ce point je trace un plan perpen- 
diculaire à SO, et je désigne par Q, B et B' les points où il 
coupe O1D, SA et SA’. Les triangles semblables ABQ, ACD 


donnent 
BC _ AC 


DD'ENAU 
et comme QD — MP, on en conclut que MT — BC — B'C. 

Tracons alors le plan passant par M et SO, et coupant la 
sphère suivant un grand cercle; la longueur de la tangente issue 
du point M est égale à MT, c'est-à-dire à BG et à B'C& ; on en 
conclut, d’après le deuxième lemme, que les points M, B et B’ 
sont équidistants du point O, ou bien que M est sur la circon- 
férence de diamètre BB’; il se trouve donc sur le cône de révo- 
lution de sommet S circonscrit à la sphère O, ce que nous vou- 
lions démontrer. 

La construction des points A et A’, et celle du triangle SAA' 
montrent que le lieu de M est une ellipse, une hvyperbole ou 
une parabole suivant que e est inférieur, supérieur ou égal à 
l'unité. 

7. RemarQuE. — Nous avons démontré par ce qui précède 
l'identité des trois définitions suivantes d’une conique : C’est 
4° la section plane d’un cône de révolution ; 2° l’ensemble des 
points dont la somme ou la différence des distances à deux 
points fixes, ou plus généralement des tangentes à deux circon- 
férences fixes est constante; 3° l’ensemble des points dont le 
rapport des distances à un point fixe et à une droite fixe, ou plus 
généralement le rapport des tangentes à un cercle fixe et des 
distances à une droite fixe est constant. Il résulte aussi de ce que 
nous avons vu au $ 4, que, en général, la deuxième définition 
peut se ramener directement à la troisième, car la relation (1) 
entraine la relation (3) qui n’est que la traduction de la troi- 
sième définition ; celte remarque n'est cependant pas suffisam- 


nd 


ment générale, car la circonférence qui intervient à ce propos 


À n'existe pas toujours. La deuxième et la troisième définition sont 
| cependant équivalentes dans tous les cas, puisqu'elles sont équi- 
valentes à la première. 


a —————————— 
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ne. 4558. — Lliminer p, q,7r,s entre les cinq équations sui- 
| vantes : 

D + q VHS = — «a. 

4 PQ + PT + ps +qr+qs+rs = b, 

#4 PEN EDP IS = DTS EURE, 

à DOFS = pq = —1. 


Les deux dernières équations donnent immédiatement 
DURS 1, 





dre Wie. 












En tas compte de ces ‘deux on dans les HUE prem 
équations, il vient TA ARE 


p+qg+tr+s=—a,. one. (). 

— 1 Hp(r Es) + gfr Hs) —d'=#, (2) 
r+s+d(p+q) = ce. (3) # 

L'équation (2) pouvant s’écrire #4 
(p+gr+s) =d+d+1, : 4 (2308 


tout revient à éliminer les deux quantités 
entre les trois équations (1), (2) et (3). 
Pour cela, résolvons d’abord le système du premier degré en 


p+g et rs 


p+g et r+s formé par les équations (1) et (3); on obtient} 
a+ c . a ad + c 
PSE A SAONE 


K 
Ces valeurs portées dans l'équation (2’) conduisent à la rela- 
tion cherchée : 


(a + c){ad + c) +(b+ d + 1)(d— 1} = 0. 
(T. LALESCU, à Fàtticeni.). 


\l 
[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; L. Barberot; E. Bri-. 
queler; L. Cartier; R. Coural ; G. Delahaye ; J. Delpont ; G. Desplats : 
R. Dickson; E. Foucart ; Es Foucry : S. Galland ; M. Gondran; R. Henry; 
L. Lafontaine; P. Le Verrier; Meheust-Bily; æ: Millevoyé; M. Oger ; 


A. Pichon; A. Popescu; R. P.; J. Sallaud; G. Tasigti A. Tumerelle : 
E. Vaunac; Vial ; A. Vidalenc. 
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4508. — Par un point M d'une ellipse définie par son grand 
axe 2a et sa distance focale 2c on mène la normale MN jusqu'à 
la rencontre du grand axe en N, et les rayons vecteurs MF et MF. 
On projette la normale MN sur les deux rayons vecteurs en Mn 
et Mn': s | | 

| she ac? 

1° Démontrer que ces projections sont égales à CRT me 

2° Exprimer la surface du quadrilatère MnNn' et trouver la 
position de M pour laquelle ce quadrilatère est maximum ; 

30 Exprimer la valeur de la tangente de l'angle «x des deux 
rayons vecteurs pour le cas où la surface du quadrilatère vaut la 
moitie de celle du quadrilatère maximum ; | | 

4° Déterminer graphiquement la position du point M dans ce | 
cas, en supposant da — A0 et 2c = 8. MR 
(Bacc. lettres-sciences, Paris, juillet 1898.) 








On a Mn = VMN°— Nn. 
Or, d’après deux théorèmes sur la bissectrice, 


MN°— MF.MF—NFNF, 

+ NE:12 NE NSEUR TT . 
CAN == arr EN 
d'où, en éliminant NF, NF, +4 

MN° = MEME (4 ++) 7 


FT en égalant deux tionir de l'aire MFF", il VIEDEX 


LME .Nn + MFNn) = NAME + MF) ER - 


=. = {a+ ce) (a — ca +c — Mae MP), 


4e RÉ Via — ME MF 
u ess 





— a? + C?) “ 
a 





o 


Par suite 






2° La surface du Ne a pour expression  , 
Ar 


TES Va S)MEMF — à + ©). 





À S = oMNn = nr = 


Celle surface devient maximum en même temps que le pro- 
duit variable MF.MF', dont la somme 24 des facteurs est 
1 constante, : . f 
- On sait que dans ce cas, ce produit atteint son maximum 
; lorsque 





MF = MF =; 
hle: point M se confond alors avec l'une des extrémités du petit 
axe. ENTER 
3° On a : 
tg FE? Nn — EE 
2 Mn Mn 
Or Mr 
a 





1 (a? — c?)cya? — c? 
é S = — Sn == ) V 
2 24? 
£ ‘ 
Donc TR nr © 
RAP ar ct 2h 


4° La détermination géométrique du point M revient à cons- 
RO le triangle MFF’ défini par l'angle FMF'—%, le côté 
F Opposé FF'=2c et la somme 


FM + ME — 24 
des deux autres côtés. En prolongeant le 
côté F’M d’une longueur MF; = MF, 
on ramène la eonstruction à celle du 
triangle FFF” défini par les deux côtés 


« 


nid = de LÉ ere En sé di < 
























- FF'—2c, FiF'—2a et l'angle FFF — 


Dans le cas particulier énoncé, 


Aie 10, ACI=NS, d’où rs — so 
on est ainsi conduit à la construction graphique suivante : 
Sur la droite FF—8 comme base, on décrit un segment 


_ capable de l'angle _ (Le centre C de ce segment est tel que 


. OC —6, O étant le milieu de F'F; en effet, 
OF — A = 2 2e te ss ES 
/ DORA OT TL 8); 


de F’ comme centre, avec 
un rayon égak à 10, on 
trace une circonférence 
. qui coupe le segment aux 
points Fi et F’, :'les per- 
pendiculaires abaissées du 
point CG sur les droites 
FFi, FF rencontrent res- 
- pectivement les droites 
F'F; et FF", aux points M 
"et M1 qui répondent à la 
question. En considérant 


; segment, C ;par rapport à 
| je on obtiendrait deux autres points M symétriques des pré 


le segment symétrique du . 


* < "1 " 
dants se sont servis à tort de l'ellipse donnée, au lieu de chercher à obtenir 
directement, au moyen de la règle et du compas seuls, les points communs 
à cette ellipse et au cercle. 


Autre solution. — 1° Soit « le demi-angle des rayons vecteurs 
MF et MF’. Le triangle MNn donne Mn = MNcoss. Des théo- 
rèmes connus sur la bissectrice donnent 








MN = MF.MF"— NF.NF"'; 

NF NF PHP. UNE NE 

MEME. = MEN % 7 VMEME" 
donc NF.NF'— É. .MF.MF, 
et MN — (: ea jure 

Le triangle MFF’ donne d'autre part 
4e? ME + MI” —2MF.MF" cos 2z 
= (MF + MF) — 2MF.MF{(1 + cos 22), 

d'où MF.ME" cos? à — a? — c?. 


Par conséquent 


Mn _ MN” COS? &« — = 2 )Me. ME’ cos? z 





ri e2 à à __ (a? —c?} 
= (i LC — c?) — Pr 
EUR 2 
Donc Mn =‘ RE LR 
a a 
20 On a 


surf. MnNn' = 2 surf. MNn = Mn.MN\sinw. * 


D'ailleurs 
a? —"c? 


Fo de — — 2 — — 5 
FRE SES CNE ME 


sin? 


LL NE ue MF (1 


LP CP MPME— (a° 
_ 


Dai ue ) (a? — 2} 


MEF.MF') « 


— &)]. 


Cette surface est maximum en même temps que le produit. 


MF.MF"’, dans lequel la somme des facteurs est constante et 
égale à 2a ; ce maximum est donc atteint quand 





ME = MF" = a. 
Il a pour valeur 
2 4 62 3 
2 AU Gi r Hau d'où SNL 
A a* g, 


Le point M se confond alors avec l'extrémité à du petit axe. 


3° Le triangle MNx donne 














ON Se MN'enre . Mr,MN sina &s 
BTE Mn at Mn Mr° LÈUS 
Par hypothèse la surface du quadrilatère est 20" Donc 
bèc 
2a? C 
tg (8 d fer Br => 2p . 
a 


4° Pour déterminer M, il suffit de connaître MF et MF’, Or 
MF + ME" = 2a; on a montré que 


2 


b? 
: n} ASS TA T 2). 
MEF.ME = Es b2(1 + te? à) 
C 
Dans le cas actuel, on à ga = #;#donc 





fine os 
mi DEL 


MF°ME" = 0° (+ + 












Donc: 


o (MF—MF}=(ME+ MF —4ME.ME = 4a? — (402 + ME —3c. 
val. abs. de (MF — MF) = cÿ3. 
PR Des relations MF ME’ = 2a = 10, 
+: MF ME = cÿ3 = 4/3, 
# on conclut aisément MF et MF. 


[Ont résolu la même question : 
"C. Bourvyéau ; Ch. Doumerec ; 
R. Hüe ; Jacquet ; M. Jousset ; ; F. Ladeyèze ; 
laud ; G. Schoonheere ; Vial.] 


MM. L. Bois; J. Bordas; E.sBouby ; 
E. Gernez-Pfanmatter ; L. Giboin ; R. Henry ; 
G. Nuzeret ; M. Pinçon ; J. Sal- 


\ AA ne 


4560. — Sur une sècante mobile OAB passant par le centre 
d’un cercle O on prend un point B tel que 
AB — %.0A, 


k étant un nombre quelconque ; on projette les points À et B sur 
un diamètre fixe en A' et B'. On demande : | 

1° De trouver le lieu géométrique du point M où se coupent les 
droites AB et A'B; 

20 De montrer que, lorsque le lieu de M est une ellipse, Le 
grand axe est toujours double du petit axe, quel que soit k. 


Première solution.— {° Par M menons la droite CC’ paral- 
lèle à AA’. Le point C est le 
conjugué harmonique de O par 
rapport au segment AB (ces deux 
points divisent en effet AB dans 


AA ; 
Le rapport GE }: En vertu d’une 


relation connue, on peut donc 
écrire 








L { ST 
/ OC ( SEE 
s La longueur OC étant constante, le lieu de GC est une circon- 


férence de centre 0. 

D'autre part, dans le trapèze ABB'A', le point M est le milieu 
de CC, comme intersection des deux diagonales, Le lieu de M 
est donc l’ellipse obtenue en réduisant de moitié l'ordonnée CC: 
du cercle décrit par C. 

» 2° Le demi-petit axe de l’ellipse représente la*moitié de l’or- 
donnée maximum, égale à OC et dont le pied est en 0 ; comme 
OC est d’ailleurs égale au demi-grand axe de l'ellipse, la seconde 


‘partie est justifiée. 
(Ennesr FOUCART.) 


Seconde solution. — Menons la droite OM qui rencontre AA! 
au point I. Ce point I est le 
milieu de AA’ (d’après une 
propriété du trapèze), et il 
décrit par suite une ellipse 


cercle principal. 

Je dis que le lieu de M est 
une ellipse concentrique sem- 
blable ; pour l'établir, il suffit 
de montrer que le rapport 
MO 


T0 est constant. 


Dans le triangle OAI coupé par la transversale A'MB, on a 








admettant le cercle O comme 








je FD AL 


Donc | HiU 4 ec 
MI 7.4 
ou, en remplaçant chaque dénominateur par la différence entre 
ce done et le numérateur correspondant, & 

















MO * 2(k +1) , 
10 TARA É 
{Pau BISCH, lycée de Nancy.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; V. Barol; L.-A. Blanc: 
A. J. De ; G. Foucry.;P. Herrmann ; Luiz Hémois ; Jacquet ; 
M. Oger ; J - Sallaud ; . Tastet.] 


. | 
nn : 
# 


4569. —— On joint un point quelconque M d'un cercle aux 
extrémités À et B d'un diamètre fixe. Par le point de rencontre P 
de MA avec le diamètre perpendiculaire à AB, on mène à AB la 
parallèle PQ rencontrant MB en Q. Lieu du point Q. 


Soit N la projection du point Q sur AB. Les triangles rec-. 
tangles BNQ, POA ayant les angles 
en Bet P égaux (côtés perpendi-. 
culaires) sont semblables, Donc 


"ON AG 4 
TA 1 À 
ou, puisque OP = QN, . 


ON — AO NES 

Cette relation montre que le lieu 
de () est une parabole de sommet B 
et dont le double paramètre est . 
égal à AO. Comme AO=O0B;« 
son foyer F se trouve visiblement 
au quart de OB à DEEE de B. 
La droite BM pouvant prendre toutes Le positions possibles ; 
dans le plan, toute la courbe appartient au lieu. 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 





[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard; E. Ardin-Delteil ; 
L. Cartier; R. Cordier; J. Delpont; E. Foucart; M. Gondran : Jac uet : 
H. Janois ; Le Révérend ; P. Le Verrier ; M. Nahon ; J. Pastour; Pelvoisin : ù 
J. Sallaud ; G. Salles; G. Tastet ; P. Tribier ; R. Turgis.] 


CARE PSS RER 


TRIGONOMÉTRIE 


4563. — Si, dans un triangle, les cotangentes des angles. 


u 


| > 
nr 


; G forment une progression arithmétique, on a 


cotg à cotg : = 


Première solution, — La condition imposée s’éerit 
A B BE 
colg — — cotg Ets cotg AR cotg rL 


2 
A (LEE Ps 
ou cotg = + cols + 2 cotg = 





sont complémentaires. La relation précédente devient alors 


C EE 
Hop ART — Ù 


1 





«TP. cotg à 


ou, en développant fe second membre et ie les tangentes 
par leurs valeurs en fonction des cotangentes, 
: tp : 


À 
F 


t à fie Au 

} + À. CNE 82 
1 Er UE — FAITS 
Bt ÉARAT o 

. 08% 82 

ce qui peut s’écrire 

AA GC 

c Ame + cotg ci 
cuis MAT  —, 


A C 
coig cotg — l 
: | | A C jar 
ou, en supprimant le facteur commun cotg = rCOLR —S difté- 
rent de zéro, eb TIRER 
C 
ROUE eotg + cotg à — 3. 
(Asez PICHON, lycée de Niort.) 


Deuxième solution, — On sait que dans tout triangle, les 


nn, des angles . Ê sont liées par la relation 


ch 


2 


2 


C 


cotg à — + cotg À Loose ER = cotg _ cotg — s 3 Cois 4 


En ae compte de l'hypothèse 
A C B 
cotg — +cotg — — 2 cotg —; 


cette relation se réduit visiblement à la relation énoncée. 
(P. LE VERRIER, lycée Janson de Sailly.) 
| À 


Troisième solution. — D’après les formules connues, 


- :p—û EST En Ge pr 
= rpm Li repas D cotg sr — gl 








cotg 


‘ | 
ces trois quantités seront en: progression arithmétique en même 


temps que p—a, p—b, p—c ou que les côtés a, b,c du 
triangle. 
_ On peut donc appliquer ici la relation 


A C 1 
8 8 FT 


table page 71 (n° 4290) ; on en déduit immédiatement la rela- 


tion énoncée. 
(Léox BARBEROT, au Valdoie: | 


[Ont résolu la même question : MM. N. G. Alesandrescu; A. Amblard ; 
_ E. Ardin-Delteil; V. Barol; R. Barthélemy ; G. Bieher : C. Billionnet ; P. Blanc: 
» L. Bois ; J. AE A. Bouchet ; E. Briqueler ; L. Cartier ; Cavaillé; R, Coural ; 
J. Danchaud ; P. Delolme : G. Desplats ; R. Dickson: Dunesme; L. Ferron : 
E. Foucart ; Ch. Gerbe ; M. Gondran ; S. Galland ; R. Henry ; F. Hernalsteens; 
1 P. Herrmann ; H. Janois : E. Kran : F. Ladevèze : L. Lafontaine ; Laleseu ; 
R: Lamothe ; Le Révérend; H. Loignon; GC. Marie; J. Marrot; P. Millevoye ; . 
1 S.-N. Mirea ; G. Nazare ; M. Oger ; H. Pilrat ; A. Popescu ; G. Quintard ; Rieu- 
_ majou ; E. Rousselot ; J. Sallaud ; G. Salles ; G. Tastet ; M. Teulié; C. Titre ; 
L. roin ; J. Trouillé ; A. Tumerelle ; 2 1E. Vagneux ; ; R. Van Cauwenberghe ; 
 H: Varennes ; E. Vaunac ; A. Vidalenc.| 
hs 
4 —————— —————# — — 
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PHYSIQUE 





4550. — Une lunette astronomique, formee de deux lentilles 
seulement, que l’on supposera. très minces, est adaptée pour la 
vision à l'infini: 








———; puisque 14 ares de ces deux ligñes 


De. & ue | TL È L \ " « 
_ Dans cette condition, elle yrossit 20 fois, et la distance de ses 


deux verres est de 63°m. Cela posé, on vise avec cet instrument unt 


astre dont le diamètre apparent est de 30 minutes ; puis on aug- 
mente le tirage de mm, 

On demande quelle sera la nature, la position et la grandeur 
de l’image formée par l'oculaire. 


(Bacc. lettres-math., Paris, avril 1899.) 


Lorsque la lunette astronomique est disposée pour la vision à 


l'infini, le grossissement à pour valeur = F et f désignant 


les distances focales respectives de l'objectif et de l’oculaire. En 


outre, la distance entre les deux lentilles est alors 
D'après l’énoncé, on a 


F+f. 


= 20 et F+f — 63, 
d’où fi 23 et F — 60cn, 


Si l’on augmente le tirage de 0c%,5, l’imagé fournie par l’ob- 
jectif se trouvera placée à une distance de 3°%,5 du centre optique 
de l’oculaire et donnera une image réelle, agrandie, renversée 
par rapport à l'image fournie par l'objectif, mais droite par rap- 
port à l’astre. 


; 1 
La relation + = —- permet de trouver la position de 


Ér 1 
BAPE 
cette image. On a 
PIS 13,453 
DE f ii 3,0 +3 
L'image sera donc à 21% en avant de l’oculaire. 
Pour avoir sa grandeur, il suffit d'appliquer la relation 
î 
= =. Or o étant la grandeur de l’image fournie par l'objec- 
tif, on a 


Ep 8e 


pi 


o — 9Ftg15. 
Par suite 


3em (4. 


! o 
= Lx GI = cac 6O et 18 = 


(E. LE MAIGRE, à Pleybeu.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; 


J. Borgey ; Cazeaux; C. 
Doumerc ; E. Foucart ; P. Gutton ; M. Oger ; 


J. Touton ; Venet; Vial.] 


— Aux deux extrémités du cordon qui s'enroule sur la 
poulie de la machine d’Ahvood sont suspendus deux 
poids égaux à 508. Au début, les deux poids B et À 
sont au repos, L'un deux, À, peut se déplacer le long 
d'une règle divisée en centimètres ; Les divisions com- 
mencent à partir du haut. Il est au début en un point 
H, en face de la division 100. Le curseur évidé est 
placé en K à la division 80, de telle sorte que si le 
100 Poids B descend et que À remonte le long de la règle, 
À traversera le curseur évidé et se surchargera d'un 
poids additionnel p de 28, déposé sur ce curseur. On 
donne, à la main, une impulsion au poids B, qu'on abandonne 
aussitôt qu’on l’a lancé, de manière à le faire descendre et à faire 
monter À. Le mouvement de À est uniforme entre H et K. Que 
devient-il ensuite ? 
1° La vitesse du mouvement uniforme entre H et K étant de 3°» 
par seconde, on demande jusqu'à quelle division de la règle 
s'élèvera le poids À une fois surchargé de p. On est en un lieu où 


4572. 


80 


H 
Bye 








» 981 unités C. GS. re 
| 20 Quelle vitesse faudrait-il imprimer au poids À supposé au 
repos en H pour qu'il monte à la division 69 ? On suppose g = 981 
unités G. G. S. 

(Bacc. lettres-math. et lettres-sciences, Dijon, ann 1297.) 


Le poids p de la masse additionnelle est une force constante 
agissant en sens inverse du mouvement; le mouvement de À 
devient donc uniformément retardé au-dessus de K. ? 





10 Le poids À montera jusqu’à ce que sa vitesse soit devenue 
nulle. On a alors 
c'est-à-dire 


v——yt—= 0, Vo = Yt 


(2) 


We 
et em >. 


L'accélération y est donnée par la formule ordinaire .de [a 
machine d'Atwood : 
LA pu m 
JUOROM ET 
Na Are Sro8l 
d'où [= METTRE 
L'équation (1) s'écrit alors 
3 — 19,23 XK t, 
3 
19,23 


—49cn,23, 


d’où t — 


Portant cette valeur de t dans l'équation (2), il vient 





5 : 9,2 : 
ELU PRE REN RS ER 
19,23 2 x 19,23” 
ee FE 234 
Le poids À parcourra donc au-dessus de la division 80, 7000 


de division. | 
2° La vitesse qu'il faudrait imprimer au poids A pour qu'il monte 
à la division 60 s'obtient en appliquant les formules 


D —— 4 2) 
eE=Vi— — [ls 


VEN, 
Eliminant t entre ces deux équations, on a 


9 71512 
gs Vo” Re v5 





V25<49,235<20 —:270n, 7. 
(R. FAZEMBAT, à Bazas.) 


d'où To — V2ÿe == 


Briqueler ; 


[Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; C. Billionnet ; 
RrHenryé 


E. Chedeville ; H. Debenest ; P. Delolme ; E. Koucart ; S. Galland ; 
| E. Krau; J. Lecaplain ; ; P. Millevoye ; M.‘Oger ; J. Sallaud ; Venel.] 


| I 


QUESTIONS PROPOSÉES 





5 4581. — Trois nombres a, b, © sonten progression géométrique ; 
: on connait leur somme a+b+c—s, et l'excès des deux extrèmes 
ee, sur le moyen, a+c—b— d; trouver ces trois nombres. , 
F Application: s— 224, d = 96. LR PETER 
(Bacc. lettres-sciences, Clermont, avril 1898.) 





L VIT ation prise par un à corps RU tombant en chute libre est 





Û Fe — Etant donnée une sphère 0, on pr 
d de la coupér par un plan MN Le facon que la sur! 

ù TAN #latérile du cône circonscrit à la sphère le long de 
MA Ir NN section plane, augmentée He m fois la surface de 
zone FAP MBN, soit égale à une surface di 
née. ‘ 
(Bacc. lettres-math., tes avril 1899.) ee 



































4583. — On donne un rte OACB dont les 

côtés sont OA —4a, 0B—b. On demande de 

N déterminer sur les droites OA et OB des points M 
et N tels que l'angle MCN soit droit et que le. 


L. È rayon du cercle inscrit dans le triangle OMN ait 
une longueur donnée R. — Discussion. — Cons- 
truction géométrique. Die 

OM A (Bacc. lettres-math., Glermont, novembre 1898. 

1 

4584. — On donne une circonférence, un point À dans son plan et. | 


un point P sur la circonférence. Par le point. 
A on mène une sécante variable qui coupe la 
circonférence en B et CG; on joint P à B et cé 
et on appelle | et Jles milieux de PB et de lan 
1° Démontrer que la droite IJ passe pe un. 
point fixe, M. 
2° Démontrer que le produit MI>X< MJ est à 
constant. 
3° Trouver le lieu du milieu de IJ. 
4° Construire les positionsdela sécante ABC pour lesquelles PB = PC. 
° Construire les positions de la sécante ABC pour lesquelles HJ égale - 
une AR re donnée @. 


(Bacc. lettres-math., 





Crenoble, novembre 1898.) 


4 


Q 


4585. — Déterminer les abscisses des points d'intersection de la - 
droite 
(D) 
avec la parabole 
(P) 
Discuter. 
Conclure de la discussion l'équation de la tangente à la parabole (P), 
Vérifier que le point d’intersection de deux tangentes rectangulaires 
De GonqURE est toujours sur une certaine droite fixe. 


(Bacc. lettres-scientes, Lille, mue 1899.) 


ax + by+c=0 4 


VONT: 


4586. — Déterminer les rayons vecteurs d’un point d’une ellipse 
par la condition que la résultante des forces représentées par ces rond f 
vecteurs ait une valeur donnée. Discussion. 


(Bacc. lettres-math., Montpellier, mars 1899. ÿa 


4587. — L'équivalent mécanique de la chaleur est représenté - 
par le nombre 425 lorsqu'on prend pour unités 
de temps : la seconde ; ; L 
de longueur : le mètre ; 
de force : le kilogramme-force ; s 
de quantité de chaleur : la grande calorie . : 
Quelle est la valeur numérique de cette constante lorsqu'on prend 
pour unités 
de temps : la seconde ; 
de longueur : le centimètre ; 
de force : la dyne ; 
de quantité de chaleur : la petite calorie ? . ra 
(Bacc. lettres-math., : Bordeaux, mars 1899.) 14 É 


à or bre 


4588. — Le courant d'une pile, dont-la force électromotrice est de 
50 volts, traverse unespirale conductrice de résistance inconnue. Quelle 
doit être la résistance de cette spirale pour que dans une minute 10 
courant y dégage une quantité de chaleur égale à 1500 joules ? Quelle 
est l'intensité du courant fourni par la pile ? LCA 

On donne la résistance intérieure de la pile p = # ohms. 

(Bacc. lettres-sciences, Aer mars 1899. je 
: | 
“ à Ë . LA 
: NE à, 
Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. La 


Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Dir. 


+ 


Bar-le-Duc. — 








DE 


1/4 


x pe à ras Le 
AS A M 1e 
ve L A eur ir ER 


a le 15 Juin 1800. à 


Koree IT Une Es 








| MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 


Rae le 1°" et le 15 de chaque mois, du 1°* octobre au 15 juillet inclusivement. 


2 Y 








4 Paris et Départements . Strange. 
PRIX DU NUMÉRO. 5: APE ER RME RES 0130 0! 5 
- ABONNEMENT ANNUEL............... . 5 » ‘6 








Tous les Abonnements partant du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 


l'on souscrive, on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 








Rédaction .... Boulevard Saint-Germain, 63, à Paris. 


Abonnements. . Librairie Nony et Cie, Boul‘ St-Germain, 63, PARIS. 


Les PRES Le peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en« 
voyer des mandats. 








: 


. SUR L'EXISTENCE DU TRIANGLE ÉQUILATÉRAL 


Par M. A. Vacquant, Professeur au lycée de Nancy. 





En lisant 1 Traité de Géométrie de M. C. Guichard, j'ai été 
étonné de voir l'existence du triangle équilatéral démontrée dans 
le chapitre VI du premier livre tandis que la définition du triangle 

 équilatéral se trouve au commencement du chapitre IL. L'auteur, 
dans sa préface, parle de ce fait. Avec lui, je pense qu'il est plus 

. logique de démontrer plus tôt l'existence du triangle équilatéral. 

En voici une démonstration que l’on peut placer à la fin du cha- 
pitre Il. ’ 

Je rappellerai d'abord le théorème suivant : 

Théorème : Le supplément d'un angle d'un triangle est plus 

grand que chacun des deux 


£ C autres angles. — Con- 

” séquence : Si un triangle 

a un angle obtus ou un 

LB MIDI SR p «mgledroit,les deux autres 


angles sont aigus. En ef- 
fet, si l'angle CAB est obtus ou droit, son supplément CAD est 
. aigu ou droit, Comme les angles B et C sont inférieurs à l'angle 
__ CAD, on voit qu'ils sont aigus. 
| Cela étant, je considère un triangle isocèle ABC de sommet A 
, fixe et dans lequel les côtés égaux AB 
et AC ont une longueur donnée b. 
Quand l'angle BAC augmente, Le côté 
BC augmente (théorème connu); si 
l'angle BAC est obtus, les angles B 
et G sont aigus et on a BC > b. 
Quand AG vient coïncider avec AB, 
le point G vienten B et le côté BC est 
, B C nul; (on peut démontrer‘que la direc- 
tion de BC est alors une perpendicu- 
* À Jaire en B à BA, mais cela est inutile pour arriver à la conclu- 
+ sion.) Lorsque AC vient sur le prolongement AD de BA, le 
. point C vient en C’ telque AU —b etona BC— 28. 
On voit donc que, dans le triangle isocèle BAC, si l'angle A 
croît de zéro à deux droits, le côté BC croit de’ 0 à 2b ; donc 
. il existe une valeur et une seule de l'angle A pour Lo uelle 





; BC —%, c’est-à-dire pour laquelle le triangle ABC devient 
_ équilatéral. 
#4} 
+ 
ARITHMÉTIQUE L 





4 4557. — Quel que soit n, les deux, expressions 
E D12n+9 __ Hén+i et int? + 3nt2 


ont toujours divisibles par UE 











Première solution. — Cherchons d’abord quelles sont les plus 
petites puissances de 2, 3 et 5 qui sont de l’une des formes 
13 EMI 

2 = m.13 + 2, 
22 = m.13 + 4, 
25 = m.13 +8, 
de même 
3 =m.i3 +3, »o = m.i3 +5, 
2— m.13+9, 82 — m.13 + 25 —mi3 — 1. 
3% = m.13 + 27 = m.i3 +1. 

Transformons maintenant les expressions données en mettant 
en évidence les plus hautes puissances de 25, 3? et 52, Il vient 
D12n+9 __ Anti — (APR 2 —#@(5?)7.5 

= (m.13 — 1)22+1,8 — (m.13 — 1}?,5 
= M.13—8—(m.13 +5) —m.i13 — (8 +5) 


= mi +16—=m.13 +3, 
ne ee 6, 
DT Te 12 — 


19 IN 1 


m.13 — | ; 


— 10118 


D12n+2 L 3in+2 — (25)2n,22 + (3%)".32 


= (m.13 — 1)2%,4 + (m.13 + 1)7.9 
= M.13 +4+ m.13 + 9 = m.13 + 4 + 9 — m.13. 


(J. DANCHAUD, lycée de Guéret.) 


L 1 


— On a successivement 
D12n+9 — (2 Frs = (43 = HD LUE = m.13 — jt : . 


la première expression devient donc 


Deuxième solution. 


DER EE 1 ERA mA49: : 
En remarquant de même que 
RSC) OMS USES)N 22 
la seconde expression s'écrit 
2er SN — m.13 + 3%n(22 + 3?) — m.13. 
(L. BARBEROT, au Valdoie.) 


m.13 + 35*.2?, 


Troisième solution. — Pour n—0, on vérifie directement 
que les deux expressions sont divisibles par 13; pour que cette 
propriété s’étende à une valeur quelconque de », il suffit de 
montrer qu'en changeant n en n+1, chacune des deux 
expressions augmente d’un multiple de 13. 

En éffet, on a, pour la première expression, é 
(212n+9 __ anti) : 


= DANHO(DD 4) 2 Binti(3t 4) ; 
où 224 (25 — 4)(25 +1) (2 — 1)5 x 13 m3, 
Dé — 4 — (52 — 1)(52+ 1) — (5? — 1)2><13 — m.13. 
On vérifie de même que la seconde expression s’augmente de . 
la quantité ] » 
| — 1) + 39#2438 — 1) = m.13. 
se (J. FITON, instituteur à Agen.) 


Fr 


212(n+1) )E ER LT CURE à LS Eu 


o2n+2(212 


‘Ont résolu la même question: MM. N.-G. Alesandrescu ; A. Amblard ; 








é 


À 
4 


"| 


*G. Desplais ; KF. Deville ; E. Foucart ; G. Foucry ; Framboise ; M. Gondran 


» P. Le Verrier ; H. Loignon ; C. Marie ; B. Mathé ; Meheust-Bily ; J. Ménéchal 





4 E mt » A Ch: r à L DA 
V, Barol ; R. Bellencourt ; C. Billionnet ; L. Bois ; E. Bonnet ; J. Borgey 


A. Bouchet ; C. Bourvéau ; R. Van Cauwenberghe ; R. Coural ; P. Delolme 
R. Henry; H. Janois ; E. Kran ; T. Lalescu ; C. Lefebvre ; E: Le Maïgre 
BP. Millevoye ; S.-N. Mirea ; G. Nazare ; M. Oger ; J. Pémartin ; H. Pitrat 


A. Popescu ; J. Sallaud ; G. Tastet ; J. Trouillé ; R. Turgis ;sH. Varennes 
£E, Vaunac ; B. Carrière ; "Venet.] 


ss sas sssis 


4565. — Démontrer que l'expression 
k 2 — An + A 
est divisible par 49. 


LS 
Première démonstration. — En observant que 
DOUDOU AE (1) 
on en déduit, par l'élévation au carré, à 
82 — m.49+49+92,7+1—= m.49+2.7+ 1, 

puis en multipliant ce résultat et les suivants successivement 
par (1) 

85 — m. 49 + EE 

84 — m.49+(3.7+ 


17 +1) = m.49 +3.7+1, 

1)01-HA) = im. 49 42 
gnti — m.49+(n.7+1)(1+ 1) = m.49+{(n +1)7 +1. 

L'expression donnée devient alors 
m.49+(n+1)1+1—7n+41 = m.49+49 = m. 49. 


Deuxième démonstration. — Comme #1 — 49—8, tout 
revient à établir la divisibilité par 49 de l'expression 
24 — Tr 8. 
Or cette dernière expression s'écrit successivement 
8414 — in + 1)7 
(8 — 1)(8 + 8-1... A) — (+ 1)7 
AS RSR ASS ne) 
(8 — 1481 —1 +... +8 — 1). 

Toutes les différences de la NE: entre parenthèses sont di- 
visibles par 8—1 ou 7; cette sonÿme elle-même est donc mul- 
tiple de 7, et l'expression précédente représente un multiple de 
17 ,ou 49. 


I fl 


Troisième démonstration. — Pour #"—0, l'expression 
énoncée.se réduit à 49. 11 suffit donc de démontrer qu’en suppo- 
sant la divisibilité vraie pour une certaine valeur n, elle subsiste 
encore pour la valeur n +1. | 

Or pour deux valeurs entières consécutives de n, la différence 
entre les valeurs correspondantes de l'expression s'exprime par 

Lt a Eee T(n A ties 41] ie (25n+9 IN + 41) 
= 93n+3(93 2 4) — 7 —7(8"11— 1). 

Le binome 81-41 étant divisible par 8—1 ou 7, la dif- 
férence considérée est divisible par 7>x<7 ou 49, autrement 
dit l'expression s'augmente d'un multiple de 49 lorsqu'on passe 


d'une valeur quelconque n à la valeur suivante n +1. 
LL. dite d;: 


Remarque. — Plus généralement, on établirait de la même 


façon la divisibilité suivante : 
(a+ 1) —hka—1 — mult, a. 
: (A. POPESCU, lycée de Jassy.) 


fOnt réselu la même question : MM. G. Alesandrescu ; A. Amblard ; A. Arcizet, 
L. Barberot ; V. Barol # C. Billionnet ; J. Borgey ; H. de Buchet ; B. Carrière ; 
R. Cordier ; R. Coural ; H. Damoiseau ; J, Danchaud ; H. Debenest ; P. Delolme; 
3. Fiton: E. Foucart ; G. Foucry ; R. Henry ; H. Janois; E. Kran ; J.-M. 
Lagarde ; E. Le Maigre ; P. Le Verrier ; H. Loignon ; L. de Longueville ; 


C. Marie ; Méliat ; M. Oger ; Pelvoisin ; E. Rousselot ; J. Sallaud ; J. Trouillé ; 


R. Turgis ;: Valette ; Venet ; F. Vérot ; Tr. Lalescu ; Ch. Lefebvre ; G. Nazarë.] 
. 
h 


4573. — On considère une progression arithmétique indéfinie 
ayant 1 pour premier terme et 3 pour raison, et avec lès termes“de 
cette suite on forme des groupes dont le premier contient le pre 
mier terme 1, le second les deux termes suivants, 4 et T, le troisième 
les trois termes à la suite, etc... On demande d’évaluer le prem 
terme du n° groupe, le n° terme du n° groupe et la somme des nr 
termes du n° groupe. | 2 ; k 
(Bacc. lettres-math., Caen, mars 1899.) 


Soit +1.4,7.,..,1+3(n—1)..... la progression arith= 
métique indéfinie considérée. #e +4 

Dans cette suite le premier terme constitue le premier groupe; 
les deux termes suivants le deuxième groupe; le n° groupe com= 
prend par suite les n termes qui suivent les termes composant: 


les groupes précédents et dont le nombre est à 
+2. ny = | ù 
Le n° groupe commence donc par le terme 


pr ha NE RE 


et se termine par le n° terme qui suit ce terme, égal à 
3n°? — 3n +2 3n° + 3n — 4 
2 2 ; 
Connaissant les termes extrêmes «a et Z de la progression 
arithmétique de # termes formant le n° groupe, on a pour 
somme des termes de ce groupe 


+ 3(n —1) = 


| 





.__ (a+ie __[3m=3n+2  3n+Sn—4)\ nn 

SR rain ant Ce TORRES 
n3n? — 1) 

A  , 


{(Vicror BAROL, école primaire supérieure de Lorgues.) 


[Ont résolu la même question: Me M. Pont ; MM. N.-G. Alesandrescu ; 
E. Ardin-Delteil ; L. Barberot ; R. Barthélemy ; E. Baudouin ; R. Bellencourt ; 
M. Bertrand ; C. Billionnet ; L. Bois ; E. Briqueler ; R. Van Cauwenberghe ; 


R. Coural ; H. Damoiseau ; G. Delolme , G. Desplats ; R. Dickson ; Donnadieu ; 
Ch. Doumerc ; H. Dodier ; A.-C. Duval ; J. Fiton ; E. Foucart ; G. Foucry ; | 


M. Gondgan ; P. Gutton ; R. Henry ; F. Hernalsteens ; H. Janois ; A. Lecoutour ; 


Ch. Lefebvre ; E. Le Maigre ; R. Lequeux ; A. Le Révérend ; H. Loignon ; 


[ep] 


+. Marquet ; F. Martin ; B. Mathé; J. Ménéchal ; P. Millevoye ; M. Nahon ; | 


G. Nazare ; M. Oger ; L. Patin ; J. Pémartin ; A. Pichon ; A: Popescu, 


. P.; J. Reynaud; Rieumajou; E. Rousselot; M. Royer ; J. Sallaud ; G. Salles ; 


R 
F. Schmitt ; Texonnière ; E. Tiquet ; Tumerelle ; F. Vérot ; A. Vidalenc; 
CA 1 


Vignier ; R. Vollaire ; H. Debenest ; V. D. L., à FelletinJ . j 
ee æ 


GÉOMÉTRIE 


L 


4325. — On considère une droite NN! et un point À situéen 
dehors de cette droite. On joint le point À à un point quelconque 
B de YY', puis on construit un rectangle ABMN dont AB soit un. 


côté et dont la diagonale BN soit perpendiculaire à NX!. On 

demande de trouver, lorsque le point B se déplace sur NY! : 
1° Le lieu géométrique du point d'intersection © des diagonales ; 
20 Le lieu géométrique du sommet M du rectangle opposé au 
point À ; | UE 
3° Le lieu géométrique du sommet N. nue 
(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, juillet 1897.) 


| 
| 


1° Lieu du point O. — Les diagonales du rectangle ABMN 


étant. 6e ales, on a S 
à OA = OB. RU Fa 






















RE MRTR UE La 


est donc celui des points équidistants 
point A et de la droite YY’, 
é c'est-à-dire une 
ayant pour foyer À et pour 
* directrice YY. HS 
20 Lieu du point M. — Pro- 
longeons AB d’une longueur 
égale BC. Le point C décrit 
une droite homothétique de 
YY' par rapport à A; cette 
droile est parallèle à YY’ et 
passe par le symétrique E 
de A par rapport à YY’. 
Tirons MC. Les triangles 





d et OA'étant égal à AB, 
MC =!MaA. 


D'ailleurs, dans le triangle AMC, le côté MC est parallèle à la _ 


droite BO qui joint les milieux des deux autres côtés, de sorte 
que "MC est perpendiculaire à YVY' ou CE. Il en résulte que le 
lieu de M est aussi une parabole de même foyer A et qui admet 
| CE pour directrice. ù 


30 Lieu du point N. — Menons NP perpendiculaire à DA. Les 
triangles rectangles ANP, BAD ayant les angles en A complé- 


mentaires sont semblables ; par suite 
* 


NP DA 
. PRE DE: 


, ou, comme DB= NP, 


*NP° — DA.AP. 


_ Cette relation montre que le lieu de N est une parabole de 


sommet A et dont le paramètre est égal à Li Le foyer F et 


le pied L de la directrice de cette parabole s’obtiennent en prenant 


BAF — Al — ee ‘* ‘ 





(Craupius JACQUET, lycée de Mâcon.) 


… [Ont résolu la même question : MM. A. Ballé ; P. Barroué; Bayor ; de 
“Bersaucourt ; E. Brière ; G. Charpentier ; F. Chuberre ; M. Cryé ; L. Cussenot ; 
“R. Dautry ; G. Dazier; L. Dumas ; Feintuch ; L. Florentin ; L. Fournier ; 
F. Geltzenlichter ; P. Goudry ; L. Gourdet ; G. M. ; G. Hiernaux ; L. Jardin ; 
Laguarrigue de Survyilliers; E. Layes ; H. Lefèvre ; Legros ; L. Magne ; 
“G. Marquet; A. Mirc ; A. Nayel ; J. Patou ; Patrinos ; F. Pégorier ; J. Pillard ; 
M. Rebcix, Robin ; H. Roure: R. Sabbathier ; E. Sevin ; Sinturel ; J. Sire ; 
R. Sudre ; Tiret ; Watrin ; L. Wollaire.] 


_ 4535. — On donne deux circonférences O et 0’, tangentes en 
un point A. Soit BOO'B' Za ligne des centres. On mène par A 
une droite quelconque qui rencontre le cercle O en C, et Le cercle 
0’ en D. On prend le symétrique de Q par rapport à la ligne des 
centres, soit C’. On joint B et C', B'et D; ces droites se rencon- 
bent en un point P, On joint À et P. 

1° Lieu de M$ point sur la droite AP, tel que 


LAMEÈX AP; = 1m 


“ 2 Construire un triangle ayant un sommet en B', et dont 
les deux autres sommets soient situés respectivement sur le lieu 
le P. et Le lieu de M. Ce triangle doit être semblable à un'triangle 


» 
LA 











A 
du 


parabole. 


MAC, OAB étant semblables 


eu 1 ML” ’ L 
(en + Lt, 4 CA" DEN 9e ENCRET 


égal à l'angle inscrit C'CA, lequel eêt lui-même égal à l'angle 
° PB'B (côtés perpendicu- 
laires). 

Le point P este ainsi 
équidistant des deux points 
fixes B et B’; le lieu de 
P est donc la perpendicu- 
laire A élevée au milieu 
de BB. 

Le point M étant l'in- 
verse du point P par rap- 
port au pôlé A et au mo- 
dule ”? décrit l'inverse 
dela droite A, c’est-à-dire 
une circonférence  (S), 
tangente en A aux cercles 
0 et 0’. 

Lorsque la sécante CAD pivote autour de A, P décrit entiè- 
rement la droite A et M la circonférence inverse. 








. 2° Pour résoudre la seconde partie, cherchons d’abord le lieu 
du sommet M d’un triangle toujours 
semblable à lui-même, dont l’un des deux 
autres sommets B’ est fixe, le dernier 
sommet P parcourant la droite A. 

Rabattons le côté MB’ en M'B’ sur le 
côté PB’. Le point M divisant la droite 
PB’ dans un rapport connu décrit une 
droite D’ parallèle à A. Par une rotation 
de l’angle connu MB'M', l'angle B'M'D' 
vient occuper la position B'MD, et le lieu 
de M est la droite D qui fait avec D’ ou 
A l'angle connu MB'P. 

Le problème proposé revient alors à 
déterminer l'intersection du cercle (S) 
avec la droite D et comporte, suivant le cas, deux, une ou pas 
de solution. | 

On peut, en général, construire sur PB’ douze triangles sem- 
blables à un triangle donné, car on peut prendre PB’ pour 
plus grand, plus petit ou moyen côté. En outre, dans chaque cas 
on peut placer le triangle à droite ou à gauche de PB’, et cela de 
deux façons différentes, suivant qu'on place un sommet ou 
l’autre en P. 

Le nombre des solutions diminuerait si le triangle était iso- 
cèle ou équilatéral, En tout cas on à au plus 12 triangles ainsi 
construits et par suite 24 solutions, 





(G. CHOLLET, instituteur à Largeasse. } 


[Ont résolu cette question : MM.:R. Bazin ; KR. Bellencourt ; P. Bisch ; 
E. Bouby ; P. Brignon ; B. Carrière ; C. Doumerc ; E. Foucart s G. Foucry ; 
M. Oger ; R. P.; Ribes ; G. Schoonheere ; R. Thomas ; A. Amblard : J. Borgey ; 
P. Cazeaux; R. Coural; L. Curt; R. Dickson ; J. Lehmann; Venet: Vial; Vincent.] 


4576 et 4583. — En un point À donné du plan d'un angle 
droit x0y, on demande de former un angle droit mAn tel que la 
droite MN joignant les points M, N où ses côtés coupent ceux du 
premier, ait une longueur donnée a. 


(Bacc. lettres-math., Rennes, mars 1899.) 


. Solution géométrique. — Le quadrilatère ANOM ayant deux 
angles opposés droits est inscriptible dans un cercle de diamètre 
MN='a, Par suite le centre C de ce cercle s'obtient en 


‘ à Ch 
[a | 
_ c d { Ar 
L dif ] j + : soi AS HÈTS ÉSIE 


4 TETE ; Ne, re. dot 














décrivant des points connus O et A comme centres deux cir- 

+ conférences de rayon . ; 
ces circontérences . cou- 
pent en deux points C et 
C’ auxquels correspondent 
deux solutions du pro- 
blème. 

On peut encore détermi- 
ner le point C comme l’in- 
tersection d’un des cercles 
0 ou A avec la perpendi- 
culaire élevée au milieu | 
de OA. Soient D et E les 
points où cette perpendiculaire rencontre Ox et Oy. 

En supposant la condition de possibilité OC > OI, ou a > OA 
remplie, les deux points C existent toujours, mais suivant le cas 
l’un de ces points peut tomber en dehors du segment DE et l’un 
des points M ou N vient alors sur l’un des prolongements des 
côtés de l’angle æOy. 

Par suite l'angle droit mAn ne coupe réellement les côtés de 
l’angle droit x0y que lorsque 





5 <OD, ou + <0E; 


suivant que ces deux conditions existent simultanément ou iso- 
lément, le problèmé posé comporte deux solutions ou une seule. 
(G. MARQUET, instituteur à Toulouse. \ 


[Ont résolu la question par la géomélrie : MM. N.-G. Alesandrescu ; L. Bar- 


berot ; V. Barol ; P. Blanc ; L. Bois ; G. Bouju; A. Carré : Ceytre : L. Charles : 
NE Chosson ; Cougnoux ; R. Coural; P. Delolme ; H. Dodier ; L. Fabia ; 
G. Foucry; P. Fournel ; s M. Gondran ; E. Hélary ; H. Janois ; C. Labille ; 
T. Lalescu ; A. Lecoutour ; B. Mathé ; L. Maumejean ; P. Millevoye : 
EF. Monseran ; J. Mouchet ; M. Oger : A. Popescu : Rermondet ; E. Rousselot ; 
J. Sallaud ; G. Schoonheere ; A. Texonnière ; F. Vérot.] 
Solution algébrique. — Proposons-nous de calculer les lon- 
LA 
gueuri AM—=4x, AN—'Y en 
fonction de «a et des coordonnées 
OA, A'AZ c _du point À. 


Comme ANM — AOM (même 
+ mesure), les triangles rectangles 
MAN, AA'O sont semblables et 








donnent 
AM _ MN _ AN 
N'A CNAUE DA 
A ou LR A 1 1 QE ER 
c VE+<E. b 
On tire de là 
LT AUGE Ne RE. 
Tree" Terre: 


En traçant de A comme centre avec x et y pour rayons deux 
circonférences, elles déterminent respectivement sur Ox et Oy 
deux points M et deux points N correspondant à deux solutions. 
Ces solutions n'existent qu'autant qu'on a 
L'eL "et y > b, 
c’est-à-dire ” 
: a? > b? + c?, (1) 


D'ailleurs, MN qui est égal à a, est un diamètre du cercle. 


dont OA, qui est égal à ÿb?+c?, est une corde. 
Pour que les côtés de l’angle MAN coupent ceux de XOY, et 
be | non leurs prolongements, il faut et il 
A suffit que O soit dans l'angle MAN, 
ou autrement dit que M soit entre O 
et le point K situé’sur la perpendicu- 

laire élevée en A sur OA. 
0 \ UT A 
pondant à un point M à gauche de A’, si : 


condition sont, si b>c, dans l’ordre de grandeur suivant: 
2 2 2 2 É 
EE RC TOP CR ESRNS “ 


.si a est compris entre les deux dernières, on a une solution; 


On aura donc une solution corres- 


à RARE TS NE SUN 








et une autre correspondant à un dar sitné à droite si 









































x << AK; FAR 
or : 2 AK° = A et AK, 
Torre 

Kilt A ATP 
a UE UE NT 

eee c* c?(b? + c?) 

donc AK? = c? ea) FUTURE 

et la condition (3) s’exprime par ;- 
ab << b? + c?. ‘2 


Les valeurs de a qui transforment en égalités les inégalités de 


» : T4 


b c 
b ” . . ‘ 
si a est compris entre les deux premières, on a deux solutions ; 


si a n'est dans aucun de ces intervalles, on n’a pas de solution. 
(RENÉ LA VALLÉE, lycée de Bordeaux.) 


[Ont résolu la question par l'algèhte : MM. E. Ardin-Delteil ; R. Bellencourt ; 


C. Billionnet ; E. Briqueler ; R. Van Cauwenberghe ; Broutin ; F Desplats : 
F. Deville ; Donnadieu ; Ch. Doumerc ; R. Fazembat ; J. Fiton ; E. Gillaizeau ; 
E. Girardeau ; Ch. Godard : P. Gutton Pt Henry ; NOTE Jodart : G. Lallier ; 
E. Le Mäigre ; G. Le Sage ; M. Nahon ; L. Patin ; A. Picard : Remondet ; 
R. P.: G. Salles ; A. Sallin ; F. Schmitt: J. Talvard ; Tumerelle ; A. Vidalenc ; 
J. Vignier.] x À 


+ 

Solution trigonométrique, — Menons par A les parallèles 
AA", AB’ à Oy, Ox, et calculons a 

: valeur commune + des angles égaux 

MAA', NAB', 
Le Pate: rectangle AMN donne 


AM es AN = ®. 





AM AN 1 
Or — = — — ; 
C b cos æ 
donc c? + b? = a? cos? x, 





2 : 
d'où . tour te À 





* « 

L'angle MAA' étant toujours aigu, on doit écarter la valeur 
négative de cosæ. Pour que la valeur positive représente un 
cosinus, il faut et il suffit qu'on ait 
re ‘k ou & > b?+c?. 

* l à 

Il existe alors deux angles æ égaux et de signes contraires qui 
déterminent deux points M ou N symétriques par rapport à A 
ou PB’. ; 





Le point M, à droite de A’, donne une solution si sd 
æ < A'AK, F 
ou cos æ > cos A’AK, 
ce qui s'exprime par 
: VE + © b : 
a VE 
Ou encore _ab<h+e, af 
Le point M, à gauche de A’, donne une‘solution si 
æ < OA’, s 
ou cosæ > cos OAA, 
ce qui s'exprime par + 
»s VR+c Si c ’ 
” 7 Vo? + 


x, LU 





és aitats ne | ceux x déjà obtenus. 
(EUGÈNE HELARY, lycée de Saint-Brieuc.) 


[Ont résolu la solution par la trigonométrie : Me M. Pont ; MM. H. Dodier ; 
Remondet ; M. Teulié ; Vien.] 










4 = ————————— #8 —————— A 
h L 
D. TRIGONOMÉTRIE 
à enr 
: 4504. — Démontrer que | 
| 18e is) | 1 
| sin æ > E 4 Œ 3 5 { 9 si œ LT 
| 
.  Posoñs æ—3y et considérons l'identité 
£ sin 3y— sin y(4 cos? y — 1). É (1) 
É k ue 
E Onssait quesi y << —;, ona 
; c y° , y° + 
NU et cosy >1—-. () 


En remplaçant dans l'égalité (1), sin y et cosy par des valeurs 
plus petites, on diminue son second membre ; il vient alors 


| 3 ANYS 
sin 3y > (y) +) 1], 


» . 
_ ce qui peut s’écrire 


CN 


Se 


sin 39 > + (+ y2)(2 — y? HA) =y Ah, 


æ 
ou, en changeant y en 3 


de æ3 m2 
mens sc 
| . [M. H. Janois, à Nogent-le-Bernard, a résolu cette question.] 


| 
L QE, 
| 


fetes PA 
sin æ > 12 















4570. — Soient l,, hi, l, les bissectrices des angles d'un triangle 
opposés aux côtes a, b, c. Démontrer que 


ef c cos ad lila COS 5 — lalp cos + | 


Il 


A , C B 
o[ur cos nr) + Lili cos Le lila cos rl 


ls 


B C A 
alt, cos re + lb COS TR lle cos 5 | 


= lalol,. 


Si ins Liv, Le sont les bissectrices extérieures des angles d’un 
triangle, on a n 


e 


AA Ro à ut À 
x linlie Si se + lili Sin a + lil sin 3 = 0. 


té se, ® . < . + 
Ea divisant chaque membre par 4, les trois premières 


_ égalités à démontrer reviennent à 
: > 0 


.# L2 
————————————————————————— 


ll y y 
(0 
* nes <ie— , on a 
: rt] y y PA) y y 
CÆ * 2 _— — CEE = LL Rr DEA == eZ . 
Ass p cos 3 mes (: sin 5 ) > |: e ) |: 


iris s 4 ; y 2 
œsy=t— st >t-2() 


(*) En effet, en se rappelant que 


» 


4 _de,mème 


: 


1 4 7 n z 
DRM des 26,0 LE de 








B A 
: : ) 
li 3 Le la #2 À , 


Or, d’après une formule connue {V. Relations entre les éléments 


d'un triangle, formule 212, p.22), on a 

















A 
cos AE Ne da cos —- EE dal 
be DAT car The abE 
On déduit de là 
cos is + A GA 
= M COS =, COS — 
, Adre 2 2100 (+ ca. c(a+b) 
7 li le 71 pe b a ab ) 
1 /ab—ac+ bc+ ab — ca —cb 
=; ( ab ) 
Baie 
DS 


On verrait de même que les deux autres membres des égalités 
précédentes se réduisent à 1. 


La TR égalité à établir peut s’écrire 
A PHARE TE 
sin bi sin TS. sin ER 
—— ——— — 0, 
lia ai Lib Eu lie 


Or en vertu d’une formule connue (V. formule 213 des Relations), 
on à | 





sin À sin a 
2 :. b—o PRET 
RC QU ECT lots ul 0 ce. M 
sin s, 
2 ___ a—b 
HO db 
d’où, en ajoutant membre à membre, 
sin sin PAR 
in — in — — 
s 2 2 2 __ ab — ac + be — ba + ca — cb ; 





Ua sui lp gs le 2abc 
Carte da 
(G. BILLIONNET, fnstituteur-adjoint, à Cours.) 


[Ont résolu la même question: MM. N.-G. Alesandreseu ; A. Amblard ; 
R. Van Cauwenberghe ; G. Delahaye ; E. Foucart ; H. Janois ; P. Le Verrier ; 
M. Nahon; Pelvoisin ; E. Rousselot ; J. Sallaud ; R. Dickson ; T. Lalescu; 
G. Nazare.! 


ms 


MÉCANIQUE 


4578. — Enoncer le principe du travail virtuel dans le cas des 
systèmes à liaisons complètes. | 

Application à la question suivante : 

Un prisme dont la section droite est un triangle rectangle ABC 
peut glisser sans frottement sur un plan horizontal qu'il touche 
par sa face AB. 

Entre un mur vertical AV et la face hypoténuse AC, on place 
une sphère S du poids de 6 hkilogrammes qui tendra à faire glis- 
ser le prisme dans le sens Ax. 

Quelle force antagoniste x faudra-t-1l appliquer normalement 
à la face BG pour empêcher le glissement, sachant que l'angle À 
est de 60°. ‘ ’ 

On négligera tous les frottements. 

(Bacc. lettres-sciences, Alger, avril 1899.) 


. 



















nn 





Principe pe Front DL ve Lorsqu un $ 
composé de solides invariables est en équilibre, la somme Bee 
brique des travaux virtüels des forces extérieures qui le sollici- 
tent est nulle pour tout déplacement infiniment petit compatible 





. avec les liaisons. 





Dans le cas énoncé, les forces exté- 
rieures appliquées au système sont le 
poids P de la sphère et la force anta- 
gonisle æ normale à BC. 

Soit A'B'C’ la nouvelle position du 
prisme après un déplacement infini- 
ment petit; sous l'action de son poids, 
la sphère S s’abaisse et prend la posi- 
tion S' où elle est tangente en D’ à 
A'C. D'après le principe 
haut, on peut écrire 

trav. P — trav.x = 0, 


ou PSESS Ep > BB2—"0) 


SS" 


= 1: 


War 


BB" ° 


S 
Pour calculer le rapport Rs remarquons qu’en prolon- 


geant C'A' jusqu'à sa rencontre en D; avec AV, on a 
SS'-= DD'—='AD;; 


d'ailleurs 


donc 


Par suite 


BB'— AA; 
SS" AD: 


= — = tg A’ — tg 60° — (3. , 


BB’ AA' 


æ = Py3 = 6/3 — aux 


On peut aussi calculer directement la 





par la résistance du sol ; 


LE 


,392. 


valeur de æ de la manière 
suivante: 

Décomposons le poids P de 
la sphère S en deux forces 


et 


P, perpendiculaires à 


AV et AC. La force P', not- 
male au mur AV, estdétruite 
par sa résistance ; la force P;, 
qui 
prisme, peut, dans l'état 
d'équilibre, être transportée 
“en [P%, TI étant situé sur 
BC ; la force P'; se décompose 


tend à repousser :le 


B æ _elle- -même en deux forces 


F' et F perpendiculaire et 
parallèle à Az%. La force -F', normale au plan horizontal, est détruite 


il reste alors finalement la force F qui, pour 


l'équilibre, doit être égale et directement opposée à la force cher- 


chée x. 
On à alors 


ou, comme 


— 
7) 


== 
P 


B 


= P;cos(P',F) % P, cos VAC, 


T« cos(Pi,P) — sin VAC 
æ — P cotg VAC — P cotg 30° = Py3, 





(1. TALVARD.) 


[MM. À. Tumerelle, collège de Compiègne, et G. ui ds Dr à Tébessa, ont 
résolu la même question.] 


TE ———————— ———— —— —— 


PHYSIQUE 


————— 


LA 


4564. — Un élément de pile a pour résistance 155 ohm et pour 
force électromctrice 1,1 volt. On réunit les FA pôles de cet 


| 





: 


rappelé plus 








pa ou Caleul l’ HOUR ! is 
différence de potentiel entre les pôles de Télément fermé, 
que la résistance d’un fil de cuivre de 1" de ones el de 1nmq 
de section est 0,018 ohm. | Lt 6000 

(Bace. lettres-sciences, Montpellier. juillet 1898.) 






















L’intensité du courant qui parcourt le fil est donnée pari 
formule d'Ohm | 









LPC 
TARA : L 
dans laquelle R représente la résistance intérieure de l'élément 
de pile, r la résistance extérieure, ji 


D'un autre côté, la résistance dans un circuit étant proportion- 
nelle à la longueur et inversement proportionnelle à he section, 
on à : 


D, 008 00RE ES 
3 d 
à 154 
_ Par suite J= — — Oamp,5238. k 
1,5 + 0,6 






La différence de potentiel E’ entre les pôles de l'élément A 
fermé est égale au produit de l'intensité du courant par la résis- 4 
tance entre les deux pôles; on a donc | 


E’ = 1r = 0,5238 x 0,6 — Ovolt,31428. .* 
(P. GILIBERT, à Lyon. ) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; L. Barbero : Bameulle : $ 
Billionnet ; Borgey ; À. Bouchet ; C. Bourvéau ; E. Briqueler* &. Chedeville: 
Danchaud ; P. Delolme ; ; G. Desplats ; Deville ; Framboise ; Galland ; E. QUE 
deau ; Gondran ; La Fa Herrmann ; Jacquet; Janois; A. Larue : de : 
Maigre ; Le Sage; F. Montaland ; M. Oger; A. Picard; Pichon; J. blanti 4 
Quintard ; E. as ‘Schmitt ; Schuller :: A" Texonnière ; Thivard ; A. Tume- 
relle ; H. Varennes : Vaunac ; Venet ; Vidalenc; Waldspurger ; L. Lévy REP 
Mothes.] à : 
























4571. — Un levier rectiligne AB est mobile autour de son 
milieu 0. À l'extrémité À est fixé un poids de 2587. Une Jentille 
convergente L, de distance focale f, et dont le poids est 1008r, est 
mobile entre O et B. Le levier étant horisontal pour une certaine 
position de la lentille sur OB, on ajoute en À un poids de 5®. 
Pour rétablir l'horizontalité du levier, on doit déplacer la lentille ” 
d'une certaine longueur entre O et B. Quel sera le déplacement : 
de l'image Ode O par rapport à la lentille ? On donne 


AO = OB = 10f. 
(Bacc. lettres-math., Rennes, avril 1897.) 













rs 3 
Pour la première position de la lentille sur OB, sa distance p 
au milieu O du levier est donnée par la relation 
d 25 x 10f — 100 Xp, 


Lo 





d'où OR 4 é 
La distance p’ de l'image 0’ AE O à la lentille Ls 1Ohtien ei 
en ques) la formule ordinaire des lentilles : : 















d'où ; Pepe ju 

* Lorsqu'on ajoute en A un-poids de 55", la nouvelle distance pi 

de la lentille au point O se déduit de l'équation d'équilibre : 

J 30 10f = 100>%<pm, 
d’où ni 3f. 

On a encore * 


et, par suite, ET — 


in D | 
Me 0. er tr RS EE Rte 






CORTE los eh 


D PNR 


af ut 


w FR 
rente que la lentille s ’est EligneË 6 Qu Re 4 = = de sa 


2 Li — ?2f de cette mème position. Le déplacement de la 
FR image par rapport à l’ancienne est donc de 
g NÉE APS 
DEN TETE 
e . (M. GONDRAN, à Caen.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; Arcizet : L. Barberot ; 
C. Billionnet ; G. Bouju ; M. Bourrel ; E. Chedeville : H. Damoiseau : J. Debenest : 
Delolme ; A. ‘Duval : L. Ferron ; J. Fiton : E. Foucart : S. Galland ; F. Giraud ; 
R. Henry ; Jacquet ; H. Janois ; E. Kran ; J.-M. Lagarde : J. Lamotte : 


G. Lallier ; J. Lecaplain : E. Le Maigre ; G. Le Sage ; J. Manot ; P. Millevoye : 
Dr. Montaland : J. Mouchet ; M. Nahon : M. Ogé ; J. Schuller ; G. Tastet; 
A. Texonnière : R. Turgis : ’R. Van Cauwenberghe : Venet : A. Vidalenc ; 


LA à 


à 


P. Vien ; R. Vollaire ; KR. Dickson.] 


4579. — Dans un vase entièrement rempli d'eau et taré, on 
introduit un corps solide insolüble : l'augmentation de poids est 
de 205,75. Si le vase avait été rempli d'huile, de densité 0,9, 
l'augmentation de poids aurait êté de 215",58. 

Dire : 1° quel est le poids du corps ; 2° quelle est sa densité ; 
3° quelest son volume. 

(Bacc. lettres-sciences, Caen, mars 1899.) 


Soient P le poids du corps, V son volume, D sa densité, 
L'augmentation de poids constatée représentant le poids appa- 
rent du corps, on a, quand le corps est plongé dans l’eau, 
. + PV = 20.75 
et quand le corps est plongé dans l'huile 
: P—0,9V —= 21,58. 
Retranchant (1) de (2), il vient 





0,1V = 0,83, 
d’où Vr=— "800,3; à 
De l'équation (1) on tire : 
P'= 20,75 + 8,3 — 29e". 
Enfin, la relation P — VID donne | 
29205 * 
Li — — 3,5. 
8,3 
C'est la densité du diamant. 
(P. NOEL.) 
[Ont résolu la même question : Mii® M. Pont ; MM. aArcizet ; Ardin-Delleil : 
X Barberot ; V. Barol ; Baudouin ; Bellencourt ; Billionnet ; L. Bois ; P. Blanc : 
EI Blocht; Bourrel : Æ. Briqueler : R. Van Cauwenberghe : Constances : 
6 Cougnoux ; R. Coural ; H. Damoiseau ; Dardalhon ; Debénest ; Delolme : 
G. Desplats ; F. Deville ; Donnadieu ; Ch. Doumerc ; A. Duval ; L. Fabia : 





_ R. Fazembat ; E. Foucart ; Foucry ; A. Garnier ; L. Girardeau ; E. Gillaizeau ; 
 C. Godard ; M. Gondran : PA Gutton ; G. Hamot ; R. Henry ; H. Janois : 
G. Jodart ; C. Labille ; ; J.-M. Lagarde ; J. Lamotte ; A. Larue ; R. Lavallée ; 
G. Lallier ; R. ange Le Révérend ; L. Leroux ; G. Le Sage ; E. Le A TTÉ 
Malleret ; Marchal ; G. Marquet ; J. Marrot ; B. Mathé 3 J. Ménéchal ; P. Mil- 
levoye ; F. Morieran ; CUN Mouchet : M. Oger ; L. Patin ; A. Picard : Pichon : 
QE Plantier ; Remondet ; ; Reynaud ; E. Rieumajou ; E. Rieux ; J. Sallaud : 
_G. Salles ; G. Schoonheere ; Schmitt; J. Schuller ; J. Talvard: M. Teulié ; 
Texonnière ; FE. «Vérot ; A. Vidalenc ; Vien ; J, Vignier ; R. Vollaire : 4124 


CONCOURS DE 1899 


DE , 
ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 


Mathématiques. 


+ — 4589. Dans un triangle BAC, on donne re = a; l'angle A et, 
e eB et C, un point [ (BI = d). 





première position, la nouvelle image 0’ est à une distance 





1° Le point L étant le point de contact du cercle inscrit au triangle 


| avec le côté BC, calculer le rayon de ce cercle inscrit. 


2° Le point I étant le point de contact avec BG d’un cercle exinscrit, 
calculer de même le rayon de ce cercle exinscrit, d 

3° Construire géométriquement le triangle dans ces deux cas etrmon- 
trer que les triangles obtenus sont égaux, 


Il. — 4590. On donne dans l'espace un cercle OÔ et deux droites AX 
et BY rencontrant la circonférence 0 en deux points A et B diamétrale- 
ment opposés et dont l'une AX est perpendiculaire au plan du cercle. 


-Par un point quelconque M de la circonférence on mène une droite MZ 


rencontrant à la fois AX et BY. Démontrer : 
1° Que les deux plans MAX, MBY sont rectangulaires ; 
2° Que si l’on coupe ces trois droites par un plan quelconque perpen- 
diculaire soit à AX, soit à BY, le triangle qui a pour sommets les trois 
points de rencontre est rectangle. 
(1er juin, de 7 h. 


1244 108 1/29) 


Calcul logarithmique. 


Calculer les angles et la surface d'un triangle connaissant les trois 
côtés : 


a = 32560, b — 3402n, ce —= 3301n. 
(4e! juën, der1h:1/2:à 2h. 1/21) 
Epure. 
4591. — Tracer une droite parallèle au bord inférieur de la feuille, 


à 10cm de ce bord; sur cette droite marquer un point $s, à 2° du bord 
de droite, et prendre sA égale à 20cm, Le point $ est la projection hori- 
zontale d’un point S de cote 20°, et la droite sA est celle d’une droite 
SA de l’espace. 

V3 


On mène par SA les deux plans de pente et par S le plan per- 


D] 
pendiculaire au plan SsA, de pente gt et coupant sA entre s et A. 


Ces trois plans et le plan horizontal déterminent un tétraèdre SABC. 

Un cône, dont la directrice est une circonférencæ située dans le plan 
horizontal, de centre A et d’un diamètre égal à 11cm, à pour sommet 
un point 1, de cote 10cm et se projetant horizontalement en s. 

Représenter le corps solide opaque commun à ce cône et au tétra- 
èdre SABC. 

Construire les tangentes aux projections horizontales des courbes 
d'intersection de ces deux solides : 1° aux points de ces intersections 
situés sur SA; 2° aux points où ces tangentes aux projections sont per- 
pendiculaires à sA; 3° aux points où elles sont parallèles à AB et à AC. 


: (2'juin, de 7 h. 112 à 10 h; 1/2.) 
La 
Arithmétique et Algèbre, 

I. — Division des polynomes. é 
IL — 4592. — On donne une circonférencé 0 et un point A situé 
à une distance OA = «a du centre de 
o cette circonférence. Mener par ce point 
une sécante ABC, telle que le carré de 


la corde BC augmenté de la somme des 
carrés des distances BD et CE de ses 
extrémités au diamètre OA soit égale 
"à in fois le carré de la distance 0K du 
centre à cette sécante : 

BCE BD EE CE = mm. 0K* 
On prendra cette dernière distance comme inconnue, OK = x. 
Discussion. 

IL — 4595. — Les dimensions d’un bassin tronconique, approchées 
par excès, sont : rayons des bases 6,3 et 3m,1, hauteur 5,9. On de- 
mande à quelle approximation commune il faudrait mesurer ces 
dimensions pour que l'on pût en déduire le volume du bassin à un 
mètre cube près. 





(1er juin, de 7 h.,à 10 h. 112:) 


Calcul trigonométrique. 


d 1 { D o 
%594.— Calculer les valeurs de æ comprises entre zéro et 360 


satisfaisant à l'équation à x 
« x 











/ eo ee (62° Le), S"* 
pour les valeurs de $ comprises entre zéro et 90e. Aoness par l'équa- 
tion 

sin 29 — tg?(228°12'291") cos (315°46'51"). 
(1er juin, de 2 h. à 3 h.) 


e 
Géométrie cotée. 


4595. — Un tétraèdre ‘ABCD a pour base BCD un triangle équila- 
téral, et la face ABC est un triangle isocèle de 
À sommet A (AB — AC). On donne le côté 
BC — 95mm & 
du triangle équilatéral BCD et les deux angles 
L ABD = 50°, ABC = 650. 

Construire les projections de ce tétraèdre, dont 
la base BCD est dans le plan horizontal de cote 
zéro, sur le plan horizontal et sur un plan vertical 
perpendiculaire à BG. 

Trouver le centre O0 de la sphère circonscrite. De ce point comme 
centre on décrit une sphère S tangente aux faces ABD, ADC: inter- 
section de cette sphère avec la face ABC. Construire la tangente en un 
point de cette courbe d'intersection. Déterminer les points qui se#trou- 
vent en projection horizontale sur le contour apparent de la sphère. 

Dans le tracé graphique on supposera que le tétraèdre ABCD et la 
sphère S sont deux corps opaques se pénétrant mutuellement. 





D 
C 


É (2 juin, de 1 h. 11/2 à 5 k:) 
Géométrie et Géométrie analytique. 
I, — Lieu du conjugué harmonique d'un point par rapport aux 
points de rencontre d’une sécante quelconque menée par ce point 
avec deux droites fixes. — Propo- 
sitions principales à Fappui. 


II. — 4596. — Étant données 
deux circonférences normales 0 
et 0’, par un point A de l’une on 
mène les deux diamètres AO et AO 
qui coupent respectivement les 


GA 
note D’ 
deux circonférences en B, C, D et 


NE 
B', C’, D’. Démontrer que les droites 


BB’, CC' et DD’ se coupent en un même point.— Lieu de ce point quand 
0 » , , : , + 
le point À se déplace sur l’une ou l’autre des circonférences. 
À 


III. — 4597. — Démontrer que, sur la sphère, la condition néces- 
saire et suffisante pour que deux ares de petit cercle soient normaux 
est que le plan de l’un passe par le sommet du cône circonserit à la 
sphère le long de l’autre. » 

En déduire que tous les petits cercles normaux à un petit cercle 
donné et passant par un point donné passent par un second point fixe. 

Mener, par une construction effectuée sur la sphère, un petit cercle 
normal à un petit cercle donné et passant par deux points donnés. 


y? — 2px = 0 rapportée à son 
axe et à la tangente au sommet, 
par un point A de l'axe on 
mène une sécante APQ qui 
coupe la parabole aux points 
P et Q, et la tangente au som- 
met au point I. Soient PP’, 0Q' 
les perpendiculaires abaissées 
des points P et Q sur l'axe, 

a) Démontrer les relations 
segmentaires 


IV. —Étant donnée une parabole 


Pa 


IA P'P 
IA 1Q Q'Q 

b) En déduire géométrique- 
ment le lieu du point de ren- 
contre M des deux droites QP' 
et Q'P, lorsque la sécante APQ tourne autour du point A. — Trouver 
is ce lieu analytiquement. # 

à , c) Trouver l'équation de la courbe lieu du point N, piedde la perpen- 
diculaire abaissée du point M sur la droite APQ. et construire la 
d courbe (+). s 








(3 juin, de 7 h. à 10 k. 1/2.) 





(*) Celle question est traitée dans le n° de juillet de la Revue de Mathé- 


He matiques spéciales. à 








































I. — Poueire 5 Pascal en Doro tique 5 presse Fe ique. 


II. = 4598. — Dans un cylindre creux de rayon R = ou, LA 
ne fermé hermétiquement à sa partie inférieure AB 
peut glisser un piston plein PQ du poids de 
DE qui le ferme hermétiquement à sa partie supé: 
' rieure. \ 
Ce cylindre ABPQ plongé dans l'air est lui-même 
rempli d’ air sec. 
Lorsque la température intérieure est de ve &l 5 
la pression extérieure de 1 atmosphère, la distancé 
entre la base AB et la face inférieure du piston PQ, 
supposé en équilibre sous l'action des pressions 
intérieure et extérieure, est de 25cm, | 


A B 


1 
SA TT) 


sphère et si la température intérieure était de 1000, la masse d'air com# 
prise dans le cylindre restant la même, quelle serait la distance de l 
face inférieure du piston PQ à la base AB dans ces nouvelles condi- 
tions ? 
Quel poids faudrait-il ajouter au piston pour que cette distance fût 
la même que dans les conditions primitives, c'est-à-dire égale à 25cm ? 
On ne tiendra pas Re de la dilatation du cylindre. 


(3 juin,\de 1h Var ea) 


Cela posé, si la pression extérieure était de d'atmo = 


a ——— #4 ——————— — 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4599. — Déterminer sur une ellipse de grand axe 2a et de distance. 
focale FF’ — 2c, un point M tel que l'angle MFF' soit double ‘4 
l'angle MFF. | 


(Bacc. lettres-math., Bordeaux, mars 1899.) 


4600. — Étant donné un cercle O0 de rayon r, par un point S pris. 
sur le diamètre SOM on mène la droite SA tangente | 
au cercle et on la prolonge jusqu'à sa TRAIT < 
en B, avec la tangente au point M. ' 
La figure tournant autour de la droite SM, sB 
gendre la surface latérale d’un cône. 
Etudier la variation de cette surface latérale 
lorsque le point S se déplace sur MO. 
‘On prendra pour inconnue la longueur OS. 


(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, mars 1899.) 





4GOT. — On met du mercure dans un vase en fer cylindrique de 10cm 
de rayon: on verse au-dessus 578c d'eau et enfin au-dessus se trouve 
une atmosphère que l’on peut comprimer. On met dans 
le vase un flotteur formé d'un prisme droit en verre de 
20cm de hauteur et de 500c de volume (densité du verre, 
2,5) et d'une boule de platine (densité 20) pesant 357887. 
On demañde quelle position d'équilibre prend le flotteur 
lorsque la température est 4 et la pression de Flair. 
4 atmosphère (densité du mercure 13,5; poids du litre 
d'air 18r,29). On demande l'effet que produirait un chan-. 
sement de pression sur l'état d'équilibre précédent. 


(Bace. lettres-math., Toulouse, novenbre 1898.) 





4602. — On donne deux miroirs plans parallèles. 
A et B, dont la distance ab — 122%, Un point lumi-. 
neux $ est placé sur ab à 8m du point a. On consi- 
dère un point 0 à 20cm au-dessus de S et on demande 
de trouver les points x, 8, «où les miroirs sont ren- 
contrés par un rayon lumineux partant de S et arri 

vant en O après deux réflexions sur À et une sur B. 
On définira les trois points x, 8, « par leurs dues 
& ab. 
(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1898. Re 
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» NOTE SUR LA:RESOLUTION DE L'ÉQUATION BICARRÉE 


I! peut être utile de rappeler : 1° que la condition nécessaire et 
suffisante pour que les racines de l'équation 
at + pa? +q = 0 
soient exprimables au moyen de radicaux simples, est que Q soit 
carré parfait; 2° que, quand cette condition est réalisée, le pro- 
cédé le plus simple pour résoudre l'équation consiste à décom- 
poser le premier membre en carrés, en faisant entrer les termes 
extrêmes æx* et g dans un même carré. 
L'exemple suivant montrera nettement la marche à suivre. 
Soit à résoudre l'équation 
dt — 142? + 25 — 0. 
On peut l'écrire 
; (x? +5)? — 24x? — 0, 
fou (a? — 20/6 & + 5)(e? + 2/6 x +5) = 0, 
. En égalant à 0 le premier trinome, on a l'équation qui donne 
les racines positives; celles-ci sont 
| œ = V6 Y6—5 = V6 +1. 
Cu. BIOCHE, 


4295. — Résoudre l'équation 












(a — x)" + (æ—b)t _ at +bt 
; (a— 2 + (x — 0 — a+ 
E | 
L'équation peut s’écrire : 
4 (a? — 2ax + a?) + (x? — 2bx + D at + bt 
ROoU 
(tar)? + 20%? —Qax) + at + (x? — 2x)? + 2h? —Ibx)+ bt 
4 a? — 2ax + à? + à? — 2bx + L? 
à ra a je b‘ 
| | A TTL 


ou, en retranchant terme à terme le second membre du premier 
et simplifiant, 


mt —2(a + bja + 3(a? + b'}x? — 2{ar + biz 
æ(x — a — b) 


at + bt 
+ 
Le numérateur du premier membre s’annulant pour x = 0 





en effectuant la division, ce qui supprime les solutions évidentes 
“x — 0 et æ—at+b, il reste l'équation 


et x —a+b est divisible par le dénominateur æ(x — a —b); 








k È + a + b+ 
Re 5 TE 
| ù ai + bi — 2ab{a — 0? 
ou œ? — (a + b)x + a +0 Ep: 
dont les deux racines, : 








NES — 2{a— db} — a — bp? 
LEA Tfe+ie(—01/ a? + b? L 


sont imaginaires si a -<b ou réelles et égales à a si a = b. 


(L. BOUCHARD, Institution du Sacré-Cœur, Moulins.) 


[Ont résolu la même question : MM. C. Couturier ; L. Curt ; L. Cussenot ; 
Feintuch ; Gourdet; L. Hemois ; H. Keefer ; F. Leulliot ; L. Magne ; M. Re- 
beix ; E. Sevin.j 


4500. — Résoudre l'équation 25+At+Bx+Cx?+Dx+E= 0, 
sachant que la somme des coefficients est égale à (— 768) et que 
l’on a en outre: 


C+3B—0, E—AD, C—AB, B?—AC—2B—3E—11IA. 


En tenant compte des conditions 
l'équation proposée devient 
25 + Agt + Bx + ABx° + Dx + AD = 0, 
ou @> + Ba? + Dr + Afxt + Ba? + D) = 0, 
ou (@ + A (xt + Ba? + D) = 0, 
équation qui se décompose en l’une des deux suivantes : 
æ + À = 0, at + Bar? + D = 0; 
par suite, on pourra toujours résoudre l'équation. 


Tout revient alors à calculer les trois coefficients A, B, D au 
moyen des trois conditions : 


E—AD et C—AB, 


{+ A+ B + AB + D + AD = — 768, (4) 
ou (LH A) + B<+D) = — 768, 
AB +3B = 0, (2) 
B? — A°B — 2B — 3AD — 114. (3) 
L’équation (2) entraine 
SO BE O0, soit A — —3, 
[, Cas de B —0. — Les équations (1) et (3) deviennent 
1 + À + D + AD = — 768, (1") 
3AD +11A = 0. (3) 
L'équation (3') entraîne 
soit A = d, soit Da: 
1° A—O0. L'équation (l') donne alors 
| D = — 769. 
20 DE De l'équation (1‘) on déduit 


LR 








NES. DRAC 
Re ET 4 L'an à HE “à #:. 
IT. Cas de A = —3. — Les équations (1) et (3) deviennent 
LB + D = 384, (4) 
B? — 11B — 9D = 33. (2”) 


Eliminant D entre ces deux équations, il vient 
B? — 2B — 3480 = 0, 
d'où l’on tire 


B' = 60, B" — —58, 
puis en portant ces valeurs dans (1”), d 
D' — 393, D" — 441. 


Aux quatre systèmes de valeurs de A, B, D ainsi obtenus cor- 
respondent les équations suivantes : 
4° m — 0, mt — "169 — 0, d'où x = —+ÿ769; 
il VE 


ETT à Verte d'Or EE a ee 


29 tata; 

3 æ+3—0, œt + 60æ? + 323 = 0; 
celte dernière équation n’a pas de racines réelles ; 

40 œ+3 —=0, act — 58x? + 44 = 0; 
l'équation bicarrée à pour racines +3, +7. 


[Ont résolu cette question : MM.J. Bordas ; C. Bourvéau,; R. Hüe.] 


4574. — Etant donné un demi-cercle de diamètre AA'= 2k, 
déterminer sur ce demi-cercle deux points B et C satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

1° AB AC nn LL 

20 La distance de. À à la corde BC doit être égale à une lon- 
gueur donnée h. 


Discuter. 


(Bacc. lettres-math., Lyon, mars 1899.) 


On a d’abord 
CEE D (1) 
D'autre part, dans le triangle ABC, 
le produit des deux côtés AB et AC 
est, comme on sait, égal au produit de 
A x la hauteur AH — X par le diamètre 
AA'—2kR du cercle circonscerit ; la 
seconde condition du problème s'exprime donc par 


Posons AB=gret AC= y, 


€ 


y —= 2Rh, 
ou, en élevant au carré, 
ay? = 4R°h?, (2) 
En tenant compte de (1) et (2), on voit que x? et y? sont 
racines de l'équation 


FX) = X? — EX + 4R2X = 0. (3) 


Discussion, — Les longueurs x et y ne pouvant surpasser 2R, 
les valeurs de x? et y? fournies par l'équation précédente 
doivent être réelles, positives et au plus égales à 4R?. 

La condition de réalité est 

U — 16R2}%? > 0, 
ou 2 > 4RA. (4) 
Cette condition remplie, l'équation (3) admet deux racines 


réelles et positives. Pour que ces racines soient inférieures à 
4R?, il faut et il suffit qu'on ait à la fois 


[(&R?) > 0 et 4R > 





2 
5: 


SR 4RB, ec ou ER LM 
condition d’ailleurs évidente d'après la figure. 
L'inégalité /4R?) > 0 revient à 
ARR P +R) > 0 
et entraine. P <'4R? + 2. 
Or 4R?+h? Z8R?, puisque k < 2R. 
Les seules conditions de possibilité du problème sont done 
h="eR; 4RR <P <AR?+ 7; 4 
il n'y a d’ailleurs qu'une solution me fournie par les valeurs rs 


5 du VRAREE Lou P= de Ju SERRE VE) 


RL VE — IR RE 
Y= ES | — (VF + I FN 


On peut aussi obtenir directement la seconde expression de æ 
et y en calculant, par addition et soustraction, æ+y et æ— y, 
puis æ et y. On aurait ainsi tout de suite x et y que au 
moyen de radicaux simples. $ 






















(ERNEST FOUCART, à Issy.) 


[Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; R. Lot Ch. Doumerc ; 
J. Fiton; M. Marchal; P. Millevoye : E. Rousselot ; G. Schoonheere : Vien ; 
J. Vignier.] 


:: « 
4 
+ 


4581. — Trois nombres a, b, c sont en progression géomé= 
trique ; on connaît leur somme a+b+c—=s, et l'excès des 


deux extrêmes sur le moyen, a+ c —b = d; trouver ces trois 
nombres. É 
Application: s = 224, d— 96. 


(Bacc. lettres-sciences, Clermont, avril 1898.) 


Première solution. — Des relations données 
a+b+c—=s, 
a+c—b = d, 
on déduit, par addition et soustraction, ir 
s+d $— du 01 A 
2 2 
D'ailleurs, les nombres a, », c étant en progression géomé- 


trique, on a 
CT = pes (es) ; 
2 


Connaissant a+c et ac, on-en conclut que a et c sont 
racines de l'équation 


Ne 


, b == 








RER me 





s+d,  (s— dÿ 
2 os 4 
Pour que ces racines soient réelles, il faut et il suffit qu'on ait 
d\? US 
(2) -6-a> 0 . 
ou, en décomposant en produit la différence de carrés du pre- 
mier membre, 18 SE 


eine 


ou (s — 3d)(3s — d) < 0, 

inégalité satisfaite lorsque 

D <s<. # es: à: 

Lorsque cette double condition est remplie, on a pour a et © 

“deux valeurs exprimées par les formules . 
a} __ s+d+ ÿ(3d —s)\{3s —d). 

ES PUS CNE RTE TEE 


NI}. .# 

























au 





Dee) 


empl 


_ Application. Ke) Dans l'ex 
| comme résultats: 
| Ces 2e} ê | Pas, 32; j Be 128, 
LANCE PS 


- nombres formant une progression croissante ou décroissante de 
h . 
. raison 2. 





De. 


(Cu. OUVRARD, lycée de Clermont-Ferrand.) 


-_ Seconde solution. — En désignant par g la raison de la 
. progression, les relations données peuvent s’écrire 
al+g+o)=s, (1) 
| a(i+qg? — Q) = d. (2) 
Divisons ces équations membre à membre ; il vient 
sq gs 


Br Ur AE à 
ou . (s—d)g —(s+d)q +s—d=0. 
. -Connaissant g, l’une des équations (1) ou (2) détermine a; on 


a ensuite , 


b= ag; eq”. 


La discussion de l'équation (3) conduit à la condition de possi- 
. bilité trouvée plus haut. 
f (Vicror BAROL, école primaire supérieure de Lorgues.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet ; E. Ardin-Delteil ; P. Bar- 
bier; R. Barthélemy ; A. Bertrand ; Bloch ; L. Bois ; CG. Bourvéau ; M. Brebion; 

- E. Briqueler ; Broutin ; A. Carré ; A. Chapron ; R. Coural ; Croze ; H. Da- 
moiseau ; H. Debenest ; P. Delolme ; R. Depasse ; K. Deville; Dickson ; Don- 

. nadieu ; Fabia ; E. Foucart; G. Foucry ; E. Gillaizeau ; Grolleau ; P. Gutton ; 
R. Henry ; À. Huet ; H. Janoiïs ; E. Kran ; F. Ladevèze; Tr. Lalescu; A. Larue; 
E. Le Maigre ; A. Le Révérend ; E. Malleret ; B. Mathé ; J. Ménéchal ; P. Mil- 
“levoye ; M. Nahon ; P. Noël ; M. Oger ; J. Pémartin ; À. Pichon; L. Pont; 
A. Popescu ; Popescu-Lupsa ; M. Ravinet ; J. Rion ; E. Roncaglia ; A, Sallin ; 

” E. Séclin ; A. Texonnière ; Turgis ; F. Vérot ; A.Vidalenc ; R. Blanc ; D. V. L.; 
J. Fiton; L. Lafontaine; Lardon; G. Le Sage, Loignon ; A. Prost; J. Sallaud.] 


- A585. — Déterminer les abscisses des points d'intersection de 
la droite 


(D) ax + by + c = 0 
puvec la parabole 
En (P) 4 ÈS "y? = 9Ipx. 
_ Discuter. 
Conclure de la discussion l'équation de la tangente à la para- 
bole (P). 


4 D 
. Vérifier que le point d'intersection de deux tangentes rectan- 
gulaires quelconques est toujours sur une certaine droite fixe. 
è a" (Baec. lettres-sciences, Lille, mars 1899.) 
€ Si on avait b — 0, la première équation déterminerait une 
_väleur de æ qui ne pourrait représenter l’abscisse d’un point de 
- la parabole que si cette valeur était positive. Écartons ce cas. 


De l'équation de la droite (D) on déduit 















(44 C 
| À y 5 TE TC GTA 
en portant cette valeur dans l'équation de la parabole P, il vient 
F 2 
ee — 2px, 


2(p0° — ac)x + c? = 0. 

- Cette équation détermine les abscisses des deux points com- 
muns à la droite et à la parabole. 

_ Pour que ces points existent, il faut et il suffit que l'équation 
précédente ait son discriminant positif ou nul, c’est-à-dire que 
J'on ait + 

7 (pb? — ac}? — ac? > 0, 

ou pb? — 2ac => 0, 

_ On a alors deux racines positives qui correspondent à des 
points d’intersection. | 


FE" 3 D TETE rue 
e numérique choisi, on trouve 





= Lorsque pb? — 2ac, les deux points d'intersection sont con-. 
fondus ; la droite (D) devient alors tangente à la parabole et a 





LL: ; b? 
pour équation, en remplaçant c par _ , 
a pb ; 
Le FE 
En posant —+ — m, celte équation s'écrit sous la forme 
AR rs | 
FE UE 2m (1) 


qui met en évidence le coefficient angulaire m de la tangente”’ 
Le coefficient angulaire d’une tangente perpendiculaire à la 


La # f 4 K1 { LA La 
précédente étant égal à — eat cette tangente a pour équation 
SN œ pm 
HET Un (2) 


En éliminant le paramètre variable m entre les équations (1) 
et (2), on obtiendra l'équation du lieu du point d’intersection des 
deux tangentes. 

* Pour effectuer cette élimination, retranchons (2) de (1); il 


vient 
1 we À Pt 
(nes LE +m) EU 


ou, en supprimant le facteur commun, 
2 + te = 04 


Le point considéré décrit ainsi une parallèle à Oy d’abscisse 
2 


D: cette parallèle représente d’ailleurs la directrice de la 


parabole (P), ainsi qu'on pouvait le prévoir. 


{Ont résolu la même question : MM. E. Foucart; G. Foucry ; A. Larue : 


H. Lefèvre ; Pelvoisin ; Popescu-Lupsa.] 


4586. — Déterminer les rayons vecteurs d'un point d'uneellipse 
par la condition que la résultante des forces représentées par ces 
rayons vecteurs aît une valeur donnée. Discussion. 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, mars 1899.) 


La résultante des deux forces représentées par les rayons vec- 
teurs MF et MF’ est représentée en grandeur et en direction par 
la diagonale MM’ du parallélogramme MFM'F". 

Il s’agit de déterminer les rayons vec- 
M teurs MF—=x et MF'—=#»y en fonction 
des paramètres 2a et 2c de l’ellipse et du 

diamètre MM'— 2. 

On a d’abord 
x + y —=2a. (1) 
D'ailleurs, dans le parallélogramme 
M' MFM'E', la somme des carrés des côtés 
est égale à la somme des carrés des diago- 
nales ; de là la seconde équation : 


22? + Qy° = 4° + PE. (2) 
Elevons les deux membres de (1) au carré ; il vient, en tenant 
compte de (2), 


2 


4 


2c? + re + Qxy = 4a?, 


, ; 9 D P 
d’où ay = Qu? — C— ——. 
Connaissant x—+y et «y, « et y sont racines de l'équation 
PIX) = X— 2aX + 208 — 8 À + (Ne 








TE RER Ge. 








D > 





Discussion. — Tout rayon vecteur d'une ellipse étant compris 
entre a—c et ac, léquation précédente doit avoir ses 
deux racines réelles et comprises entres a—c et a+c. * 


Formons le discriminant © et les quantités fla—c) et 
fla+c). On obtient 
2 
= _ — a? + c?, 
l? 
fla—c) = fla+c) = a ue 


Lorsque ces deux quantités sont positives ou nulles, c'est-à- 
dire lorsque 


CE LA » 

2/a? — © L1<K 2a, 

les deux valeurs de x et y sont réelles et comprises entre 
a—c et a+c, puisque ces limites, extérieures aux deux 


valeurs précitées, comprennent leur demi-somme, a 


REMARQUE. — En général, dans les problèmes relatifs à la 

détermination des rayons vecteurs des points d’une ellipse qui 
satisfont à une condition donnée, il est commode de prendre pour 
inconnue la demi-différence de ces rayons. Soit + cette demi- 
différence ; les rayons vecteurs s'expriment par 
a + 3. 
Ce procédé a l'avantage de donner des équations simples et 
faciles à discuter ; car il suffit que : soit plus petit que c en 
valeur absolue pour qu'on ait des solutions, et lorsque la condi- 
tion donnée s'exprime par une équation symétrique par rapport 
aux deux rayons vecteurs, l'équation en + ne contient que des 
puissances paires de &. 

Ainsi, dans le problème précédent, l'équation (2) donne 

2(a — 3) + Q{a + 3) = 4c? + P, 

43? = + 4c? — ka?, 
— 1° La condition de réalité est 
> ka? — ©) — 4b?, à 
ou => 20. 
2° La condition géométrique :? < c donne ! < 2a. 
[Ont résolu la même question : MM. L. Bois; R. Coural; E. Foucart; 


G. Foucry ; A. Grolleau ; E. Le Maigre ; Ch. Ouvrard ; R. Blanc ; Pelvoisin ; 
J, Sallaud.] 


a — 3, 


d'où 
Discussion. 


SE —  ——— —— — 


GÉOMÉTRIE 


— à — 


4488. — On donne une demi-circonference de centre À, de 
rayon R, décrite sur AB comme diamètre ; de À comme centre, 
avec AO pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupe en C la 
demi-circonférence ; soit D Le milieu de l'arc BC; 
cordes BD, CD. 

4° Trouver les expressions du volume V et de la surface S du 
solide engendré par la figure ombrée OCDBO en tournant autour 
de la droite AC; 

2° Calculer R par logarithmes, sachant que 
meltre tous les calculs. 

(Ecole des Beaux-Arts, 1898, seclion d'architecture.) 


on mène les 


V — 3m0,4567; 


1° La figure ACDB est la moitié de 
l'hexagone inscrit dans le cercle O, et 
si l'on prolonge BD jusqu'à sa ren- 
contre en E avec AC, le triangle ABE 
est un triangle équilatéral de côté 2R 
dans lequel BC est une hauteur. 

Calcul du volume V. — On peut con- 
sidérer le volume V comme la diffé- 
rence entre le volume engendré par le 


triangle ABE et les volumes engendrés par le triangle CDE et 
le secteur AOC : 





L 


0 F 
NÉ 7 





3 2 2 { du à À ÿ 


“Or; FC - — AB — AC — 3R?, APE 2R, 


— La AEe SA O0 1 
DE* — CD°— CF AR CE = R—20K5 00 
donc + À . 3 
1 1 1 1 17:00 
ET : DES NE ar: 3% 3 ES » 
V.= 2rR ; TR TR = TR (2 Fr) T rh. 
Calcul de la surface S. — On a 


S — surf. BD + surf. DC + surf. arc CO + surf. OB, 
ou, comme surf. BD — surf. OB et surf. CD = surf. AO; 
S — 2 surf. OB + surf. AO + surf. arc CO 
= 2 surf. AB — surf. AO + surf. arc CO. 
Or surf. AB est la surface latérale d'un cône d'aponets 2R 
et dont le rayon de base est BC — ÿ{(2R)}—R? = Rÿ3: 1 
surf. AB — 2rR?V 3 ; { 













de mème surf, AO est la surface latérale d'un cône d'apothème, 
Re 
R et dont le rayon de base est OK = ri ue 3 
surf. 10 = RSS 


enfin l’arc CO engendre une zone dont la surface est 
surf. arc CO = 27R.CK=—7R?, 
L'expression de S devient donc 
TR? ss 





ve Re | 
S = 4rR°2V 3 — + rR? (193 + 2). 
90 On doit avoir » 
Hal RR — 3n°,4567, 
12 3,4567 ‘ 
d’où Rise EE "4; RES 
IT * 


En prenant les logarithmes de chaque membre, on en déduit 
3 log R — log 12 + log 3,4567 — log 17 — log r, 
log 12 = 1,07918 log 17 — 1,23045 
log 3,4567 — 0,53 866 log 3,1416 — 0,49715 
1,61 784 1,72760 
3 log R — 1,61784 — 1,72760 — 1,89024 
log R = 1,96341, R — 0,91921. 
(3. FITON, instituteur à Agen.) 
[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet ; Ed. Ardin-Delteil ; L. Aula- 
gnier ; C. Billionnet ; L. Bois ; J. Coupat; L. Curt ; E. Gernez- Pfanmatter : 
R. Henry ; M. Jousset : T. Laleseu; E. Le Maigre ; A. Lescure ; P. Marion L 


G. Nazare; A. Popescu,; J. Sallaud ; G. Site Mare Vien ; B. Carrières 
L. Deschamps.] ” : 


4521. — On donne deux cercles O et O' tangents extérieure- 
ment en À. Soit TT' La tangente commune extérieure. a 

Un cercle variable O" passant par A et tangent à TT coupe 
les cercles O et 0’ en M et M’. À 

1° Lieu du pôle P de MM’ dans le cercle 0". Re 

20 Lieu du point de rencontre de PA avec le cercle 0". 
3° Lieu du point de rencontre de PA avec MM’. 


La figure contenant trois cercles qui passent par un point À, 
transformons-la par inversion en PRE ce point pour pôle. 
On aura alors : £ : 

to deux droites D, D’ parallèles correspondant aux cercles O, 0": £ 

2° un cercle w passant par À correspondant à TT’, et Hostel 
atDret D’; | pe 
3° une droite mobile COTE a 0"5vet tangente à oo. |. 


* 


= ) dx PROS LPS, 77 
“ ; re ; 


d ; V1 + 12 
re £ £ 
Mn LME Cr, ER 2 06 ALL Nl''HUA, 






gr NRA TS : St DRE ARRET Lt HE À : ty de: pe 
Les tangentes en M et M’ à O0" ont pour inverses des cercles 
_ tangents en m,m à D"; ces cercles se coupent en A et en un 
_ point p, inverse de P. L’axe radical de ces cercles, qui est Ap, 


* 





coupe la tangente commune #”#m"”’ en son milieu K, qui est l’in-- 


verse du point de rencontre H de PA avec O0”. 

Le lieu de K est Ia droite A, menée par w parallèlement à D 
et D’. Sa puissance par rapport au cercle inverse de la tangente 
en M à 0” peut s'exprimer par 

KA >< Kp, ou 
Or, l'angle mwm étant droit, Ko — Km; on a donc 
ÿ | | KA>XKp = Ku?, 
| ce qui exprime que p est sur le cercle qui passe par À et touche 


Km2. 


A en 6. 
- Le lieu de P est la droite inverse de ce cercle; elle passe par 


} 
Wl 
pr 
Ps 
} 
ü 
«a 
à 
3 









le point symétrique de A par rapport à TT’ {point inverse de w), 
et coupe TT’ au même point que la tangente en A à O et 0’. 
… C'est donc le symétrique de cette tangente. 

_ Le second lieu demandé est l'inverse de A. C’est un cercle 
tangent en À aux cercles O et 0’, et coupant orthogonalement 
la droite TT’, inverse de w ; autrement dit, c'est le cercle {S) 
… ayant pour centre le point d'intersection de TT’ et 00’. 

_ Soit Q le point d'intersection de PA avec MM; les points P 


; Li (lv. 
10" 


ane 


et 
termine, 





Q sont conjugués par rapport au segment AH que O0" dé- 


| Comme A est fixe, que P décrit une droite, les points H et ( 
décrivent des lieux qui se déduisent l’un de l’autre par une ho- 
_mologie ayant pour pôle A et pour axe la droite lieu de P (*). 


(G. C., à Largeasse.) 


4561. — Étant donnés une circonférence, deux rayons fixes 
et une direction, mener parallèlement à la direction donnée une 


| sécante telle que la partie de cette sécante interceptée par la cir- 


conférence soit égale au seyment intercepté par les deux rayons 
fixes. 


Soit XY une sécante parallèle à la direction A et telle que la 
corde AB interceptée par le cercle O soit égale au segment CD 
intercepté par les deux 
rayons fixes. 

Les angles AOB et COD 
interceptent sur la droite A 
les segments A'B, CD’, 
homothétiques des seg- 
ments AB, CD, et par suite 
égaux entre eux. Tout 
revient donc à déterminer 
l'angle AOB de façon qu’il 
intercepte sur A la lon- 
gueur connue CD’. Or 
dans le triangle isocèle 
OA’B’ la médiane O!' est en même temps hauteur, c'est-à-dire 
coïncide avec la perpendiculaire abaissée de O sur la droite A. 
Connaissant le point |’, on prend ensuite sur A la longueur 
L'AR se et l’on mène la droite OA’ quicoupeen A ou A’ 





la circonférence O: les parallèles à A menées par les points 
A et A” répondent à la question. 

La construction est toujours possible tant que le segment C'D’ 
existe, ce qui suppose l’un des rayons fixes non parallèle à la 
direction A, Dans le cas contraire, le point A’ s’en va à l'infini, 
et les deux solutions se confondent alors suivant le diamètre 
AOA"' parallèle à A : le problème n’admet plus ainsi de solution 
proprement dite. 

Lorsque les deux rayons fixes sont confondus, les deux solutions 
se réduisent aux deux tangentes au cercle O parallèles à la direc- 
tion A. 

(ST. FEINTUCH.) 
Autre solution. — Soit ACBD la sécante parallèle à la direction 
OX ettelleque AB— CD. Pre- 
nons le symétrique du rayon fixe 
OC par rapport à la perpendicu- 
laire OL à OX ; soit C’ son point 
de rencontre avec la sécante. La 
condition AB—CD entraîne 
AC=BD; d'ailleurs, par symé- 
trie AC= CB; donc C'B— BD, 
ce qui montre que le faisceau 
O(C'BDX) est harmonique, puis- 
que trois des rayons interceptent 
des segments égaux sur une parallèle au quatrième rayon OX. 








(*) Eu effet, si on projette la figure de façon que la droite lieu de P soit 
rejetée à l'infini, on obtient pour les projections de Het Q des points homo- 
logues d'une homothétie ayant pour centre la projection de À, 












On obtiendra donc le rayon 08 en a rs Je rayon con- 
jugué harmonique de OX par rapport aux droites connues OC 
et OD. 

(A. BOUCHET, école normale de Poitiers.) 


[Ont résolu la même question : MM. N. G. Alesandrescu ; L, Bois ; CG. Bour- 
véau; P. Delolme ; KR. Dickson ; E. Foucart; M. Oger; E.: Rousselot ; 
J. Sallaud: G. Tastet; C. Billionnet; Chareire; G. Koucry; G. Sieber ; 
L. Troin; R. Van Cauwenberghe ; E. Vaunac.] 


4584. — On donne une circonférence, un point À dans <on 
. plan et un point P sur la circonférence. Par le point À on mène 
une sécante variable qui coupe la circonférence en B et C ; on joint 
P à B et C et on appelle | et J les milieux de PB et de PC. 
1° Démontrer que la droite TJ passe par un point fire, M. 

20 Deémontrer que le produit MI XXMI est constant. 

3° Trouver le lieu du milieu de 1. 

49 Construire les positions de la sécante ABC pour lesquelles 
PB= PC. 

3° Construire les positions de la sécante ABC pour lesquelles 1] 
égale une longueur donnée a. 


(Bac&. lettres-math., Grenoble, novembre 1898.) 


49 Dans le triangle PBC, la droite I}, qui joint les milieux de 
deux côtés, est parallèle au troisième, CB, de sorte qu’elle coupe 
la droite fixe PA en son milieu M, ce qui établit la première 
partie. 

2° Le lieu des points I et J est homothétique du lieu de B et C, 
P étant le centre de 
similitude et le rapport 
1/2; c’est donc le cer- 
cle de diamètre OP. Si 
Q est le point de ren- 
contre de ce cercle avec 
À la droite fixe PA, on a 
MIL.MJ = MP.MQ 

= Consf: 

D'ailleurs, MI, MJ 

étant les moitiés de 


AB, AC, le produit MIX M) = + AB x AC. 


G 





L 3° La corde IJ du cercle O’ passant par le point fixe M, le lieu 
de son milieu N est comme on sait un cercle de diamètre MO’. 
Lorsque le point donné A est extérieur au cercle O (cas de la 
figure), il en est de même du point M par rapport au cercle 0’, 
et le point N° décrit seulement l'arc du cercle de diamètre 0/M 
compris dans le cercle OU’. 
4° Supposons le problème résolu : soit ABC une sécante telle 
que PBÆ—PC. Les points P et O appartenant au lieu des 


points équidistants de B et C, la droite PO est perpendiculaire. 


au milieu de BC. La sécante cher- 
chée s'obtient donc en abaiïissant du 
point À une perpendiculaire sur la 


coupe réellement le cercle O qu'au- 
tant que le point A est comprisentre 
la tangente en P au cercle O et la 
tangente au point diamétralement 
opposé à P. 

Dans ce qui précède, on suppose implicitement que les points 
B et C sont distincts. En considérant Je cas où ces points sont 
conforfdus, on reconnait aisément que les deux tangentes AT et 
AT" répondent également à la question. 

5° En remarquant que BC = 21] — 24, 





on est conduit à 





droite PO. Cette perpendiculaire ne : 


trois points quelconques A, B, GC sont en ligne droite, on a 


ee + par Ai une ‘sécante ABC tete 0 Lip r w 
longueur connue. on Las cord ss BC 
de longueur 2a est tangente : à un cer- 
cle concentrique O qui a pour rayon a 
perpendiculaire OI abaissée sur la corde 
A quelconque B'C—24. L'une ou lat 
tre des deux tangentes à ce cercle 
menées par le point A fournit deux 
solutions du problème. La seule condi-. 
tion ne possibilité est que le point A ne tombe pas à l'intérieur 
du petit cercle O. 
Lorsque A est situé sur la circonférence de ce cercle, les 
deux solutions se confondent en une seule. 


(Vicron BAROL, école primaire supérieure de Lorgues. 7 


IPS 
1852400 
quelle que soit la valèur de cette constante on aurait trouvé de. 
même : 3 

4° Que I] passait par un point fixe M; 
20 Que le lieu de 1 et J était un A. 0’ tangent au cercle 
donné en P et queleproduit MI><MJ était la POSFARESS de ce! 

point par rapport à ce cercle O'; 

3° Que le milieu de 1J était sur Le cercle de diamètre O'M. | 
Ordinairement il est bon de donner la solution d’un problème 
sous une forme telle que cette solution puisse se généraliser 

facilement. É 
























' 





Remarque. — Si on avait donné = constante, | 


, 


[Ont résolu Ja même question : MM. A. Arcizet ; L. Bois; C. Bourvéau ; 
M. Brebion ; E. Briqueler; Broutin ; Croze; H Debenest; P. Delolme : 
R. Dickson ; G. Dumas ; E. Foucart ; G. Foucry ; A. Grolleau ; ; P. Gutton ; 
F. Ladevèze ; Ch. Lefebvre ; E. Le Maigre ; A. Le Révérend , P. Letourneur ; 
B. Mathé ; P. Millevoye ; M. Nahon; M. Oger; Ch. Ouvrard ; A. Pichon à. 
Rouy-Malleret; E. Séclin; F, Vérot; R. Blanc, H. Dodier; Pelvoisin; A. Prost ;" 
J. Sallaud.] à 2 


TRIGONOMÉTRIE 


4538. — Établir géométriquement les identités 
sin 3a — 3 sin a— 4sin? a, 
cos 3a — 4 cos a — 3 cos a. 


Sur le cercle trigonométrique, prenons les arcs AM = a, 
AM'— 3a, et menons les per- . 
pendiculaires MP, M'P’ sur OA. 
D'après les définitions du sinus 
et cosinus, tout revient à établir. 
les relations | 


MP’ — 3MP— 4MP, | 
OP' = 40P° — 30P. Tr 4 44 
Pour donner à la démonstra- 


tion suivante toute sa généralité, 
rappelons d’abord que lorsque 





AB + BC + CA = 0, ou AB = CB— CA. #4 
Cela posé, en prolongeant le rayon MO jusqu'à sa rencontre 
en N avec M'P', on peut écrire | "07 TERRE 


MP = NP NN. FT 

Il reste à évaluer NP’ et NM’ en fonction de MP. ER 
En prenant l’are AM” symétrique de l'arc AM, M est le 
milieu de l'arc M'M’, et le rayon OM est perpendiculaire au 





es IN’, MW" 


MP où OM 


| 

# 

4 comme les quatre points O, I, P, M” sont sur un même cercle 
_ de diamètre OM”, 


+ 


L WT >< MO = NP >< MW, 
Doi — NT = MP; 
ÿ donc. _ NP = MP(1 — 4MP') 
| et M'P° = MP{1 — 4MP°) + 2MP 
; = 3MP—4MP. 
La seconde relation découle immédiatement des résultats pré- 
_ cédents. On a en effet 
É 1 ae, 
. OP OM 
d'où OP’ = OPli— 4(1 — OP )] = 40P° — 30P. 


d é (L. VINCENT, école primaire supérieure de Nancy.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; E. Ardin-Delteil ; G. Bil- 

| lionnet; L.-A. Blanc ; J. Borgey; Catin; G. A a LE Ch. Doumerc ; G. Foucry; 

2. Gallay ; E. Gernez-Pfanmater ; 6 Hébrard ; Jantet ; Tr. Lalescu ; E. Le 
Maigre ; H. Loignon ; ; G. Marie ; R. Martin ; S. N. te G. Nazare ; A. Pichon ; 
À. Popescu; Rives; G. Schoonheere ; L. Troin ; Venet; "Wulleman.} 


RER ER 


PHYSIQUE 


> 


4580. —, Deux miroirs concaves M et M', dont les axes coin- 
À cident, sont disposés en regard l’un de l’autre à 3" de distance. 
- Un objet lumineux AB, de 0®,20 de longueur, étant placé dans 
- l'intervalle CC: des deux centres, normalement à l'axe commun 
et à une distance de 1%,80 du miroir M, donne deux images égales. 
On demande : 1° la longueur de ces images et leurs caractères ; 
20 Le rayon du miroir M'. 
00'— 37, OP —1,80,  AB—0",20, OG—1n, 
; (Bacc. class., lettres-math., Montpellier, mars 1899.) 






















L'objet étant placé au-delà du double de la distance focale des 
deux miroirs, chacun de ceux-ci 
M' donne une image réelle, renver- 
sée, plus petite que l’objet. 
Appelons : la grandeur de 
l’image donnée par M, p' la dis- 
tance de cette image au point O, 
_ f la distance focale du miroir M. On a les relations 








LP ACREESS et LE, 
| [1 RS ER Ron PP 
Mi Fon déduit KE aa AA 

0 DT 


_ Posons 00'— 4. L'objet est à une distance d—p du 
. miroir M/, et l'image # fournie par ce miroir se déduit des rela- 
tions suivantes, dans lesquelles »” représente la distance de ? au 
point (’, f' la distance focale du miroir M: 

He 1 5 Qi 1 à p" 


He = — PE ne 


#7, 
Li 





FT: dd AOTLE 
“Abe. à OR ET 
Comme les images an égales, on a 
AE RSRTERE 
re à HV 
d’où l'on tire 'uR La 
1° La longueur des images s'obtient par la formule 
Fra f _— 50 — em 
Ar = Al 180 — 50 — 148,097 


Nous avons indiqué plus haut les caractères de ces images. 
2° Le rayon KR’ du miroir M’ a pour valeur 2/f', c’est-à-dire 
2f(d —») 
p 
Remplaçant les lettres par leur valeur, il vient 


2 x 50(300 — 180) 


= 180 


— 66°2,66. 
(ARDIN-DELTEIL. } 


[Ont résolu la même quéstion : Mes M. Pont; Campana ; MM. Arcizet : 
L. Barberot; Baudouin ; R. Bazin ; Billionnet ; Bloch ; G. Bouju ; Bourrel ; 
E. Briqueler ; R. Van Cauwenberghe ; Chedeville ; ; H. Damoïiseau ; Debenest ; 
Desplats ; F. Deville; Dodier ; Douimerc ; A. Duval ; R. Fazembat ; E. Foucart ; 
A. Garnier; E. Gillaizeau ; E. Girardeau : C: Godard ; M. Gondran ; Gutton : 
G. Hamot; R. Henry; H. Janois ; J.-M. Lagarde ; Lallier; -d. Lamotte ; 
À. Lecoutour ; ; E. Le Maigre ; Le Révérend ; Leroux ; vhs Le Sage ; Malleret ; 
Marchal ; Marrot ; Maumejean ; ; P, Millevoye ; J. Mouchet ; Nahon ; R. P.; 
A. Picard : M. Ravinet; Remondet, E. Rieumajou : E.’ a Rue G. Salles ; 
Schmitt; Schoonheere ; Schuller ; M. Teulié ; Texonnière ; Tumerelle ; 
R. Turgis ; A. Vidalenc ; Vien ; J, Vignier ; R. Vollaire ; L. Zlateo:] 


4587. — L'équivalent mécanique de la chaleur est représenté 
par le nombre 425 lorsqu'on prend pour unités 
de temps : la seconde ; 
de longueur : le mètre ; 
de force : le kilogramme-force ; 
de quantité de chaleur : la grande calorie. 
Quelle est la valeur numérique de cette constante lorsqu'on prend 
pour unités 
de temps : la seconde ; 
de longueur : le centimètre ; 
de force : la dyne; 
de quantité de chaleur : la petite calorie ? 


(Bacc. lettres-math., Bordeaux, mars 1899.) 


L'unité de temps ne changeant pas, il n’y a pas lieu de s’en 
occuper. 

Si l'on prenait d’abord pour unité de force la dÿne qui est 
981 000 fois plus petite que le kilogramme-force, sans changer les 
autres unités, l'équivalent mécanique de la grande calorie serait 
981 000 fois plus grand, c’est-à-dire 425 >< 981 000. 

Si maintenant on prend pour unité de longueur le centimètre, 
la même force agissant sur un même corps fera subir au corps 


un déplacement exprimé par un nombre 100 fois plus grand que 


lorsqu'on prend le mètre. Enfin le travail correspondant à une 
petite calorie est 1000 fois plus petit que le travail correspondant à 
une grande calorie. L’équivalent mécanique de la chaleur, dans 
le second système d'unités, est donc exprimé par 


425 XX 981 000 >< 100 _ 


416 
1000 “HN 


Le premier nombre 425 est l'équivalent mécanique de la grande 
calorie exprimé en kilogrammètres. La valeur numérique de la 
nouvelle constante dans le second système d'unités, valeur que 





= 


#4 
“ 











où, } “à à : ARE 9 SAR : 1 | 
l'on prend égale à 417105, est l'équivalent mécan AVE de la 
petite calorie exprimé en ergs. . 

Ce dernier équivalent est représenté par #joules 17 puisque le 


joule vaut 107 ergs. me L 
(LE REVEREND, lycée de Coutances.) 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; A. Croze ; P. Delolme ; 
R. Fazembat ; G. Foucry ; A. Garnier : R. Henry ; V. D. L., à Felletin ; J. La- 
motte ; P. Letourneur ; P. Millevoye; M. Nahon; M. Oger ; R. P.] 
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CONCOURS DE 1899 


CONCOURS GÉNÉRAUX .… 


Classe de Mathématiques élémentaires. 


Mathématiques (Paris et Départements.) 


1, — 4G03. Résoudre le système d'équations 
1 1 1 
YA TS = 0; B+ — —= b, DH, 
2 T y 


où &, b, € sont des nombres donnés. 

Ce système admet deux solutions. Si l'une de ces solutions est 
formée de nombres rationnels, il en est de même de l’autre ; pour qu'il 
en soit ainsi, il faut et il suffit que a, b, c soient des nombres ration- 
nels et que l’on ait 

abc —a—b—c LATRESS 
n 
n étant un nombre rationnel. 

Que deviennent les valeurs trouvées pour æ#, y, 3 quand on y rem- 

il 


Ve 


place respectivement 4a,b,c par # 
P 


fees 

y 
Peut-on choisir a, b,c de manière que le système proposé admette 
deux solutions distinctes formées de nombres entiers ? 


II. — 4604. Étant donné un triangle inscrit dans un cercle, on 
mène par les sommets A, B, C trois parallèles qui rencontrent respec- 
tivement le cercle aux points A”,B',C'. On joint un point quelconque P 
du cercle aux points A’, B',C'; les droites PA", PB’, PC’ rencontrent 
respectivement les côtés BC, CA, AB aux points @, f, y; démontrer 
que ces points x, $, y sont en ligne droite. 


(15 juin, de 8h. 1/2 à 2h. 1/2.) 
Classe de Première-Sciences. 
Physique et Chimie (Paris et Départements.) 
I. — Principe des machines magnéto-électriques et des machines 


dynamo-électriques. 
donner la théorie. 


— Décrire une machine magnéto-électrique et en 


I. — Généralités sur les carbures d'hydrogène liquides et solides. — 
Étude particulière de la benzine et de l'essence de térébenthine. 
(15 juin, de 8 h. 11/2 à 2 h. 1/2.) 


RE —— — ———— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4G05. — Pour quelles valeurs de n l'expression 


93n?+n+6 2 33n+6 


est-elle divisible par 7 ? 
(A. Porescu, lycée-internat de Jassy.) 


plan, tracer une droite” qui les coupe ie les 
donnés à et à’. DNS PE 
Discuter la solution et calculer les segments interceptés ae des de 
circonférences sur la droite, en désignant par r FE r' les rayons et 
par d la distance des centres. r 
On rappelle que l'angle de deux courbes e en un point qui leur est com- 
mun est celui de leurs tangentes en ce point. as 


(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1898.) | | 


























Ci La “ # e » M 
A4G07. — On veut construire un aréomètre qui, . 


sous une surface donnée, présente le plus trait 


À B volume. 
Sa forme est celle d'un cylindre terminé par deux 
cônes égaux dont les demi-angles au sommet sont de 
450. > 
C 5 On demande les dimensions de l'instrument pour 


un volume total d’un demi-litre. 
(Bacc. letires-sciences, Alger, mars 1899.) 


4608. — Etudier les variations de la fonction : 


y = 22 — 3x? — 3x +2, 
quand æ varie de — © à +. 
N. B. — Cette variation exige l'emploi de la dérivée. 


* 


4609. — Sur l'un des plateaux A 
sée juste, on à mis un 


d'une balance de Roberval, suppo-= 
vase C contenant de l'eau, et à côté de lui des 
poids marqués. L'autre plateau B fait équilibre 
au premier au moyen d’une tare et porte une 
potence au bout de laquelle est suspendu par 
un fil fin un corps D de poids P qui plonge 
dans l’eau du vase C, sans en toucher le fond. 
Dénouant le fil qui était attaché à la potence, 

on laisse le corps reposer sur le fond LR vase 
et on demande : 





1e Ce qui arrivera ; 
2° Si l'équilibre est rompu, quel poids il faudra mettre ou “enlever 
pour rétablir l'équilibre horizontal du fléau ; 
3° Quel est le poids spécifique du corps si P—248",64 et si la 
somme des poids qu'il faut ajouter au plateau A, pour rétablir l'équi- 
libre, quand on raccourcit le fil auquel le corps est suspendu de manière 
à le maintenir hors de l’eau, est de 68,4 | 
(Bacc. lettres-sciences, Caen, novembre, 1898.) 


4G10.— Un aréomètre destiné aux liquides plus denses que l'eau 
affleure au point 0 dans de l’eau à la température de 4 centigrades, et 
au point 15 dans une dissolution saline dont la densité est 1,116. — On 
le plonge dans du sulfure de carbone que l'on porte successivement 
aux températures de Ue et de 40° centigrades. 

A la température de 0, l'aréomètre affleure à la division 32,7. 

A la température de 40°, l'aréomètre affleure à la division 27,6... 

On demande : 

4e La densité du sulfure de carbone à la température de 0e À 

: La densité du sulfure de carbone à la température de 40e ; ? 

3° Le coefficient de dilatation du sulfure de carbone. 

(On négligera l'influence de la variation de température sur le ME 
de l’aréomètre.) 


{Bacc. leltres-math., Montpellier, novembre 1898.) 


© 2 © f — — ——————————— 


* . 


La question 4596 sera traitée dans la Revue de Mathématiques 
spéciales. Cette question avait été donnée, par erreur sans eee 
comme problème de géométrie élémentaire, au récent concours d'admis- 
sion à l’école navale. & 
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4536. — Par le foyer d'une parabole ou d'une ellipse mener 
une sécante de longueur donnée. — Discussion (*). 


. 
Solution algébrique. — Considérons une conique‘définie par 
un foyer F, la directrice correspondante DD’ et l’excentricité e; 


soit MN —7 une corde de cette conique 
passant par F. On à par définition 

ME __NF 
: MATE NO" SN OUR 


D'ailleurs, si l’on mène par F la parallèle 
IK à DD’, on a, en posant DF — 4, 
AL MR 
NÉE CNE a d ND ” 
ou, en tenant compte de (1), 





6 On déduit de là 
2MF.NF = de(ME + NF). 
Les segments MF et NF sont donc déterminés par les équations 
MEÆNF—7, “MENF = ©, 
et par suite, vérifient Ce 


2 


dei 





if + (2) 
Cette équation admet deux racines réelles et positives lorsque 


 — 2del > 0, ou 1>2de; 
MINE Er et la corde 


€ 


dans le cas limite où ? — 2de, 


MN devient perpendiculaire à l’axe focal. Cette corde représente 


donc le minimum de !/. 


Ellipse ou hyperbole. = Dans le cas d’une ellipse ou d’une 
b? 
s'écrit alors 


etre — — l'équation (2) 


: LA 
ei 


. 
En supposant d'abord c<a (ellipse), les racines de celte 
équation ne peuvent représenter les rayons vecleurs d’une ellipse 


7 7 lb? 
one 0, 


$  qu'autant qu'elles sont comprises toutes deux à la fois entre 


a—c et a+c. 





De là les conditions 


f(a= ce) = fo fe Rent 


l(a + c) 
24 


> 0, 


fla+c) = (a+c)— > 0, 


LE L l 
D'ailleurs la demi-somme + 


qui sont satisfaites pour / < 2a. : 
est comprise entre a—c et ac, 
: b? , a + c 
extrèmes®ta et — ou (a —c) RER 
a : a 


puisqu'elle a pour limites 





Supposons maintenant c>a (branche d’hyperbole relative 
à F). Dans ce cas, les deux racines doivent être au moins égales 


à c—a. De là les deux conditions 
U(c— a}? 
feat ap +0 
L 
et C—a< ee 


La première inégalité est évidente; quant à la seconde, elle est 


b? cC+a 


toujours vérifiée, puisque le minimum de — , D (c— a) 





D) 


pl 


est supérieur à c— a. 


. Parabole. — Dans le cas d’une parabole de paramètre », om 


saitque d—p et e—1. L'équation (2) devient alors 


NES RER D Le — 0, 
avec la condition de possibilité 
=> 2p. 


Lorsqu'elle est remplie, on vérifie sans peine que les racines 


sont supérieures à D et par suite acceptables. 


(P. TRIBIER.) 


Solution trigonométrique. — Prenons pour inconnue l'angle 
æ formé par la corde cherchée MN — 7 avec l’axe focals 
Dans le triangle MFF", on a 
ME = 4c2+ ME + 4c.MF cos, 
d’où, en*remplaçant ME’ par "2a—MF 
et en dégageant MF, 
a? — c? 


ME = ————. 
, & + C COS x 





On aurait de même 

NE =... 
&— cCos x 
L'équation du problème est donc 


AT AUX, ur 


a + c COS & a—ctosx 
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ls, ei TO EN Es 








de. sl à Re CURE | 
LRU SUN RER sl 
rs. : , + | DANSE c d HA 3 e 4 
On en tire + Pr Fs pale EE «© 
x SAS FRET -- 
cos? CE —___—— . + - * 


lc? 
En exprimant que cette valeur du carré d'un cosihus reste posi- 
tive et inférieure à 1, on obtient comme valeurs possiblessde 2, 
2p2 æ L 


a SI< 24. 


Pour appliquer la HAL précédente à une parabole de para= 





2 Ja distance de F 


mètre p, remarquons que si on désigne par + 


au sommet voisin, on a a—c— À; 


don. tre + (a+ c); en remplaçant, il vient : 


C 
-n(1+<) 
AE a[al— pla+c)]) a 


— » 


4 C ‘ en 
ou, en faisant tendre 7 Yers 1 et simplifiant, L 
Tag TR 


valeur-comprise entre 0 et 1 lorsque 7 >> 2p. 
(F.-J .«BOURRIÈRES, école*#Saint-Joseph, à Sariat,) 
+ 
[Ont résolu la même question : 


MM. R. Hüe ; J. Sallaud; Vial.] 


4582.— Etant donnée une sphère O, on propose de la couper 
par un plan MN de façon que la surface latérale du cône. circons- 


* crit à la sphère le long de la section plane, augmentée de m fois 


la surface de la sonê extérieure MBN, soit égale à une surface 


donnee. 


(Bacc. lettres-math., Toulouse, avril 1899.) 


Prenons pour inconnue la distance du plan MN au centre de la 
sphère O, et posons 
OL OME AR. 
La condition imposéé s'exprime par 
TAM.MI+ m,27R.BI = x#?, 

rh? représentant la surface donnée. 

Calculons AM, MI et BI en fonction de 
R et x. On a d'abord 





BI = OB+O0I=R +, 
. M=VON OÙ = VF %: 
B d’ailleurs les triangles semblables AMI, 

MOI, donnent 

ET = Ml d’où AM = — er. — 2, 
L'équation du problème est donc 

n (R? — x?) + 2mR(R + x) = k?, 
ou . (2m — 1)Ra? — (ke 2mR2)x + R°3 = 0. 


s 


Discussion. — Pour qu'une valeur de x convienne au pro- 
blème, il faut et il sufil qu'elle soit réelle, positive et au plus 
égale à R. La mise en équation suppose en effet æ positif, autre- 
ment la valeur de AM serait négative ; nous verrons plus loin 
comment on interprète une valeur négative de æ. 

Cas d’une solution unique. — Pour qu'il ÿ ait une racine, et 
une seule, comprise entre 0 et R, il faut et il suffit que 


f\0)./(R) < 0. 
FO =R, » JR) = R(4R?m — A?) ; 


Or 













+ u e ER Ve "PP 

a condiiin Eherché 7e est donc it à nie ME RER 
” ARR RS D es 
Cas de deux Dihont: — Pour qu'il y ait deux PA dû il 


faut et il suffit: 4° Que les racines soient réelles, c 'est-à-dire que 
2 — 2m Re) — 42m — URS > 0 ; “4 
si on résout l'inégalité par rapport à m, on voit qu elle est ; 
vérifiée lorsqu'on a l’une des inégalités * 
k? + 2R? — 2kR 
Fr ER TER 


R2+2R2+2R, 
MORE 7 PTE 


(12 


(1) 74 
20 Que les racines soient positives ; autrement dit, que leur. 
produit el leur somme soient Rae Cela donne pour le produit 


2 1 


{ 


4 


6 m < 


me 


et, en tenant compte de cette condition, on trouve que la somme 
est positive si , 
. k2 

m < 3° (3) 
3° Que les racines soient inférieures à R, c'est-à-dire que l'on Î 
ait, à la fois, 1 


Fr 


(2m— 1)fR) > 0, d'où im > AE 
L 12 3 2 
et D + AUTOUR: d’où m > eu “0 (5) 


Reste à comparer les limites trouvées. à 
On voit que l'inégalité (3) est contradictoire avec (1’), et que sis 
k<R les inégalités (2) et (3) seraient contradictoires. Les iné- 
galités (2) et (3) étant toutes deux nécessaires, on devra supposer 
k> R; mais alors l'inégalité (1) pouvant s'écrire 


TS 


on voit qu’elle entraine l'inégalité (3 (3). On n’a donc qu'une limite 
supérieure pour ”, donnée par (1). 

Voyons si les limites inférieures sont bien compatibles avec 
celles-ci ; on à 


k2 — 2R +R? EMEZRE 
D ARR 
R—2RRH2R? A? _ (k—2R) 
TR LR TS MR GR 
RE 2RRHIR  A2+2R? 24 —R)(A—2R) 
2 SRI GR? 6R? 


Donc il faut que Æ > 2R pour que les inégalités “de « sens 


contraires soient compatibles. Ve alors 
k? 1 Ah? dr 
M3 = RE 2 RS 
M pt+ ant hEIRUNES 
AE CRETE MARE : 


donc est la plus élevée des limites inférieures. 


h” 
4R? : 
1 résulte de là que l’on aura deux solutions si l’on a, àla fois, 


k>2R, 
A A 
_R2—2RR+IQR? A+ (k—2R) 
TE AE IE ME 


à: TC 

Interprétation des valeurs négatives de x. — Pour une valeur es 
tive de æ supérieure à —R, les valeurs de BI et MI sont réelles et 
positives, tandis que la valeur de AM devient réelle et négative ; cette à 


valeur gorrespond donc à la relation 


r(— AM).MI + m.2TR.BI = zh, F52 7 mÉER 
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‘6 


\ de même, pour y = r(3 + 2/2), 
+ respondant à r(1 + V2). | k 


ou | RES se rAM.MI + en: 4 : 

n Ô Ÿ 4 pee rer À Pad Li - » a We ü ‘ 4. à LH + d : | ne. 1 
. Le plan MN déterminé par une valeur négative de æ est done ici tel 
que m fois la zone intérieure MBN diminuée de la surface latérale du 


f DE! 


cône AMN égale la surface donnée 7h? A 


_[M. L. BLocu, élève de Mathématiques élémentaires à Bar-le-Duc, a résolu la 
même question. Toutes les autres solutions reçues ne donnent que des discus- 
sions incomplètes.] 


: 
| 
»: 


“ 


4600. — Étant donné un cercle O de rayon r, par un point 
S pris sur le diamètre SOM on mène la droite SA tangente au 
cercle et on la prolonge jusqu'à sa rencontre, en B, avec la tan 
gente au point M. , 

La figute tournant autour de la droite SM, SB engendre la 
surface latérale d'un cône. 

Etudier la variation de cette surface latérale lorsque le point S 
se déplace sur MO. 

On prendra pour inconnue la longueur OS. 


(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, mars 1899.) « 
LR 


Expression de la surface. — On a 
S — 17MB.SB. 


Evaluons MB et SB en fonction de 
r et de OS — x. Les triangles sem- 
blables SOA, SBM donnent 


S0 OA" SA 





RUE LE SME 
œ É rT # a? — y? . 
pr SMS D MEMBRE Er 
ou prete r(æ+ ») 
d’où SET res BPMS-= ms 
Donc 
CL ra(@ + Fr.  ræfx+r) 
: TE PR NN ET Ce um | 


Cette formule subsiste lorsque $ est pris sur le second prolon- 


_gement de OM pourvu que # et S soient pris négativement, le 
segment OS et la surface SMB ayant changé de sens. 


L'étude de la variation de S se ramène à celle de la fonction 


2aidhr) * , 
SERA EE | 
gEiy 


à laquelle on peut appliquer l’une des trois méthodes suivantes : 


4° Méthode indirecte, — À une valeur donnée de y correspon- 


dent généralement deux valeurs de æ fournies par l'équation 


m2 = (y—r}x + ry = 0. 
La condition de réalité de ces valeurs est . 
Here ury,> 0, : 
MSG ET > 0), 


_ inégalité satisfaite en prenant . Ù 


soit y < r(3 — 22), soit y > r(3+2V2). 


_ Pour y—=r(3—2ÿ2), y passe par un minimum auquel 
_ correspond pour # la valeur unique 





à . 2 = PT ei — V2); 


y passe par ün minimum cor- 


.® nepouvant prendre aucune valeur entre —7r et +7, le 


maximum de y est à écarter. 


n'atere + 





Par suite, æ variant de —c à —r, 
1e TER de à 0; æ variant de 


y PEAR à SCO GE 


“+ jusqu'à son mini- 
mum et croit ensuite en 
repassant par les mêmes 


cer la courbe figurative 
ci-contre des variations de 
y, la partie en pointillé 
représentant la variation 
de y entre —r elët#», 
cette courbe est une hy- 
perbole. 





20 Emploi des dérivées. 
— La fonction 


a? ræ. é 


a pour dérivée 
(x? rœ)'(æ — r}—4 (x? + rx)(æ — r) 
a En 


2 8 {x — r}? 





(2x + r)(2 — r) — (x? + ra) 
(LT) 





ag? — 2rx — r? 

URCEOUE 
En se rappelant qu'une fonction est croissante ou décroissante 
suivant que sa dérivée est positive ou négative, on en conclut 


que y décroit lorsque , 





@? — 2rx — r? € 0, 
ou r(1 — V2) <a<rn (HE V2). 

Pour toute valeur de + en dehors de l'intervalle précédent, 
y croit; d’après cela, il est aisé de suivre la variation de y, en 
négligeant les valeurs de x comprises entre — r et +7. 

3 Emploi de la méthode de Fermat. — Cette méthode ne 
diffère pas au fond de la précédente, puisqu'elle revient à cher- 
cher dans quel cas la fonction y prend deux valeurs égales pour 
deux valeurs æ et x de la variable infiniment voisines. Or, 
l'équation 


ASF PO LL 2 a$ + TT 
revient à 
te A ee EE 
FEMNAP 1à — r)(&o — Tr) 4 
et en dehors du cas évident æ — x, se trouve satisfaite’ pour 
do — r(S + &o) — Tr? = 0, 2 


ou, lorsqu'on fait tendre æ vers %, 
œ£ re 20 — r? js 0, 
œo = r(l + ÿ2). 


(L. BOIS, école professionnelle de Vierzon.\ 


d'où ; 


[Ont résolu la même question: MM. Arcizet : E. Ardin-Delteil : V. Barol ; 
A. Chapron; P. Delolme ; Donnadieu ; A. Doué ; A. Drocourt ; E. Foucart 
G. Foucry ; M. Gondran : K. Ladevèze; A. Larue ; B. Mathé,; P. Millevoye ; 
M. Oger ; Rieumajou ;,J. Sallaud ; R. Turgis ; A. Vidalenc ; Vien ; R. Vollaire ; 
Janois ; Letourneur.| 
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4307. — Par un point O du plan d'un angle XAY, on mène 
une sécante ONP.. Lieu du quatrième sommet M du paraëlélo- 


gramme ANMP. ‘ : 


7 jh: As 
y où S croit 


valeurs. On peut alors tra-, 


AL SE ROUTES 7 







+ 
odluz À 


1 












 Démontrer que les tangentes en M et À au lieu trouvé se 
coupent sur la sécante ONP. te: . Res 
Nous allons montrer que le lieu de M est une hyperbole pas- 
sant par À et admettant pour asymptotes les parallèles OX’, OY’ 
à AX, AY. 
Soient, en effet, B, C, I les points de rencontre de la droite 





AM avec les droites OX, OY’ et la sécante ONP. Des triangles 
semblables permettent d'écrire 
LAS IN ae TIM 

ABreN0: EM . 

Or [JAUNE 
donc AB = MC. 

D’après une propriété bien connue de l'hyperbole, on conclut 
de cette égalité que lé point M appartient à l’hyperbole défime 
par le point A et les asymptotes OX', OY'. 

Par N menons à BC une parallèle qui coupe en D et, E les 
côtés de l'angle X'OY’. Les droites MD et AE sont les tangentes 
en Met À à l'hyperbole, puisque si l’on prolonge par exemple 
DM jusqu'à sa rencontre en D’ avec OY’', on a 





DMSLSUDN AE 
MS ANNE NE 
ou DM = MD”. 


Les deux tangentes MD, AE, étant les diagonales du trapèze 
AMED se coupent nécessairement sur la sécante ONP, qui joint 
les milieux 1 et N des deux bases (propriété connue). 

(F. BOULAD). 


Remarque. — D'après ce qu'on vient de voir, on peut obtenir 


très simplement un point quelconque et la tangente en ce point 


d’une hyperbole dont on donne un point et les asymptotes. 

Autre Remarque. — La théorie des faisceaux homographiques 

donne la solution sans constructions ou calculs. 
* Les droites PM, PN appartiennent à des faisceaux ayant pour 
pivots les points à l'infini sur AX et sur AY. Or ces droites se 
correspondent homographiquement. Donc le lieu est une conique 
ayant ses points à l'infini sur AX et sur AY. 

Les tangentes en ces points sont les rayons qui dans chaque 
faisceau correspondent à la droite des pivots considérée comme 
appartenant à l’autre faisceau. Or pour que PM devienne la droite 
de l'infini, il faut que ON prenne la position OY’. Donc les 
asymptotes sont OY' et OX. 

La droite ONP passant par le centre de l’hyperbole et par le 
milieu 1 de AM, est le diamètre conjugué à cette corde, donc 
elle contient le pôle T de AM: : 


(M. Rebeix, lycée du Puy, a résolu la même queslion.] 


4326. — Un triangle ABC, rectangle en À, se meut dans un 
plan, de manière que le côté AB reste tangent à une parabole 


u 


















AC passe toujours par le foyer de. 


son 


F6 12 DA » 1 ' 
donnée et que le côté 
OT d 


courbe. TAPANT 
Déterminer, pour une position quelconque du triangle, 
centre instantané de rotation O0. : | 





Dire quel est le lieu décrit par le point À, quand le triangle se à 
déplace et en conclure que AO est parallèle à l'axe de La para- 


bole. Enfin déterminer le lieu décrit par le point O sur le plan 


fixe. 


(Bacc. lettres-sciences, Caen, juillet 1897.) 


Observons d’abord que lorsqu'une droite enveloppe une courbe, 
* son centre instantané derotatiorf 


contact. à 

En effet, pour deux positions 
de la droite voisines l’une de 
l’autre, le centre de rotation est 
sur la perpendiculaire élevée au 
milieu de la corde de contact MM’, et lorsque cette corde tend 
vers la tangente en M, la perpendiculaire vient se confondre 
avec la normale en M 

Cela posé, le triangle ABC ayant le côté AB tangent à la 
parabole et le côté AG passant par le 
foyer F, c'est’à-dire tangent à un 
cercle de rayon nul, le centre instan- 
tané de rotation O de ce triangle est 
déterminé par l'intersection de la nor- 
male en M à la parabole avec la per- 
pendiculaire en F à AC. 

D'ailleurs, le point A étant la pro- 
jection du foyer F sur une tangente, 
décrit comme on sait la tangente au 
sommet de la parabole. Par suite, la 
droite AO, qui joint le point A au 
centre instantané de rotation O, est 
normale à cette tangente, c’est-à-dire 
parallèle à l'axe de la parabole. * EM 

Comme on l’a déjà établi récemment (V. 3e partie du- n° 4325, 
p. 138), le lieu de O est une parabole de sommet F et dont le 
paramètre est le quart de celui de la parabole donnée. 








est sur la normale au point de 









| 
| 
| 


(Fr. CHUBERRE, lycée de Rennes.) . 


Remarque. — L'hypoténuse du triangle ABC ne joue aucun 
rôle dans la question; on aurait donc dû ne parler dans l'énoncé 
que de l’angle droit BAC et non d'un triangle rectangle. 

[Ont résolu la même question : MM. P. Barroué ; Bayor; L. Fournier : 


Laguarigue de Survilliers; ÆE. Laudat; H. Lefèvre ; A. Legros ; G.: Marie; 


Robin ; P. Vincent.] d 


4475. — Dans un quadrilatère inscrit ABCD Les cercles de 
neuf points relatifs aux quatre triangles ABC, BCD, CDA, DAB. 
concourent en un même point. F ÉTEU | 

__ Dans un pentagone inscrit ABCDE Les cercles des neuf points 
relatifs aux cinq triangles ABC, BCD, CDE, DEA, EAB se cou- 
| pent deux à deux en cinq points qui sont sur un même cercle. 


I. Soit le quadrilatère ABCD inscrit dans un cercle de cen- ù 


tre O et de rayon R. Délerminons les points de concours des 
hauteurs des quatre triangles ABC, BCD, CDA, DAB. Ces quatre 
points, ‘H:, H2, F:, H;, sont les sommets d’un quadrilatère égal 


au premier. En effet, la figure AH,H,D, par exemple, est un pa-t 


rallélogramme, parce que les côtés opposés AH:, DH: sont tous 
deux perpendiculaires à BC et égaux au double de la distance 


















Lt 
+4 


B, etc. Le centre du cercle des neuf points de chacun 
es ABC, BCD, CDA, DAB est au milieu de la droite 


fau centre’ O du cérele circonscrit à ABCD. Le quadrilatère 
10:0:0,0, est donc inscriptible. Le rayon du cercle circonscrit à 
ce quadrilatère est égal à 1/2R, ‘le rapport de similitude avec 
H,HH,H; étant 1/2. 

_ On sai d’ailleurs que le rayon du cercle des neuf points est 
égal à la moitié du rayon du cercle circonscerit. Donc si des cen- 
res O1, O2, Os, 0; on trace les cercles des neuf points relatifs 
aux quatre triangles ABC, BCD, CDA, DAB, ces quatre cercles 
passeront au centre du cercle circonscrit à 01020,0,. Ils se cou- 
peront donc au même point ©. | 

II. Dans la figure 1, les droites AD et H.H: sont égales et pa- 


. LL] 







point © de concours des cercles des neuf points des triangles 
onsidérés. En appliquant ces remarques à la figure 2, nous 
4 oyons successivement que ABCD est un quadrilatère inscrit ; 


_ 


+ 


v { 


| Hi: est parallèle à AD; le point de concours 


des cercles des 
neuf points des triangles ABC, BCD est en Q; au milieu de HD 
et de H:A. De même le point de concours des cercles des 
neuf points des triangles BCD et CDE est en Q> au milieu de 


AE et ELB, etc. 


En considérant le triangle AH2E, nous voyons que {,Q joint 
les milieux des deux côtés H:A et HE; donc Q,@2 est'parallèle 
à AE et égal à sa moitié. De même Q@0, est parallèle à AB et 


égal à sa moitié, etc. Donc le pentagone 0:10:0:0,0, a ses côtés 
parallèles à ceux de ABCDE et égaux à la moitié des côtés cor- 
respondants. Il est donc semblable à ABCDE et, partant, ins- 
criptible dans un cercle de rayon 1/2R. 


CG qi de 
(R. MANEN, petit séminaire de Massals). 
[Ont résolu la même question : MM. H. Carpentier ; B. Carrière ; L. Ecoffard ; 
G: H. D. O. ; R. Lavallée ; M. Oger ; G. Shoonheere.] 
Per rénnne ne  us dite du RER ds pen 


TRIGONOMÉTRIE 


4547. — Resoudre le système 
tgætg(y+:) = a, 
tgytg(s+x) — b, 
tgstg(x+y) = c. 
Les équations proposées prennent, après développement, la 
forme 
tgætgy+igaætgsz+atgyigz = a, 
te ytg s+tigytgax+btg stgx — b, 
tgstgæ+igstgy+ctgætgy—=c. 
Posons 
tgætgy = _, 


lu ætgz = %, 
tgyltgz=s; 
on en déduit facilement 





(ga = HA) (x) 
S 
us 

CLÉ CAVE (f) 
vs 

ina Tr — (y) 


Le signe de l’une des tangentes étant fixe, les autres signes 
sont fixes, puisque si on a tgx, par exemple, tg y et tg< sont 
données par des équations du premier degré. 

Il suffit donc de déterminer les valeurs des inconnues auxi- 
liaires w, v, s; nous avons, pour cela, les trois équations 

UHU+HAS — A, 
S + u + bv = b, 
VHS + CU = C. : 

En remplaçant s par sa valeur tirée de la première, dans les 
deux autres équations, on obtient les deux équations 

(ab — 1)v + (a — lu = a(b — 1), 
(ac — 1ju+ (a — 1)v = alc — 1). 

La valeur de v tirée de la première équation et portée dans la 

seconde conduit à la valeur de w, savoir 
ES NA ne 32 om à 9 CEE (1) 
(ac — 1)(ab —1)— (a —1} 


on a ensuite 
(ac — 1)(b—1)— (a —1)(e — 1) 


ME FU ace 190 —1)= (a — 1} @) 
Si (bc — 1(a —1)—(b—1)(c — 1) 
CE CEE CE 


















di, sie 7 s LOS Hors AS À 
SRE La substitution des Talons (1), (2), ) da les relations (x), 
(8), (y) donne pour les valeurs de tgæ, tgy, tgz, 
Ve == 1) 
[(be — 1)(a —1)—(b — 1)(e — 1)[(ac — 1)(ab —1)—(a— 1) 
; y + | 
NAIL RS het URL —1) PACS ÆA )(c — 1)) 
[fac —1)8— 1) — (a — 1){0— 1)Tac — {ab — 1) a — 1) 
Br Et . 
(a—1)(c—1)][(be—1)(a—1)—(b—1)(c—1)] 


VEaNURIE 
[ab —1)(c —1) — (a — 1) — 1) [fac — 1)ab — 1) —{a—1}} 
(E. ARDIN-DELTEIL, à Montpellier.) 


M. L. Barberot, au Valdoie, a résolu la même question.) 
» a — —— 


PHYSIQUE 





: 


4588. — Le courant d'une pile, dont la force électromotrice 
est de 50 volts, traverse une spirale conductrice de #ésistance 
inconnue. Quelle doit être la résistance de cette spirale pour que 
dans une minute le courant y dégage une quantité de chaleur 
égale à 1500 joules? Quelle est l'intensité du courant fourni par la 
pile? 

On donne la résistance intérieure de la pile p = k ohms. 

(Bacc. lettres-sciences, Alger,wnars 1899.) 


L'énergie, en joules, qui apparaît dans un conducteur de résis- 
tance 7 traversé par un courant d'intensité + pendant un temps # 
est donnée par la loi de Joule : 

W = £rt, 
i étant exprimé en ampères, r en ohms et # en secondes, On 
doit donc avoir d’après l'énoncé 
1000 = 77500 
d'où ir 25. (1) 

D'autre part, la force électromotrice de la pile étant de 50 volts 

et sa résistance intérieure de 4 ohms, on a 


N-80 
kr + 
sa SIN 2500 
16 +7? + 8r 
Remplaçant & par sa valeur tirée de (1), il vient 
25 — 25007 
16 + r? + 8r 
d’où 1? — 99r + 16 = 0. 
Les racines de cette équation sont : 
y! — 9iohms 8925, 
r — Oobm,175. 
r À chacune de ces résistances correspond une intensité diffé- 
rente. 
Pour 7 — 94ohms,825, ona 
: 50 , 
2% | PE DUB EE = Oamp,521. 
Pour »7 = Ochm,175, ona 
: 50 
à PE Gp = 11400076, 


(H., DAMOISEAU, à Bar-sur-Seine.) 


[Ont résolu la même question : MM. M. Bameulle ; C. Croze ; Debenest ; 
F. Deville ; Donnadieu ; Gillaizeau ; E. Le Maigre ; Le Révérend ; P. Letour- 
neur ; M. Oger ; KR. P.; A. Vidalenc.] 





e Se (er 






























sus se trouve une atmosphère que Pen peut. 
mer. On met dans le vase un eflotteur formé 
prisme droit en verre de 20°? de hauteur et de 50 
_ de volume (densité du verre, 2,5) et d'une boule \ 
platine (densité 20) pesant 35788r. On demande quel 
” position d'équilibre prend le flotteur lorsque later 
.pérature est 4° et la pression de. l'air 1 aitmosphè 
(densité du inercure 13,5; poids du litre d' air 1er ,29). On deman ve 
l'effet que produirait un changement de pression sur l'état d'équ 
libre précédent. « 





(Bacc. lettres-math., Toulouse, novembre 1808.) 


Soit æ la hauteur du prisme qui émerge de l'eau. La sect 0: 
du vase est 7. 

3,146 x 100 = 3149,16, 

et la section du prisme de verre : 

500 

20 

La section de la colonne d’eau qui entoure le prisme est don! 

314,16 — 25 — 289cq,16 : É 


+ 


% À 
= 25cq, °| 


578 

etsa hauteur 016 — 208 
plonge dans le mercure à pour hauteur 18 —#!, 

Lorsqu'il y a équilibre, le poids du prisrpe en verre et de k 
boule de platine fait équilibre : 1° à la poussée du mercure sut 
la sphère en platine et sur la partie du prisme qui y plonge: 
2° à la poussée de l’eau sur le prisme; 3° à la poussée de l'air: 
On a donc LI 


:8 
500% 2,5 + 3578 — ae x 13,5 + (18— &)25 >/13,5+ 2 >< 23 
+ 2 X 25 >< 0,00429; 


Par suite, la partie du prisme qu 


d'où œ = 1168: 
Si la pression de l'air augmente, la poussée de l'air sur Îa 
partie du prisme qui sortait primitivement augmente ; pour 
compenser, il faut que la poussée du mercure das le 
prisme de verre se soulève légèrement. | 
Si la pression diminue, l'effet produit est inverse; le pers e 
s'enfonce légèrement. 
* (LE RÉVÉREND, lycée de Coutances.) 

(Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; R. Blanc ; G. Foucty 
M. Gondran ; G. Lallier ; J. Lamotte ; R. Lavallée ; B. Mathieu; P. Milleroye 
M. Oger; A.Pichon; Rieumajou ; E. Rieux ; G. Salles ; A:Vidalene ; H. Janois] 
e 
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CAR 


CONCOURS DE 1899 


: 


ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES 


Ahneélique Algèbre et Géométries. + Ê 
— 46114. Étant donnés la racine carrée A d’un nombre entier 

une unité près et le reste R de l'opération donnant cette raçine, 0 on 
demande quels sont, dans les divers cas possibles, le quotient ER le 
reste de la division du nombre entier par sa racine A. 


Il, — 4612. Pour quelles valeurs de m l'équation du second des 
en æ 2 « 
La — 2MX + 2m° + m — 6 AT 
a-t-elle des racines ? Quels sont, MERE Pa les cas, les. signes de tes 
racines ? | tp Tu ÿ Eat 


LE è (nes à 





De -3K- -L, k lue d PA 
IT. — 4613. Calculer . lës côtés CUT siens)8 convex F 
sachant : RIT 






ri TR PTE ga 
érimètre du quadi lat re es DRE 
la somme des carrés des côtés est 4a°, 
on peut jinse crire un cercle dans le quadrilatère, Fr 
que les diagonales du quadrilatère sont rectangulaires . 
Parmi tous les quadrilatères correspondant à des valeurs données de 
) et de a, quel est celui qui possède la plus grande surface ? 









1 : (19 juin, de 8 h. à midi.) 
Physique et Chimie. à 
1. — Principe de la condensation électrique. : 


11. — 4614. Un cube de fer, dont l’arête a 1 décimètre de longueur 
à 0e, flotte sur du mercure. 
«On demande quelle est la valeur de la pression qu'exerce le mercure 
sur une des faces verticales de ce cube lorsque la température du mer- 
cure et du fer est 100. 
On donne: . 

La densité du fer à 0°,e d — 7,80; 
« La densité du mercure à 0°, ô— 13,59 ; 
Le coefficient de dilatation absolue du mercure, u —0,00018 ; 
Le coefficient de dilatation linéaire du fer, k = 0,000012. 


III. — Comparer les propriétés chimiques des composés hydrogénés 
Bmés par les corps non métalliques dont l'étude est mentionnée au 
programme d'admission. 









(20 juin, de 8 h. à midi.) 


Histoire naturelle. 


1. — Caraètères généraux des Vertébrés. Division des Vertébrés en 
émbranchements et en classes ; caractères de ces divisions. 


NH. — La graine et la germination. 
s (23 juin, de 8 h. à midi.) 


ÉTAT RER ‘ 
CONCOURS GÉNÉRAUX (Suite.) 


“Classe de Première-Sciences. 


. Mathématiques (Paris et Départements.) 


| A615. — Deux prismes ERA TT ABCDA'B'C'D', ou P, et 
| A'B'C'D'A"B"C"D", QU EE 
posent sur un même plan 
incliné æy ; ils sont superpo- 
sés l’un à l’autre, P' sur P, 
de façon à avoir en commun 
la face A'B'CD’. Les arètes 
AB, CD, A'B', C'D', AB", CD" 
sont parallèles aux lignes de 
plus grande pente du plan 


























des faces BCB'C' et B'C'B"C" 
se trouvent attachées les 
extrémités d’un fil qui s’en- 
roule sur une poulie telle- 
ment choisie et disposée que. 
les brins MP et NQ du fl 
sont parallèles aux lignes de 
plus grande pente. Enfin au 
centre 0 de la poulie s'exerce une force F, parallèle elle aussi aux 
lignes de plus grande pente et dirigée vers le haut. 
On demande les conditions d'équilibre du système. 
5 l'équilibre se trouve rompu quand on fait varier F, dire de quelle 
façon il le sera. Discuter. ‘ 
L et p' poids des prismes P et P', supposés homogènes. 
f coefficient de frottement du prisme P sur le plan incliné. 
_f' coefficient de frottement du prisme P' sur le prisme P. 

ä inclinaison du plan æffsur l'horizon,  ° 
(On néglige la masse de la poulie et l'on suppose le fil on 

Le 


(28 juin, de S h. 1/2 à 2 h. 1/2.) 


»: 


incliné. Aux centres M et N_ 
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, PARIS 
Lettres-Mathématiques. 


Mathématiques. 


EL — 4616. Dans le plan d'un carré ABCD, trouver un point M tel 


‘que 


MA? ms MB? — p?, 
MC + MD — q°. 
A quelles conditions doivent satisfaire les deux carrés p? et q°? pour 
que le problème soit possible ? 


I, — 1% sujet. — Calculer sin (a + b) et cos(a+b) en fonction 


de sin &, cos 4, sin b, cosb. 


1. — 2° sujet. — Résoudre un triangle, connaissant les trois côtés, 


Il. — 3° sujet. — Résoudre un triangle, connaissant deux côtés et 
l'angle compris. 


LE) 


Physique. 


» 
1. — 4617. Un flacon possède à 0° une capacité de 40e. Peut-on 
verser dans ce flacon une quantité de mercure telle que, lorsque la 
température varie, le volume non occupé par le mercure demeure 


indépendant de la température ? Quel est le poids de mercure à em- 
ployer? ‘ 


1 
Coefficient de dilatation linéaire du ver rer 
éa 1 YEN, 00 
É < è : Î 
Coefficient dedilatation du mercure, SE00 | 
Densité du mercure à 0°, 15,6. 
Il. — 1er sujet. — Effets calorifiques et lumineux des courants. ST 
plications. 
Il, — 2 sujet. — Courants d'induction produits par la variation 


d'un courant électrique. 
IL. — 3° sujet. — Courants thermo-électriques. 


Lettres-Sciences. 
Mathématiques. 


1. — AG18. Deux mobiles M et M se meuvent sur deux/trajectoires 
rectilignes parallèles æ'x, y'y et se trouvent, à l'instant initial, à la même 
distance À des points de repère 0 et 0’, ou origines des espaces et du 
même côté de ces points, vers la droite, par exemple. Ils sont animés 
de vitesses respectives » et v' dans ce même sens, mais le mobile M 
est en outre soumis à une accélération constante y de sens contraire 
à la vitesse ». La vitesse v’ du mobile M' reste constante pendant 





Fe 0 M 8 M, g 
| ce ne AE RETRO EE ESS En 
, PEUPLE ’ 
1 > 0 
BL nt RON + ER Re de. LOIS RER RSR SU LE ER 
y! 8 ÉRR T PCTME CN | R PRCRR EEE TM, ÿ 


toute la durée du mouvement. Au bout d'un temps æ le mobile M 
esten M;, ayant parcouru un espace ! et le mobile M' est en M;, ayant 
parcouru un espace l'. On demande d'étudier la gariation du rapport 


quand le temps x varie de moins l'infini à plus l'infini et de 


T 
représenter cette variation par une courbe figurative. 

On supposera do — 10m, v—5m, y —0",1 et v' = 30, 

II. — 1er sujet. — Rappeler les propriétés essentielles du plan tan- 
gent à une surface et les appliquer aux questions suivantes : 

Plan tangent à un cylindre par un point donné de sa surface ; 

Plan tangent à un cône passant par un point extérieur donné. 

Il, — 2° sujet. — Construire l'intersection d’une sphère et d'un plan 
oblique aux deux plans de projection et donné par ses traces. 

I, — 3 sujet. — Un plan est donné par son échelle de pente, et un 
point par sa projection sur le plan de comparaison et sa cote; cons- 
truire la distance du point au plan, 

F . à ® 
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Ï. — Une lunette astronomique est disposée de facon qu'on voie net- 
tement un objet situé à l'infini. On regarde ensuite avec cette lunette 
un objet placé à 4m de l'objectif, et pour le voir nettement on est obligé 
de faire varier de 86 la distance de l’oculaire à l'objectif. Quelle est la 
distance de l'objectif ? ( 

II. — 1er sujet. — Lois fondamentales des courants. 

11. — 2e sujet. — Poids spécifiques des solides et des liquides. 


t Il. — 3e sujet. — Bobine de Rubmkorff. 


Re Ÿ 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4619. — Le nombre entier 21%—1 est divisible par (31)°. 
4620. — Trouver deux nombres entiers sachant que la somme des 
» . quotients obtenus en les divisant par leur plus grand commun diviseur 
est 7 et que leur produit divisé par ce même plus grand commun 
diviseur est 60. bow10o 30w1d dw15 ” 
(1. GRÉVIN.) 


L) 


46214. — Vérifier que l'expression , 
Ba? + y? + 2°?) — H(Ty + L3 + YZ) 
est la somme de trois polynomes entiers carrés parfaits. 
(A. SANTE-LAGuE, à Agen.) 


4622. — Résoudre le système d'équations 
a+ y = ak}, 
a —ÿ = br, 


T+Yy—=c. 
4623 .— Exprimer au moyen de l'entier n la somme 
4249284 a Ln, — (2n — 1 + (2n). =: midme#1). 


(Bacc. lettres-math., Clermont, novembre 1898.) 


4G24. 
centre 0 ; 


P 
é 4 tel que l'angle OPC soit maximum, 
VU DODGE D calculer en degrés et minutes la valeur 
de l'angle maximum, 


(Baec. lettres-malh., Poitiers, novembre 1898.) 


— On donne un cercle de rayon R et de 
trouver sur la circonférence un point P 


4625. — Sur AB comme hypoténuse, on construit un triangle rec- 
tangle isocèle ABC ; sur.BC comme hypoténuse, on construit, extérieu- 
rement au précédent, un triangle rectangle isocèle BCC:;, et ainsi de 
suite. Soit C, le dernier point obtenu, On demande: 

1° La longueur de la ligne brisée ACC:C:...C; 

20 La somme des aires des triangles que l’on a construits ; 

3° En considérant les droites AG, CC:, GC, ..., C1, comme repré- 
sentant des forces en grandeur et direction, de réduire ce sy stème de 
forces à un couple et à une force passant par B. 


(Bace. lettres-math., Toulouse, novembre 1898.) 


> 
4626. — Soit un triangle rectangle ABG dont l'hypoténuse BC et 
la hauteur AH sont données: BC— a et 
E AH = h. On considère la bissectrice exté- 


rieure DE de l'angle droit A et les perpendi- 
culaires BD et CE abaisstes des sommets B et 
C sur cette droite. 1° Calculer le volume V 
engendré par le trapèze DBCE tournant autour 
de DE ; 2° Calculer le volume V' engendré par 
le tr jangle ABC tournant autour de la même 





Bu 


Fes DE ; 3° Déterminer a en fonction de k, de manière que le rapport 


nh 
1 soit égal à PT DA étant un nombre donné. RORUONS que doit 


remplir # pour la possibilité du problème. 
(Bacc. lettres-ntath., Nancy, novembre 1898.) 


— 





En supposant 
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ï ses Sn ES 
unstronc de irconserit » SJ 
naît le Rare de Ja surface atérale à la surf SNS 
rapport des rayons des bases. — Discussion. NE 4 1 


fi letires- sciences, Marseille, nbvembre 4 898. 14 


4628. V8 TI AA BB’, ec’ sont les hauteurs SU a ABC, 
AB". BC' CAE = AC:BA'".CR = À'B'#BCCUS ; 
(G. DELAHAYE, à Roye.) 4 


4629. — Diviser, à l’aide du compas seul, un arc de cercle ‘dont 


extrémités A, Bet le centre O sont donnés. 
LC. DELAUAYE.) 


4630. — On considère deux cordes AB, CD d'un re telles que A) 
est bissectrice de l'angle formé en joignant son milieu aux deux extré 
mités de la corde CD. Démontrer que CD est également bissectrice di 
l'angle formé en joignant son milieu aux extrémités de AB. 


4631. — On donne un cercle O et une corde AB. Par un poir 
quelconque M de AB, mener une corde CB telle que l'on ais, 2 e] 
joignant A aux points C et D, * 

—— 
MC :_ AC. 
” MD xp 


Lorsque M se déplace sur AB, trouver les lieux des pointé, a con 
cours des médianesæt des hauteurs du triangle ACD, et le lieu du nie d 
de la bissectrice issue de A. 

(E, Foucné.) : 


4632. — On considère un cercle 0 et deux points fixes A et B. Pat 
Bon mène la sécante BUD, et l’on trace les cordes CAE, DAF. Trouver 
le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle AEF. 

(M. Reneix, au Puy. Y 
11 

AG33. — Prouver que, dans un triangle, chaque médiane-est pro 
portionnelle au sinus de l'angle formé par les deux autres. 

(H. Micue, lycée de Douai.) * 


4634. — Sur l'axe principal d'une lentille convergente L avant 
pour distance focale f = 50cm, on place un point lumineux p° à une 
distance a de la lentille. Du côté opposé de la lentille on applique un 
miroir plan M perpendiculaire à l'axe principal de la lentille, la facé 
réfléchissante tournée vers la lentille (celle-ei est supposée infiniment 
Pt Les rayons lumineux issus de P traversent unç première fois 
la lentille, se réfléchissent contre le miroir plan, traversent une seconde 
fois la lentille et ressortent enfin pour converger en un point P' (réel 
ou virtuel) situé comme le point P sur l'axe principal. ° 

Calculer Ia distance a’ de ce point P' à la lentille, connaissant q et 13 

Etudier la variation de a’ quand on fait varier a de æ à 0. 

Trouver à quelle distance il faut placer le point P pour que le point P° 


coïncide avec lui. 
(Bacc. lettres-math. , Dijon, ee 1898.) 


4635. — On suppose qu'une de de longueur connue” AB donne 
l'uty quand elle supporte un poids de 10ks, On 

demande : 
4° Quelle tension il faut qu ‘elle supporte poui 
donner le sob ; 
2° Quel poids p il faut mettre sur le plateau M 
ap exercer cette tension par l'intermédiaire de 
la presse hydraulique P et du levier BCD. L'extré- 
mité A de la corde est fixée au point fixe A, 
l'autre extrémité est attachée au levier et D est le point fixe du levier. 
. Les surfaces des pistons sont S—0m,,01 et s—100mm, ; BG= = 60% 
et CD = 20cm ; L — 
3° La pression barométrique intervient-elle dans l'expérience ? o ; 
(Bacc. leltres-math., Toulouse, JUS TER 


BA C1 Dm 





4636. — On relie une pile de Daniell à un galvanomètre par. l'inters 
médiaire d'une résistance de 300 ohms; on obtient une déviation dé 
40°. En doublant la résistance interposée, la déviation tombe à 30: 
On répète la même opération avec une pile de Bunsen et on trouve que 
pour obtenir les mêmes déviations i] faut intercaler SUCCESS des 
résistances de.550 et de 1100 ohms. 

On demande de calculer le rapport des forces électromotrices LE 
deux piles. + 


(Bacc. lettres-sciences, Nancy, En 1898) 





. Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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M CONCOURS GÉNÉRAL 

DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (1899) 


Mathématiques (Paris et Départements.) 


Solution par M. L. Remy, élève du lycée Lakanal, 
Lauréat du concours (1e prix). 





I. — 4603. Résoudre le système d'équations 
1 
y + ni a; (4) 
1 
æ + d'iees c (3) 
y Et ? 


% 
où x, b, c Sont des nombres donnés. 
Ce système admet deux solutions. Si l’une de ces solutions est 
formée de nombres rationnels, il en est de même de l'autre ; pour 


qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que a, b, c soient des nombres 
rationnels et que l'on ait 


abc—a—b—c—=n + Let 
n 


n étant un nombre rationnel. 
Que deviennent les valeurs trouvées pour x, y, 3 quandony 


1 


rämpluce respectivement a,b,cpar P+ _ TT PESS 


( 


Peut-on choisir a, b, c de manière que le système propose 
agdmette deux solutions distinctes formées de nombres entiers ? 


rt, 
F 


Je tire y et : en fonction de x de (2) et de (3) et je porte 











dans (A): 
RÉTER ot Lit : 
Re æ, d’où Y= ——: 
bæ —1 ne LR L 
PTAREAS ie 2 AM PRE € 
Nous obtenons l'équation en æ 
1 œ , 





C— x ; 


Are 0 

(ab —1)x? — (a — b —c + abc}x + (ac — 1) = 0, 

a—b— c+ abc + (abc — a — bd 
2(ab —1) : 

Remarquons que le système proposé ne change pas quand on 

y permute circulairement x,y, + et a, b,c. Nous obtiendrons 

donc les valeurs de y et 3 en faisant les mêmes permutätions 
dans la valeur trouvée pour «. £ 


d’où 


(D 





c)? 4 


î 
ê 








Nous avons ainsi deux valeurs pour chaque inconnue : soient 
æ,, Yi, 31 les valeurs pour lesquelles le radical est précédé du 
signe + et 22, ya, 2 celles où il est précédé du signe —. Reste à 
savoir comment il faut associer ces solutions. 

Je prétends d'abord que le système admet deux solutions 
(elles sont réelles pourvu que abc —a—bh—c ne soit-pas com- 
pris entre — 2 et +2). En effet, les formules qui donnent y et 
z en fonction de x sont du premier degré en 7 et en :; à une 
valeur de x correspond donc une valeur et une seule pour y et 


pour +. Ceci posé, je dis qu'il faut associer les valeurs qui ont 


le même signe devant le radical, car si l’on prenait par exemple ‘ 
ISO ï 
DE RER +, 
| De ef VAI. 
NN er 
| RIRES EN ’ 
on en déduirait par permulaiions circulaires 
/ OR ee ER 
| ADR = tete D = — ; 
| VESTE PRES pe 
1 Mile el encore y= —À—, 
LAS AS at à +V 


TE T0 D 


ce qui donnerait trois systèmes distincts de solutions vérifiant le 
système proposé. 


La quantité qui entre sous le radical des deux valeurs de «x 
étant symétrique par rapport à a, b, ce, elle est la mème pour 
y, et 3. Il en résulte que si (abc —a—b—c} —% est carré 
parfait, Les deux solutions du système seront rationnelles. 
Meltons (abc—a—b—c) sous la forme d’un binome 
(n+n') et cherchons à quelle condition doivent satisfaire n el 
n' pour que (n + #') — 4 soit carré parfait. : 
On sait que si une expression de la forme n°? +n'?+ 2nn'— #4 
est carré parfait, elle ne peut ètre le carré que de (n+n') ou de 





(n—n). Or n+n?+2nn—4 ne peut être le carré de 
n+n. 
La condition nécessaire et suffisante est donc que 
Qnn — 4 = — Inn’, y 
I 
ou AE 


Donc abc—a— bc doit être de la forme 
1 
MES È 
L2 


IL est bien entendu que a, b, c, n sont rationnels. 


(sr 
Te (2 { LL FL a EN 






















+ quan 
PRE 1 RÉ OEL à 
Bpars yen, CROSS 


6 RAT Pire ME è TER 
Que deviennent les valeurs trouvées pour #, y, 
: { ; 

: k 

remplace a par 2 + À | 
| Au lieu de faire ces substitutions dans les valeurs trouvées 
ni pour +, y, +, effectuons-les dans le système proposé. Nous voyons 





ï $ 
14 . immédiatement que le système de valeurs 
à. , DE; 
# Yu b, 
RE 
1 À A 
, est solution. Pour trouver l’autre valeur de x, considérons l'équa- 
Pt tion (4). Le produit zx est égal à . 
! ac — L à 
ab—1 
d l 
c'est-à-dire PAU ES EEE D EURTS 


Bla +afry)+1L x; 

YB + ay) +1 7208 0 

(a + ay) +1 VC 
B +afn) HAE 


On déduit y et : par permutations circulaires. 


ou 


Donc la seconde valeur de x est 


* Pour que les deux solutions soient formées de nombres entiers, 
il faut d’abord que «, Ë, y soient entiers. 

Pour que la seconde valeur de x soit entière, il faut au moins 
que le numérateur soit divisible par 8. Or f(x + ay) +1 est 
une somme de deux termes dont l’un seulement est divisible 
par £. 

Les deux solutions ne pourront donc être formées de nombres 
entiers que si 


Res Ÿoe wa À Cds eV YA 


Mais alors les deux solutions sont confondues, car dans tous 

ces cas la quantité 
abc—a—b—c—=x2. 

Il est donc impossible de déterminer «, b, c de façon que le 
système proposé admette deux solutions distinctes formées de 
nombres entiers. 

[Ont résolu la 1ême question : MM. Ardin-Delteil, à Montpellier ; H. Dodier, 


lycée de Laval; G. Foucry, école normale de Châlons; M. Rebeix, à Clermont; 
P. Zlatco.] 


II. — 4604. Etant donné un triangle inscrit dans un cercle, on 
mène par les sommets À, B, C trois parallèles qui rencontrent 
respectivement le cercle aux points A', B', C'. On joint un point 
quelconque P du cercle aux points A', B', C'; Les droites PA’, PB, 
PC rencontrent respectivement les côtés BG, CA, AB aux points 
a, Ê, y; démontrer que ces points a, 6, y sont en ligne droite. 


* Traçons la droite af et considérons l'hexagone PA'ACBB" ins- 

crit dans le cercle et formé par les deux droites issues de *, les 

deux droites issues de £ et les parallèles AA’, BB’. Numérotons 
| les côtés et appliquons le théorème de Pascal : Les points de ren- 
| contre des côtés 1 et 4, 2 et 5, 3 et 6 sont en ligne droite ; or le 
point de rencontre des parallèles AA’ et BB’ est rejeté à l'infini 
é dans la direction AA’: donc la droite a est parallèle à AA'. — 
De même*on démontrerait que «y est parallèle à AA’. Ilen résulte 
que les trois points 4, £, y sont sur une même droite parallèle 
à AA’. 
\ Ce théorème se prête à la généralisation suivante : supposons 
que le point de concours 1 des droites AA’, BB', CC! soit à dis- 


*+ 








d on y tance finie, ou, 












1 LU à: 4 Le 
non plus parallèles mais con ourantes 
Le même raisonnement prouvera que 


, 











L 

sur une même droite, qui passe par le point de concours [ des . 
droites AA’, BB’, CC': st 0 

Remarquons que toytes les propriétés qui entrent en jeu dans 
ce théorème sont projectives (intersection de droites, droites 
parallèles). Si nous projetons la figure sur un plan par projection 
conique, le théorème se conservera ; il s'applique done à toutes 
les coniques. 

Cette remarque est d’ailleurs inutile, puisque la démonstration 
que nous avons employée ne repose que sur le théorème de Pas- 
cal et que celui-ci s'étend à toutes les coniques. : ; 


I peut être bon de faire observer que ce théorème général peut être 
établi directement et qu'on peut en déduire le théorème de Pascal. Le 
théorème général est dû à M. Paul Aubert, actuellement professeur 
au Collège Stanislas ; il a été communiqué par M. Appell à l'Académie — 
des Sciences, On trouvera sa démonstration avec des applications inté- 
ressantes dans une note de M. Aubert: Généralisation du théorème de 
Pascal donnant 9 points en ligne droite. (Nouvelles Annales, 1889.) 


[ 


Autres solutions. — I. Je vais démontrer que les trois points «, 
8, y sont sur une même droite parallèle à la direction des parallèles 
AA’, BB', CC. 
Pour cela, il suffit de montrer. 
que af par exemple est paral- 
lèle à CC’, c'est-à-dire que 


Caë = 400 


Les parallèles AA’, BB’ inter- 
ceptant des ares égaux, les angles 
ACB, A'PB' sont égaux comme 
ayant même mesure; par suite 
ces angles déterminent le qua- 
drilatère inscriptible PaC£, # 
l'on à / | 1 


TRS PR, F 
Cas = CP} . 


Mâis les ares B'C, BC’ étant égaux comme compris entre parallèles, l 
l'angle CPB' est égal à l'angle BCC' ou aCC' (même mesure). Done 
+ 2e + . 














gs. 
Cai — &CC: | Fe > Ci 
GT MNT 
If. Les triangles PyA, PaC sont semblables ; en effet les angles adja- , 
cents aux côtés PA, PC sont égaux, savoir : | EE 4 
FAB — PCR (même mesure) n KMGCE 
Le, Lee. CAES: 
et - APC = CP A’ (mesures égales). SAN LUE. 
On peut donc écrire \ $ 
| FAR NPA “+ 4 
et defmèême, é ; HÉTOUUR 
. ab 53 PE | 
; BA PA LEZ! 
: ù 
î 














C 











En multipliant ces égalités membre à membre, il vient 
pu. LE Fu teens 
D: aC fa yB 
| ce qui peutfs'écrire | , 
s aB BC  ÿA ù * 
al. FA, 1B : 


on Cette Mernière relation montre que les trois points &, $, y sont en 
… ligne droite (réciproque du théorème des transversales), 

Remarque. = La propriété établie revient au fond au théorème de 
_ Simson généralisé, puisque 


À De Br, ETS » 
1 PH == Pa BE PE C 
40 ‘ 8 (M. REBEIX, à Clermont.) « 


D ; 

| (Ont résolu la même question ; MM. N.-G. Alesandresgu ; Amblard, à Saint- 
- Klour ; Benoît François, lycée d'Annecy ; C. Broulin ; H. Dodier, lycée de 
… Laval ; G. Foucry ; L. Guilhem, à Sao-Paulo {Brésil) ; T. Lalescu, lycée de 

…_  Jassy ; M. Oger, à Tours ; A. Pichon, lycée de Niort; H.*Pitrat, à Saint- 
«+ Ghamond ; P. Tribier.] 


Ro % : 
F À ——————— —— 
L 


ARITHMÉTIQUE 


4619. — Le nombre entièr 2155 — 1 est divisible par (31). 


On a successivement 
à DL — (COTE EE CUT 
… Tout binome de la forme a*—b* étant divisible par «a — pb, 
la dernière expression précédente est divisible par 32— 1 = 31; 
elle peut donc s'écrire, en mettant ce diviseur en évidence, 
me Dee ES 32 1). 
| Il suffitalors de démontrer que la somme entre parenthèses est 
. divisible par 31. Or, chacun des 30 premiers termes composant 
cette somme est de la forme générale 
à 39% = (31 + 1ÿ = m,31 +1; 

la somme de ces termes plus le dernier terme 1 de la parenthèse 

est donc de la forme 

| om. +304 1 = m.3l. 

. C. q.f. d. 


_(Vicror BAROL, école primaire supérieure de Lorgues.) 


: 


VN— 

















(Ont résolu la même question ; Mie H. D.; MM. Bouzy, caporal au 150e de 
ligne, à Saint-Mihiel; L. Curt, à Cras-sur-Reyssouze ; J. Fiton, instituteur à 
Agen ; H. Guillaud, école primaire supérieure de Chantonnay ; R. Henry, ins- 
tituteur à Sainte-Savine ; H. Janois, à Neufchàtel ; E. Rieux; À. Redon.] 


‘ 
4620. — Trouver deux nombres,entiers, sachant que la somme 
des quotients obtenus en les divisant par leur plus grand commun 
| diviseur est 7 et que leur produit divisé par ce même plus grand 
1 gommun diviseur est 60. 
_ En désignant par @ le plus grand commun diviseur des deux 
nombres, ces nombres peuvent être représentés par gd et q'd, 
_ getq’ étant deux quotients entiers premiers entre eux. Par 
_ hypothèse, on a e 
À ‘ «a + q = 1, 
_ égalité qui n'admet comme solutions positives et entières pour 
get 9’ que les couples de valeurs 
| g=2, q —5; 


= 56; = dt 
_ Pour chacun de ces couples, le produit des deux nombres 


divisé par leur plus grand commun diviseur d, est de la forme 


pour que l’un de ces produits soit égal à 60, il suffit de prendre 
respectivement ; D: 
S: 2 + 





© #,, 
Le #2 
i 


VAE LS 
ù LA 


CERN PS DC NP Es 


EU OK ü 


Les nombres répondant à la question $ont donc 
10 et 60, M 12 ét 30 15 et 20. 
+ (M OGER, à Touré.) 


« 
nd « # . : 5€ ñ È 

Remarque .— Au lieu de dire que 60 était le quotient du produit des , 
nombres par leur p. g. ce: d., on aurait pu dire que 60 était le plus 
petit commun multiple des deux nombres. pd 

[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet, instituteur à Cransac ; E. Ardin- 
Delteil, à Montpellier; R. Barthélemy; Bouzy, caporal au 150° de ligne, Saint- 
Mihiel; V.Chosson, instituteur à Romans; L. Curt, à Cras-sur-Reyssouze ; J. Fiton, 
instituteur à Agen; J. Grévin, école primaire supérieure de Vervins ; H. Guil- 
laud, école primaire supérieure de Chantonnay ; H.Janois, à Neufenâtel ; T. La- 
lescu, lycée de Jassy ; J. Lehmann, instituteur à Boufarik ; E. Le Maigre, à 
Pleyben ; R. Mathé, à Saint-Yorre; [.. Perret, à Pont-de-Vaux; A. Pichon, lycée 
de Niort; E. Rieux ; J. Ménéchal ; A. Prost.] 


À DIRES | «y Le # = L 


ALGÈBRE 


4616. — Dans le plan d'un carré ABCD, trouver un point M 
tel que SLR RE ne, 
MA + MB — »>, 
MC + MD — 9°. 
A quelles conditions doivent satisfaire les deux carrés p? et q° 


pour que le problème soit possible ? 
(Bacc. lettres-malh., Paris, juillet 1899.) 


Par le point M menons la parallèle PQ aux côtés AD, BC. 
Cette parallèle est déterminée par sa dis- 
tance PI—#x, au milieu | de AB; et 
le point M,"par la distance MP = y. 
Cela posé, on a, en désignant par 24 le 
| côté du carré, 


3 


| MA = AP +PM — (a — x) + y?, 











An PA B MB —PB + MP = (a+) + y; , 
la relation MA + MB — p? devient donc 
2x? + y? + a?) = p?. (4) 
TE > 
On verrait de même que la relation MC +MD —g° re- 


vient à 
{2 + (2a — y,? + a?] — a (2) 
Si on retranche membre à membre les équations (1) et (2), 
on à 





8ay — Ba? — p? — q°, 
d’ x 1% 8a°? A p°? sr q° 
où ie de 


Si on porte cette expression de y dans l'équation (1), on à 
LM _» 9 2 
Dm hinpe Peut ae 
ou Gha2x? = 16(p°? + q°)a? — 128a+ — (p°? — q°) 
Le problème n’est possible que si « est réel; y lest (toujours. 
et peut être soit positif, soit négatif. Donc il n’y a de condition à 
exprimer que relativement à «. 
Pour conserver la symétrie, résolvons par rapport à a? l’iné- 
* 128a* — 16(p° + q°)a? + (p? — 9°) < 0, (D 
qui exprime que à est réel; les racines du trinome en a° sont 


a —?r+r—E PR EE A(p? — gi} 
TN 8 


Pour que le problème soit possible, il faut : 


2 
2 
. 


+ 








* . 





: 

: 

i Le 
ê 
a 
“ 
Le 
" 


4 host: di 








ci que les racines du trinome en 2 soient réelles, c'es L-ä-dire 
ge Ga? +9 <0, 
BL E <a ar: | à 


2° que a? soit compris entre les racines du trinome. # 


que 


ou que 
L 2 


Solution géométrique, — On sait que les points M définis 
par là condition 


MA° ie MB° == pe 
appartiennent à un cercle ayant son centre au milieu I de AB 
et dont le rayon, tiré de la relation 


2ML + 205 — MA’ + MB’. 


Mi — VE 


La relation MC + MD = gq? définit de même un second 
cercle ayant son centre au milieu K de CD et un rayon égal à 


12 29 à 
MEET 


L'intersection de ces deux cercles détermine deux points M 
symétriques par rapport à la droite IK. 
La seule condition de possibilité est que les cercles se coupent, 
c’est-à-dire qu'on ait les deux inégalités 
NE à 


2 Jp? vue Zu? D? — 
[VESSIE | <a VE 
: MM. A. Arcizet, instituteur à Crahsac ; 


a pour valeur 








inégalités qui se réduisent à l'inégalité (1). 


» 


[Ont résolu la même question 


E. Ardin-Delteil, à Montpellier: Bouzy ; J. Filon, instituteur à Agen ; G. Fou- 
ery, école normale de Chälons ? R. Henry. instituteur à Sainte-Savine ; H. Ja- 
nois, à Neufchâtel; M. Oger, à Tours ; E. Séclin, à Chàteauneuf-sur-Loire ; 
H. Taurand } 
4623. — Exprimer au moyen de l'entier n la somme 
= 124922 34 4 — ..... — (2n — 1} + (2n)°. 
(Bacc. lettres-math., Clermont, novembre 1898.) 
On a successivement : 
— 12 402 — — ({ —2)(1 +2) = 1 +2, 
— PH ——(3—4)3+4) = 3 + 84, 
— (2n — 1} + (2n) = — (2n — 1 — 2n)(2n — 1 + 2n) 


= 2n —1-+2n: 
D'après ces résultats, la somme énoncée est égale à la somme 
des 2n premiers nombres entiers. Or, on sait que les n pre- 


nin +1), 


miers nombres entiers ont pour somme ———— ; la somme 


A 


cherchée a donc pour expression 
L 


1 
an = n{2n +1). 


(A. LARUE, à Saint-Trojan. ) 


REMARQUE. — En observant que la différence 
(2n)° — (2n — 1) = 4n —1, 
on voit que la somme proposée n'est autre que la progression 
arithmétique à n termes 


Ru de ls UT SR El d 


dont la somme est nan — 143] = n(2n +1). 


‘ [Ont résolu la même question : Mie H, D.; MM. A. Arcizet, instituteur à 
Cransac ; E. Ardin-Delteil, à Montpellier ; GC. Broulin : L. Gurt; E. Foucart, à 
Jssy ; G. Foucry, école normale de Chàlons ; E. Framboise ; ; H, Guillaud, école 


















Y £ : “ : ‘a pe 25 
primaire supérieure de Cha one 5 R. Hen ry, inslitu 
H. Janois, à Neufchâtel ; T. Lalescu, lycée 14 Jasey B. Mal 
lycée Be Ploesti ; M. Oger, à Poitiers; H. Varennes, à Denx QUES d: 
chal ; A. Prost; A. ns 


BS 


4626. — Soit un triangle rectangle ABC dont l'hypoténuse BCE 
et la hautêur AM sont données: BC—a et AÏ—Ah. On - 
considère la bissectrice extérieure DE de l'angle droit A et les. 
perpendiculaires BD et CE abaissées des sommets B et C sur 
cette droite. 1° Calculer le volume N engendré par le” trapèze 
DBCE tournant autour de DE ; 2° Calculer le volume N' engen- à 


dré par le triangle ABC tournant autour de la même droite DE ; - à 


3° Déterminer a en fonction de h, de manière que le rapport 
- 


V nh 
LA soit égal à — n étant un nombre donné. Conditions que 


doit remplir n pour la possibilité du problème. 
(Bacc. lettres-math., Nancy, novembre 1898. je 


* 


1» Le tronc de cône engendré par le trapèze DBCE à pour+ 
volume : 


= = pe(RD + CÉ* + BD. CE). 


Or les triangles ABD, ACE étant rectangles isocèles, on a 


s 








rétine 





E BD UE CE = 0e ; , ; € 
NME d'où | 
= —— 2 
BD + CE — SU + AC) = sd 
B ë BD.CE = LAB.AC— 
2 Fa , 
d’ailleurs £ - 
a sc 
DE = BD + CE — V/BD + CE + 2BD.CE =\/24+ ah. 
Donc 
&- 


ah: ol à SRE 
= Ve + ah. VE à 


2° En tournant autour de DE, le triangle ABC éhpepus un 
volume V' exprimé par 


: V' = surf. eng. BUX + = ra(BD + CÉ).+, 


ou, Comme 


BD + CE = DE = \/ À + al, 








Vi État) EE Gore 
| » + 
a VU TR h : 
3° Le rapport V étant égal'à a , on doit avoir 
_ L 
a+h _ nh 
DR Ce 


+ 
a + ha — 2nh? = 0. . É 

Celle équation ayant ses termes extrêmes de signes différents 
fournit pour a deux valeurs réelles et de signes contraires. Pour 
que la valeur positive convienne, il faut et il suffit qu'elle soit 
au moins égale à 2h. Or en remplacänt a par 24 dans le pre- 
mier membre de l'équation, on obtient # 


” 23 —n)l? ; D 

donc lorsque n > 3, 2h est compris entre les deux valeurs ge 
a, et le problème admet une solution. | 
Pour !n,=—=3 on 4 4=#%7 le triangle ABG est alors rec- 


ou “ 


angle isocèle. RACE 
(G. FOUCRY, école normale de Chälons.) 


[Ont résolu la même question: MM. Bouzy, caporal au 150°%e ligne ; sm Curt, 
, é 









s -Roysronte .B. A A FA Guillaud, école primaire RE rieurue 
J. Lehmann, à Boufarik ; M. Oger, à Tours.] 


\ 
— Dans un tronc de cône circonscrit à une sphère, on. 


+ 
4627. 
connait le rapport de la surface latérale à La surface totale. Cal- 
culer le rapport des rayons des bases. — Discussion. 
(Bacc. leltres-sciences, Marseille, novembre 1898.) 


Désignons par æ et tx les rayons de base du tronc de cône. 
‘Ce tronc étant circonscrit à une sphère à 


A æ _\ pour apothème AB = x+1x et sa surface 
VAN latérale est 
re + t@)(a + tx) — na?(1 + 1)2. 
/\ /\ En écrivant que cette surface est dans un 
TC 0e , rapport donné k avec la surface totale du 
lronc, on a. 
ra(1 + t)? Mt 
ræ?(1 nu) + TA + m4 « ? 
our @k—1)2 + AR — 1) +2k — 1 0: 


Discussion. — Pour qu'une valeur de £ convienne au problème, 
il faut et il suffit qu’elle soit réelle et positive. 

La condition de réalité est 

à (R— 1) — (2x — 1) > 0, 
ou, en décomposant en produit le premier membre, 
— R(3k— 2) > 0. 

k étantun rapport évidemment positif, l'inégalité est satisfaite 
lorsque 


2 
k< =: 

. pe n2R +1 A 
| Le produit des racines étant égal à rar 1, est positif; 
* les deux racines prennent donc le signe de leur somme, 
| O(R— 1). 

ND ET 


ou celui de 2x—1, puisque k— 1. est négatif en vertu de la 


| p] 
condition de réalité. Donc lorsque = < x < RE ilexiste deux 

















valeurs de + réelles et positives ; ces deux valeurs sont inverses 
. l’une de l’autre et correspondent à deux troncs de cône égaux 
circonscrits à la sphère. 


Fire ; les deux valeurs de # 


Fe 


+ 
Dans le cas particulier où 
deviennent égales à 
LE Vi dis 
les deux troncs de cône se confondent alors avec le cylindre cir- 
_ conserit à la sphère. : 


Î Re ne dir ere 
L'hypothèse k— Se peut être réalisée. Si elle l'était, l’'équa- 


tion en & donnerait ' 
à == 0; 
et si on se reporte à l'énoncé, on voit que F surface latérale 
serait équivalente à la surface de base, ce qui est impossible. 
| (M. OGER, à Tours), 


[Ont résolu la même question : MM. Bouzy, caporal au 150e de ligne, à Saint- 
Mihiel; L. Curt; G. Foucry, école normale de Chälons; H. Guillaud, école 
primaire supérieure de Chantonnay; R. Henry ; J. Lehmann, instituteur à Bou- 
farik; S.-N. Mirea; H. Varennes.] 


; _ GÉOMÉTRIE 






4628. — Si AA’, BB", CC sont Le hauteurs d'un triangle ABC 
on a AB'.BC’.CA’ — AC’.BÀ'.CB"— A'B'.B'C’.C'A’. 


Le quadrilatère BOB'C' étant inscriptible dans un cercle de 
diamètre BG, les triangles -AB'C, ABC sont semblables et 





donnent 
| AB _ AG _ BU 
B' AB MAG FIMBEN 
C, On aurait de même 

BCE SBA PEER, CA 

BOL BA NT CAE 

CA’ CB’ A'B' 

B A! (+ TA = CE = AG 
Multiplions ces égalités membre à membre; il vient, après 


suppression du dénominateur commun, 
A BR ROBCALETACEBACBE— B'CE CAE AD". 
Gérard 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons.) 





Remarque. La première des deux égalités précédentes 
exprime le théorème de Céva appliqué aux droites concourantes 
AA’, BB’, CC. 


[Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil, à Montpellier ; CG. Broulin ; 
G. Delahaye, à Roye ; H. Dodier ; E. Foucart, à Issy ; E. Framboise; R. Henry; 
H. Janois, äNeufchâtel ; T. RE lycée de Jassy; B. Mathé; S.-N.Mirea, lycée 
de Ploesti; M. Oger, à Poiliers : . Ménéchal.] 


4629. — Diviser en deux parties égales, à l’aide du compas seul, 
un arc de cercle dont les extrémités A, B et le centre O sont 
donnés. 


De A et B comme centres décrivons deux arcs de cercle pas- 
sant par O, puis de O comme centre un cercle de rayon AB 
coupant les deux arcs en G et D. Traçons maintenant deux arcs 
de centres C, D et passant res- 
pectivement par B et A; ces 
arcs se coupent en E. En pre- 
nant alors OE comme rayon 
commun à deux cercles de cen- 
tres C, D, «l’un des points d’in- 
tersection M de ces cercles est 
le milieu de l’arc AB. 

En effet, le point M est par 
raison de symétrie sur OE ; il 
suffit donc de montrer qu'il 
appartient aussi à l’are AB, c'est-à-dire qu'on à 

OM = OB. 


La figure ABOC ayant ses côtés opposés égaux est un parallé- 
logramme ; donc CO est parallèle à AB et par suite perpendicu- 
laire à OE. 

Le triangle rectangle COM donne 


OM —CM — CO, 
ou, comme, par construction, CM =0E 
OM =CE 20". 


Or, en considérant la médiane BO du triangle BCD, on à 





BC + BD = 2C0 +20B, 











Com. 
(G. DELAHAYE, à Roye.) 





4632. — On considère un cercle O etdeux points fixes À et B. 
Par B on mène la sécante BCD, et l’on trace les cordes CAE, DAKF. 
Trouver le lieu du centre du cercle circonscrit au triangle AEF. 


Transformons la figure par rayons vecteurs réciproques en pre- 
nant pour pôle le point A et pour 
module la puissance de À par rap- 
port au cercle O. Dans ces con- 
ditions, le cercle O se transforme 
en lui-même ; par suite les. points 
CG et E; D et F sont réciproques, 
d’où il résulte que la droite CD a 
pour transformée le cercle AEF. 
Comme cette droite passe par un 
point fixe B, le cercle AEF passe 
également par un point fixe B', in- 
4 verse du point B; le lieu de son 
centre | est donc la perpendiculaire élevée au milieu de AB. 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 





Remarque. — Le point 1, centre du cercle AEF, a pour homologue 
dans l’inversion un point l' symétrique de A par rapport à BCD, droite 
inverse du cercle. Le lieu de l' étant le cercle dé centre B et de rayon 


BA, on voit que le lieu de I est la droite inverse de ce dernier cercle, 
dans l’inversion qui a pour pôle A et qui conserve le cercle donné. 


4633. — Prouver.que, dans un triangle, chaque médiane 
est proportionnelle au sinus de l'angle formé par les deux autres. 


On sait que les trois médianes d'un triangle se coupent en un 
même point G, situé au tiers de 
chaque médiane à partir du côté 
correspondant. D'ailleurs les trois 
triangles GBC, GCA, GAB sont 
équivalents; en effet, le triangle 
GBC, par exemple, ayant même 
base que le triangle ABC, ces 
deux triangles sont entre eux 
comme les hauteurs correspondantes 
I, A. Or A = = — 
de même pour les deux autres triangles. 
Posons pour abréger 


ÉGÈ — a, 





donc, CBC = _ ABC, et 


CGA — 6, ÂGB — +. 


En égalant les surfaces des triangles GBC, GCA, GAB, il vient | 


D Re à GA.GB sin +, . 


x 


ou, en divisant par le produit _ GA.GB.GC, 


s 








sinaæ _ sin£ sin 
GA 7. GREAT 
ou, comme (A = + AA’, etc., 


He _ MICHEL, lycée de Doua.) 
°C 


Autre Tele — Proldngeone C'B’. d’une longueur égale 
B'D et tirons les droites DA, DA’. 


médianes du triangle ABC. 
En effet, comme L'écE 


CB = He 





| BD= 


_ Je dis que le triangle ADA! a ses 
ARRETE égäux et parallèles aux trois k 


— BA, : ne 





la figure BA'DB’ est un parallélogramme et A) est égal et pa-. 


rallèle à BB’. D'ailleurs le quadrilatère ADCC, dont les diago- 
nales se coupent mutuellement en leur milieu, est aussi un. 


parallélogramme, de sorte que AD est égal et parallèle à CC. 
En remarquant que dans le triangle*ADA', chaque côté est 


proportionnel au sinus de l'angle opposé, on obtient imrhédiate- 


ment la propriété énoncée. 
(E. FRAMBOISE.) 


Démonstration par la mécanique. — Supposons que 
GA, GB, GC représentent trois forces appliquées en G. 
résultante de GB et de GG vaut évidemment le double de GM. 


Donc elle est égale et directement opposée à GM; 


"La 2 


les trois for-2 


ces GA, GB, GC'se font équilibre. On sait dans ce cas (théorème 


de Stevin) que chacune d'elles est proportionnelle au sinus de 
l'angle des deux autres. + Le 


G. Delahaye, à  Roÿe; 


(Ont résolu la même question : MM. C. Broutin; Ÿ 
d- 


H. Dodier ; G. Foucry, école normale de Châlons ; R. Henry; H. Janois ;"T. 
lescu, lycée de Jassy]. 


. a — ©" 2 — — 


PHYSIQUE 


4609. — Sur l'un des plateaux À d'une balance de Roberval, 
supposée juste, on a mis un vase C contenant de l'eau, et à côté 
de lui des poids marqués. L'autre plateau B 
fait équilibre au premier au moyen d'une tare 
et porte une potence au bout de laquelle est 
suspendu par un fil fin un corps D,de poids P 
qui plonge dans l'eau du vase C, sans en tou- 
cher le fond. 

Dénouant le fil qui était attaché à la potence, on laï$se le corps 
reposer sur le fond du vase et on demande : 

1° Ce qui arrivera ; 

20 Si l'équilibre est rompu, quel poids il faudra mettre ou enle- 
ver pour rétablir l'équilibre horizôntal du fléau ; d 

30 Quel est le poids spécifique du corps si. 
la somme des poids qu'il faut ajouter au plateau A, pour rétablir 





*, 


l'équilibre, quand on raccourcit le fil auquel le corps est suspendu 


+ 


de manière à le maintenir hors de l'eau, est de 68", PA 

(Bacc. lettres-sciences, Caen, novembre 1898.) - 
ns 
1° Soit 4 la densité du corps D. : 


PE 24sr, 6% et si 


dt She re. ru Le 


u 
0 ri 


nd | 


Dans le premier cas, le plateau A subit une force Lee dirigée 4 


d 


de haut en bas et représentant le poids de l’eau déplacée par le 1 


corps D; le plateau B supporte le poids apparent du corps dans 
P — — « RS 


l’eau, FT: 


+ 


Dans le second cas, le plateau A supportant le is du “corps, 





>Ôté de “& 
2e Pour rétablir NS il faut UE du ARTE A un 


poids æ tel que l’on ait 


P B 


; P 
Ron =2 (di). 
Cette valeur de x est positive, tcar l'énoncé suppose essentiel- 
lement d > 1. 
30 Dans le premier cas, le plateau A subit une poussée de 
haut en bas. Dans le second, il ne subit pu: celte poussée ; 


Lil s'est donc allégé de . Le plateau B s’est au contraire 


. 

_ alourdi de . Si p est la surcharge mise dans le plateau À, 
_on à donc 

| MAUR 

ETES 
| 2 2 

Rd'où ÉTOILES 

2000 P 6,4 


. nombre qui représente sensiblement la densité du fer. 
0e ; (LE RÉVÉREND, à Coutances.) 


[Ont résolu la même question : MM. H. Debenest; G. Foucry; P. Sandon ; 
P. Tribier.; 


4610. — Un aréomètre destiné aux liquides plus denses que 
’eau affleure au point 0 dans de l'eau à la température de 4° cen- 
tigrades, et au point 15 dans une dissolution saline dont la den- 
sité est 1,116. — On le plonge dans du sulfure de carbone que 
l'on porte successivement aux températures de 0° et de 40° cen- 
tigrades. , 
. A la température de 0°, l’aréomètre affleure à la division 32,1 
_ À La température de 40°, l’aréomètre af]leure à la division 27.6. 
On demande : 
1° La densité du sulfure de carbone à la température de 0° ; 
20 La densité du sulfure de carbone à la température de 40° ; 
3° Le coefficient de dilatation du sulfure de carbone. x 
(On négligera l'influence de la variation de température sur le 
lvolume de l'aréomètre.) 
9 _ (Bacc. lettres-math., Montpellier, novembre 1898.) 























_ Soient N le nombre de divisions comprises entre le zéro et le 
bas de l'instrument, v le volume d’une division, do la densité 
. du sulfure de carbone à 0, do sa densité à 40°. Ecrivons que les 
masses d’eau pure, d'eau salée, de sulfure de carbone à 0°, de 
 sulfure de carbone à 400 sont égales entre elles comme égales 
‘chacune à la masse de l’aréomètre : 


No —1,116(N —15)0 — di(N — 32,7) — dyo(N — 27,6)v. 
_ On tire de ces équations : : 
| 15>x< 1,146 


Ne 1:13, 


. 0,116 


On sait que ee densités d'un liquide à différentes températures 





Li lu inversement proportionnelles aux binomes de dilatation. 


On a donc 


k 


CE ne 
ADN A + A0A 
À désignant le coefficient de dilatation absolue du sulfure de 
carbone. 


Par suite, 
1,293 
| Ne a ——— , 
1 11,936 
d'où A — 000114. 
» (P. SANDON, à Oyé.) 


{Ont résolu la même question : MM. Ardin-Delteil ; G. Foucry: E. Le Mai- 
gre ; E. Mallerat; J. Mouchet; A, Pichon ; J. Regnaud ; A. Sambucy ; A. Vida- 
lenc ; L. es à Sao-Paulo (Brésil). ] 
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* CONCOURS DE 1899 


ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES 
DE PARIS 


Mathématiques. 


ARITHMÉTIQUE 


L. — Mesures de poids dans le système métrique. 
I. — Etant donnée une sphère de 1745ce, calculer à l’aide des tables 


de logarithmes le diamètre de la sphère et le poids, en kilogrammes, 
en supposant le poids spécifique de 7,14. 


ALGÈBRE 
4637. — Remplacer, dans l'expression 
6x + ma + ni + pr? — 217x — 18, 
les coefficients m, n,p par un système de valeurs tel que le polynome 
à coefficients numériques ainsi obtenu s'annule pour chacune des hypo- 
CRÉSESE TN AT wz-d] mz48 p-hF 

Quelles sont les autres racines du même polynome? -4 W-2: 
£ GÉOMÉTRIE 

4638. — On donne la petite base à@ etla hauteur k d'un trapèze 
isocèle dont les côtés égaux font des angles de 45° avec les bases. Cal- 
culer le volume et la surface de révolution du solide obtenu lorsqu'on 
fait tourner successivement le trapèze autour de la petite base, de la 
grande base et de l’un des autres côtés. 

Si l'on déplace un des côtés égaux du trapèze parallèlement à lui- 
même, qüels sont les lieux des centres des circonférences inserite et 
circonscrite au triangle formé par la petite base et les deux côtés égaux 
du trapèze prolongés ? 


Dessin géométrique. 


4639. — On donne un plan dont les {races horizontale et verticale 
font avec la ligne de terre des angles qui sont respectivement de 45 et 
de 302. 

Déterminer la position d'un point situé sur la bissectrice de l'angle 
des traces, à une distance de 100mm du sommet. 

Par ce point, mener une perpendiculaire au plan d’une longueur de 
80mm, au-dessus du plan. 

Par l'extrémité de cette perpendiculaire, mener un plan parallèle au 
plan donné. 

Le sommet de l'angle formé par les traces sera pris au centre de 
l'épure et cet angle s'ouvrira vers la droite. 


Physique. 


I. — AGAO. On détermine : 1° Le volume extérieur d’un thermomètre 
à mercure par une pesée dans l'eau à 0°, soit 14°; 


# 








Ke US OP NT TR ” 
6: "SUR CET, 





XL a densité moyenne te Date Del soit De ; DE L: 

On porte le RÉrAnRS à 200° ; le mercure dilaté lEMP jt tout le 
tube. 5 MR 

Calculer : 4° Le volume du mercure contenu dns l'appareil; 

2 Le poids réduit en eau du thermomètre. é 


Densité du verre, 2,52. 

Coefficient de dil tation cubique du verre, 0,29 x 10°. 
‘ Densité du mercure, 13,596. 

Coefficient de dilatation absolu du mercure, 

Chaleur spécifique du verre, 0,198. 

Chaleur spécifique du mercure, 0,0330. 


0,18 x 10°. 


Il. — Principales méthodes employées la détermination des 
densités des vapeurs. 


Dans quel but les chimistes déterminent-ils les densités des apeurs ? 


pour 


Chimie. 
L 
[. — Composés oxygénés de l'azote. : 
Pour l'acide azotique, on se bornera à énoncer ses conditions de for- 
mation. . : 


I. — 4641. On grille 100k8 d’une pyrite cuivreuse (mélange de 
sulfure de fer et de sulfure de cuivre) renfermant 1,3 °/, de sülfure de 
cuivre CuS, dans le but d'en retirer le cuivre. LU 

Indiquer : 

1° Le volume d'air sec nécessaire à la combustion; 

2 Le poids de fer nécessaire pour précipiter le cuivre à l'état métal- 
lique. 

La pyrite a pour formule Fes?. 

Poids du litre d'air, 18°,293. 


Fe =56: Cu==165) Dion. 


I 


16. 


—————————————h} 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4642. — Démontrer que la différence entre les cubes de deux 
nombres entiers consécutifs est terminée par l'un des chiffres 1, 7, 9. 


4G43.— Lorqu'un triangle à côtés entiers a son aire exprimée par 
un nombre entier, ce nombre est divisible par 6. 


4G4%. — Trouver deux nombres entiers consécutifs sachant que 
leur somme multipliée par leur produit est égale à 7440: 15 w 16 
(L. BLeux.) 


4G45. — Si d+b =, ona 


(a + b+ c)(b + c— a)j(a + e — bl(a + b — ce) Æ 4 b?, 


4646. — Démontrer que l'expression 
TYZ + (TX + Y)(Y + 
T+Yy+Z. ‘ 


3)(3 + æ) 
est divisible par 


AG47. Trouver les 
dans lequel les trois côtés 
consécutifs. 


rapports entre eux des côtés d’un, triangle 
et la surface sont quatre nombres entiers 


(J. Fouresrier. ) 


A4G4S. — Trouver trois nombres entiers positifs, sachant que leur. 
somme est 14 et qu'en ajoutant l’un d'eux au produit des deux autres, 


on obtient 19. S+dx} - Ja sx. 
(Bunar, école normale d'Albertville.) 
AGA9. — Calculer les côtés d'un triangle rectangle connaissant la 


bauteur % et l'excès e: de l'hypoténuse sur la différence des deux côtés 
de l’angle droit. 
(A. Rozier, collège de Brive.) 


4650. — Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle connaissant 
la somme m de l'hypoténuse et de la hauteur correspondante et la 
différence X des deux côtés de l'angle droit (b—c = k). Discuter le 
problème. 





() Les questions précédées d’un numéro pair seront résolues dans le 
numéro du 45 octobre ; + à ere dans le numéro du 47 novembre. 


se EU Er 


a, b ce et Ja hauteur % rela ive à l EE 
_(Bacc. «ir “sciences, Grenoble, novemb nbre 180 8.) 






























a 


AG5T. — DR que n relations 2 RS 
THYHZ—=A, 
ME + zt — 2, 
L'+Y +2 = 30 
entraînent la suivante : 
y) + (y) + (3 a = 82 + y +2) 
(E. SINTUREL. h 


> 


4652. — Construire une circonférence passant par : points 
donnés et tangente à une droite doÿnée |: (à traiter par le second livre). 
(J. PETRIGNANI.) 
4653. — Dans un losange ABCD, on joint un point de chacune 24 
diagonales AC, BD aux deux extrémités de l’autre diagonale. Démontrer 
que les quatre droites pis menées déterminent un quadrilatère ins- 
criptible. | : | 4 
4654. — Par un de$ sommets A d’un triangle et les pieds de la mé- 
diane et de la bissectrice issues a À, on fait passer un cercle qui coupe. 
les côtés AB, AC aux points B', C'. Démontrer que BB’ — CC’. ‘4 
(F. CAssAGNE.) BA 


4655. — Etant donnés un angle XAY et un point B sur le côté AX, - 
déterminer sur le côté AY un point M tel qu'en prenant son symétrique - 
M' par rapport au point B et en abaissant M'P perpendiculaire sur AY, 
les aires AMB et M'PM soient équivalentes. À 

(P. Favozre, école de Jmmaculée Conception.) 


4656. — On donne deux droites rectangulaires OA et OB et une 
circonférence de rayon R et de centre G tangente à ces deux droites. 
On demande de calculer le rayon x d'une circonférence tangente aux 
deux droites OA et OB et coupant la première à angle droit. 

(Bacc. leltres-math., Dijon, novembre 1898.) 


4657.— Dans un cercle donné, inscrire un quadrilatère, connaissant | 
le point de rencontre de deux côtés opposés et une circonférence sur 
laquelle doit se trouver le point de rencontre des deux autres côtés. Le è 

(G. DoBrovrcr.) 


‘ 


4658. — Sur une circonférence passant par trois points donnés 
A, B, C, on prend un point quelconque P que l'on joint à A et B, puis 
par CG on mène deux droites CM, CN faisant respectivement avec PA, 

est indé- 


PB des angles connus 4, 8. Démontrer que le rapport CN 
pendant de la position du point P. 


(J. Basser.) 


4659. — On prolonge les deux côtés de l'angle droit AB, AG d'un 
triangke rectangle de longueurs égales AE, AF. Trouver le lieu géomé- 
trique des points communs aux cercles de centres B et G passant res-. 
pectivement par les points E etF, lorsque les longueurs AE, AF PareuR 
tout en restant égales entre elles. 

(E. Ferrer, à Fu 


4660. — Une barre de fer à une longueur de 4", sa densité est 7,8. 
Elle doit se tenir verticalement dans un bain de mercure de densité * 
43,6 et y plonger à "moitié. Elle est lestée par une lame de platine de 
même section et dont la densité est 21,5. On demande quelle est sa 
longueur. \ 

(Bacc. leltres-math., Besancon, novembre 1898.) s 
4 

AGGA. — Dans le système métrique de la Convention (mètre, gramme 
force, seconde), l'accélération due à la pesanteur est représentée, UCA 
Paris, par le nombre 9,81. Par quel nombre cette accélération à Paris 
est-elle représentée dans un système où l'unité de longuëur est le kilo- 
mètre et l'unité de temps l'heure? 

(Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1898.) 
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NOTE D'ARITHMÉTIQUE ET D'ALGÈBRE 


par M. A: Goulard, professeur au lycée de Marseille. 





J'appelle cranpeur tout ce qui est décomposable en parties de 
même espèce. Une grandeur décomposée en parties est la somme 
de ces parties, et celles-ci sont les reRMEs de la somme, 

Considérons une grandeur qui peut être parcourue, pour ainsi 
dire, dans deux sens différents (temps, longueur, etc.). Si on la 
suppose décomposée en parties, on voit qu'une somme ne change 
pas quand on renverse l'ordre des termes, Ainsi 

Ab EC Ee—e Ed +CHb=E a. 

Je m'appuierai sur cette simple remarque pour démontrer 
qu'une somme ne change pas quand on intervertit d'une façon 
quelconque l'ordre des termes. 

Démontrons d’abord que, dans une somme de trois termes, on 
peut permuter les deux derniers. En effet, en renversant l’ordre 
des trois termes ou seulement des deux premiers, on obtient la 
suite des égalités | 

F MD CC ba bc Ha a rico. 

On démontrera maintenant, par le procédé connu, que, dans 
une somme d'un nombre quelconque de termes, on peut per- 
muter les deux derniers, puis qu’on peut permuter deux termes 
consécutifs, et enfin qu'on peut ranger les termes dans un ordre 


” quelconque. 


Pour changer le signe d’une somme algébrique, il suffit de 
changer le signe de chacun des termes. En effet, imaginons que, 
sur la droite des segments, on-permute le sens positifet le sens 
négatif: la somme changera de signe, ainsi que chacun des 
termes. 

Cela posé, soient AB, CD, EF des segments quelconques (ils 
‘peuvent être en nombre quelconque). Pour les ajouter, à partir 
d’une origine A,, on porte un segment AoA: égal à AB ; puis, à 


Le partir de A1, on porte un segment AiA> égal à CD; enfin, à 


partir de A>, on porte un segment A.A; égal à EF. On a 


" ainsi 





_AoÂÀ3 _— AB CD-HEF. 
On a aussi, en prenant A, pour origine, 
dE À5Ao = FE + DC + BA, 


… ou, en changeant les signes, c’est-à-dire en changeant le sens de 
_ chaque segment, 


Ao43 = EF + CD + AB. 
Dans une somme algébrique, on peut donc renverser l’ordre 
des termes. On en déduira, comme pour une somme arithméti- 


_ que, qu'on peut intervertir l’ordre des termes d'une façon quel- 
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NOTE SUR L'EXISTENCE DE LIGNES BRISÉES 
CONVEXES D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE COTÉS 


par M. Moreaux, professeur au lycée de Nancy. 





Nous allons prouver qu'étant donnée une ligne brisée ou poly- 
gonale convexe de n côtés, n étant un nombre entier quelconque, 
l'en existe une de n+1l côtés. 

Soit, par exemple, la ligne polygonale convexe de quatre côtés 
ABCDE. 

Tous les sommets sont sur les 
côtés de l’angle GC ou à l'inté- 
D rieur de cet angle, car ils sont 

sur la droite BG ou au-dessous, 
E ou bien sur la droile CD ou au- 

dessous. 

Si donc on joint un point quelconque | du côté BG, äutre que B 
et C, à un point quelconque K ducôté CD, autre que CG et D, on 
obtient une ligne brisée convexe de cinq côtés ABIKDE, car tous 
les sommets de cette dernière sont sur la droite IK ou au- 
dessous, c’est-à-dire d'un même côté par rapport à cetle droite. 

D'après cela, comme une ligne brisée de deux côtés est néces- 
sairement convexe, il y à des lignes brisées convexes de trois 
côtés, de quatre, de cinq, etc., d'un nombre quelconque de côtés. 





Cette démonstration me parait plus simple, aussi rigoureuse, 
en tous cas plus à la portée des débutants que celle de M. Gui- 
chard, dans son excellent Traité de Géométrie, pages 30 et 31. 


+ 





NOTE SUR LA SOLUTION DE LA QUESTION 4603 


La solution de la question 4603, qui se trouve en tête du 
numéro du 1°" octobre, a été publiée telle qu'elle nous avait été 
envoyée par l’auteur, comme copie couronnée. Mais il est à pro- 
pos de faire quelques observations relatives à la façon dont cette 
solution est présentée. La rédaction manque, en certains endroits, 
de précision, et c’est peut-être ce manque de précision qui à con- 
duit l’auteur à donner, sur un point, une démonsiralion incom- 
plète. 

On avait trouvé pour des inconnues x, y, 3 
telles que 


des expressions 





a—b— c+ abc E V(abc— a —b — cc} —#4 


2(ab = 1) 
et celles qui s’en déduisent par des permutations de lettres. 





X —= 









La 








Il s'agissait de démontrer que si l'une des solutions est formée 
de nombres rationnels, il en est de même pour l'autre ; pour qu'il 
en soit ainsi, il faut et il suffit que a, b, c soient des nombres 
rationnels et que l'on ait 


abc—a—b—c=n+—;: 
n étant un nombre rationnel. 
Il fallait d’abord faire remarquer que, les équations données 


étant 


1 


1 1 
ane) pires À, MTS 


si æ, y, 3 admettaient un système de valeurs rationnelles, a, b, « 
étaient des nombres rationnels, au lieu de sous-entendre cette 
condition pour ne la rappeler que plus loin. 

Restait à établir que, cette condition étant réalisée, le nombre 
(abc— a—b—c} —%& était le carré d’un nombre rationnel. On 
lit à ce propos dans la solution publiée : «On sait que si une expres- 
sion de laforme #?+n#?+2nn —4 est carré parfait, elle ne 


peut être le carré que de (n+n) ou de (n—n')». Cette 


- ; : b 
affirmation est inexacte, car, par exemple, si n' = CE l'ex- 


pression considérée devient 


DE 9 3 \° 
Riz re(s) 


. : eu Le 
Or, la somme n+#n7' est égale à 3° la différence n— n' est 


on ——, et » peut être un nombre rationnel quelconqué. On 


pouvait cependant établir la condition mentionnée dans l’énoncé 
du problème d'une façon très simple. 
Pour que les solutions soient réelles, il faut que 
(abc—a—b—c—-4>0; 
la parenthèse étant alors plus grande que ? en valeur absolue, 


1 ; ; 
peutse représenter par n + 7’ Puisque cette expression prend 


toutes les valeurs non comprises entre 42 et — 2. Autrement 
dit, si les équations avaient des solutions réelles, on pouvait 
trouver un nombre # tel que 


abc—a—b—c=n+—. 
ñn 


‘ 2 2 
Alors (abc — a — b — cc}? — x — (r++) —_ 4 — (n——) ; 


n 
Les valeurs de *, y, + s’exprimaient alors rationnellement au 
moyen de a, b,c, n. 
On peut remarquer aussi que si le système admet une solution 
com posée de nombres rationnels 
Re &, VI 16; RENT 


, b,c peuvent s'exprimer par 


il I 1 
a='$ enr b= y + —) C= A+) 
Y a b 
el 
ME 
doc —\8— b—<c— 027 ne AS 
ay 


On à vu que pour que ces racines soient rationnelles, il faut 


que a,b,c soient des nombres.entiers. Il faut évidemment en 


1 , ; { 1 
outre que n — le soit ; mais n+4— et m—— étant 
n n 


rationnels en même temps, (+ —) + (ro — +) ou 2n l’est 
aussi. 

Donc pour que x, y, 3 aient des valeurs rationnelles, il faut : 

1° Que a, b, c soient des nombres rationnels ; 

20 Que abc—a—b—c—=m + =; n étant un nombre 
rationnel. 


h > 
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Il est évident qu ‘inversement, si 
les expressions des inconnues sont Fato Rose 

Pour la dernière partie, on pouvait remarquer que ‘si on 
appelle a, gi, 4, 4», y», #2 les systèmes de valeurs des incon- 
nues qui constituent les deux solutions, on à 


(æiyi21)(@2y252) = 1 ; 
donc si %, Yi, a sont entiers, æ:, y:, 32 ne peuvent l'être, à 
moins que toutes les inconnues aient pour valeur absolue 1. 


Te F 


[Nous avons reçu de M. L. Gipo, élève du collège de Draguignan, lauréats | 
du concours général des Départements (1% prix), de bonnes solutions des ques- 1 

qe we a a elles nous étaient parvenues trop tard pour ètre signalées 
ans le n° 


à el 
——_—_——_————_—— + — ———— F4 
À 
ï à 
. 3 : 1 
ARITHMETIQUE à 
4642. — Démontrer que la différence entre les cubes de deux 


nombres entiers consécutifs est terminée par l'un des chiffres 1,7, 9. 


| 
| 
Premiére solution. — On sait que le cube d’un nombre est | 
terminé par le même chiffre que le cube de ses unités. Donc 
les cubes de la suite naturelle des nombres sont terminés par | 
les mêmes chiffres que Les cubes des chiffres de la suite | 
1, 2, 8, 4, 6,07, SA IO UE à | 
c'est-à-dire par 
1,87, 4,56; 8721071074 
Par suite, deux cubes consécutifs de la suite ontUo différence 
terminée par l’un des chiffres 
1,29, 7,4, 4, HI ALT 2 
ce qui justifie l'énoncé. 


Seconde solution, — La différence entre les cubes des nom- 
bres consécutifs a et a<+1 a pour expression 
(a + 1} — ai — 3a(a +1) +14. s 
Or le produit a(a+1) se termine par le même chiffre quele … 
produit de deux chiffres consécutifs quelconques, c’est-à-dire par … 
l’un des chiffres 0, 2 ou 6. Donc le nombre 3a{a+1)}+4 se 


termine par les mêmes chiffres que les trois nombres ” 
3X0+1, 3X2+1, 3X6+1, AePT 
c’est-à-dire par l’un des trois chiffres 1, 7, 9. = 4 


(Hexry VARENNES, aux Champs-Rochers.) 


{Ont résolu la même question : MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; R. Bouvaist, école Sainte-Geneviève ; F. Breynaert, école Bossuet ; 
G, Chollet, à Largeasse ; G. Foucry, école normale de Châlons ; E. Framboise ; 
J. Hébré ; R. Henry, instituteur- -adjoint à Troyes ; H. Janois, TRE Er ra 
à Saint-Calais; T. Lalescu, lycée de Jassy:; G. Lallier, lycée de TE 
A. Lecoutour ; E. Le Mai re; David Lwôw, à Piatra (Roumanie) : J. Ménéchà 
instituteur au Bugue ; Millet, à Orléans; L. Ollié, à Auch; L. PRG insti u- 
teur-adjoint à Arvillers ; A. Pichon, lycée de Niort ; A. Sainte-Lagué, rcée de 
Bordeaux ; L. Troin, collège Rollin ; H. Damoiseau ; P, Dunaime ; L dia | 
E, Merle ; E, Moracchini.; G. -Oberlin.] +1 


464%. — Trouver deux nombres entiers consécutifs, sachant que 
leur somme multipliée par leur produit est égale à 1440. 


Soient æ et æ+1 les deux nombres consécutifs cherchés. 
On doit avoir ; 


“ 


(@ + & + A)x(x + 1) = 7440. 4 
Cette équation du troisième degré se résout d'une manière 
élémentaire en utilisant la remarque suivante : 
Si l’on retranche 1 de chacun des deux facteurs extrèmes du 
premier membre, celui-ci diminue, et l’on peut écrire 
2% .@.0 <T440, ” SA 









L 


+ 


QÙ y" AE fi * ù 
même, en ajoutant 1 
Tai 0€ : 


k. 


à chacun de 






(x + 1P S 3720. 


_ æ+1, « est la racine cubique de 3720 à une unité près par 
défaut ; donc 
ù MEL 


» Les deux nombres sont donc 15 et 16, comme on le vérifie 
_ directement. 





(3. MÉNÉCHAL, instituteur au Bugue.) 


Ont résolu la même question : MM. Ladislas Bleux, école primaire supérieure 
… de Vervins ; R. Bouvaist; G. Chollet, à Largeasse ; Croze: G. Foucry ; 
… R. Henry; Hébré ; H. Janois, instituteur à Saini-Calais ; T. Lalescu, lycée de 
Jassy; E. Le Maiïigre, à Bannalec; David Lwow, à Piatra (Roumanie); L. Ollié; 
E. Palin, instituteur à Arvillers ; A. Pichon, à Niort; A. Sainte-Laguë, lycée 
de Bordeaux ; L. Troin, collège Rollin ; H. Varennes ; K. Velardi, à Messine ; 
H. Damoiseau ; Houzon ; E, Merle ; E. Sinturel.| 


ass 
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__  A4646. — Démontrer que l’expression 
+ ays + (o +y)(y +s)(5+ x) 
est divisible par x +y+3x. 


< 6 
Première solution. — On sait qu’un polynome entier en x 
» rest divisible par æ—+a lorsqu'il s’annule pour x —— 4. 
| Il suffit donc de vérifier que l'expression proposée s’annule 
. pour à ——(y—+7:). En effet, en y remplaçant x par — (y + 2), 
il vient L 
— (y + 2195 +(— 3)(y +2) y) = 0. 
(Vicror BAROL, école primaire supérieure de Lorgues.) 


| Seconde solution. — Cherchons à mettre en évidence le fac- 
teur æ+y+z=t. L'expression peut s'écrire 
Et œys + (t = s)(t — æ)(t — y), 

_ ou, en développant le second terme et réduisant, 

F 5 — (x + y + 2) + (oy + ya + 30), 
où finalement, en remplaçant # par æ + y + 3, 

(@ + y + 2)(ay + ya + 2x). 

[Ont résolu la même question : MM. R. Barthélemy, lycée de Toulouse : 
R. Bouvaist; KE. Breynaert, école Bossuet; C. Broutin ; G. Chollet, à Lar- 
geasse ; Croze ; G, Delahaye, à Roye ; G. Foucry ; E. Framboise ; J. Hébré ; 
R. Henry ; H. Janois, instituteur à Saint-Calais,; T. Lalescu, lycée de Jassy ; 
G. Lallier, lycée de Nantes ; C. Lefebvre, lycée Saint-Louis ; A. Legros, lycée 
de Rouen ; H. Lévy ; David Lwow, à Piatra (Roumanie) ; J. Ménéchal, insti- 
tuteür au Bugue : L. Ollié, à Auch ; À. Pichon, à Niort; H. Pitrat, à Givors ; 
dJ, Reynaud, à Genève; A. Sainte-Laguë, lycée de Bordeaux ; H. Varennes : 


P. Zlatco, lycée de Bassorah (Turquie d'Asie); L. Giboin; Houzon; Lajouanine : 
Moracchini ; Oberlin ; Sinturel.| 


_ AGAS. — Trouver trois nombres entiers positifs, sachant que 
leur somme est 14 et qu'en ajoutant l’un d'eux au produit des 
deux autres, on obtient 19. 


__ Soient x, y, s les trois nombres demandés. 
1 On doit avoir 


D+y+s = 14, (1) 
É . dH yes = AI. ÿ par (2) 
Retranchons l'équation (1) de (2); on obtient l'équation 
RD. : VE —y—3 = 5, (3) 
qui peut s’écrire, en ajoutant 1 de part et d’autre, 
Le (y — 1): —1) = 6. 


Le nombre 6 n'étant décomposable en deux facteurs entiers 
que des deux manières suivantes: 1x6 ou 2%X3, l'égalité 


FO 
= 





valeurs : 


__ Lenombre 3720 étant ainsi compris entre le cube de x et celui de ; 


THE N «4 [ À \ PE 


précédente ne peut être satisfaite qu'en prenant pour y et « les 







int 3 4 
3 11 CRE | 
les valeurs correspondantes de x déduites de l'équation (1) ou de 
l'équation (2) sont alors 
Bari Oe 18 de 
Les seuls systèmes de nombres entiers répondant à la ques- 
tion sont donc, en supposant que 7 désigne le plus petit des deux 


nombres y et 3, 


» 


WI 


GR=NO;, TG — |, 
ire: VIS 
Sd Ts Ur 4e 


Remarque. — D'après l'équation (3), le problème traité n’est 
qu'un cas particulier du suivant : 

Trouver deux nombres entiers positifs connaissant l'excès de 
leur produit sur leur somme. 

Dans l’exemple précédent, la somme des deux nombres est en 
outre assujettie à rester inférieure à 1#. 

(BURGAT, fnstituteur à Meyrieux-Trouet.) 

{Ont résolu la même question : MM. R. Bouvaist ; F. Breynaert, école Bos- 
suet ;, G. Chollet, à Largeasse ; G. Foucry, école normale de Châlons ; J. Hébré ; 
R. Henry, instüituteur-adjoint à Troyes ; H. Janois, instituteur-adjoint à Saint- 
Calais ; T. Lalescu. lycée de Jassy ; A. Lecoutour, école primaire supérieure 
de Saint-Lô; David Lwow, à Piatra (Roumanie); J. Ménéchal, au Bugue; 


J. Mollat, à Nantes; A. Sainte-Laguë, lycée de Bordeaux; H. Varennes ; 
H. Damoiseau ; E Sinturel.]| 


4650. — Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle con- 
naissant la somme m de l’hypoténuse et de la hauteur correspon- 
dante et la différence k des deux côtés de l'angle droit (b—c—=Rk). 
Discuter le problème. 

Application numérique : m—7,;; k = 1m", 
a, ü,c et la hauteur h relative à l’'hypoténuse. 

(Bacc. lettres-sciences, Grenoble, novembre 1898.) 


On calculera 


Par hypothèse, on doit avoir 


a+h=m, (1) 
B b—c—=Rk; (2) 
à le triangle rectangle ABC donne d'’ail- 
c leurs 
DER 47 (3) 
À b C Lea (4) 


Retranchons l'équation (4), préala- 
blement multipliée par 2, de l'équation (3) ; il vient 
(b— ©} = a? — 24h, 
ou, en tenant compte de (1) et (2), 
R? — a? — 2a(m — a), 
ou 3a? — 2am — À? = 0. (5) 
Connaissant a, les équations (2) et (4) montrent que b et —c 
sont racines de l'équation 
X?2— AX — afm — a) — 0. (6) 
Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut et il 
suffit qu'il existe un système de valeurs réelles et positives de 
bete (un triangle rectangle étant complètement déterminé par 
ses deux côtés de l’angle droit). 
L'équation (6), vérifiée par b et —c, doit donc avoir deux 
racines réelles et de signes contraires ; pour cela, il faut et il 
suffit que l'équation ait ses deux termes extrêmes de signes con- 


traires : 
— dm — a) < 0, 


ou a(a — m) € 0, 
inégalité satisfaite pour toute valeur positive de « inférieure à m. 


x 
k- 
à 
‘2 









LE 


. 


Fe 





En remplaçant dans le Prend membre de (5), c 
obtient m?—?. 

Si m>k, ce résullat est positif comme le coefficient de a? 
dans (5); m est supérieur à la racine positive de l'équation (5); 
le problème comporte alors une seule solution fournie par les 
formules : 





um + Vrè 3h? b __RHVR? + 4am — a) 
ASUS Ë REC 2 k 
Si m<k, m sépare les racines de l'équation (5), et le pro- 
blème devient impossible. D'ailleurs il est évident qu'on doit 
avoir 


LR DEC =RR 
donc a fortiori 
m=a+h>k. 
Application numérique. — En prenant 

on trouve d’abord 
b am l 
c | rh 3" 5 


(CG. BROUTIN, à Orchies.) 


MVL, Men, 


= À, puis h=m—a—2",, 


{Ont résolu la même question : 
Lorgues ; R. Barthélemy ; R. Bouvaist ; Burgat ; 
Chàlons ; E. Framboise ; R. Henry ; H. Janois, à Saint-Calais ; Julien, à Laon; 
E, Le Maigre, à Bannalec ; A. Sainte-Laguë, lycée de Bordeaux ; L. Troin, 
“liège Rollin; H. Varennes ; J. Haag ; E. Moracchini , E. Sinturel.| 


MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
G. Foucry, école normale de 


4656. — On donne deux droites rectangulaires OA et OB et 
une circonférence de rayon R et de centre C tangente à ces deux 
droites. On demande de calculer le rayon x d'une circonférence 
tangente aux deux droites OA et OB et coupant la première à 
angle droit. 

(Bacc. lettres-math., Dijon, novembre 1898.) 

Soit I le centre du cercle inscrit dans l’angle AOB et coupant 
le cercle G en un point M tel que l'angle JMC soit droit. 

Le triangle rectangle 
donne 


MIC 


IC — R° + 2? 3 
d'autre part 
IG = OC — OI — R/3—x/9. 
L'équation du problème est 
donc 
2(R — x}? = R? + x?, 
ou. x — 4Rx +R? — 
On tire de là 
æ =R(22E2ÿ8); 
ces deux valeurs positives correspondent à deux cercles { dont 
l'un est plus petit et l’autre plus grand que le cercle donné C. 





Construction des racines. — On cons- 
" truit le triangle équilatéral ABC de côté 
j* 2R, et l’on rabat la hauteur AH en AD 
\ ou AD’ surle côté AB; BD et BD' repré- 
sentent visiblement les racines. 
l (R. HENRY, à Troyes.) 


D an 
B H C 


Remarque. — Il est plus simple de cons- 
truire le côté du triangle équilatéral inscrit 
dans le cercle donné, et d'ajouter ou 
retrancher la longueur de ce côté à celle du diamètre. 

[Ont résolu la même question : MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; R. Barthélemy ; R. Bouvaist; F. Breynaert; Croze ; G. Delahaye, à 
Roye ; G. Foucry, école normale de Chälons ; ; E. Framboise : H. Janoïis ; G. Lal- 


lier, lycée de Nantes : A. Lecoutour ; A. Legros ; H. Lévy ; L. Lwow, à Piatra 
(Roumanie); J J Ménéchal, au Bugue : J. Mollat; L. Ollié, à Auch; L. Patin ; 


H. Pitrat, à Givors: A Sainte- Laguë, lycée de Bordeaux; L. Troin, collèg 
Rollin ; H. Varennes ; J. Haag ; Lajouanine ; E. Sinturel.] À e 
——————— ———— ———— 





4263. — Déoiirer que les carrés consiruils iitérieurement | 


sur deux côtés opposés AB, CD d’un pseudocarré (quadrilatère dont 


les diagonales sont égales et perpendiculaires) ont même centre et. 
que ce point est le milieu de la droite qui joint les centres des. 


carrés construits exterieurement sur les cire BC, DA. 


Soit O le centre du carré construit Aer EE sur AB. de 


dis que le point O est aussi le centre 
Fate 


B du carré construit 
A sur CD 8 | 118 


Joignons en effet le point O aux 


points A, B, C, D. Comme par hypo- 


thèse AC est égal et perpendiculaire à 


BD, AO égal et perpendiculaire à BO, 
ilen résulte que les triangles AOC, BOD 
coincident si on fait tourner l’un 
d'eux de 90° autour de O. Donc OC est 
égal et perpendiculaire à OD, c "est- à-dire que O est le centre du 
carré construit sur CD. : F 
Soient 0’ et O0” les centres des carrés construits extérieure- 
ment sur BC, DA. Nous 
allons montrer que le mi- 
lieu O de 0'0” est le cen- 
tre du carré construit in- 
térieurement sur AB. 


D C 


les perpendiculaires êle- 
vées respectivement aux 
milieux E, F de BC, DA 
se coupent en un point Oi, 
centre commun des carrés construits intérieurement sur BC, DA. 

Les points 0, E, F étant les milieux des côtés du triangle 
0,00", la figure O,EOF est un parallélogramme. Donc OE est 
égal et parallèle à FO,, et par suite, égal et perpendiculaire à 
AF; de même, OF est égal et perpendiculaire à BE. Les tri- 
angles OEB, AFO ayant ainsi deux côtés égaux et perpendiculaires, 





les troisièmes côtés OB et AO jouissent de la même propriété, 


et O est bien le centre du carré construit intérieurement sur AB. 


Remarque. — D'après un cas particulier de la question 4170 


(V. Journal, 22° année, p. 12), dans un quadrilatère quelconque, 
les centres des deux carrés extérieurs ayant pour côtés BC, DA 
et les centres des deux carrés intérieurs ayant pour côtés AB, CD 
sont les sommets d’un parallélogramme. Dans le cas énoncé, deux 
des sommets opposés de ce parallélogramme étant confondus, les, 


deux autres sont symétriques par rapport à ce sommet commun. 


(TELLIER, à Charleville 7 


{Ont résolu la même question : MM. L. Bolzinger ; 5 Boutry ; Éuteat: ; H. Car- 
pentier ; G. Charpentier ; Costes ; L. Cussenot ; Custaud; G. Delahaye. A. Del- 
cambre ; M. Deschamps ; Feintuch ; E. Foucart ; A. Gipoulou ; L. Gourdet ; 
A. Gourdin ; G. Hiernaux ; H. Lefèvre : E. Le Maigre ; . Lescure : "À, Lévy : 


LE PAbnRe A. Maître ; H. Martiny; E. Mathieu; A. HART F. Morel ; G. Pom- 
meron ; M. Rebeix ; A. Sarteel ; E. Sinturel ; Watrin.] # 
4631. — On donne uncercle O et une corde AB. Par un point 


quelconque M de AB, mener une corde CD telle que l’on ait, en 


joignant À aux points Get D, 


MG gt 
Lorsque M se déplace sur AB, trouver les lieux des points de 


concours des médianes et des hauteurs du triangle ACD, et le lieu 
du pied de la bissectrice issue de A. , “ 


AC | EN 


— 3 


hi Li r x A 
D'après ce qui précède, 














de. à de 


— 


4 


be été ns TE one usé es, 

















‘solu et soit * 
A qui rencontre DC prolongéen P. 
Les triangles PAC, PDA étant 
semblables, on a 
AG _ PA _ PC; 
AD PDU) DA 
ou, en égalant le carré du premier 
rapport au produit des deux autres, 
RTS 2 PC, 
ADP D- 





La relation donnée devient donc 
LL: MG+ PC 
; MD — PD° 
- ce qui exprime que la division PCMD est harmonique. Par suite 
- le point P, situé à la fois sur les polaires des points À et M, est 
À le pôle de la droite AM ou AB. 

Pour obtenir la sécante répondant à la question, il suftit donc 


de joindre le point M au pôle P de la corde AB. 


Lieu du point de concours des médianes du triangle AUD. — 
Considérons la médiane AN ; on 
sait qu'elle est coupée par les 
deux autres en un point G situé 
aux + de AN par rapport au 
sommet A. 

L’angle PNO étant droit, le 
lieu de N est un cercle de dia- 
mètre PO passant par A et B; 
par suite, le lieu de G est un 
cercle homothétique passant par 





A, ce point étant le centre et _ le rapport d'homothétie. 



















Comme N ne peut décrire que l'arc de cercle compris dans le 

cercle O et limité par AB, G ne 
décrit que l'arc homothétique 
correspondant. 


Lieu du point de concours H 
des hauteurs du triangle ACD.— 
On sait que les trois points H, 
G,O sont en ligne droite et que 
OH = 30G. Dès Lors le point H 
décrit un arc de cercle homothé- 
tique de celui décrit par G, 0 
étant le centre et 3 le rapport 
d'homothétie. 


Lieu du pied 1 de la bissectrice issue de À. — La bissectrice Al 
passe par le milieu E de l'arc CBD. 
Par suite, l’angle AIC est égal à 
l’angle PAI Comme ayant même 
mesure ; en effet, 


a: (@: ep: TT 
AG + DE __ AC+CE arc ACE 
2 PAIE 7 BOLET 

- Le triangle PAT est donc isocèle 
et Pl— PA, ce qui montre que le 
lieu de I est un cercle de centre P 
42% passant par AÀ et B. La portion 
utile est limitée à l'arc AB de ce cercle compris dans le cercle 0. 
ei (ERNEST FOUCART..) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Fouché; H. Lacaze.] 








la sécante cherchée. | 





RE A) 


_ 4652. — Construire une circonférence passant par deux points 


donnés et tangente à une droite donnée (à traiter par le second 
livre). 


Supposons le problème résolu: soit O la circonférence passant 
par les deux points donnés A 
et B et tangente en CG à la droite 
donnée MN. 

Prolongeons AB jusqu'à sa 
rencontre en D avec MN et joi- 
gnons le point C aux points A, 
B et au symétrique B’ de B par 
rapport à MN. 

On à 





ÉCD = DCB, 
ou, comme DCB — CAB (même mesure), 
BCD — CAB, 
ou, en ajoutant l'angle DCA de part et d'autre, 
ee TT RES LES 
B'CA — CAB + DCA — ADN. 

Le point C se trouve ainsi à la rencontre de la droite MN avec 
le segment capable de l'angle obtus ADN construit sur AB’ 
comme base, du côté opposé au point D. La circonférence O0 
est alors déterminée par trois points. 

En construisant sur AB’ comme base, et du même côté que D, 
un segment capable de l'angle aigu ADM, ce segment coupe MN 
en un point C’ auquel correspond une seconde solution du pro- 
blème. Les deux segments considérés appartiennent visiblement 
à un même cercle. 

(E. LE MAIGRE, à Bannalec.) 


[Ont résolu la même question ;: MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; J. Petrignani, lycée de Marseille ; Pascal Zlatco, lycée de Bassorah 
(Turquie d'Asie) ; H. Jaffre.] 


4654. — Par un des sommets À d'un, triangle et les pieds de 
la médiane et de la bissectrice issues de À, on fait passer un 
cercle qui coupe les côtés AB, AC aux points B', C’. Démontrer 
que BB’ = CC’: 


Soient M et D les pieds de la médiane et de la bissectrice. 
D’après la propriété relative aux sé- 
cantes d’un cercle, on a 





À 
BB’,BA = BM.BD 
et CC'.CA = CM.CD. 
c' Divisons ces égalités membre à 
membre; nous aurons 
B N D G BB’ BA __BM BD 


CCRADSEUCM LCD 
Or par hypothèse BM = CM, et, en vertu d’une propriété de 


la bissectrice, 


BA _ BD 
ON T7 CD: 
BB’ 
—— — LC 
Donc ce 1, ou BB 


OSE d. 
(Cuarces LEFEBVRE, lycée Saint-Louis.) 


Remarque. — La propriété s'étend également au cercle passant 
par les points A, M et le pied de la bissectrice extérieure issue 
de A: 


Ont résolu la même question : MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; R. Barthélemy; A. Bétancourt, lycée d'Amiens ; R. Bouvaist ; 
F. Breynaert; F. Cassagne, lycée d'Alger ; G. Chollet, à Largeasse ; G. Dela- 
haye, à Roye; G. Foucry, école normale de Châlons, E, Framboise ; J. Hébré; 
R. Henry, à Troyes; H. Janois, à Saint-Calais ; T. Lalescu ; G. Lallier, lycée 
de Nantes ; À, Lecoutour ; A. Legros, lycée de Rouen ; H. Lévy ; David Lwow, 








à Piatra (Roumanie) ; J. Ménéchal, au ge : Millet, à Ben L. Ollié, 
Auch ; L. Patin; M. Petitjean, collège Chaptal; A. Sainte-Laguë, 1 ycée "de 
Bordeaux ; L. Troin, collège Rollin ; H. Varennes: L. Giboin, lycée Saint- 
Louis ; H. Jaffré; J. Haag ; E. Merle, lycée CRAReSSRLE E. Morin : 
E. Sinturel.] 






4658. — Sur une circonférence passant par trois points donnés 
A,B, GC, on prend un point quelconque P que l'on joint à A et B, 
puis par G on mène deux droites CM, CN faisant respectivement 
avec PA, PB des angles connus a, 5. Démontrer que le rap- 


/ 


port … est indépendant de la position du point P. 
Tirons la corde PC. L'’angle inscrit APG sous-tendant l'arc 
fixe AC, est constant ; donc le 
triangle MPC ayant deux angles 
constants reste semblable à lJui- 
même, de sorte que le côté CM est 
/\ Une dans un rapport constant X avec le 
côté CP: 


A CM = z.CP. (1) 
En considérant le triangle analo- 
gue NPC, on aurait de même 
R CN = #/.CP. 
Deségalités (4) et (2), on déduit par division 


CM _ —= Const. 
CIN 


{(Vicron sus école primaire supérieure dé Lorgues.) 


P 


[AC] 


) 


Solution trigonométrique. — Menons les cordes CA, CB. 


Dans le triangle CAM, on a 
P CM, en QA 
sin CAP sin a’ 
et dans le triangle CBN, 
CN CB 
4 LD . sin CBP sin 


Divisons ces deux relations membre 

à membre, en observant que les angles 
CAP, CBP, qui sont supplémentaires 
C ou égaux (CAP = CBP si P vient 
entre À et B) ont même sinus, il vient 

CM _ CA sing 

CN: CB sna 


(eo) 


— const. 
(R. BARTHÉLEMY.) 
[Ont résolu la même question : MM, J. Basset, à Mauriac; C. Broutin : 


Croze ; G. Delahaye, à Roye ; G, Fotcty : J. Hébré ; A. Lecoutour ; A. Legros, 
lycée de Rouen ; David Lwow, à Piatra ; (209 PP, Ollié : L: Palarieru, à, Pi: tra : 








Petitjean, collège Chaptal ; H. Pitrat, à Givors ; H. Varennes ; L. Giboin. lycée 
Satni-Louis ; J. Haag ; Marot ; E, Merle, lycée Charlemagne ; E. Sinturel.] 
à 
PHYSIQUE 





4617. — Un flacon possède à 0° une capacité de 40%, Peut-on 
verser dans ce flacon une quantité de mercure telle que, lorsque 
la température varie, le volume non occupé par le mercure 
demeure indépendant de la température? Quel est le poids de 
mercure à employer ? 


Coefficient de dilatation du verre, ——— : 
ri 7 45000 S 


Coefficient de dilatation du mercure, 


Densité du mercure à 0°, 13,6. 
(Bacc, lettres-math., 


5500 


Paris, juillét 1899.) 








A celui du Mid v le vole de Se que 
soit résolu, V le volume ou la capacité du vase à Oo. 
La capacité libre du vase à pour valeur V—». me. 
Portons le vase à une température quelconque t. La capacit 2 
du vase deviendra V(i+At), et le TRE du mercure 
w(1 + At). l 
On doit avoir 


opr D 


VA + At) — o(1 + At) = V —», 56 


x 


d’où vAt — Vkt 
k 

et — — 
v V ñ 


Pour que le problème soit possible, il faut évidemment que 
l’on ait 





k 
<<. 
3 0 l 
Or R = —_—— — ——; = EpnN: 
45000 — 15000 LT 5500 EU 
k 3800 | \. | 
D n = = 2 
ESA À 1E00 4 


et le problème est possible. 
En appliquant les données numériques, on a "19 


___ 40>x<5500 __ 40 X<141 
LE. PAR DOUTER 
Le poids du mercure est 
40 40 X 11 11 ” 


PelaiG— ARE 466. 
ET MÉNÉCHAL, au Bugue.} 


"ae 


[Ont résolu la même question : MM. 4. SE 


Ardin-Delteil; L. Curt ; 
H. Dodier; G. Foucrÿ; L, Guilhem ; R. Henry ; 


E. Le Maigre; M. Oger; 


L. Patin.] 
4635. — On suppose qu'une corde de longueur connue AB 
donne l'uto quand elle supporte un poids de 
ASS ei di 


10K8, On demande : | 

1° Quelle tension il faut qu'elle supporte pour 
donner le solo : 

2° Quel poids p il faut mettre sur le plateau x 
M pour exercer cette tension par l'intermé- 
diaire de la presse hydraulique P et du levier BCD, L'extrémité 
À de la corde est fivée au point fixe À, l'autre extrémité est attachée 
au levier et D est le point fixe du levier. Les surfaces des pistons 
sont .S — 09,01 et.,5=—1000m,; "BG— 60e DD 

3° La pression barométrique intervient-elle dans l'expérience? 
(Bacc. lettres-math., Toulouse, juillet 1898.) 





19 Soit n le nombre de vibrations correspondant à wt. Le 


nx3 


nombre de vibrations correspondant à sol est so On sait 





que le nombre des vibrations d'une même corde est directement 
proportionnel à la racine carrée des poids qui la tetes ru a 
donc ré 


m = V5 | 
HD AN À 
2 \ é 
d'où PT — 22% 


Pour avoir so/,, il faudra done faire supporter à la corde un. 
poids de 22K6,5. 









ié soit p p le qu qu tt faut mettre $ sur le ati ne: de je IL. — 4663. On donne les trinomes du second degré 
esse hydraulique pour produire par l'intermédiaire du levier u = 2? — 6% + 5, D = —5x +6, 
BD la tension de 226,5, et on considère les fractions 





S. 
La poussée transmise par le grand piston est égale à — = 1e — ra ad 
1 

| L'équation d'équilibre du levier est . m, n ét p désignant des nombres donnés quelconques : 
| 1 
% a > DC = 22,5 x BD, 1° Etudier la variation de la fraction y —= ._ s 
| BD : 2° Comparer la variation de z à celle de y, et montrer que ces deux 
d'où = 45 X< DC x <* fonctions de æ varient toujours dans le même sens, ou toujours en 


| sens contraires selon que #”p—n est positif ou négatif. é 


En appliquant les données numériques, on a 3° Déterminer n et p en fonction de m, de manière que le maximum 
; et le minimum de z soient respectivement égaux au maximum et au 


{ 

| p=2SXEX — 900%". minimum, où au minimum et au maximum de y. Distinguer les valeurs 

| 0 de »# pour lesquelles on se trouve dans l'un ou dans l'autre de ces 

| à : À deux cas. 

. 3° Quelle que soit la pression atmosphérique, son action sur le (10 juillet, de 8 h. à midi.) | 
grand piston est équilibrée par celle exercée sur le petit. Donc la , 


8 
| pression barométrique n ‘intervient pas dans l'expérience. 


« Géométrie et Cosmographie. » 
(J. MÉNÉCHAL, au Bugue). 


LA 
À : 46GG/4. — On donne une circonférence de centre 0 et deux diamètres 
. [Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil,; H. Dodier, lycée de à . 3 


. Laval: E. Foucart, à Issy ; E. Framboise ; R. Henry ; A. Lecoutour ; M. Oger, B rectangulaires AA’, BB’, Soit P un point mobile 


À Tours.] — P sur cette circonférence; on trace la droite PA’ qui 

à + te coupe le diamètre BB’, ou son prolongement, au 
l'E point (. 
: nn A 1° Trouverle lieu du point C, centre du cercle 
| / circonscrit au triangle BPQ, et le lieu du point L 
| Ke C', centre du cercle circonscrit au triangle B'PQ. * 


CONCOURS DE 1899 (suite) B’ Distinguer les parties de ces lieux qui corres- 


pondent aux différentes positions du point P sur 
la circonférence donnée. 
à 2° Démontrer que la somme ou la différence des rayons des cercles 
| circonserits aux triangles BPQ et B'PQ est constante. 
AGRÉGATION DES SCI ENCES M ATHEM ATIQUES 3° Démontrer que le triangle OCC est rectangle et isocèle, et trouver ï 
le lieu du point 1, milieu de la droite CC. 
4° Trouver le lieu du point d'intersection M des droites OP et CC' et 


| ; ; vos ; chercher la tangente à ce lieu au point M. 
: Mathématiques élémentaires. AE mt d ds Lie 
(11 juillet, de 8 h. à midi.) 


4662. — 10 On considère les coniques ayant une directrice fixe D et 
passant par deux points fixes A et B. Deux de ces coniques passent par 
un point donné M et se coupent en un nouveau point M’ qui est dit 
associé au point M. 

On demande d'étudier cette association et plus particulièrement : 


Section des sciences physiques et naturelles. 



















a) De déterminer les points M tels que les points M’ associés soient Physique. 
indéterminés ; 
b) De trouver le lieu des points M tels que chacun d'eux soit confondu L. — Différence de potentiel électrique au contactde corps différents. 
| avec son associé. , — Production et entretien du courant. 


2° Montrer que si le point M décrit une droite quelconque A, le point 2: Ps , , 
‘associé M décrit en général une hyperbole T dont on Re 2 les == Définition de L'unité de ohalewr, ow calorie; de la chaleur ape- 
asymptutes. Indiquer les régions de la droite A qui correspondent aux | C#gue d'un corps solide ; de sa chaleur de fusion; de son coefficient de 
deux branches de l'hyperbole. dilatation cubique ; de sa température de fusion. 


3° On suppose que la droite A est placée de telle sorte que la coni- 4665. — On suppose qu'on connaisse, pour un corps solide déterminé, 
que © devienne une parabole et on propose de trouver le lieu du foyer sa chaleur spécifique K = 0,03; sa chaleur de fusion À = 5,34; son 
de cette parabole lorsque À se déplace en satisfaisant à cette condition. : à , TR ' 
4 On suppose que la droite A se déplace de telle sorte que les hyper- | Coefficient de dilatation cubique 5 — 2800” « température de 
boles F correspondantes aient une asymptote commune. On demande, | {sion T— 320; toutes ces quantités étant rapportées aux unités : 
dans Ce conditions, de déterminer la courbe enveloppe des axes de C.G.S. et à l'échelle centigrade. — On demande de déterminer les 
symétrie de la conique Tr”. L valeurs numériques de ces mêmes quantités en substituant à l'échelle 
(3 juillet, dd 7Th.à 2h.) centigrade, dans toutes les définitions : 1° l'échelle de Réaumur ; 
; 2 l'échelle de Fahrenheit. (On représentera les quantités à déterminer 
pi 27 par les mêmes lettres, affectées de l'indice R ou de l'indice F.) 


(8 juillet, de 8 h. à midi.) 


 AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES , 


LE. — Structure, propriétés et fonctions des muscles. 


Sciences naturelles. 


; IL. — La graine : sa conformation et son origine. 
Section des sciences mathématiques. (11 juillet, de 8 h. à midi.) 
.. Arithmétique et Algèbre. 


LE — Fractions ordinaires. — Définition et simplification. 











NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE SAINT CLOUD , à 


ÉCOLE 





Mathématiques. 

I. — 4666. Sachant que la somme des carrés des n premiers 

n(n+1)(2n + 1) 

2 6 . 

et suffisante que doit remplir le nombre entier p, pour que la somme 

des carrés de p nombres entiers consécutifs quelconques soit divisible 
par p. 


nombres entiers est trouver la condition nécessaire 


I. — 4667. On donne un plan P, une demi-droite OS perçant le 
plan P au point O et faisant avec sa projection OS’ sur le plan P un 
angle de 450, et deux points A et B sur la demi-droite OS; soit OR une 
droite du plan P faisant avec OS’ l'angle « ; on demande de déterminer 


2 —2 
géométriquement sur OR un point M tel que l'on ait MA +MB =, 
k étant une longueur donnée; discuter ; limites de l'angle &. 


HI. — 4668. On considère le tronc de cône engendré par le trapèze 
‘rectangle ABCD en tournant autour de sa hauteur AB; on donne la 
longueur a de l’arête latérale CD, la surface k°? du trapèze ABCD, et on 
sait que le carré de la hauteur est égal à la somme des carrés des 
rayons des deux bases : 1° Calculer la hauteur et les rayons des bases ; 
discuter ; 2° Donner, en fonction des données, l'équation qui donne le 
rayon R de la sphère contenant les deux cercles de bases ; conditions 
de possibilité. 


(26 juin, de 8h. à midi.) 


Physique, Chimie et. Histoire naturelle. 


[. — 1° Expérience de la congélation de l’eau dans le vide. — Énoncer 
les principes de physique qui trouvent leur application dans'ecette 
expérience. 


4669.— 2° Un miroir plan reçoit les rayons solaires et les renvoie vers 
une lentille convergente dont la distance focale est de 60 mètres. Il est 
orienté de telle façon qu'un rayon parti du centre du soleil est réfléchi 
parallèlement à l'axe principal de la lentille. On demande la nature, la 
position et la grandeur de l’image du soleil fournie par la lentille. Le 
diamètre apparent du soleil est de 32 minutes. On admettra que pour 
de petits angles l'arc se confond avec sa tangente. 


Il. — Alcalis organiques artificiels. 
HT. — Absorption intestinale ; voie suivie par les matières absorbées. 


Structure 
parties. 


de l’ovule chez les phanérogames ; rôle de ses diverses 


(28 juin, de 8 h. à midi.) 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE FONTENAY-AUX-ROSES 


Mathématiques. 


L. — Condition pour qu'on puisse réduire une fraction à un dénomi- 
nateur donné. En déduire la réduction de plusieurs fractions au plus 
petit dénominateur commun. 


I. — 4670. Les nombres entiers à, b, c étant supposés premiers 
entre eux deux à deux, prouver que les deux nombres 
axXb+bK<Kc+cXa et a x b'xc 


sont premiers entre eux. 


HL. — 4671. Sur les côtés d'un angle æAy on prend deux longueurs 


(in RL Care : | ds ‘ 
PORC PPT ANR ms 19 A AA PET An \ CU 










pe 

_ diculaire à Ay. Ces droites se. hit 
- En supposant P à l'intérieurde l'angle zAy, prou- [- 
ver que si la somme AM--AN demeure cons 
tante quand M et N se déplacent sur Az et Ay 
respectivement, la somme PM+PN demeure 
également constante. Examiner si la pfoposition. 
est encore vraie quand P n'est pas à l’intérie 
de l'angle, et comment il faut la modifier quand 
elle cesse d'être vraie. Enfin, quel est le lieu 
géométrique du point P? 

26 juin, de 8 h. à midi. }\ 









































Physique, Chimie et Histoire naturelle. ue 2 
I. — Du phénomène de la rosée. | 
Il, — Propriétés chimiques du soufre. 
Usages du soufre. . 
DT.. — La racine. Structure, Fonctions. ‘+ 


; (28 juin, de 8 h. à midi.) 


A ————————p —————— 


« 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4672. — Trouver le reste de la division ox 977 du nombré SAIS 
élevé à la 3474862 puissance. ; 
4673. — Trouver un nombre de trois chiffres, A que la 
somme des deux extrêmes est égale au nombre formé par les deux pre- 

miers chiffres à gauche diminué de 1, 
(G. Tasrer, lycée de Bordeaux.) 


4G74. — Simplifier l'expression 
(ar — a — + cc) + 4(ax — bc) 4 








(t— bd} — (a, — 6} d 

4675. — Résoudre le système d'équations EUS. 

my 0 Ta g'=-1y NICE ONE 

À y be? 1—xy «a su 
4676, — Calculer les côtés d'un trapèze sachant : 1 2e 
1° que ces côtés forment une progression MARNE 
2 que le périmètre du trapèze est 2p ; 
30 que sa surface est m°. 2 
4677. — On considère un triangle ABC et le cercle circonscrit, O0. . 


En A, B, C on mène des tangentes au cercle ; la première rencontre BC 
en P. et les deux autres se coupent en M. Démontrer que les droites * 
AM et OP sont rectangulaires. 

« (J. she 2 


* 


4678. — Dans un triangle ABC, on mène la bissectrice nl 
AD et par le pied D une droite quelconque coupant AB en : et A en. 
F. Démontrer que : El 

AB __AFXBE A - 
AC AE CFA FF CEE 


4679. — On donne une demi-circonférence de diamètre , AB = 2R. 
Par l'extrémité A et le centre O0, on mène deux droites, AG, OD, paral- 
lèles et faisant avec le diamètre AB un angle x. Elles rencontrent la - 
demi-circonférence en deux points C et D. On joint l’autre extrémité 
B à C età D, ainsi que G et D, On a alors le trapèze AODCG et le 
triangle BCD. Déterminer l'angle æ pour que l'on ait : 

1° Aire du trapèze AODC + aire du triangle BCD = S. 
et trouver la valeur maxima de S?; 

2° Aire du trapèze AODC = 2 fois l'aire du triangle BCD ; 

3° Aire du triangle BCD — 2 fois l'aire du trapèze AODC. ee 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, novembre 1898.) 


: ME 
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4637. — Remplacer, dans l'expression 
6@5 + mat + na + pr? — 21% — 18, 
les coefficients m, n, p par un système de valeurs tel que le poly- 
nome à coefficients numériques ainsi obtenu s'annule pour chacune 
desfypothees to 1; 0e = À, x, — 3. 
. Quelles sont les autres racines du même polynome? 


Ecrivons que l'expression donnée s’annule lorsqu'on y fait 
successivement æ —4, æ—2, æ—3. fl vient 
6+m+n+p—21—18 = 0, 
192 + 16m + Sn + 4p — 42 — 18 = 0, 
1438 + 81m + 2'n + 9p — 63— 18 — 0, 
ou, en simplifiant, 


Man —+p—33— 0, (1) 
| 4m + 2n + p + 33 = 0, (2) 
4 9m + 3n + p +153 = 0. (3) 


| Pour résoudre ce Re du premier degré, retranchons res- 


. pectivement (1) de (2) et (2) de (3); nous aurons 
| 3m + n + 66 = 0, (4) 
bm+nH+ 120 = 0. 
| De ces deux équations, on déduit, par soustraction, 
| 2m + 54 = 0, d'où m = — 27; 
puis en se reportant aux équations (4) et (1), 
n = — 3(m+22) = 15, 
p=33—(m+n) = 45. 
D'après .ces valeurs, Le polynome cherché est 
Ga — 27%" + 1500 + 45? — 215 — 18; 
 commeil s’annule pour æ —1, æ —2, x —3, ilestdivisible 
* par chacun des facteurs æ—1, æ—2, x—3, et parsuite par 
leur produit | 
(@ — 1}{x — 2)(x — 3) = 5 — 6? + 11x — 6. 
En effectuant la division, on trouve pour quotient le trinome 
L 6x? + 9x + 3, 
qui s'annule également pour. 














æ——1), Dm = — Ÿ 

2 
Telles sont les deux autres racines du polynome considéré. 
. (Henry VARENNES, aux Champs Rochers.) 


Remarque. — Il n’est pas nécessaire d'effectuer la division pour 
obtenir le trinome 6x?+9x+3; on peut trouver immédiate- 
ment les coefficients extrêmes, 6 et 3; le polynome du 5° degré 
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est donc le produit des polynomes suivants 
(x — 6x? + 11xù — 6)(62? + Àx + 3). 
Or le coefficient de x dans ce produit est 33—6X, on doit 
donc avoir 


Meg 


6 


[Ont résolu la même question : MM. Barbe rot; R: Bouvaist ; F. Breynaert ; 
Burgat ; Croze; G. Foucry ; E. Fr: Repose TR: He nry ; H. F anois : À. Larue ; 
A... Lesros ; J. Lehmann ; D. Lwow ; . Marie ; J. Mollat : . Moracchini ; L. 
Ollié ; E. Sinturel.] 


MOINS 01, 


4638. — On donne la petite base a et la hauteur h d'un 
trapèze isocèle dont les côtés égaux font des angles de 45° avec 
les bases. Calculer le volume et la surface de révolution du solide 
obtenu lorsqu'on fait tourner successivement le trapèze autour de 
la petite base, de la grande base et de l’un des autres côtes. 

Si l'on déplace un des côtés éqaux du trapèse parallèlement à 
lui-même, quels sont les lieux des centres des circonférences ins- 
crite et circonscrite au triangle formé par la petite base et les deux 
côtés égaux du trapèze prolongés ? 


On a ABS 
ADÉIBC = HU 


AB = 
DETTE RS 


I. — Surfaces et volumes engendrés : 


49 autour de AB. 
Surf. ABCD = surf. DC + 2 surf. AD 
= 9rh(a + 2h).+ rh 2 = 2rha+h(2+y/2)] 


Vol. ABCD = vol. DCC/D'— 2 vol. ADD’ 
rh? 


= rh{a+ 2h) — — Th — [3a + 4h], 





2 
3 





20 autour de CN. 
Surf. ABCD = surf. AB + 2 surf. AD = 9rha + 27h?) 2 
— 9rh(u+hÿ2). 
Vol. ABCD — 2 vol. AENM + 2 vol. DAE 
À 2 RTE 
= Tl?a + à plie ne |[3a + 2h}, 


3° autour de AD. — Les côtés non parallèles se coupant à 














angle droit sur la droite MN qui joint les milieux des bases, on a 





aÿ 2 e _(a+2h)/2 
DAOUR= Ÿ et ODEUCES : à 
Surf. ABCD = surf. AB + surf. DC + surf. BC. . : 
Or surf. AB = ue rh MERE 
2h)? 
surf. CD = net (+07) = pie aNe 
surf. BC = 27 DR BC = +(0B + OC)BG 


= n(T NE + JA: 


donc surf. BC = 2rh(a + h) 


et surf. ABCD = 


= ray? +2(/2 +1)42+2(/2 + 1)ah],. 
Vol. ABCD — vol. DCO — vol. ABO 


DE 4 RCE QUNE + avai 


= +, [Lave de (ANS 
MU 2 
V2? 
= Th 4h? + 6ha + 3e]. 
11. — Lieux géométriques: 
1o du centre du cercle inscrit au triangle OAB. — Si, les points 


A et D restant fixes, le côté BC se déplace parallèlement à lui- 
même, le centre du cercle inscrit au triangle AOB se trouve sur 
la bissectrice AX de l'angle fixe OAB. 

Le point I décrit la portion AX quand B se déplace de À vers 


la droite, 
On voit aisément que la circonférence exinscrite dans l'angle 





A a son centre sur AX et que les circonférences exinscrites 
dans les angles B et O ont leurs centres sur la bissectrice exté- 
vieure YY' de l’angle BAO. 

Les lieux des centres des cercles tangents aux trois côtés du 
triangle DOC sont pour la même raison les bissectrices de 
l'angle CDO. 

20 du centre du cercle OAB. — Le triangle AOB étant rec- 
tangle en 0, le centre du cercle circonscrit est le milieu de AB. 
Le lieu de ce point est donc la droite fixe AB. 4 

Remarque. — Tous les triangles tels que AOB sont homothé- 
tiques par rapport au point A. Tout point de ce triangle décrit 
donc une droite passant par A. 

(L. OLLIE, à Auch.) 


[Ont résolu la même question : MM. R. Bouvaist ; F. Breynaert ; Croze ; 
A. Doué ; G. Foucry ; R. Henry ; H. Janois ; E. Le Maigre ; D. Lwow ; 
J. Ménéchal ; L. Patin ; H. Varennes ; J. Haag.] 


4639. — On donne un plan dont les traces horizontale et verti- 
cale font avec la ligne de terre des angles qui sont respectivement 
de 45° et de 30°. 

Déterminer la position d'un point situé sur la bissectrice de l'angle 
des traces, à une distance de 100mm du sommet. 







Par ce point, mener une nee el aire aup 
de 80m», au-déssus du plan. , BAR, Li tests 
Par l'extrémité de cette perpendiculaire, mener un plan paral- 
lèle au plan donné. * .: À + 
Le sommet de Lange formé par les traces serapris au centre de | 


l’épure et cet angle s'ouvrira vers La droite. t 


Soit PaP' le plan donné défini par ses deux trâces. Si l'on rabat 
ce plan sur le plan horizontal autour de sa trace «P, un point | 
quelconque (v, v') de la trace aP' a pour rabattement le point & 
qui détermine le rabattement «P', de cette dernière trace. Pre- | 
nons alors sur la bissectrice de l'angle PaP, le point a tel que | 

— 1002; en relevant ensuite la droite «1a;, on obtient en. 
ne a') le relient du point a. + 

La perpendiculaire au plan PaP' issue du point (a, a’) a ses | 
deux projections perpendiculaires aux traces de même nom du. 
plan ; cette perpendiculaire se rabat autour de sa projection hori- 





zontale aa suivant la droite a:b> perpendiculaire au rabatte- 
ment wa: de la droite suivant laquelle le plan projetant vertical 
de cette perpendiculaire coupe le plan Pa«P' ; en prenant 
agb2 —80%, on obtient le point 42, relevé en (b, à). 

Pour mener par le point (b, b') un plan parallèle au plan PP’, 
il suffit de mener par ce point les deux parallèles aux traces 4P 
et «P' ; ces parallèles percent respectivement le plan vertical et 
le plan horizontal aux points (p, p') et (g, g') qui appartiennent « 
aux traces verticale et horizontale du plan cherché, ces traces qQ 
et p'Q' étant d’ailleurs parallèles aux traces de même nom du. 
plan P«P' (on voit que ces deux traces se coupent ici en dehors 
des limites de l’épure). 
(L. CURT, à Thoissey.) 


[Ont résolu la mess question : MM. Groze ; G. Foucry ; E. Framboise ; D: 


Lwow ; L. Ollié ; J, Reynaud ; E. Séclin.] x 


- » 


4640. — On détermine : 1° Le volume extérieur d'un thermo- 
mètre à mercure par une pesée dans l'eau à 0°, soit 106 ;. 
2° La densité moyenne du thermomètre, soit 4.. et 









prie D Le coiiné pas mercure contenu dans Danat D 
20 Le poids réduit en eau du thermomètre. 

Densité du verre, 2,52. 

Coefficient de dilatation cubique du verre, 0,29%< 10". 
Densité du mercure, 13,596. 

Coefficient de dilatation absolu du mercure, 
Chaleur spécifique du verre, 0,198. 

- Chaleur spécifique du mercure, 0,0330, 


0,18 x 10. 


A 200°, le volume du thermomètre est 
10(1 + 0,000029 X< 200) — 106,058, 
et celui du mercure, 
æ(1 + 0,00018 >< 200) — 1,036x. 
. «+ Le volume du verre a donc pour valeur à 200° 
Ë 10,058 — 1,036x, 
_ et à 0 
10,058 — 1,036x 
| 1 + 0,000029 >< 2007 
Ecrivons maintenant que le poids du verre plus le poids du 
mercure représentent le poids de l’instrument : 


| 
| TE TOO nn >< 262 exc 13,506 = (0% 4, 
d’où 11,064x — 14,886 

|_et | æ — 10,345, 

| 2° Le poids du mercure est 

& 13,596 X 1,345 — 185",286, 


et celui du verre, 
40 — 18,286 — 2146r,714. 
_ Par suite, le poids réduit en eau du thermomètre est 
18,286 x 0,033 + 21,714 x 0,198 — 4,902. 
(Cw. CROZE.) 


nt dt és …—… tit 


[Ont résolu la même question : MM. G. Foucry; J. Ménéchal; H. Varennes.] 


4641. — On grille A00%8 dune pyrite cuivreuse (mélange de 
sulfure de fer et de sulfure de cuivre) renfermant 1,3 0/0. de 
sulfure de cuivre CuS, dans le but d’en retirer le cuivre. 

Indiquer : 
1° Le volume d'air sec nécessaire à la combustion : 
| 2° Le poids de fer nécessaire pour précipiter le cuivre à l'état 
_ métallique. 

_ La pyrite a pour formule FeS?. 
Poids du litre d'air, 18r,293. 

… Fe—56,  Cu—63,5,  S— 32, O0 = 16. 
| 4° Dans 100% de pyrite cuivreuse il y a 1%6,3 de sulfure de cuivre 
et 98k5,7 de sulfure de fer. 


. Le grillage de la pyrite s'opère d'après les réactions suivantes : 


2FeS? + 110 = Fe203 + 450, 

| 240 176 

| CuS + 40 — SOCu. 

; 955 6 

1 _ Le poids de l’oxygène nécessaire au grillage de FeS? est donc 
DEA TO Ne. 
[PETTIRE —+12"6,38 

et celui de l'oxygène nécessaire au grillage de Cus, 

RE Bet) NOUS 
mere — (os 8,8712. 











| 1° Appelons x le volume du mercure contenu dans l'appareil. 





te ee 


Le Doids total de 1 énesie est 72, 88 40, 8112 


— 73%6,2512. 
| On sait que 100 parties d'air en poids contiennent 23 parties 
d'oxygène. 
Le poids de FA nécessaire au grillage des 100“ de pyrite est 
donc 


132512 < 100 


= = 318%6,4835 


et le volume de cet air, 


MAIL re. 
—— — 2,600,313, 
TENTE 
2° Le poids de sulfate de cuivre obtenu est 
Lo Pa 
95,5 


Le fer plongé dans une dissolution de sulfate de cuivre préci- 
pite le cuivre à l’état métallique d’après l'équation 
ve + Dr — SO0tFe + Cu. 
Le poids du fer nécessaire pour précipiter le cuivre contenu 
dans 2ks,171 de sulfate de cuivre est donc 
56 XX 2,171 
159,5 
(3. MÉNÉCHAL, au Bugue.)} 
Palin ; 


[Ont résolu la mème question : MM. G. R. Henry ; FE: 


H. Varennes.]| 


Foucry ; 
EEE es 


ARITHMÉTIQUE 


4643. — Lorsqu'un triangle à côlés entiers a son aire expri- 
mée par un nombre entier, ce nombre est divisible par 6. 


La surface étant donnée par S? = pp — a)(p — bp — c), je 
remarque d'abord que si a, b,c, S sont entiers, p doit l'être; 


car si p était fractionnaire, il serait de la forme _ n étant 


impair, et on aurait 
PRE ET UT je nn — Ses 2b)(n — 2c) 

Tous les facteurs du numérateur étant impairs, la fraction ne 
pourrait se simplifier. 

SÉ On pose p—a—a p—b—=f$, p—c—}, 
p=a+0<+y, l'expression de S? prend la forme 

S? = afy(a +6 + 7) 

Si l'un des nombres 4, 8, y est pair, S l’est aussi. Or , 8, y 
ne peuvent être tous trois impairs, S étant supposé entier ; car 
si æ, 0, y étaient impairs, on pourrait écrire 
drmult, 4-£ 7; 6 = muit. 444, 

a, 8", y étant égaux à +1. Alors 
S2 = afy(a +8 + y) = mult. 4 + af ya + +y). 

Si a’,0,/ étaient de même signe, le terme complémentaire 
serait 3; 5 “ils étaient de signes contraires, ce terme serait —1,. 
En tout cas, on aurait 

aby(a +8 +7) = mult. #—1; 
or, le carré d’un nombre impair est un multiple de 8 augmenté 
de {, done il n'y a pas de nombre entier dont le carré soit un 
Pod de 4, diminué de 1. 
Si Fun des nombres 4, 5, 


0 


d’où. 


y = mult. 4+ 7, 


y est multiple de 3, S est are 


| de 3. Si aucun de ces nombres n’est multiple de 3, on peut écrire 


8 = mult. 3+8,, y = mult. 3+7, 
on voit alors, comme précédem- 


a = mult. 3+ 4, 
ad’, 0’, étant égaux à +1; 





(4 













ment, que | te PATES 
ay( («+8 y) = mult. 3 + afy{a gr FA La 

Or si a’, @, y! sont de même signe, le terme complémentaire est 
3; etils ne peuvent être de signes contraires, S? étant entier, 
car le terme complémentaire serait alors —1; or le carré d’un 
nombre entier ne peut être qu’un multiple de 3, ou un multiple 
de 3 augmenté de 1. É 

Donc si a, b,c, S sontentiers, $? est divisible par les facteurs 
premiers 2 et 3; donc S l'est aussi, et par suite est divisible 
par 6. 

Remarque. — Le triangle de côtés 3, 4, 5 ayant pour surface 
S, il n'y a pas lieu de chercher de diviseur supérieur à 6 pour S 
entier. 


ES 


ALGÈBRE 


4621. — Vérifier que l'expression 
SO HP+ a) —Hoytastay) 
est la somme de trois polynomes entiers carrés parfaits. 


L'expression peut s'écrire 
Lo? + y? + Ba? HR HR y + 22 — koy — 4x3 — kyz 
ou, en groupant convenablement les termes, 
Loc? — ko + y? + kY? — kyz + 2 + 4e? — zx y «?, 
ou enfin (2x — y}? + (2y — 3) + (23 — x). 
(Asez PICHON, lycée de Niort.) 


L'expression peut également se mettre sous la forme 
(2x — 2)? + (2y — x)? + (23 — y}. 
I(ERNEsT FOUCART.) 


Remarque. — Ce polynome peut se mettre d’une infinité de facons 
sous forme d'une somme de trois carrés. La décomposition des poly- 
nomes en carrés est traitée dans tous les cours de mathématiques spé- 
ciales ; nous nous bornerons donc à cette simple observation. 


[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet, instituteur à Cransac; V. Ba- 
rol, école primaire supérieure de Lorgues ; R. Barthélemy ; Bouzy ; ; CG. Broutin ; 
L. Curt, à Cras-sur-Reyssouze; H. Dodier, lycée de Laval ; R. Fazembat, à 
Preignac ; J. Fiton, instituteur à Agen ; R. Henry; H. Janoïis ; T. Lalescu, sana- 
torium Predeal ; cs Lecoutour ; J. "Lehmann, instituteur à Boufarik ; B. Mathé, 
à Saint- Yorre : S.-N. Mirea, lycée de Ploësti ; L. Perret, à Pont-de-Vaux ; 
E. Rieux; A. Sainte-Lagué, lycée d'Agen; E. Sautreau ; A. Sordet, à Saint- 
À na H. Varennes, à Deux-Chaises ; J. Ménéchal; A. Prost ; 
A. Redon.] 


4645. — Si a +b? — €, on a 
(a+ b+c)(b+ c — aa + c—b)(a +b —c) = 4ab?. 


Le premier membre de l'égalité à établir peut s'écrire 
(a+ b + cj(a + b— cfc — a + b)(c + a — bd), 
ou, en appliquant l'identité (x + Bj(x — 6) — 42— {2 aux deux 
premiers et aux deux derniers facteurs, 
La + D}? — c?][e? — (a — b}?]. 


En remplaçantmaintenant c? par æ +1, ce dernier produit 
devient successivement | 


[a + bd} — a2— b?]a2 + p? 





— (a — b}] = 2ab 24b = La2p?, 
Gryq: frd, 


Remarque. — La relation énoncée peut aussi être écrite immé- 
diatement en égalant deux expressions de l'aire d'un triangle 


rectangle ayant ses côtés mesurés par les nombres a, b, c, eten 
remarquant que a, b, c n'entrant que par des puissances paires 


L 












dans les fi membres, 


les signes de ces membres. | | 0) 
| st ni à Orléans. ) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Barol; R. Barthélemy, ‘iyeée de Tou- 
louse ; M. Boesch ; E. Bonnet, à Alger ; R. Bouvaist ; C. Broutin ; Corn R ES 
ce de Draguignan ; Croze : G. Delahaye ; A. Doué; R. Fazembat ; 

. Foucry : E. Framboise ; F.° Galy, lycée de Foix ; L. Gautier; L. Giboin : 
Ÿ Haag ; R. Henry ;°C. Jacquet, ‘lycée de Mâçon ; H. Janois : H. Julien ; 
Lalescu, lycée de Jassy ; À. Larue ; Leécoutour ; C. Lefebvre, lycée Saint- Louis ; 
A. Legros, lycée de Rouen ; J. Lehmann ; E. Le Maigre ; D. Lwow ; B. Mathé ; 
d: Ménéchal ; J. Mollat, à Nantes ; E. Moracchini ; G. Oberlin HE. Ollié ; 
G. Oprescu, école militaire de Jassy ; L. Patin ; Petitjean, collège Chaptal ; 
J. Reynaud ; A. Sainte-Laguë, lycée de Bordeaux ; E. Sinturel ; H. Varennes : 
F. Velardi, à Messine ; P. Zlatco, lycée de Bassarah (Turquie d'Asie) : Mike R. 
Campana ; MM. .G. Armaingaud : G. Boissonnet ; F. Brevnaert ; ‘Paure : 
J. Hébré ; A. Huet; Hugonnier-Ginet ; G. Marie ; A: Pichon :4l. Vien.] 





4647. — Trouver les rapports entre eux des côtés d'un triangle 
dans lequel les trois côtés et la surface sont quatre nombres entiers 
consécutifs. | 





e, 
Dans la He connue 
= ÿp(p — ap — b) P=d, EL 
posons RE DE c—=«+ |, S = +2. 
Il vient, après élévation au carré, 
(& + 2? — 30 vH?, & RES à” 


2 HER SU 
ou, en supprimant le facteur commun positif æ+2, 
16(& + 2) = 3x°{x — 2), 

Cette équation, mise sous la forme 
a(3x? — 6x — 16) — 32, 
montre que + est un diviseur de 32, et par suite est égal à l’un 
des nombres 





* 


1, 2, 4, 8, 16, 32. , LT ET 
On reconnait aisément que la seule valeur possible de x est 4. PA 
Les côtés du triangle sont donc a = 3, b—=#%4, c = 5. 


Remarque. — La solution précédente suppose implicitement S 
supérieur au plus grand côté c. En refaisant la mise en équation” 
pour les cas où S est compris entre © et.b, entre D et a ou 
entre a et 0, on constate que ces diverses hypothèses ne don- 
nent aucune no DIE solution. 

[Ont résolu la même question : MM. R. Bouvaist ; Croze ; G. Foucry ; : 


J. Fourestier ; R. Henry ; Hugonnier-Ginet ; H. Janois ; VEENS «Maigre'; À 
D. Lwow ; L. Ollié ; A. Sainte- Laguë : 1 ES Varennes.] ; 


, 
* 


4649. — Calculer les côtés d'un triangle rectangle connaissant 
la hauteur h et l'excès e de l'hypotenuse sur la différence des 
deux côtes de l’angle droit. | A: 


* 
“ 


Soient x l’hypoténuse et y, z les deux côtés de l’angle droit 
du triangle cherché. On doit avoir 


A x — (y — à) —e,, LES 
PH, (2) 
; ÿ y3 — ch NEENRNREES 


L'équation (1) s’écrit 
D VER Me € 
ou, en élevant au carré et tenant 
compte de (2) et (3), 
a?—Qxe + e? — x? — 2xh, 


B æ € 


d’ x . e? 
nt Fe à 
En remarquant que (y+:) = y? +3?+92ys, ‘ona \ TES L 
6 h 
ù SV Ra PENSE —A4}e : .. 
He = Va HE NVE LE 4he — AE ; | 


> | 
> wi ‘ 














NUE OO NES, 
d'où l’on tire, par addition et soustraction, 
2h — e + Je? +4he — He 


C 


À h | ÿ ip : &(e—h) 
; s _ Ve +4he 4 —(2h—e) 
| Were k(e— h) l 


à Discussion. — Pour que les valeurs de x, y, 3 conviennent au 
. problème; il faut et il-suffit qu’elles soient réelles et positives. 
. La valeur de », toujours réelle, sera positive si 

À PS 

le produit yz étant égal à æh-est alors positif, donc y et z sont 
“de même signe, et si on prend le signe + devant le radical qui 
donne y+:, on a pour y et : des valeurs positives, sans qu'il 
y ait à écrire d'autre condition. 


4 Solution géométrique. — En remarquant que 


| e=xG—(y—:)=2+3—7y = A{p— y), 
_(p étant le demi-périmètre du triangle), on en conclut que = 
| représente la distance du sommet A 
au point de contact D du côté AC 
avec le cercle O exinscrit dans l’angle 
GC. De là cette construction : 

On construit le triangle rectangle 






di 


es 
u 


isocèle ADO, de côté _ puis on 


| 
| 


trace le cercle O tangent en D à AD 
et le cercle À de rayon AH — à. 
En menant à ces deux cercles une 
tangenite commune extérieure, on 
obtient l’hypoténuse BC du triangle 
qui est ainsi complètement déter- 
.. miné. 
Discussion. — Le problème n’est évidemment possible qu'au- 
tant que la tangente commune BC existe et rencontre AD du 
côté opposé à D par rapport à A. La seconde condition exige 
que le diamètre e du cercle O surpasse le rayon À du cercle A: 
| th 
Dans ce cas, la première condition est toujours remplie ; cette 
condition revient en effet à écrire que la distance des centres 


4 Eee 
L = — V2 
oa=iy 



















est au moins égale à la différence des rayons ke 
et k, ou. 
4 * e? e 2 

Fu): 
ce qui donne en réduisant 
e2+ keh— 4h? > 0. 
Mais on a vu qu’on devait avoir e > h; or l'inégalité s'écrit 
@+4he— h) > 0, donc elle est toujours vérifiée si e > À. 
(L. OLLIÉ, à Auch.) 


1 + 
… Remarque. — ‘Dans l'énoncé, il est question de l'excès e de 
l'hypoténuse sur la différence des côtés de l'angle droit; si on 
prend la différence de ces côtés, dans le sens ordinaire du mot, 
on doit supposer y >, d'où e <2h. Sans quoi e serait, 
non plus l’excès de l’hypoténuse sur ia différence des côtés de 


absolue de ces côtés. ' 


[Ont résolu fa même question : MM. V. Barol ;.R. Barthélemy #Boissonnet ; 
ouvaist ; Burgat ; Croze ; L. Curt ; G. Foucry ; E. Framboise ; L. Giboin ; R. 
Henry ; Hugonnier-Ginet; Jacquet, Julien; J. Lamotte ; J. Lehmann; Le 
Maigre ; M. B., à Th.; Sainte-Laguë ; E. Sinturel ; H. Varennes.] 


: 4651. = Démontrer que ! 


entraînent la suivante : 


Fe 





es relations | 
à æ + UE. 4, 

a? + y? + 3? — 2Qu?, 

a + YS + 2 — 3ai 





(6 — y) + (y — 2) + (5 — a) = Hat + yt + a). 


Développons le premier membre de l'égalité à établir. On a 
(y = (ar? — Roy + pp = at — hay + Gay — Lay À yt. 
He SNS RS RME = y} — ky$z + Gy? 32 — 4yz8 + sb, 
D — 0er en = 24 — 4x + 62202 — 4303 + w#, 

d’où, en ajoutant, 
(@ — y}4 + (y — 2h + (z — œ)t = at + yh + 38) — ay? + 3°) 
— y(ss + 2) — 43(a3 + y3) 
+ Jay? + 22) + 34232 + à?) + 32202 + y?), 

Il suffit donc de montrer qu’en tenant compte des relations 

données, l’ensemble des six derniers termes se réduit à 
a + yt Hat. 

En effet, en y remplaçant yÿ+2: par 
par 24° —x?, etc., on a successivement 
— 4a(3a — 28) — 4308 — 5) — 42(3a3 — 4} 

+ 32% (2a? — x?) + 3y2(2a? — y?) + 33°(2a? — 2?) 
= (xt + yh + 34) — 12a°(x + y + 3) 
— 3(at + y} + 25) Ga/{x? + y? + 22) 
— + yh Host — 1904 + 12at = é E yé + 34, 


Ja — a, +2 


CP fred 
(H. JANOIS, instituteur-adjoint, à Saint-Calais.) 
Remarque. — La relation à démontrer peut s'écrire 
(+ yé + 34) + hay + oz + ys + ya + 33% + 53y) 
— 6(y232 + 3242 + @2y?) — 0, (1) 
Si on désigne par A, B, C les trois parenthèses, on voit faci- 
lement que 
(a? + y? + 2} = À +20, 
(@+ y+ 3)(2 + y hs) = À LB; 
mais le premier membre de l'égalité (1) est 
A+ 4B —6C = #A + B)— 3(A + 2C), 
ou A(o + y + 3)(a y + 33) — 3(x? + y? + 22)? 
On voit alors que si l'on se donne la 4° relation de l'énoncé avec 
deux des trois premières, la dernière en résulte. 
Ont résolu la même question : MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; R. Barthélemy ; R. Bouvaist ; E. Framboise ; L. Giboin, lycée Saint 
Louis ; J. Haag ; R. Henry; E. Le Maigre ; David Lwow, à Piatra: J. Ménéchal : 


E. Moracchini ; L. Ollié ; J. Reynaud, collège de Genève ; A. Sainte-Laguë 
lycée de Bordeaux ; H. Varennes ; F. Breynaert ;-G. Marie ; E. Sinturel.| ; 


een ee 9 


GÉOMÉTRIE 





4630. — On considère deux cordes AB, CD d'un cercle telles 
que AB est bissectrice de l'angle formé en joignant son milieu aux 
deux extrémités de la corde CD. Démontrer que CD est égale- 

ment bissectrice de l'angle formé en joti- 
P gnant son milieu aux extrémités de AB. 


Joignons CG et D au milieu M de AB. 
Je dis que pour que AB soit bissectrice de 
l'angle CMD, il faut et il suffit que CD 
c passe parle pôle de AB, 

En effet, les droites perpendiculaires 
A TN AM, MO étant les bissectrices de l'angle 
CMD, divisent harmoniquement aux points 
L'et P le segment CD. Donc P est le pôle 

de AB. + 
D La propriété énoncée revient donc à 
dire que si CD passe par le pôle P de AB, 














AB passe à son tour par le pôle de CD. a cel | ré tn - 
diatement de ce que toute droite CD passant pu P a son pôle 
sur la polaire AB de P. 


2653. — Dans un losange ABCD, on joint un point de cha- 
cune des diagonales AC, BD aux deux extrémités de l’autre dia- 
gonale. Démontrer que les quatre droites ainsi menées déterminent 
un quadrilatère inscriptible. 


Joignons le point P de AC aux extrémités de la diagonale BD 
et le point Q de BD aux extré- 
mités de la diagonale AC; 
forme ainsi lequadrilatère EFGH. 
Pour démontrer que ce quadri- 
latère est inscriptible, il suffit de 
montrer que l'angle FGH est 
égal à l'angle opposé extérieur 
HEP. Ces deux angles apparte- 
pant aux triangles PGC, PAE, 
on a 

FGA = APG — AC0, 

EP — CPE — CAE. 

Or, dansle triangle isocèle PBD, 

AC étant bissectrice de l’angle 
BPD, on peut écrire » 





c APG — ÉP0 = CPE; 
le triangle isocèle AQC donne d’ailleurs ACG = CAË. 
Donc FGH = HEP. ‘ 

C.'q'E Ne 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.} 


Remarques. — 11 est facile de voir que la propriété subsiste 
lorsque les points P et Q sont px sur les prolongements de 
AC et BD. 

La propriété énoncée peut aussi s’énoncer sous la forme sui- 
vante : Si dans un quadrilatère les bisseclrices intérieures (ou 
extérieures) des angles formés par les deux couples de côtés 
opposés sont rectangulaires, le quadrilatère est inscriptible. — 


La réciproque n'est pas vraie. 
(H. PITRAT, à Givors.) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; G. Boissonnet ;: R. Bouvaist ; FE. Breynaert: GC. Broutin ; E. Fram- 
boise ; L. Gihoin. lycée Saint-Louis ; J. Haag; R. Henry ; Hugonnier-Ginet ; 
Jacquet, lycée de Mâcon ; H. Janoiïis ; A. Larcher ; Legros, lycée de Rouen; 
D. Lwow, à Piatra ; M. B., à Th. ; G. Marie; Millet ; L. Ollié ; A. Sainte- 
Laguë, lycée de Bordeaux ; E, Sinturel ; H. Varennes ; Vien; E. Gueudin.| 


4655. — Etant donnés un angle XAY et un point B sur le 
côté AX, déterminer sur le côté AY un point M tel qu'en prenant 


son symétrique M' par rapport au point B et en abaissant MP. 





perpendiculaire sur AN, les aires AMB et M'PM soient équiva- 
lentes. 
M’ | 
X Supposons le problème résolu: 
46 soit M un point de AY tel que 


aire AMB — aire M'PM. 
Menons la perpendiculaire BC 


à AY. On a 
* 
aire AMB =? AM.BC . 
A PMC M Ÿ et aire M'PM — PM'.PM 
= BC.PM 


Pour que ces deux aires soient équivalentes, il faut et il suffit 


oo 




























QI & s | 
que l’on ait 


ou, puisque PM = 2MC, . 
MA ë 
sn € 


D'après sites condition, le point M He le segment A6, 
prolongé ou non, dans le rapport #. On obtiendra donc de 
points répondant au problème en prenant: J 


% . 2 4 


soit AM — EY AC, soit AM; — E AC. 


(G. FOUCRY, école normale de Châlons.} 


[Ont complètement résolu la question : MM. Broutin ; E. Framboise ; L. Gi- 
boin ; R. Henry ; L. Patin ; E. Gueudin. 
Ont partiellement résolu la question : MM. V. Barol ; R. Barthélemy ; R, 


3ouvaist ; F. Breynaert ; .Cauvin ; Croze ; Daure ; H. Duchesne ; . Fayolle : 
J, Haag ; F. Galy; Gautier ; J. Hébré; T. Laleseu ; Larcher ; À. ecoutour : 


Legros ; J. Lehmann ; 


Le Mollat ; E. Moracchini ; x Ollié ; Petitjean ; Sainte- 
Laguë ; E. Sinturel ; H 


. Varennes. +] 


4657. — Dans un cercle donné, inscrire un quadrilatère, « 
connaissant le point de rencontre de deux côtés oppôsés et une. 
circonférence sur laquelle doit se trouver le point de rencontre 
des deux autres côtés. 


Supposons le problème résolu: soit ABCD ‘un quadrilatère 
inscrit dans le cercle donné O, les côtés opposés AB, CD se 
coupant au point don- 
né P'etles deux autres 
côtés en un point Q 
du cercle donné 0". 

On sait que si l'on 
mène à un cercle deux 
sécantes quelconques 
PAB, PDC, les droites 
‘AD, BGse coupentsurla | 
polaire du point P par 
rapport à ce cerele.Donc 
la polaire MN du point P 
relativement au cercle O détermine par sa rencontre avec le 
cercle O’ les points Q et Q’. Tout revient alors à inscrire dans 
un cercle un quadrilatère dont les points de rencontre des côtés 
opposés sont connus. Comme l’un des côtés, PAB par exemple, | 
peut être pris arbitrairement, le problème admet une infinité de 
solutions ; il n’est d'ailleurs possible qu’autant que la polaire MN 
du point P rencontre le cercle O’. 

La solution resterait la mème si au lieu du point Q on consi- 
dérait le point de rencontre des diagonales AG, BD. i 

(MILLET, à Orléans.) 





[Ont résolu la même question : MM. R. Boüvaist ? Hébré à Marsac ;° 


D. Lwow, à Piatra (Roumanie).] 
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4602. — On donne deux miroirs plans parallèles À et B, dont 
la distance ab — 1200, Un point lumineux S est placé sur, ab 
à 8°® du point a. On considère un point O à 20° au-dessus de 









J'autre divergente de He f= = 25m, sont montées aux extrémités 
d'un même tube, de manière que leurs axes coïncident et un leurs cen- 
tres soient à une distance fixe de 35mm,, 

On voudrait, au moyen de ce système, projeter sur un PEN l'image 
réelle d'un petit objet, de manière que le grossissement ne fût , 
de 100. 


ar: 

ap 58 deux réflexions sur À et une sur B. On définira les trois 
D oints à, , a par leurs distances à ab. 

(Bacc. lettres-math., Rennes, <td a 1898.) 








Abaissons les perpendiculaires 8D et OC sur le miroir A. 
Les deux triangles 2D9 et aaS, semblables comme ayant les 
côtés parallèles, donnent * 








D _ DÉ 
dut ess 
vs __ 12% au __ 3ax 
d'où APTE 5 


D'un autre côté, par suite de l'égalité des 
angles d'incidence et de réflexion, les triangles 
rectangles D et «DS sont égaux ; il en est 

.de même des triangles 4aS et «C0. 
On a donc 
aD = «D et Ci =tax, 
etcomme aa + aD + Da + d C0, 





* 
on peut écrire 


* D tu | 
d’où » aa = 4. 
Les distances des trois points «, &, , à ab sont donc 
aa = 49, 
0h — 3aa — {00m 
" 0b ps T& + at =: , 
6aa k 
et dia = ons 10. 
” | (G. HAMOT.) 
| Autre soution — Ona ax =aStgi =8tgi 
_ et aD = 12tgi, 
D = 12tg:, 
aC = 8tgi. 
Or OS = aa + aD + «D + «10. 
On a donc : 
e 40 tg i — 20, 
d’où tgi — ss 
|. Par suite 
as 
4m, 
k < ax 2 


8b = aD'+ aa — 10°", 
aa = 2aD + ax = 16°". 
(RIEUMAJOU.) 


résolu la ue uestion: MM. Arcizet; Ardin-Delteil ; A. Bisson ; 

n Blanc L Bois ; Drauelers M. Chané ; H. Damoiseau ; Delolme; 

H. Dodier : A. Drocourt ; E. Foucart ; Foucry ; A. Gillaizeau ; M. Gondran ; 

G. Lallier ; J. Lamotte: R. Lavallée ; E. Le Maigre ; G. Le Sage ; P. Letour- 

 neur ; P. Lupsa ; P. Millevoye ; À. Pichon ; H. Pitrat ; G. Salles ; R. Turgis ; 
A. Vidalenc ; Vien ; H. JR R. Vollaire.l 


re —— 


CONCOURS DE 1899 (suite) 





A | 
4 CONCOURS GÉNÉRAUX 
Glasse de Mathématiques élémentaires. 
Physique et Chimie (Paris). 
x I. — Phénomènes d'influence et de condensation électrique. 


: 8 = 4680. Deux lentilles, l'une convergente de foyer 





f= 10m, 


A quelle distance faut-il placer l’objet, à quelle distance 1° en 2 
On expliquera sur une figure la marche des rayons. 





III. — Anhydride et acide azotiques. , 
| 
3 
; ; 
CERTIFICAT D'APTITUDE AU PROFESSORAT 
ET DES ÉCOLES PRIMAIRES SUPÉRIEURES à 
Aspirants. 
Mathématiques. 
I. — Démontrer que le plus petit commun multiple de deux nom- 
bres entiers est égal au quotient obtenu en divisant le produit de ces 
deux nombres par leur plus grand commun diviseur, 
Il, — Trouver deux nombres entiers, connaissant leur produit 51840 
et leur plus petit commun multiple 2160. 
Il .— 4681. On donne deux axes rectangulaires æx', yy' se coupant au 
point O0. Sur 0x, on prend un point A tel 
que OA —a, «a étant une longueur don- 
née. Par ce point A, on mène la droite 
zBAz", coupant Oy au point B, et telle que 
l'angle OAB est égal à 60°. Soient M et N 
les poinfs de rencontre de la droite zBA3' 
et de la circonférence qui, passant par le 
point 0, à pour centre un point C (qui 
n’est pas marqué sur la figure) pris sur 
l'axe y'y ; on pose OC = x. 
1° Quelle valeur x, faut-il donner à x 
pour que l'angle MON soit égal à 30°? 
2e En appelant CD la distance du point C à la droîte zBAz', déter- 
miner æ de telle sorte que l’on ait 
NN CD = #, , 


k étant une longueur donnée. 
Discussion par rapport à kÆ. Indiquer, en particulier, 
points M et N, par rapport aux points A et B. 
Applications: k—av3 et k — 2a V3. 


(3 juillet, de 8 h. à midi.) 


la position des 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


EL — Montrer par des exemples comment on peut expliquer les phé- 
nomènes météorologiques qui dépendent desla chaleur rayonnante. 


II. — Diastases et ferments. Indiquer par des exemples leurs effets 


dans les opérations industrielles et agricoles. 


II, — Pollen, — Ovule, — Formation de l'œuf (on ne parlera pas 
du développement de l'embryon). 

Multiplication : Bouturage, marcottage, greffe. 

Applications : Production des hybrides, des races, des variétés. 


(4 juillet, de 7 h. à midi.) 


Aspirantes. 
Mathématiques. 
ion d’ fracti à à À : : rè 
— LE re Fe RU Rt ARE. S. 
1, — 4° Evaluation d'une fraction G 10" 1007 107 PTè 


= x r 
L ON, 072 ME 










Définir l dnateUne et nine la rs 4 
Etablir la condition nécessaire et suffisante pour que la fraction nr 
soit égale à une fraction décimale exacte. 

20 Dire à quelles conditions doit satisfaire le SUTTÉRE à6 la frac- 


À 
tion ——— pour que l'évaluation en décimales de cette A tion 
23 X 3 X 5? 
conduise à une fraction décimale exacte, ou à une fraction tue 


simple, ou à une fraction périodique mixte. 


l.— 4682. Sur une droite indéfinie æy on donne deux segments AB 
et CD extérieurs l'un à l’autre, D'un côté de æy on décrit sur AB Je 
segment de cercle capable d’un angle donné «, et de l'autre Côté, on 
décrit sur CD le segment capable du même angle a. Soient E et F 
les centres respectifs des cercles auxquels appartiennent ces segments ; 
la droite EF coupe la droite æy en un point K. 

10 Montrer que ce point K est le même, quel que soit l'angle «. 

2 Trouver le lieu du point de concours des ner communes 
extérieures aux deux cercles, quand « varie. 


1H. — 40 Définir un polygone régulier et démontrer qu'il est inscrip- 
tible dans un cercle. 

2 Démontrer le théorème réciproque suivant : Tout polygone inscrit 
dans une circonférence et dont les côtés sont égaux, est un polygone 
régulier. 

3° Peut-on énoncer un deuxième théorème réciproque ? Est-il vrai 
ou faux ? 

(3 juillet, de 8 h. à midi.) * 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


I. — Enumérer les principaux effets du courant électrique et décrire, 
pour chacun d'eux, une expérience propre à le mettre en évidence. 

Chercher, parmi ces effets, ceux dont la grandeur peut servir de me- 
sure pour Je courant et donner les raisons du choix adopté. 


I, — Quelles sont, dans l'industrie, les méthodes générales de pro- 
duction ou d'extraction des carbures d'hydrogène ? 

HT. — Respiration chez l'Homme; insister sur l'hygiène de la respi- 
ration. 


Les roches calcaires. Applications. | 
(4 juillet, de 7 h. à midi.) 


ÉCOLE PROFESSIONNELLE SUPÉRIEURE DES POSTES 
ET DES TÉLÉGRAPHES 


{ire Section. 


Concours du 10 octobre 1899. 


1. — Exposer sans démonstration le procédé qui permet d'obtenir à 
la fois Le plus grand commun diviseur D etle plus petit commun mul- 
tiple # de deux nombres À et B. En déduire la valeur du produit D>x<m:. 


IL. Diviser l'expression 100% — 2414x? +36 parle binome 27 — 3. 


HT. — 4683. Un tronc de pyramide régulière a pour bases paral- 


lèles deux carrés dont les côtés sont a et 24; sa hauteur est à : 

1° Expressions du volume et de la surface totale du solide ; 

2° Déterminer k de manière qu'il existe une sphère tangente à là 
fois aux deux bases du solide et à ses quatre arêtes obliques ; 

8° Le plan contenant les points de contact avec les arêtes divise la 
surface de la sphère en deux parties dont on demande le rapport. 


IV. — 4684. Etant donné un triangle ABC, on décrit sur AB et 
sur AC comme diamètres deux circonférences D et E, qui se coupent 
en À et en un second point désigné par H: 

1° Comment le point H est-il situé par rapport au triangle ? 

29 Par le point A on mène une droite quelconque coupant les 
deux circonférences respectivement en 1 eten J. Comparer les angles 


LL 


« 


, RL 4 27 | 
du triangle HIT à 















ceux du 
entre ces deux triangles ; ALP Ë 

3° Démontrer que, la droite 1]: pivotant autour de é les TN ces 
des angles 1 et J font un angle constant et que chacune d'elles passe 
par un point fixe situé sur la droite DE. Lieu FA SS 43 cen re 
du cerele inserit dans le triangle HIJ. 

40 Lieu som ecque du centre du ‘tercle “circonserit au même 
triangle. 





C) + : l 
o + ; 
Li 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


we 


.: 
* 


4685. — Démontrer que l'expression 
32 + 2x On+ 1 . à 
est divisible par 7. | 
(Vazerre, école normale du Puy.) 


4686. — Déterminer une valeur de m telle que le polynome 
, x" + 20 — 23%? + 12% + m 


soit identiquement égal au produit de deux trinomes du second degré 

de la forme ‘ 
(a? + ax + c)(x? br + €); 

faire connaître les valeurs des paramètres 4, b, e et les Yaleurs de x qui. 

annulent le polynome donné, dans le cas considéré. 


(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1899.) 


1 


4687. — Dans un cône droit, on donne la hauteur k et à PR De 
totale 7m°; calculer le rayon de base. 


(Bacc. letires-math., Besançon, juillet 1899.) 


A 
4688. — Une lentille biconvexe a pour époio0nr 

CD — 2a; le cercle qui limite les calottes dont elle est 

formée a pour rayon 1A—7; le volume de la lentille 


est Fe rm. Former l'équation qui donne les rayons des 


sphères auxquelles appartiennent les calottes, et discuter 
B cette équation. 
» . , 
4689. — Pour déterminer le poids spécifique d'un corps soluble 
dans l’eau, mais insoluble dans l'éther, on emploie la ‘méthode du 
flacon. 
Les données expérimentales sont les suivantes : 
Poids duiflaconides Re 
Poids du flacon contenant la substance. 
Poids du flacon contenant la substance 
et rempli d'éther jusqu'au trait.. . . 63 .,604 
Poids du flacon plein d’éther . . . . . 61,299 
Poids du flacon plein d'eau SET 1092 . 
La température étant égale à 4° centigrades, on dernanie d'établir, 4 
d'après les données précédentes, le poids spécifique de la substance. 


(Bacc. lettres-sciences, Constantine, juillet 1899.) | 


mms db de... dit 


168r,349 | | 
20 ,624 PIRE 


4690. — Deux personnes À et B se servent successivement de la à 
même lunette pour viser les contours d'un astre tel que la Lune. On 
demande quelles sont les distances des deux lentilles qui forment l'ob- 
jectif et l’oculaire de cette lunette astronomique au moment où cha- 
cune de ces personnes fait l'observation de cet astre, sachant que la pré- 4 
mière, À, est infiniment presbyte, c'est-à-dire susceptible de voir nette- 
ment les objets placés à une distance infiniment grande, et que la” 
deuxième personne ne peut distinguer les objets que lorsqu'ils sont 


situés à une distance inférieure à 15cm, 1 
Distance focale de l'objectif. . 11H SUES 12,20 
Distance focale de l'oculaire . . . . . . . .. ‘30nm: 


(Bacc. lettres-math., Montpellier, juillet 1899.) 
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“SUR L'APPLICATION D'UN THÉORÈME CLASSIQUE 
“  RELATIF AUX QUESTIONS DE MAXIMUM 


“par M. J. Girod, professeur au lycée Charlemagne. 

Il s’agit de ce théorème : 
…— Si des nombres positifs variables x, y, 3 ont leur somme cons- 
Dore le produit P — xry1:r, 
n 
f 
+ 


sont positifs, est maximum NT Z, Y, & Sont éqjaux aux nom- 
bres obtenus par la division de la somme en parties mroportion- 
melles aux exposants. 

On sait de plus que ce théorème s’étend au cas où les exposants 
+ sont des nombres positifs fractionnaires. 
- Pour l’appliquer à la recherche du maximum d’un certain pro- 
: duit P de nombres positifs variables, : il faut donc chercher à 
_ grouper les facteurs de ce produit, de manière que la somme des 
“éléments de ces groupes soit constante. On considère à cet effet 
a relation qui lie entre elles les variables dont se compose le 
produit P. Cette relation tantôt est donnée d'avance, tantôt 
résulte d’une propriété géométrique de la figure que l’on a tracée. 
En général, dans ce dernier cas, la forme de l'équation qui tra- 
“duit cette propriété n’exprime pas directement que les facteurs 
“de P ont leur somme constante. La principale difficulté de la 
“question consiste alors à transformer cette relation, de manière 
“à mettre en évidence une certaine distribution des facteurs de P 
“qui permette d'appliquer le théorème. 
Quelques exemples feront comprendre comment on doit diriger 
les calculs. 


‘à 





| 
| 
$ 






























Problème I. — Trouver le triangle isocèle d'aire minimum 
“circonscrit à une circonférence de rayon KR. 
Soient æ la demi-base du triangle isocèle ABC et y la hau- 
teur correspondante. Ona S = xy. 

Remarquons d’abord que la re- 
cherche directe du minimum de «y 
échappe au théorème cité précédem- 
ment, puisque ce théorème est 
relatif au maximum d'un produit. 
On tourne la difficulté en cherchant 
le maximum de l'inverse de S, qui 
est aussi un produit. Posons donc 

1 

| ay 
Fr Cherchons maintenant la relation qui lie Je deux variables. 


U = — 


HG _ AH 
OPMADE 


OD=EYR; AH y, 


| Rédaction ... 


dans lequel les exposants p, q;r 
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et AD = VAL. AK, 
ou AD —="\/y(y — 2). 
En chassant les dénominateurs, on obtient donc l'équation 


æ Jyly —2R) = Ry, 
qui conduit à l'équation rationnelle 
(y —2R) = R?y 
Evidemment, pour déduire de cette relation une certaine 
somme constante, il faut commencer par distribuer les termes 
de manière que l’un des deux membres devienne une somme. 
On est donc conduit nécessairement à l'écrire 
ay = 2Rx? + R°?y 
Maintenant, pour que le second membre demeure constant, il 
suffit de diviser les deux membres par æ?y; on obtient ainsi la 
relation 





(HORS 
y QU 
que l’on remplace par 
2 RAI 
He (1) 


dans le but de simplifier les expressions des termes variables qui 
forment une somme constante. 





À ; 2 R 
Mais ces termes variables, m" et me ? dont la somme demeure 


égale à ne donnent pas un produit égal à la fonction 


u 


R 
1 : 
QE à dont on cherche le maximum. 


On remarque alors que la fonction « varie dans le même sens 
que l’une quelconque de ses puissances d’exposant positif, multi- 
pliée par un nombre positif constant. Cherchons donc quels 
exposants positifs œ et & il faut attribuer à chacune des 


quantités = et PA pour que le produit des puissances ainsi 


obtenues reproduise une puissance de #, à un coefficient positif 
près. 

La réponse ici est évidente, mais procédons par ordre, pour 
nous rendre compte de la marche à suivre dans des cas plus 

“a La\af R \$ 0 2Re 
compliqués. Posons P —={[—).[—) — ——-. 
y x? ya 8 

Pour que P soit proportionnel à une puissance positive de , 
il faut et il suffit que les exposants « et 26 de y et de x suient 
des nombres positifs égaux. Les nombres entiers positifs les plus 
simples qui vérifient l'équation x — 28 sont f—1, x —2, 

La conclusion est que P, et par suite uw, sera maximum lors- 


qu'on aura ë à. 
r) Le), 
RNCS Da 


Le 1 











" 
3 


1 É : sh. 
> Si On tient compte de la condition . 


2 R 1 
LD PEN à 
En égalant le premier rapport à ce troisième, on a pour détermi- 
1 
3R ? y — 3R. 


On voit aisément qu'à cette valeur de la hauteur correspond un 
triangle équilatéral. 


Formons le rapport , qui est égal aux précédents. Il 


se réduit à 





ner y l’équation Fe = d'où 


Problème IF. — De tous les segments sphériques à une base de 
volume constant, quel est celui qui a la plus petite surface con- 
vexe ? 

Soient æ la hauteur variable du segment, et y le rayon.de la 
sphère. L’aire de la calotte est donnée par la formule S = 2rxy. 
Pour les mêmes raisons que dansle problème 1, nous chercherons 
u = +. 

ey 
représente le volume constant du segment, les 


le maximum du produit 


MOT 
Or, si 





variables æ et y sont liées par la relation connue 
a°?(3 
Il faut d'abord modifier cette relation de manière que l’un des 


deux membres devienne une somme, et la seule façon possible 
d'y arriver est de l'écrire 


ct) = a, 





3ya? — a + æ?, 
Divisons maintenant les deux membres par yx?; elle devient 


a x , 
9 —- EE 3e (1) 
y? ÿ 
Cherchons quels exposants positifs « et £ il faut attribuer aux 
termes de cette somme, pour que le produit des puissances obte- 


nues reproduise, à un coefficient positif près, une puissance de 








: AL 
la fonction u = 
“y 
Posons donc P = (= ns k (£ à On a successivement 
aSxof 34 
P= —, = a — 
a?ryt+8 un 


La condition imposée à P exige que les nombres positifs. & 
et Ê vérifient les équations 


24 — 5 = À, 
a+R = À, 
dans lesquelles À est un nombre arbitraire positif. 
. 2 ) 
On obtient pour a et 6 les valeurs à — ei pe —. “Les 


nombres entiers les plus simples correspondent à } = 3, et 
LOS ER NN CE Donc P, et par suite w, sera maximum 


PR 
lorsqu'on aura 
( a° œ 
CEE M 1 


à 1 
Comme dans le problème 1, formons un troisième rapport égal 
aux précédents, avec la somme des numérateurs et celle des 
dénominateurs. Si ensuite on tient compte de la relation 
aÿ a À 
FOR Pre 3, on obtient pour valeur de ce troisième rapport 
i 
À, ou 1: En l'égalantan « ivea 2 
y Ou 1. En l'égalant au second, on arrive à FR À, ce 





ma , L 





5 te. 3 ur re 
D 
Ainsi, le segment de surface convexe minimum est un 
sphère. ST SAN FRERES AS 









LAC $ 
Problème III. — Les nombres positifs æ et y étant died 
à vérifier la relation æ—y— a, dans laquelle a est un nombre 
positif, trouver le système de valeurs qui rend minimum la fonc: 


( æP ; ss 
honda De p et q étant des exposants positifs. 
Il est évident que cette fonction n'a pas de maximum, car 
lorsque y tend vers zéro par valeurs positives, æ tend vers &,! 
et dans ces conditions « croît indéfiniment. 


Nous sommes donc amenés à chercher si le rapport inverse 


* 


admet un maximum. ‘ 


VE 


æ? F1." 
Transformons la relation donnée æx—y— a, de manière 
que l’un des deux membres soit une somme. La forme évidente 
est æ—a+y. Divisons les deux membres par æ ; "elle 
a 
he ART 
œ HA 


devient Cherchons maintenant quels expo- 


sants positifs a et & on doit attribuer à “ et à 


. œ 
le produit P — (£ 


ie pour que 
a B ; 7 4 
) : (2) soit proportionnel à une puissance 


ATY* 


positive de v. Ona P——". On rend P proportionnel à w 





en posant B—g et a+B—p, d'où a—=p—q. La 
valeur P—g est positive par hypothèse ; pour que soit 
aussi positif, il faut que l’on ait p > gq. | 

Supposons cette condition remplie. Alors la fonction v passe 
par un maximum, et par suite # passe par un minimum, lorsque 


E) _C) a: 


Ari 1) 


NME = 


se qui devient _ si on tient 


a Ed 1 
fi et — vérifient la condition 





On considère le rapport 


compte de la relation Le — 4, el en égalant le second 
rapport à ce troisième, on obtient la condition plus simple 
À & LMP ee : 
E D p "I 


Ainsi, les variables positives æ et y étant liées par la relation 
. D k er ? 
x—y—a(a> 0), lafonction uw = Le est minimum lorsque 


Li 


æ et y vérifient la condition Fe ET - qui n'est évidemment 


possible que si p > q, puisque la relation a — mer com- 
prend implicitement æ > y. 


Supposons maintenant p<gq. Si on Den dans 
D 1/1? 

u—= =, par sa valeur a+y, onobtient uw — (CyP 
y1 | ES 1 

Le minimum est zéro, ou 1, suivantque p <q, où p—=q; 


et ce minimum est atteint pour y =+o, . W 1 


Problème IV. — Les variables positives & et y étant assujet- 


+ = 0, 









ties à vérifier la relation dans SEP a et b 
à. 


sont des constantes posilives, trouver le système de talus qui 
rend maximum la fonction u = x'y?. 

On ne pourrait pas ici, comme dans les exemples précédents, 
tirer de la relation donnée l’une des variables'en fonction de 
l’autre, pour exprimer w à l'aide d’une seule d'entre elles. 

Soient &« et £ des nombres positifs, et posons 


Le x? ‘ay PR E. 
| Pen) SS 4 













vn a à HER sd s- me | 
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_ Pour que P soit, à un coefficient positif près, ee, à une puis- 
— 8 = À, 

et 24 — 2), 

. À étant un nombre positif arbitraire, que nous déterminerons 

. de manière à donner à « età P les HN positives entières les 











— Den. 36-22 










sance HART de «, il faut et il suffit que l’on ait 


_ plus simples. : 
._ Résolvons ces deux équations par rapport à « et à 5. On ob- 
tient a = 2e te Fe - Les valeurs positives entières les 


D. FER ES AUX — 13, etsont a — 23, P—24 


* La conclusion est dog B; 


_qu'ona 
aë ay° x ayÿÿ 
Me). AN CEE 


TEE ENNEECT SE 47 EVERT 








p On voit suffisamment comment a été obtenu le dernier rap- 
_ port. 

Si on égale successivement les deux premiers rapports au der- 
nier, on a si déterminer x et y des équations de la forme 
| 

à 


Gi AY, = Be, 
En nu les logarithmes, on arrive aux équations 


A et B étant des coefficients positifs. 


5 log x — 2log y = log A, 

— log x +3 log y = logB, 
et ce système permet de calculer log x et log y, puisque le déter- 
_minant des coefficients a la même valeur numérique 13 que dans 
les équations d’où nous avons tiré « et £. 


Tous les exemples précédents, et beaucoup de ceux que l'on a 
l'habitudé de considérer, rentrent dans quelques cas généraux 
. que nous allons étudier. Nous supposerons que les exposants 
soient représentés par des lettres, afin de montrer les différentes 
conclusions auxquelles on peut aboutir. 

2 : « 


Problème V. — Les variables positives x et y étant assujetties 
hyt 
ee HA’, 


=" dans laquelle k, k' et 


æP 
à vérifier la relation Ra han 
‘ Les quatre exposants sont des nombres positifs constants, chercher 
le système de valeurs qui rend maximum ou minimum la fonc- 


tion u = x"yb, a et b étant aussi des nombres positifs. 





1 DPA\X/ kyd'\8 
Er Posons»P.— (E) Te ) » et cherchons à déterminer « 


et de manière que, ces nombres étant positifs, P soit rendu 
. proportionnel à w, À étant un nombre dont la discussion sui- 
: vante fixera le signe. En développant P, on obtient 





” P = kfwre—p'hya'8-qe, 

Les équations qui déterminent a et 6 en fonction de À sont 

a S dc pa pb ns a, 

de: — qu + g'B = 0 | 
Si-on suppose LATE on en déduit « — Magie) # 

: q gp 
‘ À a b 18 : 
Ê= RUE Pour que x et. B soient positifs, il suffit d’attri- 


_buer à À une valeur du signe de pq —4qp', en particulier de 
poser À=pq — gp. Alorsona :—ag + bp", Le ag+bp. 
Donc deux cas se présentent suivant le signe de pg' — gp’. 

4° pg —gp > 0, ou WE SA 
; sé (2 et de $ rendent P proportionnel à une puissance positive 
de u, et par suite P et « variant dans’ le même sens, le maxi- 
_mum de # est atteint quand x et y vérifient la condition 


— Alors ces valeurs écrites 





et par suite w, est maximum lors- 


relation donnée 





7) _ Cr) 
ya is ax?! 
ag +bp aq +bp 
Composons, comme dans les problèmes précédents, un rapport 
égal à chacun de ces rapports avec la somme de leurs numé- 
rateurs et celle de leurs dénominateurs, et remplaçons le numé- 
rateur obtenu par la constante X’ qui lui est égale, en vertu de 
la relation donnée. Si on égale successivement à ce troisième 
rapport chacun des deux premiers, on obtient des équations de 
la forme &? — Ayt, y = Bxt, d'où résulte, À et B étant 
posilifs, 





p log & — q log y = log A, 
— y’ log x + q'logy = logB, 
et ces équations permettent de calculer log x et logy, puisque 
par hypothèse pq — gp > 0. 
MX er 
q q 


tives de « et £ écrites plus haut rendent P proportionnel à une 


20 pq —qp <O0, ou — Alors les valeurs posi- 


à il : : 
puissance de pr et par suite au maximum de P correspond le 


minimum de . 
Donc la fonction w est minimum dans les mêmes conditions 
qui ont été développées. 
= ! 
Etudions maintenant le cas où . — ei 


LES 
CE 


On déduit de cette 


hypothèse Soit m la valeur positive commune de 


ces deux rapports, et remplaçons q' par 9m, p' par pm dans la 


P Li QE k'. Elle devient 


y? ap" 


D q\m 
Cat a(2) Lys 
y1 x? 
cl . À . 4 . 
Posons — Ce rapport + doit être racine de l'équation 


ti 
. 


18 + kan — k, ou Asmti— k':+1 —0, Si cette équation 


n’a pas de racine positive, il n’y a pas de système de nombres 
positifs æ et y qui vérifient la relation donnée, et le problème 
est impossible. 

Supposons qu’elle admette une racine positive <Z—c, Alors, 
parmi les systèmes possibles de solutions de Ja relation donnée, 
considérons celui où les variables positives x et y vérifient la 


f y1 f ; Lu es 
relation 7_—c. On en déduit y —=dxi, enposant d=#c. 
prend alors la forme 
D a+ 
u.=—= doten = de. T 
Si maintenant on fait croître x de zéro à +, on voit que % 


croît aussi de zéro à +. 


La fonction u = x! 


(La fin au prochain numéro.) 


——————— 


ARITHMÉTIQUE 





4605. — Pour quelles valeurs de n l'expression 
D3n?+n+6 __ 33n+6 
est-elle divisible par 7? 
L'expression peut s’écrire 
D 3(n2+2) >< 2n — (33)n+2, 
A der GR 2 2 DM tr. 
(m.7 + ty San — (m.7 2 A)ra3, 


ou, comme 














m. Ta (Lip 
Lorsque n est pair, l'expression (1) est de la formes | 
m,.7+ 22" — 1, 

et pourque 2—4 soit divisible par7ou 2—1, ilfautet il 
suffit qu'on ait 

ni one et par suite 

Lorsque # est impair, l'expression (1) prend la forme 
m.7—922#1 + 1 l 
et n'est jamais divisible par 7, le binome 2*1+1 n'étant 
pas divisible par 2— 1. 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 


n = 6n”, 


[Ont résolu la même quetion ; MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; H. Debenest, à Romagne; S.-N. Mirea; M. Oger, à Tours: L. Perret, 
à Pont-de-Vaux ; A. Popescu, lycée de Jassy ; P. Tribier. ] 





4673. — Trouver un nombre de trois chiffres, sachant que la 
somme des deux extrêmes est égale au nombre formé par les deux 
premiers chiffres à gauche diminué de 1. 


Soient æ, y, : les chiffres des centaines, des dizaines et des 
unités du nombre cherché, 
On doit avoir 
G+xs = 10%+y—1, 


ou z = Jx+y—1, (1) 
Pour que : représente un chiffre, il faut etil suffit que l’on ait 
Jx + y << 10. 


Comme x est toujours au moins égal à 4, cette condition ne 
peut être remplie qu'en prenant x — 1, ce qui entraîne 
y, SA, dou VE AO0 UNE 
on déduit ensuite de {1}, 
8 
9 


Les deux nombres 108 et 119 répondent donc à la question, et 
ce sont les seuls. 


ÿy=QLy—1 = 


(Hexry PITRAT, à Givors.) 





[Ont résolu la même question; MM. A. Amblard : EE ingaud; V.Barol; 
M. : L . Barol 
R. Barthélemy ; H. Belbenoit : C. Billionnet : PE J MA je A. Cut 
F. Clabault; M. Colei] : M. Cry; C. Croze: R. COLE H. Debenest Destouches : 
G. Droit ; H. Duchesne: Duvergé ; A. Faga; G. Foucry.; E. Fourmon : Gillard ; 
P: Givry : M. Gondran ; J. Haag ; R. Fe ; "A te Hugonnier-Ginet : 
H. Janois ; L. Karkowski : Lajouanine: T, Laleseu : A. dEarcher; A. Lecoutour: 
E. Le Maigre ; À. Le Moal ; s. Lwow ; R. Manen ; Marie : A. Meynier; É 
E. Moracchini ; R. Mouzon : FAUES P.:G.,à eo np Bains CP: ES à 
DAUE $ Le pere A Peqigot : à Perl ; À. Pichon ; H. Rimbaud : Rives : 

S. N., à Chälons; Sainte-Lagué : H. Samion : G. Tastet; P. Thon 
Treillou ; Tuïzussian : Tumerelle.] LE Tribiens 

—&- 
ALGEBRE 


4622. — Résoudre le système d'équations 


x? + y? — as?, 
a — y? —%bz?, 
DREMTE=NO) 


PRPHÈre solution, — Des deux premières équations, on 
déduit, par addition et soustraction, 











2x? — (a + b):2 £ dy? — (a — b):?, 
Es UE zVa +6 3/a— b 
d'où x —E- VZ , Viet _ . 


On peut écrire ces équations de façon à distinguer les combi- 
naisons de signes, 


Ts BUT ee 

























Te Met NS 
À: ONSANU ANA EE 
Va NEED = 
œ y ’ 
Va + b Genie 0 — V2 


En combinant les rapports, dans chaque système, de HS à 
faire apparaître la somme æ—+y qui est égale à c, on trouve 
que la valeur commune de ces rapports a l’une des CPÉSRLSS 

suivantes : : EX, 


* 
‘ . 
PES pour les systèmes (1) et (3), 
a a — < 
EEE pour les systèmes ( (2) et (4). 
A A — 


On voit ainsi que les systèmes (1) et (3), ou (2) et (4), LHNÈTE 
les mêmes valeurs pour « et y, la valeur de + changeant de 


signe de l’un à l’autre. à . | 
Ces valeurs de 4, #, y ne sont évidemment réelles que lorsque d 
—b<a<b. | 
+ “1 
Seconde solution. — La seconde équation peut s'écrire | 
(x — ylx + y) = bs?, 3 
ou, en tenant compte de la troisième équation, 
V2 Est 4 

è TX — y FORCER pt . : 

En rapprochant cette équation de l’équation 
D Y=NC, À 
on obtient facilement d | 
__ + be Rd ë 
LE ME Ts Fe 


D'après ces valeurs, la première équation donnée devient 


c? + bz?\? c? — b3?\? 
Cr) Care 


ou, en développant et ordonnant par rapport à 2?, 


Cette équation Hier AE Labo par rapport à te, 
donne : “ 
a > cawyai—#?) : 
ET ao | 
/ LA 


et en extrayant les racines carrées des deux membres, 


C ES 
= +7 Var Ver, 
+ 4 


* 


valeurs toujours réelles lorsque a? > b?. 
Si l’on remplace maintenant dans les RS de x et LU AS par, 
sa valeur, on trouve 


L 


C Se 2 “ * 
= te +è + Va? — à), 
= (b— a = Va? — 6), TT ». | 
valeurs réelles en même temps que la valeur de 3, à: 


Remarque. — Dans la seconde solution, chaque valeur de se. 
présente sous la forme d’un radical composé qu ‘on peut d'ailleurs F 
décomposer en deux radicaux simples, ce qui ramène à la frere % 
des valeurs de 3 fournies par la première solution. 1 1, 

(En. ARDIN-DELTEIL, à Hoeprin à7 a | 

(Ont résolu la même question: M!° H, D.; MM. A. Arcizet; R. Barihdleny 


Bouzy; L. Curt ; G. DE ETAS J. Fiton ; G. Foucry ; H. Guillaud ; Henr 
J. Lehmann ; * iN. Mirea ; L 2Perret ; À. Pichon 10 GR 1 hs A 


.… 













CAE Eee UER ap RS ve) 
(a — b}+ — (a — c)t 
(œ—P} = (a +)? — 40, 
(a — à — D + 0) — (a? + a + D? + 2)? — 4 (a? + b?)(r? + c?). 

f Le numérateur de l’expression s’écrit alors successivement 
ICE a + D + 2)? — 4(a? + b?)(x? + ©?) + 4(ax — bc)? 

= (a? + a + p2 + ©} — 4(bx + ac)? 

= (x? + a + b3 + + 2h + Dac)(a? + a+ D? + 2 — 2bx — 2ac) 
= [a+ 0) + (a+ chEll(e — D) + (a — ce}. 

Le facteur (æ—b}? +(a—c? est ainsi commun aux deux 
‘termes de l'expression ; en le supprimant, il reste 


» (e + D}? + (a + cÿ? 
(@— db — {ac 


tr 8 | 





r , 
© 





























$ En vertu de l'identité ( on a 


Comme les deux valeurs de x qui annulent le dénominateur 
. n’annulent pas le numérateur, l'expression précédente est irré- 


ductible, 
(E. SINTUREL.) 


{Ont résolu la même question : 
Clermont : D, Lwow, à Piatra (Roumanie) ; G. 
_ Fontenay ; F. Velardi, à Messine.] 


MM. C. Billionnet; Lajouanine, lycée de 
Marie ; R. Mouzon, collège de 


Se ——— 


GÉOMÉTRIE 
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4566. — Sur deux circonférences sécantes égales, on prend 
alternativement Les points À, B, C, D, E, F... tels que la dis- 
tance entre deux points successifs soit égale au rayon commun 
_ des deux circonférences. 

Démontrer que : 

49 En continuant l'opération au delà de K, on retombe sur le 
point A. | 

20 Les trois droites AD, BE, CF sont concourantes ; 

3° Les points de concours. H et H' des hauteurs des triangles 

ACE et BDF restent fixes lorsque À parcourt la circonférence ; 
4° Les points de concours M et M' des médianes de ces tri- 
_ angles jouissent de la même propriété et que 
ê HM’ = MM’ = MH. 

10 Soient les deux circonférences O et 0’ de rayon R. Pre- 
nons AB— BC —CD=DE—EEF =R, et joignons Fet A. 
Il suffit de prouver que AF égale le rayon R. Les trois quadri- 
3 latères ABCO, BCDO’, DEFO’ sont des losanges; leurs côtés sont 
| égaux à R. Donc AO est parallèle à BC, BC l’està O'D et O'D 
l'est à FE; par suite AO et FE sont aussi parallèles ; de plus, 
_ OA—=FE=R. Donc la figure AOEF est un parallélogramme 
et OE égale AF; or OE est égal à R. Donc AF—R. 


_ 20 La figure AODO’ est un parallélogramme, car les côtés AO 
É O'D sont égaux et parallèles (voir 4°). Donc les diagonales se 
coupent en leur milieu et AD passe au. milieu de la ligne des 
centres 00’. On démontrerait de la même manière que BE et 
DE: se coupent au milieu Q de 00’. Donc les trois droites AD, 
BE et CF sont concourantes et se coupent en leur milieu. Si 
Jon fait varier le point À, le point de concours de ces droites, 
milieu de OÙ’, reste fixe. 


“à EE point Géo concours des hauteurs du triangle AGE se 





trouve en 0’, centre de la seconde circonférence. En effet, nous 
venons de voir que AO'DO est un parallélogramme (voir 20); 
la ligne AO’ est parallèle à OD; or OD est perpendiculaire sur 
CE, seconde diagonale du losange OCDE. Il en est donc de même 
de AO’; AO’ est donc la hauteur qui tombe sur CE. On démon- 





trerait de même que C0’ est la hauteur relative au côté AE. Le 
point de concours H des hauteurs du triangle ACE est donc 
en 0’. 

De même, le point de concours H’ des hauteurs du triangle 
BFD esten O, les deux triangles BFD et ACE étant symétriques 
par rapport à Q, milieu de O0’. Les deux triangles ACE et 
BDF sont donc tels que le centre du cercle circonscrit de l’un est 
le point de concours des hauteurs de l’autre, et réciproquement. 
Si À parcourt la circonférence, les points O et O0’ ne changent 
pas ; il en est donc de même de .H et de H. 

4° On sait que le point de concours des médianes est sur la 
ligne qui joint l’orthocentre au centre du cercle circonserit,et àune 


distance MO — on. La droite OH ou OO’ étant fixe, M 


l'est aussi et ne change pas lorsque À varie. Dans le triangle 


BDE, on a de même M'0' — +00! de sorte qu'on peut écrire 


HMS EME ME: 


Remarque. — Pour un point À quelconque de la circonfé- 
rence O, le point B n'existe qu'autant qu’on a U'A < O'B + BA, 
ou O'A<2R; par suite le point A ne peut parcourir que l'arc 
du cercle O compris dans la circonférence 0’ de rayon 2kR. 
Lorsque O0’ <R, l'arc comprend toute la circonférence O, 
puisque celle-ci est intérieure à la circonférence O0’ de rayon 
2R (00 <2R—R). 

(R. MANEN, petit séminaire de Massals.) 


Debenest ; E.Foucarl: 


[Ont résolu la même question : MM: G. Broutin ; H. 
Janois ; Trouille ; 


G. Foucry ; M. Ogér: Büllionnet; Danchaud ; Jacquet ; 
Van Cauwenberghe.] 


4659. — On prolonge les deux côtés AB, AC de l'angle droit 
d'un triangle-rectangle de longueurs égales AE, AF. Trouver le 
lieu géométrique des points communs aux cercles de centres B 
t G passant respectivement par les points E et F, lorsque les 


longueurs AE, AF varient, tout en restant égales entre elles. 














1 ù | RAA Fu 
Soit® M un point. du ‘lieu. On a 00 ONE 
MB — BE — AB +AE, 

MC = CF = AC +AF, 
d'où, en retranchant, 

MB — MC = AB — AC. 

La différence des dis- 
tances du point M aux 
points B et C est ainsi 
constante et égale à celle 
du point À aux mêmes 
points. Par suite, Le lieu 
de M est une des bran- 
ches d’une hyperbole pas- 
sant par À et ayant Bet C 
comme foyers. Toute la 
branche appartient au lieu, les distances AE et AF pouvant 
aussi bien être prises toutes deux en sens contraire de leur sens 
primitif. 

Si E et F viennent sur AB et AC, on a 

MB = AB — AE, MC = AC —AF 
et les cercles ne se coupent que si 
MB + MC > BC, 

ou AB + AC — BC > AE + AF — 2AE. 
Or, le premier membre est 2(p — a). Donc les points E et F 
doivent rester du même côté que A par rapport aux points de 
contact de AB, AC 





AC avec le cercle inscrit. 
Si E et F viennent en dessous de B et C, ona 


MB = AE — AB, MC = AF — AC, 
d’où on déduit 


4 


MC— MB = AB — AC. 
On a alors la seconde branche de l’hyperbole. 
cercles se coupent, il faut que 
AE — AB + AF — AC > BC, 
ou 2AE > AB+ AC + BC = 2p, 
autrement dit que E et F dépassent les points de contact de AB 
et AC avec le cercle exinscrit. 

Mais si l’on prend seulement l’une des distances AE et AF 
en sens contraire, par exemple AE’ — AF, le point M’ corres- 
pondant décrit alors une ellipse de foyers B, C et passant par A. 
En effet, dans ce cas, on a 

MB =—,BE" =, AB — AE" 
M'C = CF = AC AF, 


Pour que les 


d'où, en ajoutant, 
M'B—+ M'C = AB + AC. 
(1. LEHMANN, instituteur à Douéra.) 


Remarque. — Si les cercles de centres B et C, au lieu de 
passer par les points E et F, passaient par les points F et E, le 
lieu de M serait tel que 

A D —2 —1 
MB — MC = AB — AC, 
c'est-à-dire une droite passant par A et perpendiculaire à BC. 
(CH. CROZE, à Saint-Pons,.) 


[Ont résolu la même question : MM. F. Breynaert ; C. Broutin : 
E. Ferrier ; G. Foucery : L, LRO Hugonnier-Ginet : H. Janois ;: A. Larue ; 
À. Lecoutour ; D. Lwow : L. Ollié ;: E. Sinturel : H. Varennes.) 

RARE — On considère un triangle ABC et le cercle circon scrit, 


0. En AÀ,B,C onmène des tangentes au cercle: la première 
“encontre ue en P, et les deux autres se coupent en M. Démon- 
trer que les Pan AM et OP sont rectangulaires. 


L. Curt; 











: D. 
Le quadrilatère ODPA est. ins- 
_criptible dans un cercle ayant 
son centre au milieu O’ de OP. 
D'ailleurs le triangle rectangle : 
OMC donne 


MC = MO.MD, | 
ce qui montre que le point M à 
est d’égale puissance par rap- . 
port aux cercles O, 0’; ce point 
est donc situé sur la corde AA’ 
commune à ces deux cercles, laquelle est,,comme on sait, per- | 
pendiculaire à la ligne des centres O0’. AA’ est la corde de 
contact des tangentes menées de P au cercle O. 

(G. BILLIONNET, à Sainte-Colombe.) 












[TE 
? 








Seconde solution. — On sait que les polaires des points 
d’une droite par rapport à un 
cercle, passent par un même 
point qui est le pôle de la . 
droite par rapport au cercles 
Ici lespolaires des points A et 
M se coupent au point P, pôle 
de la droite AM. Donc AM et 
OP sont rectangulaires. 


(Pauz THONET, athénée royal 
d'Anvers.) 





Remarque. — 1° La droite. 
AM est la symeédiane du 
triangle ABC qui part du point A. 

20 Si au lieu d’un cercle on avait donné une conique quel- ù 
conque, on aurait vu que OP était le diamètre conjugué des 
cordes parallèles à AM. Donc OP passe par le milieu du segment 
déterminé sur AM par la conique, quelle que soit la nature de 
cette conique. 

4e résolu la même question : At Amblard ; Armaingaud ; V. Barol ; 
Bon ; Bouvaist ; Clabault ; Debenest ; G. Delahaye ; Doué ; uvergé : Hébré : 
Jouart; À, Legros; H. Miconnet ; Nous. "Ollié: P.E., à Vielmur; A. Pequignot : 4 


Petit: P. PTISSon  SROYELE S ., à Châlons ; > Sainte- Laguë ; Je Sire: 
G. Soülas ; Tuizussian; À. RES Ch. Vanier ; Vaslin ; Vaunac; Jacquet.] L 


4678. — Dans un triangle ABC on mène la bissectrice inté- 
rieure AD etpar le pied D une droite quelconque coupant AB 
en E et AC en F. Démontrer que 


AB __AFXBE 
AG 7 AEXCF 


ar te dé inf ins 


dé 


Per 


Première solution. — La bissectrice AD de l'angle A étant: 
commune aux triangles ABC et AEF, 
A on à 


patte di 2 + 


AB BD AE En 
7 DE”  CUANMENNRS 


ou, en multipliant membre à membre, 


AB.AE _ BD.ED . > 
AÂG.AF CBC 


* Les triangles DBE, DCF ayant un angle 
égal, les produits BD.ED et DC.DF des : 
côtés comprenant cet angle sont entre eux : 
dans le rapport des surfaces, qui sont 
elles-mêmes proportionnelles aux bases BE et CF, PANNE le 
point D est équidistant de ces bases. sr: 


, 


















EN 10 
WADE y” 
En” a ue. LA 


VRP ABIAR IE BR UT 
ANAUTAPE TS GR 
TE CRE AB  AF.BE 
TACATPAT.CE 


D De 


" 


CHA A AC 
(A. FAGA, école des Hautes Éludes commerciales.) 


Ü 
ke 
Seconde solution.— Appliquons le théorème de Ménélaüs au 

triangle ABC coupé par la transversale EDF ; on a 

AB 'EAT FC 
DORE TRUE) 
ou, comme — = . à cause de la bissectrice AD, 
AB __ AF.BE 
L AC AE.CF 


CS d 
Remarque. — La relation précédente subsiste évidemment si 
là transversale EDF passe par le pied de la bissectrice extérieure 
de l’angle A. 


CS Sn 2 1 É, n., 2” 


(H,MICONNET, à Tramayes.) 


[Ont résolu 14 même question : Mie A. Dourdin ; MM. d'Amphernet ; G. Ar- 
- maingaud ; V. Barol ; R. Barthélemy; R. Bazin ; H. Belbenoiït ; GC. Billionnet ; 
Blanc ; M. Boesch ; G. Boissonnet ; E. Bon ; Bourrec ; R. Bouvaist ; 
. Brandhoff ; J. Cabrol ; E. Chaineau ; R. Charles ; F. Clabault ; M. Coleil ; 
. Collin; M. Cry; Ch. Croze; H. Debenest; G. Delahaye: A. Doué; G. Droit; 
. Duchesne ; A. Dupouy ; Duvergé; G. Foucry ; E. Fourmon ; Gillard ; 
Grolleau ; J. Haag; J. Hébré; R. Henry ; Hugonnier-Ginet ; Jacquet ; 
. Janoïis; Jouart; H. Julien; Lajouanine,; T. Laleseu ; A. Larcher ; A. Laudet; 
. Lecoutour ; Ch. Lefebvre; A. Legros; KE. Le Maigre; A. Le Moal; J. Limasset ; 
. Lwow ; R. Manen ; A. Martrou ; J. Maury ; J. Ménéchal ; E. Moracchini; 
Mouzon; Nebbia; R. Noguës; L. Ollié; P.E., à Vielmur; L. Patin; Pequignot; 
P. Petit; H. Pitrat; P. Plissoné L. Richard; H. Rimbaud; Rives; E, Roncagjlia; 
S. N., à Chälons ; A. Sainte-Laguë ; À. de Saint-Gabriel ; H. Samion ; E. Sin- 
turel ; G. Soulas ; A. Trabbia ; Tuisussian ; Treillon ; Tumerelle ; Vaslin ; 
£. Vaunac ; L. Veyret ; Vialaret ; Vien.] 
ae 


D>nbmann 


. ee 


PHYSIQUE 


4636. — On relie une pile de Daniell à un galvanomètre par 
l'intermédiaire d'une résistance de 300 ohms; on obtient une 
déviation de 40°, En doublant la résistance interposée, la dévia- 
siion tombe à 30°. On répète la même opération avec une pile de 
Bunsen et on trouve que pour obtenir les mêmes déviations il faut 
intercaler successivement des résistances de 560 et de 1100 ons. 

On demande de calculer le rapport des forces électromotrices 
des deux piles. 

(Bacc. lettres-sciences, Nancy, novembre 1898.) 


Les intensités du courant, et par suite les déviations, sont 
inversement proportionnelles aux résistances totales du circuit. 
_ On a donc, pour la pile de Daniell, 
|. 40 __R +600 
“30  R + 3007 
R désignant la résistance de la pile et du galvanomètre. 
On a de même, pour la pile de Bunsen, 
| 40 __ R' + 1100 
30 R°+ 550 
On tire de ces deux équations 


R = 600 et R°=— 41100. 


. 


La force électromotrice d’une pile est le produit de l'intensité 

du courant par la résistance totale du circuit. On a, en appe- 

_ lant E la force électromotrice de la pile de Daniell et E’ celle de 
_ la pile de Bunsen, 





A \g LUN LES À dE, "+, HAN 4 2, 

rie at UE Ne D EP RU lag 
APN ARS. E4 da ad LAS UT ER EL 

* “à d * * Le" no 

à Le 


EUR +300), , E'= IR’ +550), 
CRU 6 
214650 11 
[Ont résolu la même question ; MM. E. Ardin-Delteil ; V. Barol, école, pri- 
maire supérieure de Lorgues ; E: Foucart, à Issy ; R. Henry; H. Janois, à 
Neufchàtel; M. Oger, à Tours ; H. Varennes.) 


d'où 


4660. — Une barre de fer a une longueur de 1%, sa densité 
est 7,8. Elle doit se tenir verticalement dans un bain de mercure 
de densité 13,6 et y plonger à moitié. Elle est lestée par une lame 
de platine de même section et dont la densité est 21,5. On demande 


quelle est sa longueur. 
(Bacc. lettres-math., Besançon, novembre 1898.) 


Appelons æ la longueur de la lame de platine (en centimètres). 
Puisqu'il y a équilibre, nous pouvons écrire que Île poids 
lotal P du flotteur est équivalent au poids P' du mercure dé- 


placé. 
On a 
P—= 100 <s5XxX78+zxs x 21,5 

et P' = (50 + x)s X 13,6. 

Donc 

100 x 7,8 Ha x 24,8 = (50 + x)13,6, 
100 
d’où MES CRE 


Cette valeur négative de « montre qu'on ne pourra pas réaliser 
l'expérience en lestant la barre de fer par addition de platine. Ce 
résultat pouvait être prévu a priori puisque, sans être lestée de 
platine, la barre de fer s’enfoncerait déjà de plus de la moitié de 
sa longueur (7,8 étant supérieur à la moitié de 13,6). 

(H. PITRAT, à Givors.) 
[Ont résolu la, même question : Malle Campaña; MM. F. Breynaert; Croze ; 


J. Hébré ; R. Henry ; H. Janois ; J. Ménéchal ; E. Le Maigre ; E. Sinturel ; 
H. Varennes.] 


4661. — Dans le système métrique de la Convention (mètre, 
gramme-force, seconde), l'accélération due à la pesanteur est re- 
présentée, à Paris, par le nombre 9,81. Par quel nombre cette 
accélération à Paris est-elle représentée dans un système où l'unité 


de longueur est le kilomètre et l'unité de temps l'heure ? 
(Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1898.) 


Dans le système de la Convention, le nombre 9,81 représente 
en mètres l'accélération due à la pesanteur en une seconde. 
Par suite, si l’on représente cette accélération en kilomètres, elle 
9,81 

? 


aura une valeur 1000 fois moindre, soit TON 


Si maintenant la pesanteur, au lieu d'agir pendant une seconde, . 


agit pendant une heure ou 3600 secondes, le nombre qui repré- 
sentait l'accélération dans le système de la Convention prendra 
une valeur 3600 fois plus forte. 
Le nombre demandé est donc 
9,81 >< 3 600 
Heu QUO". : 
Ce nombre représente en kilomètres l'accélération due à la 
pesanteur en une heure. 


NU E0e 


(R. FAZEMBAT, à Preignac.) 


f ô :{; ar + N enh : 150 aert : 
Ont résolu la même question : MM. V. Barol ; M. Boesch ; F. Breynaert ; 
Ge R. Henry; A. A ULEN : David Lwow; J. Ménéchal ; Millet; L. Sinonet,| 
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PARIS 
Lettres-Mathématiques. ! 


Mathématiques. 


— 4691. Calculer les rayons de base d'un tronc de cône, con- 

NE l'apothème a et sachant : 

10 Que la surface totale est égale à la surface d’un cercle de: rayon à ; 

2 Que l’apothème fait avec la grande base un angle donné A. 

Discussion. 

IL. — 1er sujet. — Mener par un point donné une tangente à une 
ellipse. 

II. — 2e sujet. — Intersection-d'une droite et d’une parabole. 


IL. — 3° sujel.— Relation entre le carré d’une corde perpendiculaire 


à l'axe d’une parabole et sa distance au sommet. 


Physique. 


— 4692. Le piston d'une pompe foulante a une surface de 
: décimètr es carrés. La course du piston est de 1m, On se sert de la 
pompe pour puiser dans un grand réservoir une dissolution saline 
dont la densité est 1,1 et pour refouler ce liquide à une hauteur 
de 150, 
On demande : 1° le poids de liquide refoulé à chaque coup de pis- 
ton ; 2° le travail absorbé par chaque coup de piston. 


IT. — 1° sujet. — Miroirs sphériques convexes ; 


II, — 2e sujet. — Lentilles divergentes ; 


IL. — 3e sujet. — Réfraction d’une lumière simple par un prisme. 


Lettres-Sciences. 


Mathématiques. 


On considère un triangle rectangle ABC dont le côté AC 
est vertical ; ce triangle est défini par son côté hori- 
zontal AB—c etson angle B = «. 

On considère toutes les droites telles que AD, 
partant du sommet de l'angle droit A et se rendant 
aux différents points de l'hypoténuse BC; on consi- 
dère également des points pesants partant en même 
temps de À sans vitesse initiale et glissant sans frot- 
tement sur ces différentes droites en vertu de l'action 
de la pesanteur. 

On demande : 

1° De trouver celle des droites AD qui est par- 
courue par le PQ mobile dans le temps le plus 
court ; x = 2. 

° De trouver ensuite l'angle & par l’une de ses lignes trigonomé- 

Rare dans le cas où ce temps le plus court est é al à la moitié de 

celui qu'emploie le point mobile à parcourir le côté"vertieal AC. base 


|. — 4693. 


B € 
w. 


> 


G 


IL. — 1er sujet. — Définition de l’ellipse par la propriété des foyers. 
— Tracé de la courbe par points. — Axes. — Sommets. — Cercles 
directeurs. 

IF. — 2e sujet. — Propriétés de la sous-tangente et de la sous-nor- 
male à la parabole. — Equation de la parabole. 

IT, — 3e sujet. — Définition de l'hélice ; propriétés de Ja tangente et 
de la sous-tangente. — Projection de la courbe sur un plan parallèle 
à l'axe. 4 LL 

Physique: 


1. — 4694. Un baromètre à tube cylindrique vertical, d'une sec- 
tion de 3cq, contient une colonne de mercure de 77em de hauteur ; au- 
dessus la chambre barométrique vide a une capacité de 24cc, On y 
introduit 1 centigramme d'air sec. La température étant 0°, on demande 
la nouvelle hauteur du mercure dans le tube au-dessus de la cuvette. 
Celle-ci est assez large pour que le niveau du mercure n'y varie pas 
sensiblement, 

. 


dd A INC ESS 
LPSC AN LIRE ENTER 


IL — 20" sujet. — _ Spectroscope. — — Analyse | ec 
II. — 3e sujet. — Notions de DROARADRER ê 


CONCOURS DE 1899 quite) à 


CONCOURS GÉNÉRAUX 





Classe de Seconde moderne. 


Mathématiques (Paris et Départements). 


. — 4695. Soit un prisme triangulaire dont la section droite ABC 4 


a pour côtés les longueurs données à, b, €. (On supposera à > b > c).. 
téral. 
40 Évaluer le rapport R de CC à BB'; 
2 Construire B'C' en supposant calculée la valeur numérique de R ; 
30 Nombre des plans passant par A, qui coupent le prisme suivant 
un triangle équilatéral. ° + 
II. — 4696. Étant donné un triangle ABC, trouver un point D de 
son plan tel que la figure ABCD soit la projection, sur ce même plan, 


d'un tétraèdre régulier. 
(Dans le tracé de l'épure, on prendra le triangle ABC rectangle en a 


et tel que l'angle ABC ait Ÿ 2 pour tangente.) 


Physique et Chimie (Paris). . 
I, — Pilede Volla. — Piles à courant constant. 
II. — Cuivre et ses principaux composés. ‘ 
LL. — 4697. On veut projeter sur un écran l'image d'un petit, 


objet lumineux au moyen d'un système de deux lentilles d'épaisseurs* 
négligeables, de même axe, l'une convergente et l’autre divergente, 







On considère la section plane AB C' telle que ce triangle soit équiat | 


de distances focales 3em et 92cm, distantes de 42,02. La distance de 


l'objet à la lentille convergente étant 6cm, quelle devra être la distance 


de l’écran à l’objet ? Quel sera le rapport des grandeurs linéaires de 


l'image et de l’objet ? Construire cette image. 





QUESTIONS PROPOSÉES … 


4698, — Démontrer que si æ est uns nombre entier positif, L 14e. 
nombres Der 
102? + 5%, 82? + 4x +1, 6x? + x +1 
peuvent représenter les côtés d'un triangle qui a tous ses sasles aigus, 
et dont la surface est représentée par un nombre entier. | 

S = D2(2:1) (42 +1/(62 +1) * 


Ge 
FR 4699. — On donne dans un triangle deux côtés b et c, et la tr) 


de l'angle À. On demande : 


1e La condition pour que le triangle existe; #+# 2% : 
2 L'expression de la surface du triangle, £ (t+e) A + 
EU EE 


. h5e 


4700. — Dans l'intérieur d'un trapèze ABCD dont les diagonales se 
coupent en 0, et par les extrémités D, CG 
de la petite base, on mène deux paral- 
lèles qui rencontrent la grande base AB 
aux points E, F et les diagonales AC, BD 
aux points 6, H. Démontrer que le penta- 


trois triangles AGD, DOC, CHB. # 
(H. Liécer.) 
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SUR L'APPLICATION D'UN THÉORÈME CLASSIQUE 
*  RELATIF AUX QUESTIONS DE MAXIMUM 


par M. J. Girod, professeur au lycée Charlemagne (Fin). 


Problème VI. — Les variables. positives x et y vérifiant la 
même relation que dans le problème précédent, chercher le sys- 


tème de valeurs qui rend maximum ou minimum la fonction 
at & 2 ’ de 

vU ——-» à et b étant des exposants positifs. 
yo 


x? yd' 
- Considérons la relation donnée —+% JT —%x, et posons 
y1 x?! , 
æP \% F g'\8 kêaDt-p'8 É À 
encore P —={|—). Dont + Ona P—————. Détermi- 
y1 a?! 1) Led Ma 


nons + et 5 de manière que P soit proportionnel à *, Les 
équations qui expriment cette condition sont 


pa — p'$ = ai, qu — gb = bà. 
Si on suppose He Pie on déduit de ces équations 
\ Fer b RE 
paraitre RUE er, formules que l’on pou- 


PQ — qD° 20 our 1 À 
_vait déduire du problème précédent en remplaçant b par — D, 
Pour la commodité de la discussion, mettons + et © sous la 

_ forme $ 


== Hs DIN P D 

: (5 g 
_ Les valeurs prises par « el 5 ne peuvent être positives que si 
| les différences bas el Fra sont de même signe, 
| É. 
E-. \. qe - a D. a 
ou (5 Er 1 





b.) > 0. Pour que cette iné- 


 galité soit vérifiée, il faut que — ne soit pas ts entre les 


racines À et . de son premier membre. Si on suppose que — 


2 supérieur aux deux nombres Fe et L les différences 


a À Le : s 
“AE sont positives, et dès lors à une valeur 


b 

_de À ayant le signe de er correspondent des valeurs 
positives de « et de £. 

_ En particulier, si on pose À = pq! — gp , on obtient les deux 
nombres positifs à = p — bp et B—ag— bp. 

_ La conclusion est que la fonction P — (&): (ee) » dans 
laquelle 4 et B ont les valeurs précédemment écrites, passe par 
un maximum lorsque + et y vérifient les relations 


a 
ne 







voyer des mandats. 
NT ( “ 
yT DAV ER 


: 0h NEA Er) 
desquelles on déduit des équations de la forme x? — Ayt et 
yl = Bx?' permettant de calculer x et y par logarithmes, 
comme dans le problème précédent. Deux cas résultent mainte- 





nant de la comparaison de Fe et de 


Si l'on a me l’exposant À — pq —qp de la fonction 


v\ qui constitue la partie variable de P est un nombre positif ; et 
par suite les valeurs obtenues pour x et y rendent aussi v 
maximum 


! 
Si au contraireona 2 sr, l'exposant de v* est négatif, 


et au maximum de * correspond le minimum de v. 
P 


\ ; LÉ RAR QU : 
Supposons maintenant que — soit inférieur à P 


b 
aperçoit aisément que le système de valeurs de x et de y pré- 


AY du On 
q' 


cédemment déterminées rend # minimum si EL = Be et maxi- 
q q 


! 


mum si bi: <4 el 
q 
En résumé, v est capable d’un in ou pe minimum si 


a 
F5 4 ’est pas compris entre Les rapports r et 2 ; d'un minimum 


si n est plus rapproché de celui des deux a et Ë 


a! 


| (RER TE 4 
qui correspond au terme de la somme: VITRE Le où la dispo- 
€ a? 

sition des variables x et y est la même que dans la fonction 
x CRE - . a ER 

o=—; d'un minimum si le plus voisin de — est celui qui est 
24 b 

fourni par le terme où la disposition des variables est inverse. 

p 





! 
+ : aa ; p 
Considérons enfin le cas où GA est compris entre — et Ê . En 


posant À — pqg'—9p, on obtient pour «.et des valeurs de 
signes contraires. 

Supposons par exemple que l'on ait 4 > 0 et £——". 
La conclusion est que +” .est proportionnel au rapport des quan- 


np PA or! [4 
tités () et (Æ ) 
y1 x? 

Or soient 2 et t des nombres positifs quelconques, assujettis 
seulement à vérifier la relation 3+t— 2x. Ilest toujours pos- 
sible de déterminer un système de valeurs de x et de y de 

a ch kyl' s . ; 
manière que = ax et = t, Car si on introduit les 
logarithmes, on voit que le déterminant formé avec les coefficients 
de log x et de log y est pq'— gp. 





24 


La question revient alors à considérer la fonction <- dans 


a! 
Ë 


Pas, le 1% Décembre 1899. 








ou 


<<. Tr n 3, 


PS RES 4 


laquelle les nombres positifs 3 et # ne sont assujettis à ucune 
autre condition que 32+t—=#X. Oril est évident que cette 
fonction prend toutes les"valeurs entre zéroet +; ilen est 
de même alors de v* et par suite de », quelque soit le signe de À. 


L'hypothèse Æ Le conduit encore, comme dans le problème 
[2 


É HA 
précédent, à cette conclusion que % = pr prend toutes les 


valeurs positives, quels que soient a et 2. 


Problème.VIl. — Les variables positives æ& el 7 étant assu- 
À x? ac?! : 
jetties à vérifier la relation HT + — Sa — À, trouver le système 
. . x" 
de valeurs qui rend maximum ou minimum la fonction © = —: 
ab \ ac £ apa+p'é 
Posons  P= (UE) (Gr) = er 


Pour que l’on ait P =, il faut que « et f vérifient les 
équations 
pa + p'B = a), ga + gb = bà. 

Ecartons d'abord l'hypothèse pg'—gp = 0. On peut: sans 
particulariser le problème, supposer que l’on a & > Fe . Alors, 


des équations précédentes on tire 


__ Xag' — bp y — bn 89). 
FT Tpg —0p ? T° pat qe 
Nous écrirons ces formules ainsi 
p' s Ds 0 
nt) ,»E-5) 0 
ET TEA 
q q 


Pour que l’on puisse déterminer À de manière que « et £ 


k a re cat. ty. 
soient positifs, il faut que 43 vérifie l'inégalité 


ae I UE L4 0. 
É AE ce 


Cette inégalité exprime que . doit être compris entre 4 et 


! 


p NA ADN LEE A 
2, etpuisque <— <—;, on doit avoir — <—<—. Les 
» EL puisq q q° q 5 q 


’ 


deux différences ag —bp et bp—ag sont alors positives, 
et par suite, à une valeur positive quelconque de À correspon- 
dent des valeurs positives de « et de £. En particulier, si on pose 
À = pg — ap, on obtient « = ag — bp, P—=bp—ag. La 


conclusion est que, sous les conditions 4 <+ 4 Fe la fonc- 


nû 





tion w — —- passe par un maæimum lorsque x et y vérifient 
1 
( x ( L ) 
les équations ge) MAX vf OUOEIVE 
CRE pe": 


On en déduit un système unique de valeurs pour log x et logy, à 
cause de l'hypothèse pg—qp'> 0. Evidemment la fonction 


b 
DR LE passerait par un minimum dans les mêmes condi- 
æ 
tions. 
S a È ; p' 
Supposons maintenant que 7 ne soit pas compris entre a 


EE Let que l’on ait par exemple + Ts _, Alors la valeur 


de «x écrite précédemment est positive, celle de 6 est négative, 
Désignons cette dernière par —{. La conclusion est que +’ est 


a?! \F 
Er) 


» \ 
identique au rapport des deux quantités (&) 


Ne" 
Pen FPT » 


Biov— ir pour que la fonction considérée soit capable d’un 





On peut donc poser 





bles positives, assujetties seulement à és fs relation! 
3+t=k. D'oùilsuitque v prend toutes les valeurs positives. 


Enfin, si on suppose > = 7 on montre, comme dans les. 

LU ‘ ‘ 

| à , “a? 124 

deux problèmes prétédents, que la relation donnée F — 7 = KA 
p , . 74 

comprend la relation —c, c étant la racine positive (qui. 


existe toujours) de l'équation 3+27 — k; d'où on conclut : 
ns À 
que la fonction +» — A est proportionnelle à une certaine 


puissance de la seule variable y. 


Généralisation. — Les trois derniers problèmes sont des cas 
particuliers d’un problème, dont l'énoncé le plus général est le 
suivant : 

Trouver le système de valeurs qui rend maximum ou minimum 


3 œe À 
la fonction u = xyl, ou la fonction v = 7? a et b étant 


des exposants positifs entiers ou fractionnaires, lorsque les varia- 
bles positives x et y sont assujetties à vérifier une équation à 
trois termes, entiers ou non, rationnels ou irrationnels. : 

Supposons que les trois termes se trouvent au premier membre 
de l'équation; alors, puisque les trois coefficients ne peuvent 
être de même signe, l’un a le signe contraire à celui des deux 
autres. [solons ce terme dans un membre de l'équation, de ma- 
nière que tous les coefficients prennent le signe +, puis divisons 
les deux membres de l'équation par la partie variable de ce terme 
isolé. Alors les principaux cas qui peuvent se présenter rentrent * 
dans les sept types suivants d’équation, abstraction faite ‘des | 
coefficients numériques positifs : 
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L'étude que nous avons faite des fonctions u = œayt et | 


= FT" locique æ et y vérilient la relation (6), et celle de la 
fonction » en tenant compte de la relation (7), indiquent suffi- 
samment la façon de procéder dans les autres cas. D'ailleurs on. 
peut supprimer du tableau les relations (2) et (4), en les ratta- 


chant aux relations (1) et (3), si l’on introduit les fonctions 


1 b : LA. 
W = et ue 95 * 
X'y EE *; 


Voici un tableau qui indique en regard des relations qui sont 
écrites à la première colonne, les conditions que doivent remplir 
les exposants positifs & et » de chacune dés fonctions u = «‘y? 


(44 
+ 


maximum où d’un minimum. Il est entendu que, lorsque le rap- 









; toutes FA XP en PA Lorsque la fonction, FETE un 
. maximum ou un minimum, le système des valeurs correspon- 








es ; # 1-51 1 , dé x 

_ Si on introduit l'hypothèse Fe Fe dans les relations 
(4), (3), (4) et (5), on montre, comme nous l’avons fait précé- 
demment, que chacune de ces relations comprend alors une 





| dantes de # et de y se calcule comme nous avons fait dans les , cp E 
. relation de la forme —— =, où æy1 = k',  k' étant une 
. trois problèmes précédents. y1 : 
, Emme 
u — atyb 
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CS DES 





: #4 
Admet un maximum si —— est compris entre | 





. at 
f Ur TE 
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Prend toutes les valeurs positives quel que 


; a 
soit CE 























L ; ÿ / Ï | ÿ 
; Gb Admet un maximum si _ p= 2 quel que \ Admet un maximum si — = ms quel que 

»}| 20 QPYIE Eee — k. ' Ù 

: y! soit P_ } soit 2. 
g q 
| {  Admet un maximum ou un minimum si _ l 
D |L — ; p. Dar Ë ù ; 
4 n'est pas entre + et — : Admet un maximum si HAN EEE 
| 1 q q q q 
30  APYI+H—— = k. ( 
xp y1 . Sr . (4 Qt: 0) D’ Da 

| Un maximum si 7 est le plus voisin de Se Un minimumsi — <-— quel que soit 7: 
4 q 


p” 





Te . ._ a 
Un minimum si Fe est le plus voisin de —. 
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: 133 ‘ a 
Admet un maximum ou un MINIMUM SI —— 





b 
‘ ONE D n'est pas entre - et si! 
| on yo à Admet un maximum si ri pe mA > q q' 
| Lo AT 4 $ 
| yd p! 4 £ , . mA a 
| 4 4 LR Ont 7 < FT quel que soit _ | Un maximum si est le plus voisin de = 
| Un minimum si T est le plus voisin de _ 
l 
[ f . a 
{ RE Le (1 STRE x Prend toutes les valeurs positives quels que \ Admetun,rmaximum lorsque A) Cr 
d y ar soient « el b. IAB SES 
q g 






















constante positive, d'où résulte que les fonctions w et v pren- 
L'hypothèse ch = Ve ne 


nent toutes les. valeurs positives. : 


4 change rien aux LEA FRERE relatives : à la relation (2). 

Une forme limite simple de la relation (4) de ce tableau est 
a+ yf —k; elle correspond au cas où les exposants des 
 dénominateurs deviennent nuls. Pour montrer l’avantage qui 
_ résulte, dans un pareil cas, de l'introduction des exposants frac- 
tionnaires, traitons le problème suivant : 


Problème IX. Trouver le maximum de u = ætylz, 
suchant que les nombres positifs æ, y, 3 doivent vérifier la rela- 
tion DH + a = h, les exposants étant tous positifs. 


_ ÎL'est aisé de faire apparaître dans w les termes Ne: là somme 
LA D 


k: Il suffit de l'écrire ainsi: uw = (æ*)*.(yt)8, (ET. 
_ D'où résulte que « est maximum lorsque x,.y et z 
7 PORN Che 


6 NES “4 k 
EE. taper 


vérifient 








les relations 


On en déduit des équations de la forme «= A, y = B, 
st = CG qui permettent de calculer x, y et + par logarithmes. 
On traiterait d’une façon identique le problème inverse: trouver 
le minimum de 4, sachant que w est constant. Voici un exemple : 


Problème X.— Trouver le minimum de y = tg’x+cotg1#, 


: , , T 
æ variant de séro à ——. 
On met la relation tgx.cotgæ — 1[ sous la forme 
E 1 
(gx), (cotg 1x)1 = 1. 
Dès lors on voit que y est minimum lorsque x vérifié l'équation 


tgræ _ cotg1x 





FAT XTS TERRE ou p tg?æ = q cotg1x. 
PS) 
On en déduit 
ETAPE 
tg (x) = À, d'où ee 7 2 
P p 








À 
Pr 
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4672. — Trouver le reste de la division par 077 du. nombre 
265429 élevé à la 347486° puissance. 


En effectuant la division de 265 429 par 977, on trouve 
265429 — mult. 977 + 662, 
ou, en élevant à la puissance indiquée,  : 
(265 429)847486 — mult, 977 + 66284786 

977 étant un nombre premier absolu et ne divisant pas 662, 
on a, d’après le théorème de Fermat, 

À 662976 — mult. 977 +41. 

Or 347486 — mult. 976 + 30; 
donc 66247486 — (662976), 662% — mult. 977 + 66290. 

Tout revient à trouver le reste de la division de 66230 par 977. 
Afin de restreindre autant que possible les calculs, nous opére- 
rons de proche en proche : 

(662)%0 — (6622)15 — (mult. 977 +548)15 — mult. 977 + 54815, 

(548)15 = (5485)5 — (mult. 977+ 712) — mul. 97747495, 
(712?)2.742 = (mult. 977 —119)2.712 = mult. 977 +(419)2.712 
(119)2.712 = (mult, 977 +483)712 — mult. 977 + 969. 


Le reste demandé est donc 969. 
(C. BILLIONNET.) 


Remarque. — En observant que 662 = 977— 315, on voit que 
66230 — mult. 977+31530 
et on peut opérer sur 315% au lieu de 662°0. 


[M. A. Meynier, à Sciez, a résolu la même question.] 


9n+1 


4685. — Démontrer que l'expression 321*? — est divisible 


par ï. 


Première solution. On a successivement 





Q2n+2 ___Onti — OQn+1 __ ni — ve 2}n+1 — 9n+1 — mult. 7 
Autrement : 
92n+2 9n+1 — Ou+1 _—onvi — (9 —2)(9" + 971,9 + LAN at 2n) L 


—=dult M 
On peut remarquer que si n est impair, l'expression est en- 
core divisible par 9+92 — 41, 


Seconde solution. — Nous allons faire voir que si la divisi- 
bilité est vraie pour une certaine valeur m—1 de n, elle sub- 
siste par cela même pour n =», En effet, de l'hypothèse 

32 — 2m — mult. 7, | 
on déduit, en multipliant par 3? = 9 — 2 +7, 
32(m+1) —_ 9m+1 7.9 — mult. re 

ou JE 9m = nulLNTe 

La divisibilité étant évidente pour # = 0 
suite de proche en proche pour # = 1, 2, 3, etc. 

[DAVID LWOW, à Piatra (Roumanie. )] 


[Ont résolu la même question : Mile R. Campana ; 


est vérifiée par 


MM. À. Arcizet : 
L. Barberot ; V. Barol : Barreau : E. Baudouin ; KR. Bazin ; M. RS 
H. Belbenoil : R. Bellencourt ; C. Billionnet ; J. Bourrec ; R. Bou 
T. Brandhof ; A. Caillet ; A. Carré ; Garpinetty : E. Chaineau ; F. Clahaull ; 
Croze ; Damoiseau , Daure : A. Desportes ; ( De France ; O. Destouc hes : 


Donnadieu ; H, Duchesne 


; À. Dupouy ; Duvér é. ; Floresco ; J. Fo 
x. Fc PR uca 
G. Foucry ; E. Fourmon : « set } rd ; 


F. Galy ; Gamard ; Gillard ; P. Givry ; M. Gondran ; 


E. Gourdon : L. Grillet ; J. Haag : A. Hardy : J: Hébré : ;: R. Hem 
! ; è . Huet 
Hugonnier -Ginet ; E. Istrasescu : ; Jacquet ; TL. Julien ; J.-M. Lagarde ; ne 
nine ; Lalescu à Luy : J. Lamotte : A. Laudet : A. Lecoutour : C. Lefebvre : 
J. Lehmann ; E. Le Maigre ;.A. Le Moal ; P. Le Verrier Ce Luquet : 
. 
. 
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4466. — Construire un triangle connaissant À, b+a=h, 
c+a—=h. — Discuter. — Calculer ensuite les côtés de cetriangle. 


Supposons le problème résolu : soit ABC le triangle cherché. 
Prolongeons les côtés AB et AC d’une même longueur égale 
à a; on obtient 
A ainsi le triangle 
ADE, déterminé 
par les deux côtés 
AD=h, AE —='A4 
‘ etl'angle comprisA. 
Tout revient alors 
à mener la droite. 
BC de manière. 
qu'on ait À 
DB=BC=CE 
Pour cela, prolongeons la droite DC jusqu'à sa rencontre en 
C’ avec la parallèle à BC issue de A, puis menons la parallèles 
C'E' à AE. Les deux quadrilatères DBCE, DAC'E’ étant homothé- 


tiques, on a 7e VOTRE EE 
DA = AC'= CE. AÈE 

On peut donc considérer le point C’ comme l'intersection de la 
circonférence de centre A et de rayon AD — k avec la parallèle à 
DE menée par le point F de AE tel que EF = 2. Connaissant 
le point C, on en déduit C, et ensuite BC en menant par ca 
une parallèle à AC. ‘ 

Discussion. — Les données X et k jouant ici le même rôle, iL 
est permis de supposer h<k; le point F tombe alors entre. 
A etE. Le point C doit d’ailleurs se trouver entre E et F, autre-. 
ment le point B serait sur le prolongement de AD ; cette condi-. 
tion, d'ailleurs suffisante, exige qu'on ait SENCE 

AC'> AF, ou h>k =, ou FR) 

En tenant compte de l'hypothèse <k, on voit que À ne. 
peut varier qu'entre À et 2}; le problème a dans ce cas une 
seule solution. 





D E E' 


Caleul des côtés. — Ces côtés vérifient les trois équations 
b+a = h, c+a—=k, a = L? 4,0 — 260 cos A. 
L'élimination de b et e conduit à l'équation suivante : À 
({ — 2 cos A)a?— 2{(h + k)(1 — cos À ja + R2 + 22h cos À =D 
Discussion. — Pour qu’une valeur de a convienne, il faut et il 
suffit qu'elle soit réelle, positive et inférieure à À et 4, afin que 
les valeurs correspondantes de à et c soient positives. 















Formons f{0), f(A) et fi»). On trouve . 
f\0) = h2+ x? — 2hk cos A, 
[) = A(& — 2h), | 
FR) = R(h — 24). | NE HE 


Comme cos A<1, f(0) est toujours positif (on peut remar- 
quer que (0) — DE). Si, pour fixer les idées, on suppose 
h<Rk, f{h)'est négatif: par suite, suivant le signe du coefficient 
[—?2cos A de, a?, 0 ou À sépare les deux valeurs de a, quisont. 
alors réelles : une seule de ces valeurs est donc comprise entre 0. 
et k. Cette valeur sera aussi comprise entre 0 et À si (A) estde 
même signe que /{(k), ce qui entraine k <2. 


DORE RER MAUR ETS! 







Ont ret on nbe ainsi s sur les résultats ones plus Hattii 
(G. SCHOONHEERE.) 


question : MM. IL. Bois ; B. Lachenaud ; Lehmann ; 
. Pichon ; P. Sailly ; A. Vergnole.] 





Vu (3 ste | + D 
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LOnts résolu Ja uen 
J, Moisson ; F. Pégorier ; 
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‘ 4675. — Résoudre le système d'équations 

4 æ + y 1 de DRAP Berre. 
1 + xy b+c 1 — xy a 


Première solution. — Ces deux équations du premier degré 
par rapport à y donnent 
_ a=(b+c)x, # 
LMD He ax CET 
En égalant ces deux valeurs, il vient 


b—c— ax 
(b—chx— a 


hd ns “fe de 


— [a— (d + c)x][a — (b — c)x] = (db + © — ax)(b — c — ax), 
_ ” ou, après avoir simplifié, 
; (a? +02 — ©? }e? — 4kabx + a? + 2 — ©? — 0, 
Cette équation fournit pour + deux valeurs réelles si l’on a 
4a°b? — (@ + b— ©}? > 0, 
ou + (a+) — ete? — (a — 5} > 0, 


_ inégalité qui n’est possible que lorsque les deux facteurs du pre- 
mier membre sont positifs, ce qui, en supposant b=>0, en- 


_ traine |a—b|<c<a+b. 

l Les deux valeurs de + ont pour expression 
Lab hab Ta FE cp, 
+ a? + b2 — c? e 


on pourrait en déduire directement les valeurs correspondantes 
de y, mais les expressions de ces dernières se présentant ainsi 
sous une forme compliquée, il vaut mieux remarquer que le 
système pouvant s'écrire 





, D et PE y—%X __c—b 
1 + xy T b+c? y ON 5 à 
_ y prend la même valeur que + lorsqu'on permute b et c. On 
__ a alors 
__ 2ac + Yha?c? — (a? + ©? — D? 
| FE a+ c? — b? 


, (MAxIME GONDRAN, à Caen.) 


. des proportions, la première équation du système peut s’écrire 


CHyhil+ cy 


| 

b 

Er 

| Seconde solution. — En vertu d’une propriété bien connue 
| a+b+ce 


BETA ay ta bc 
æœ+l)(y +1 a+b+c,. 
ie. MED ot ee (1) 
de même, la seconde équation s'écrit 
: (+ 1)(y —1) _a+b—c 2 
(y+i)(@—1) a—b+c (2) 
. Multiplions membre à membre les équations (1) et (2) : 
(x +1)? _ (a+b}?— 02, 
{æ— 1  c?—{a — bp’ 


extrayons la racine carrée de chaque membre, il vient 
LA Via + bP — c? 

m—1  Æÿ®—(a— 0) 

- ou, en utilisant encore la propriété rappelée plus haut, 
_VTRD + 

EE TES 
. formule où l’on suppose les signes supérieurs ou inférieurs pris 
ensemble, 
| Pour obtenir de même les valeurs ne y, on divise (1) par (2), 
(y+ A4) (a+ ec) — 6? 
(y TR = Ame 


_ ce qui donne 








mur cet pe b—{(a—c} ” 2 
Va + PTE VE Tac 
avec correspondance des signes supérieurs ou inférieurs. 

Si l’on rend rationnel le dénominateur de ces valeurs de x et 
y en multipliant haut et bas par la quantité conjuguée, on ‘4 
retrouve les expressions obtenues en premier lieu. 
(F. MOUZON, collège de Fontenay.) 


ou = 


[Ont résolu la mème question: MM. R. Barthélemy; G. Delahaye; Duvergé; 
R. Henry ; H. Janoiïs ; Lajouanine ; D. Lwow ; G. Marie ; DE NPatine Se NI 
Chälons ; Ë. Sinturel ; P. Thonet ; L. Veyret. Ÿ 





4686. — Déterminer une valeur de m telle que le polynome 
dt + 2003 — 232? + 120 + m 
soit identiquement égal au produit de deux trinomes du second 
degré de la forme 
(x? + ax + c\(x? + bx + c); 
faire connaître les valeurs des paramètres a, b, c et les valeurs 


dé x qui annulent le polynome donné, dans le cas considéré. 
(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1899.) 


En développant le produit des deux trinomes, il vient 
æt+ (a + b)as + (ab + 2c)x? + c(a + bjx + c?. 

Pour que ce polynome soit identique au polynome donné, 
il faut et il suffit que les coefficients des puissances semblables 
de + et les termes indépendants soient les mêmes dans les deux j 
polynomes. On doit donc avoir 





a+b—2, (1) 
ab + 2c = — 23, (2) 
c(a + b) = 12, (3) 
=, (4) 
En remplaçant dans l'équation (3), a+ 5% par 2, on obtient 
C0; 
et les équations précédentes donnent 
a + b = 2, ab = — 35, = ire 


Par suite, « et b vérifient l'équation 
X2—2X — 35 — 0, 
qui a pour racines — 5 et 7. 
Le polynome donné peut alors s'écrire sous la forme 


(a? — 5% + 6)(&2+ Te + 6); 
il s’annule : 





soit pour N=0 d'où Gi A EL a EI 2" 
soit pour dd +Tæ+6—0 d'où æx——1et x——6. 
(E. FOURMON, lycée de Tulle.) 
[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet ; L. Barberot ; V. Barol ; 


R. Bellencourt ; M. Bégué ; R. Bouvaist ; J, Chemineau ; F. Clabault ; 
A. Collin ; Croze : H. Damoiseau : G. De France; O. Destouches ; H. Duchesne ; 
Duvergé ; Estang : Eysséric; J. Foucard; G. Foucry; E. Fourmon; J:Gauthier ; 
A+ Gérardin ; L. Grillet ; J. Haag ; À, Hardy ; R. Henry ; À. Huet ; Hugonnier- 
Ginet ; Jacquet ; A. Jouffray ; H. Julien ; Karkowski ; A. Larue ; A Laudet ; 
J. Lehmann ; P. Le Verrier; D. Lwow; J. Maury ; R. Mouzon; Noël; L. Ollié ; 
Oprescu ; P. E., à Vielmur; L. Patin ; A. Pequignot ; M. Petitjean; P. Plisson ; 
Reboul ; Refusin ; A. de St-Gabriel ; E. Sinturel ; Thérézien ; Tumerelle ; 
Valentin ; Vial ; E. Vila ; P. Zlatco; Fiton; Istrasescu; J. Perl.] 
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4352. — On donne un point P dans le plan d'un tri- 
angle ABC. Mener par le point P une sécante qui rencontre les 
côtés AB, BC, CA en des points D, E, F tes que le point D soit 
le milieu de EF. 


Proposons-nous plus généralement de déterminer la sé- 


) di He 
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À 
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# 
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Man: re Lo 
"+ NT 
UTC PE 72 
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cante PEDF de manière que l'on ait. 
DE ER, 
DF 


Fa ? 


:1 étant un nombre donné positif ou négatif. 
Considérons le triangle EFC coupé par la sécante ADB; on 
*a, d’après le théorème de Ménélaüs, 


DEL AF.. BC 








— X< — — = Î, 
DE AG BE 
Or DEUISE on a donc 
DF 
PARC AE RS EC 
AC BE À BE BC À 


Nous sommes donc ramenés à tirer par le point P une droite 
qui coupe les droites CA, 
CB en des points F et L 
tels que l’on ait 

ar ann 

BE), AND 

le second membre de cette 
relation étant connu. 

Nous appliquerons pour 
la construction une des 
méthodes qui ont été don- 
nées dans le Journal de 
Mathématiques élémen- 
taires. (Note de M. Gou- 
lard, 22e année, p. 113.) 

Nous n’aurons jamais 
qu'une solution. 

Dans le cas qui nous 





occupe, le rapport — est égal à — 1. Appliquons la méthode 


de Pétersen, signalée par M. Goulard, 
Nous considérerons le cercle circonscrit au triangle ABC. Puis 


T0 À AF AC | 
comme ici À ——1, l'on aura ———— =; Je cercle 
BE BC 


lieu des points dont les distances aux points A et B est À est 
ici le cercle ayant pour points diamétralement opposés les pieds 
des bissectrices de l'angle C. Ce cercle coupe le cercle ABC en 
un second point, M. Pour déterminer la droite PEDF on déter- 
minera un de ses points, F, en prenant l'intersection de AC avec 
le segment capable d'un angle égal à MCB décrit sur PM comme 
corde et du même côté de ce segment que AC. 

On obtient deux points F et F’ qui fournissent deux sé- 
cantes PEDF, PE'D'F'; on prend celle de ces sécantes qui est 
telle que les points A et B soient situés de part et d'autre de 
celte sécante. 

Le problème est évidemment toujours possible et ne fournit 


qu'une solution, que le point P soit intérieur ou extérieur au 
triangle, 
(M. REBEIX, lycée du Puy.) 





[Ont résolu la même question : MM. J. Delpont ; E. Dumas ; L. Jardin : 
Jouanneau : H. Michel, lycée de Douai.] 
4599. — Déterminer sur une ellipse de grand axe 2a et de 


distance focale FF'—2c un point M tel que l'angle MFF' soit 
double de l'angle MFF, | 


(Bacc. lettres-math., Bordeaux, mars 1899.) 


C2 
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, 4 RE RAS L : 
métrique. — L'angle MFF’ étant par hyp 
le double de l'angle MFF, la is 
_trice de cet angle a son pied N surle 

petit axe de l'ellipse. De plus les trian- 

gles MEN, MFF ayant un angle com- 
mun et un angle égal sont semblables; 
on peut donc écrire ‘4 

MF FN MN. 


a NS MF+MP 
ME FF ME MF+2c+MF 
ME: EN 297: 42 | : 
Fa ME" 2% a+c LUS 
Connaissant le rapport et la somme des rayons vecteurs ME, 
et MF, on peut facilement obtenir leurs longueurs : 
MF. D'MPSNRENURE 
PME) ms 


mais il est plus simple de remarquer que la formule FN = 















« à 77 














2ac 
a + ce. 
détermine le point N; le point M se trouve alors à l'intersection | 
de la droite F'N et de la droite symétrique de FF’ par rapport 
à FN, : 
Comme FN>c, le point N, et par suite M, existe toujours. 
(Ars PICHON, lycée de Niort.) 





Solution trigonométrique. — Posons MFF — æ, etécri-. 
vons que, dans le triangle MFF’, les côtés sont proportionnels 
aux sinus des angles opposés. Nous aurons 

MISE MO 2c . 4 
sinæ  sin2æ  sin(1800— 3x) | 


PONT RTS 


ou, comme MF+MF = 2a, . » 
2a 2c ai 
sin æ + sin 2% : sin3x 
Cette équation, développée, devient PS 


a(3 sin æ — 4 sin x) — c(sin æ +? sin x Cos x), 


… 


ou, en divisant par sin x, qui n'est jamais nul ici, | 
3a — ka sin? x — c+2c cos æ, a “4 
ou ka cos x — 2c cosxæ—(a+c) = 0. ., 


On trouve pour cos + deux valeurs réelles de signes contraires» 
Comme le discriminant de cette équation est : 


c? + ka(a + c) = (c+ 2a), 4 


les racines sont rationnelles et ont pour valeur a 
__c—(c+2a) … 1 
COST = 


CHc+?a __ c+a 


La 24 # . ,* 





COS 


L'angle FMF' ayant pour valeur 180°—3x, x ne peut sur- 
passer 60°, de sorte que cosæ doit être compris entre 4 et 2 : 
la seule valeur acceptable est donc 
Fra a PEN à 

2a 
qui réalise toujours ces conditions.  . à 

(Saïn GALLAND, lycée d'Alger.) 





COST 
“ 


[Ont résolu la même question: MM. À. Arcizet; V. Barol ; R. Blanc ; L. Bois; | 
Chedeville ; H. Dodier; A. Drocourt; L. Ferron ; G. Foucry ; M. Gondran ; 
F. Ladevèze ; A. Larue; E. Le Maigre ; Rieumajou ; Vien ; Jacquet, lycée de 
Màcon ; H.Janois ; R. Vollaire.] , 





















LCL Poe) A Er 4 SP PE 
4683. — Un tronc de pyramide régulière a pour bases 
lèles deux carrés dont les êôtés sont a et 2a : sa hauteur est h: 
_ 1° Expressions du volume et de la surface totale du solide ; 
2° Déterminer h de manière qu'il existe une sphère tangente à 
la fois aux deux bases du solide et à ses quatre arêtes obliques; 
3° Le plan contenant les points de contact avec les arêtes divise la 
. surface de la sphère en deux parties dont on demande le rapport. 
(École supérieure des Postes et des Télégraphes, 1899; 





| 


1° On: sait que le volume d’un tronc de pyramide de bases B, b 
et de hauteur est donné par la formule 


V = + MB-+ 5 + Bb); 


.B = (2a} = 40? et 


2. 
? 


or ici DE à 


par suite NE - R(4a? + a? + 2a?) — _ æh. 


LORS DRE SE Sn 4 te À 


La surface totale est égale à la somme 54? des deux bases, 
plus 4 fois la surface d’une face 
latérale telle que BCB'C': 

S = 5a? + 4 surf. BCB’C'. 

En menant par les centres O0, O0’ 
des deux bases les perpendiculaires 
O1, OT" à BC, BC’, puis la parallèle 
l'K à 00’, on obtient le triangle 
IK1' dont les côtés de l'angle droit 








sont égaux à a nr . et À. 
Par suite 
; FH TE î 3 a? s. 
Surf. BCB'C = L (2a + a). = À a) © + 
n RUE - ! D. Al, à 
el = a(5a + 3Va? + 4). 


… Ze Toute sphère tangente aux quatre arêtes obliques a son 
centre sur l'axe de symétrie O0’; cette sphère 
devant en outre être tangente aux deux bases 
admet O0’ comme diamètre. Il suffit donc de 
déterminer la hauteur 00 — » du trapèze 


m  AOO'A! dont les bases sont AO—aÿ2 et 
ANO= _. V2, de façon que le côté AA’ soit 









TRE 0 à une distance MP — ne du milieu M de 


» 00’. Dans ce cas, le triangle AMA’ est rectangle en M, et l’on a 











AE 







ou, comme PA— AO0=—ay2Z et 
| %Æ 


—— = d, d’où 


3° Le plan contenant le point de 


MP° = PA. 


PA, 
PA'= 40 = = VT 
R== 2272 


contact P et ses analogues 












est parallèle aux bases du tronc et divise la sphère en deux zones 
dont les surfaces sont entre elles comme leurs hauteurs ON, NO’. 
Le rapport de.ces deux zones est donc 





Le à : : (44 — 
HER EN NT 
NOR ANR EAL)T RE aa : 22 


(DONNADIEU, à Mézin. 


. 


r « 

[Ont fésolu la même question : MM. G. Armaingaud ; L. Artis ; L, Barberot ; 
H. Belbenoit ; C. Billionnet ; G .Boissonnet ; T. Brandhof ; A. Cauvin ; 
Clabault ; Cougnoux ; Croze ; M. Cry ; Damoiseau ; Daure ; Destouches ; 
tang ; G. Fouery ; J. Gauthier ; Gillard ; P. Givry ; E. Gourdon ; L. Grillet ; 
E; Gueudin ; J, Ha. J. Hébré ;ÿ R. Henry ; H. Julien ; Lajouanine ; 
H. Lefèvre ; J. Lehmann ; E. Le Maigre ; D. Lwow ; B. Mathé ; Meynier ; 
. Miconnet ; L. Ollié ; P. E., à Vielmur; À. Pequignot; L. Pont; L. Richard; 
A. de S'-Gabriel ; E. Sinturel ; Vialaret ; Vien ; Filon ; Loiguon.] 


| PHYSIQUE 


: a ——— 





4689. — Pour déterminer le poids spécifique d'un corps solu- 
ble dans l’eau, mais insoluble dans l'éther, on emploie la méthode 
"du flacon. | 
Les données expérimentales sont les suivantes : 


Poids Guflaeonuiden.." , » . . 7.57, 14106 ;349 
Poids du flacon contenant la substance. 20 





024 
Poids du flacon contenant la substance 
et rempli d'éther jusqu'au trait . . 63 ,604 # 
Poids du flacon plein d’êther. . . . : 61 ,299 Æ 
Poids du flacon plein d'eau . . : : . 71 ,092 | 


La température étant égale à 4° centigrades, on demande d'éta- 14 1 
blir, d'après les données précédentes, le poids spécifique de la 
substance. J 

(Bacc. lettres-sciences, Constantine, juillet 1899.) 


Le poids de la substance est de 20,624 — 16,349 — 45",275, 
Le poids d’un égal volume d'’éther est de 
61,299 + 4,275 — 63,604 — 18,97, 





Donc la densité de la substance par rapport à l’éther est expri- : 
mée par (a 
PRET 7 


Or l’éther remplissant le flacon a un poids de 


61,299 — 16,349 — 448r,95. 
Le poids du même volume d’eau est de 


17,092 — 16,349 = 606",743. A 
La densité de l’éther à donc pour valeur 
44,95 
60,743 | 
Par suite, le poids spécifique de la substance est de L 
Et ; 
+ TE CEE 


(COUGNOUX, à Tulle.) 


{Ont résolu la même question : MM. Arcizet ; Baudot ; E. Baudouin ; 
R. Bäzin ; Belbenoït ; Bellencourt ; Boudier ; Bourrec ; M. Brun ; R. Charles ; 
J, Chemineau ; F. Collard 4 J. Crétinon ; Creuze ; Daure ; Estang ; J Favier ; 
Fourmon ; Gillard ; Gondran ; E. Gourdon ; L. Grillet : E. Gueudin ; J. Haag ; 
J. Haine ; Hamot ; Hébré ; Henry ; Jouffray ; H. Julien ; Lagarde ; 
Lajouanine ; A. Lecoutour ; R. Lemai ; Limasset ; David Lwow ; G. Luguet ; 
Malleret ; B. Mathé ; J. Maury ; A. Meynier ; F. Mengailhon ; Millet ; Nicod ; 
L. Nige ; R. Ollivier ; Patin ; Pendariès ; Pequignot ; E. Refusin ; M. Royer ; 
Treillou ; P. Valentin ; Vial ; Vialaret ; Vien ; Finoquet.] 


4690. — Deux personnes À et B se servent successivement de 
la même lunette pour viser les contours d'un astre tel que la Lune. 
On demande, quelles sont les distances des deux lentilles qui for- 
ment l'objectif et l'oculaire de cette lunette astronomique aw mo- 
ment où chacune de ces personnes fait l'observation de cet astre, 
sachant que la première, À, est infiniment presbyte, c’est-à-dire 
susceptible de voir nettement les objets placés à une distance infi- 
niment grande, et que la deuxième personne ne peut distinguer les 
objets que lorsqu'ils sont situës à une distance inférieure à 15m, 

Distance focale de l'objectif. . . . ., …. 12,20 
Distance focale de l'oculaire . . . . , , . 30mme 
(Bacc. leltres-math., Montpellier, juillet 1899.) 

L’astre visé étant assez éloigné pour que les rayons qu'il envoie 
sur l'objectif puissent être considérés comme parallèles, son 
image par rapport à l’objeetif est située au foyer principal de 


' MA \ 
nr FN 
LL a ” ct Dr 








cette lentille. Cette image Aoncdonne comme objet par nt 
à l'oculaire, et donne une image virtuelle. Dans le cas de lob- 
servateur A, l'image virtuelle ainsi produite doit se former à 
l'infini. Le foyer-principal de l'oculaire coïncide alors avec celui 
de l'objectif, et la distance des deux lentilles est égale à la somme 
des distances focales, c'est-à-dire à 

1m,20 + 0m,03 — 1%,23. 

Un myope devant accommoder la lunette pour la vision à la 
distance maxima de sa vision distincte, c'est-à-dire à 15°, il 
faut amener l’image virtuelle donnée par l’oculaire à se former 
à la distance de 45°, Si donc on désigne par « la distance de 
l'oculaire à l'image réelle fonctionnant comme objet, on a, 
d’après l'équation aux foyers conjugués, 

18e 4 
PL TIRNE 
d'où M RS: 
La distance des deux lentilles sera donc égale à 
4m,20 + 0,025 — 1,223 


dans le cas de l'observateur B. 
(A. LE MOAL, à Morlaix.) 
MM. R. Bazin; F. Clabault; 


[Ont résolu la même question : Mlle R. Campana; 


J. Chemineau ; C. Croze : Cry ; Duvergé ; Henry ; H. Julien ; J. Haag 
Lecoutour ; Le Maigre ; Maille ‘d'Escomps ; Patin ; Pendariès ; R. Pequignot ; 
E. Refusin ; Rieux ; A. de St-Gabriel ; Vial ; Vien.] 

EN 4 ———— À 


CONCOURS DE 1899 (suite) 


CERTIFICAT D'APTITUDE À L'ENSEIGNEMENT 
SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 


Mathématiques. 


4701 (:). — On donne deux droites parallèles AP, BQ, et un cercle Q 
tangent à ces droites aux points A et B. 
Soit M un point quelconque du cercle 
0 ; on mène les droites MA et MB qui 
coupent BQ et AP en B' et A’, on trace 
la ‘droite A'B', et on mène la perpendi- 
culaire MD à AB. 

1° Soit M' le point d'intersection de 
MD et de A'B'; démontrer que l'on a 
MD = MW’, et trouver le lieu du point 
M', quand le point M décrit le cercle 0; 

2° Ce lieu est une ellipse E ; on la 
fait tourner d’un angle « autour de AB, 
et on l'amène ainsi dans une. certaine 
position E': déterminer l'angle ae 
manière que le cercle O soit la projection orthogonale fe l'ellipse E'; 

‘3° Soit I le point d'intersection des droites AB, A'B' PAnENRt que 
la droite IM est tangente au cercle O0 et la droite IM' \ l'ellipse E 

4° Calculer Ja longueur MD, de manière que la surface totale du troné 
de cône engendré par le trapèze ABB'A' tournant autour de AB soit équi- 
valente à #» fois la surface du cercle O (m désignant un nombre 
donné). 





(10 juillet, de 8 h. à midi.) 


Physique et Chimie. 


l. — Réflexion du son; ses conséquences. — Les rapprocher des 
phénomènes analogues observés dans les autres parties de la Physique. 


IT. — Comment prépare-t-on, au laboratoire, les acides chlorhydri- 
que, bromhydrique et iodhydrique, gazeux ou dissous ? 

(On remplacera les descriptions d'appareils par des croquis faciles à 
interpréter.) 
en |. : A 


(*) Les parties 40 et 30 ont déja été traitées dans L'Éducation Mathéma- 
tique (N° du 4er avril 1899, p. 109). théma 







pe f { 
a 9 \ . 

IL — Trois flacons ABC San chacun un sel dissous dans 
l'eau pure, On vous propose d'y placer les étiquettes. Vous. save AE 
qu'il y a un chlorure, un bromure et un iodure ; que les métaux sont | 
le calcium, le baryum et le mercure, mais vous ignorez de quel sel fait 
partie chaque métal. Quels essais ferez-vous ? 
(11 juillet, de 8 h. à midi.) 


Histoire naturelle. 
1. — Appareil respiratoire des Vertébrés ovipares et des Articulés. 


Il. — Caractères généraux des HALO monocotylédones. — Les Gra- 
minées ; parasites de ces plantes. 
(12 juillet, de 8 h. à midi.) 


, 


RS AR LS Nes 


QUESTIONS PROPOSÉES 


——— 


4702. — Démontrer que, n étant entier et positif, l'expression 
gi1+2-E Ont 
est toujours divisible par 25. 
(A. SAINTE-LAGUE, lycée de Bordeaux.) 


4703.— Démontrer que a+#4 n'est jamais un carré parfaif, a 
étant entier, 
: (A. LaupET.) 


4704. — Etant donnés deux trinomes du 2e degré 
ax + br + ce, a? + b'& + 6’, , 
montrér qu'il y a deux valeurs de À pour lesquelles l'équation 
ax? +bx + c + (ax? + b'x + c') = 0 
a ses racines égales. Discuter l'équation qui donne les valeurs de À. , 


4705.— Étant donné un cercle de rayon «, on mène une sécante 
AB et les tangentes en A et B qui se coupent en C, puis on abaisse 
OD — $ perpendiculaire sur AB en D. 

1° Calculer en fonction de «x et 6 les rayons des cercles inscrit, 
circonscrit et exinscrit au triangle, ABC. 

20 Déterminer les valeurs de $ pour lesquelles la somme de, ces 
rayons à une valeur donnée. Discuter et considérer en particulier le 
cas où cette somme est minimum. 


(Bacc. lettres-malh., Montpellier, novembre 1899.) 


Le 
, « # D 
4706. — Lieu des centres des cercles tangents à un cercle et à un 


diamètre fixe de ce cercle. 
a (Victor BaroL.) 


4707. — Par les extrémités d'une corde AB d’un cercle 0 on mène - 
deux droites qui déterminent dans un cerele CARE AE les cordes 
CD, CD’. Démontrer que les cordes CC’ et DD’ coùpent AB ou son pro- 
longement en deux points symétriques par rapport au milieu de AB. 

. + | 

4708. — Un corps de petites dimensions descend verticalement 
dans un tube rempli d'eau à 4° et dont la hauteur est 2. Partant sans | 
vitesse initiale de la surface du liquide, il arrive au fond en 4 seconde 
et demi. On demande de trouver le poids spécifique de ce corps en sup- 
posant qu'on puisse considérer comme négligeable la résistance du 
liquide au mouvement. 1 

(Bace. lettres-sciences, Rennes, juillet 1899.) " 


, 


4709. — Une lentille convergente, placée à 1m d'un objet recti- 
ligne perpendiculaire à son axe principal, en donne une image réelle . 
longue de 25cm. Placée à 50cm de l'objet, elle fournit une image réelle : 
encore et égale aux 2/3 de cet objet. On demande la distance focale 
de la lentille et la longueur de l'objet. 

(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1899.) 


EE 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 


_ sidération parasite relalive à la position d'équilibre, et l’on passe 


È 
: 


















principaux. 


ide ses extrémités. 


*  Paraissant le 1°" et le 15 de chaque mois, du 1° octobre au 15 juitet inclusivement. 
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SUR LA THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DE LA BALANCE | rt PHegscneess 


truit facilement en plaçant OG en OGx, 
vertical, êt traçant AB: de manière «qu’il 
fasse avec OG1 l'angle AOG, invariable 
dans le fléau. 

Des poids égaux, agissant en A, et B:, 
ne changeront pas cette position d'équilibre si l'on a OA: = OB4, 
ou OA =OB, c'est-à-dire si les bras du fléau sont égaux. 
Réciproquemeñt, si les bras du fléau sont égaux, l'équilibre 
dans cette position ne pourra être réalisé que sous des charges 
égales, car il faut alors que la résultante de ces poids passe 
par le point O. 


La théorie élémentaire de la balance est généralement mal 
exposée et parait aussi mal comprise par les candidats aux Ecoles 
et aux différents diplômes. Il faut avouer que le sujet est habi- 
tuellement négligé par les auteurs, ballotté entre les mathéma- 
tiques et la physique et traité sans grand souci des principes 
essentiels de la mécanique. Quelques clichés sur l’horizontalilé 
du fléau, la condition de justesse souvent additionnée d’une con- 





à la question de la sensibilité. Celle-ci est presque toujours-bien 
étudiée, parce qu’on est alors forcé d'appliquer enfin à la machine 
un réisonnement rigoureux. K 

On a esquissé dans ce journal (*) une étude très brève de la 
balance romaine qui se présente, dans. les cours, après celle de 
la balance ordinaire. Si simple que soit la théorie de cette 
dernière, il n’est peut-être pas inutile d'en rappeler aussi les points 


Justesse de la balance. — Une balance e$t dite juste quand 
elle satisfait à sa définition, c’est-à-dire quand elle prend la 
même position d'équilibre sous des charges égales quelconques, 

set réciproquement. L'égalité des bras du fléau est, d’après ce que 
l’on vient de voir, la condition unique de justesse de l'instrument. 
Ainsi une balance dont les bras seraient l’un de fer et l’autre de 
bois, ou de matières et de. formes différentes, serait rigoureuse- 


ment juste, sous la condition d'égalité de ces bras. 
* DÉFINITION. — Cette, balance est un levier (du premier genre) “Derbi Le 


qui prend toujours la même position d'équilibre lorsqu'il est 


sollicité par des poids égaux quelconques, agissant chacun à l’une Comme il existe une infinité de positions d'équilibre sous charges 


inégales (*), il faut par quelque moyen reconnaitre la position 





il : d'équilibre correspondant à l'égalité (ou à la nullité) des charges. 
Théorie. — Laissant de côté la description physique de’ l’ins- | C’est dans ce but que le fléau est muni d’une aiguille se déplaçant 
trument, on ne représentera du levier ou,fléau qu'une droile N = une portion de cercle gradué. On marque zéro devant 
supposée passant par le point (axe) fixe O a position de l’aiguille, déterminée une fois pour toutes, corres- 

4 B et par les points d'application A et B des | pondant à l'équilibre d'égalité de charges. 
j poids ou charges ; le centre de gravité du Horisontalité du fléau. — Elle n'apparait nullement, à aucun 
| fléau est en G. moment de la théorie. Si cependant, en fait, cette horizontalité 
À p G La position type d'équilibre sous des de A1B1 correspond approximativement à l'équilibre d'égalité, 
CE F charges égales est immédiatement indi- C’est que l'angle AOG est généra- 
_quée: c'est celle qui correspond à une valeur nulle de ces charges, lement voisin d’un droit, de telle 


c'est-à-dire la position d’é équilibre du fléau seul("). Comme.tout sorte que ‘0G: étant vertical, AB: 
corps pesant mobile autour d’un point fixe, ce fléau sera en équi- | A B est sensiblement horizontal. Deux 


libre lorsque son centre de gravité G sera venu en Gi sur la raisons principales expliquent cette 
verticale du point fixe O. Cet équilibre sera stable si G1 est alors valeur de l'angle AOG : la première, 
au dessous du point fixe. Pour qu'il puisse enêtre ainsi, il faut | c’est que le constructeur, pour obtenir l’égalilé des bras du fléau, 
que le fléau soit Placé de telle façon que G soit habituellement | est amené à construire un fléau homogène symétrique par rapport 
du même côté de AB que l'obstacle sur lequel repose l’arête du | x une droite passant. par O (petite diagonale du losange); la 
couteau fixe (**). La position correspondante de AB, qui sera la seconde, c’est que pour l’expérimentateur ne voulant pas s’as- 
treindre à utiliser l'aiguille, la position horizontale du fléau est 
6) Journal de mathématiques élementaires, 15 novembre 1897. la plus facile à reconnaitre. Mais rien n'astreint à s'imposer cette 
*) Cette proposition, presque évidente, montre la possibilité de réäliser la | condition ; rjen n’autorise non plus à l’introduire a priori. Rigou- 
inition*de l'insir ument. On à admis a priori cette possibilité afin d'éviter de rcusement, elle n'est jamais absolument satisfaite. 






Fu) C'est ce que l’on exprime souvent en disant que « le centre de gravité 
au-dessous du point fixe ». On veut dire qu'il peut y venir sans que le ; - 
se renverse. Dé plus omjoint cette condilion SALUE de réalisation à (*) Cela s'établit quand on traite algébriquement la question générale de 
k l'équilibre, ou la sensibilité en particulier, 





Repère de la position type d'équilibre sous charges égales. —" 


Poids des plateaux. — On laisse souvent de côté cette consi- j 











4 LA 






dération. Les plateaux ou Pains peuvent être exacte 
de même poids et alors rien n'est évidemment changé à ce qui 
précède. Mais il. est beaucoup plus fréquent qu ‘ils soient de 
poids inégaux. Dans ce cas, la position d'équilibre de la balance, 
plateaux vides, n'est plus celle du fléau seul. AB prendra la 
position A2B>, parfaitement définie, mais différente de AiB1. Rien 
n'empêche de prendre cette position A2B: 
comme.position repérée : on y est même 
forcé si l’on ne veut pas modifier l’instru- 
ment ou le mode de pesée. Il suffit encore 
de marquer le zéro devant la position 
correspondante de l'aiguille. Il est évident 
que des poids égaux, placés dansles bassins, 
correspondront à cette position repérée si 
la condition de justesse OA: = 0OB: ou 
OA == OB est encore satisfaite, et réciproquement. : 

Si l'on désire que cette position type A2B> soit horizontale, on 
pourra surcharger d'une façon permanente l’un des plateaux. 
C'est ce que l'on fait couramment dans la pratique ; la justesse 
de la balance n’en est pas altérée, La condition de cette justesse 
est encore l'égalité des bras du fléau ; elle est toujours unique, 
nécessaire et suffisante. 





D. 
——— > — 


CONCOURS GÉNÉRAL DE SECONDE MODERNE (1899) 
Mathématiques. 


Solutions par M. F. Labérenne, professeur au lycée d'Orléans. 





|. 4695. Soit un prisme triangulaire dont la section droite ABC 
a pour côtés les longueurs données a,b,c. (On supposera a>b>c.) 

On considère la section plane AB'C', telle que ce triangle soit équi- 
laivral. 

1° Evaluer le rapport R de CC à BB’; 

20 Construire BC! en supposant calculée la valeur numérique 
de KR ; 

3 Nombre de plans passantpar À, quicoupent le prisme suivant 
un triangle équilatéral. 


1° Evaluation du rapport R de CC à BB’. 


Soit x le côté du triangle équilatéral, et posons GC = = %, 
BB’ — y; nous avons 
e a? == x? — b?, y? = a? — c?; 
d'où DES RESTE, (1) 
x? d2— bp? 
PR er (2), 


Supposons d’abord les deux sommets B' et C' d'un même côté 
du plan BAC; c étant par hypothèse 
inférieur à b, on à CC'< BB’, et par 
suite si par C’ on mène la parallèle 
CC à BC, C1 tombe dans l'intervalle 
BB’ et l'on a ,. 

a = (y — x) + a?. : 
Remplaçons &? par l'expression 
UT 
dans la relation (2) ; il vient 
a (y—æ) + a? —b2 

. d’où, en multipliant les deux membres 
par ÿ{(y —æ) + a — c?], 

— Cr? — (y œ) y? (use by = 0, 





(y — ae + (a 


NS ue) OL 
COR Le com hp EP CONn, 





D (va =) + Late Le È 
eten ayant égard à la relation 4), ; 2 HET #4 
(c2— b2}(y — &}? + œ7(a8 — €?) — par — we) = 0% 
(a? — D)? — 2(c2 — b)oy + (C2? — d?)y? — 0. 
Divisons les deux membres de cette dernière Squier par té 1e 
il vient e A 


av) — 2{c mie + c2 — a = 0, 


de sorte que “e rapport R de CC’ à BB’ é 
est racine de l'équation du second” 
degré a 
AG (at — D)? Ac? — DIjR 
+c—a=0. (3) 

Si B'et C’ sont de part et d'autre du 
© plan ABC, on voit aisément en menant 
la parallèle, B'B'; à BG que l’on a 





2 = (y + x)? + à 
et R est alors racine de l'équation 
(a? —b?)R? + 2(c — b)R ( 
+40, (4) 
qui n’est autre que l'équation aux racines changées de signes de 
l'équation (3) (*). . 


20 Construire B'C! en supposant calculée la valeur numérique 
de R. 
Pour résoudre la question, il suffit de construire les deux lon- 
gueurs BB’ et CC’. + à 
Comme nous connaissons R et que nous avons d’ailleurs la 
relation 
BB? — CC — pb? — c?, : Ta 
nous sommes amenés pour construire BB! et CC' à résoudre le 
problème suivant : Construire deux droites connaissant ‘leur | 
rapport R et la différence de leurs carrés b—c@®, 
Après avoir construit deux droites » et à telles que 
m | 9 
TR V # 
nous menons par un point*0 deux droites rectangulaires Ox, 
Oy; sur Ox nous prenons à partir de O0, OC=m, m étant la 


. ; “ 
L plus petite des deux longueurs "m 
1 PEER et »; du point G comme centre, 
ñ avec n comme rayon, nous décri- 


vons une cire conférence qui ren- 
contre Oy en B; nous inscrivons 
ensuite dans Vansie OCB une droite 
D'E" parallèle à OB et égale: à l’un 
des côtés de l'angle droit d'un tri- 
angle rectangle dont l'hypoténuse 
est d et l’autre côté co. 
Ces constructions effectuées, 


CC=CE et BB = CD. 





À qui coupent le prisme suivant un triangle équilatéral. 


} 
4 
+. 
3 Nombre de plans passant ‘4 
Reprenons l'équation (3) 












(2) ‘Ou a là un cas particulier d'une loi très générale ; dans la Droutr 


AL 


C 
hypothès se les deux termes du rapport — étaient de même sens, dans ja 


seconde ils étaient de sens contraires. Or d'une façon générale (le rapport où 
le produit) de deux segments portés soit sur une même droite, soit sur deux. 
droites parallèles, est positif si les segments sont de même sens, et négatif 
s'ils ‘Sont de sens contraires C’est pourquoi’ le passage d'one hypothèse à 
l’autre conduit à changer le sigue de R dans l'équation prie 


mA à 
te Ne dr RUE 











* 


D 





+ 





' EN CN © 
var à + 

"QU TR Ve < 
MN + à 4 


ER (a? — b?) — 2( 
n à par hypothèse | 
a —b > 0, e— a L 0. 

L'équation a donc deux racines distinctes et de signes con 
traires ; comme l'équation (4) n'est autre que l'équation aux 
racinés changées de signes de l'équation (3), la racine posilive 
de (3)convient au cas où les deux points B' et C' sont d'un 
même côté du plañ ABC tandis que la racine négative prise en 
valeur absolue s'applique au cas où B' et C sont de part ét 
d'autre du plan ABC; CC devant être d'autre part inférieur 
à BB’, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une racine 
de (3) soit acceptable est qu'elle soit comprise entre —1 
"ét +1. | 

Substituons — 1 et 1 à R dans le prémier membre de l’équa- 
- tion (3); le résultat de la substitution de — 1 est 





Aie Tr Ed 


c® — DR + 6? — a? cie 






0 


: 


‘ 3(c? — b?) 
et le résultat de la substitution de 1, 
b? — c?. 


_ Le coefficient a? —b? ‘de R? étant positif, ainsique 8? — c?, 
À est extérieur aux racines tandis que — { est compris entre 
les deux racines; la racine positive convient donc seule et il 
n'existe pas de plan passant par A coupant le prisme suivant un 
triangle équilatéral AB'C' de manière que B’ et C’ soient de part 
et d'autre du plan ABC. 

Donc il existe deux plans P et P’ passant par A et coupant le 
prisme suivant un triangle: équilatéral, et il n’en existe que deux ; 
ces deux plans sont symétriques par rapport au plan ABC. 


Remarque. — Il suit évidemment de là que par chacun des 

” deux aufres sommets B et Cdu triangle "ABC, — et plus généra- 
Jement par un point quelconque de la surface prismatique, — on 
peut mener deux plans qui coupent cette surface suivant un 
triangle équilatéral ; l’un de ces plans est parallèle à P et l'autre 
à P’; de plus on n’en peut mener que deux, car si un plan non 


parallèle-à P ou à P’ coupait le prisme suivant un triangle équi- 


latéral, on pourrait par le point A mener plus de deux plans 
coupant cette surface suivant un triangle équilatéral. 

Un raisonnement analogue au précédent nous montre d’ailleurs 
qu'il existe deux plans et deux seulement passant par chacun des 
sommets B et C et coupant le premier suivant un triangle 


équilatéral. « 
* 

[Ont résolu la même question : MM. V. Barol, à Vallauris ; G. Bieber, élève 
du collège Chaptal, lauréat du concours (1 accessit) ; R. Bouvaist ; Jacquet, 
lycée de Màcon ; D. Lwow, élève à Piatra (Roumanie); H. Rimbaud, collège 
d'Ambert ; Vial, à Tournus.] : 


Il. — 4696. Etant donné un triangle ABC, trouver un point D 
de son plan tel que la figure ABCD soit la projeclionssur ce 
même plan d'un tétraèdre régulier. 

(Dans le tracé de l’épure, on prendra le triangle ABC rectangle 


en A'ettel que l'angle ABC uit 2 pour tangente.) 


Ce problème est une application immédiate du précédent. « 
Le point D cherché est la projection sur le plan du triangle ABC 
du quatrième sommet d’un tétraèdre régulier dont une face A'B'C 
est la section faite dans le prisme droit ayant pour base le tri- 


_ angle, B,C et pour arêtes latérales les perpendiculaires menées 
. au plan du triangle par les sommets A,B, C, par un plan qui coupe 


prisme suivant un triangle équilatéral. 

D'ailleurs tout plan qui coupe ce prisme suivant un triangle 
- équilatéral étant#parallèle à l’un ou à l'autre des deux plans P et 
 P! menés par A et qui coupent la surface prismatique suivant un 
SA GER î # 


| (3) a à triangle équilatéral, il est aisé de voir qu’il n'existe sur le plan 


du triangle ABC que deux points qui répondent à la question. 
Prenons le plan du triangle ABC pour plan horizontal de pro- 


jection et menons par le sommet A le plan qui coupe la surface 


prismatique définie ci-dessus suivant un triangle équilatéral ABC’, 
les sommets B’ et C’ étant situés au-dessus du plan horizontal. 

Pour construire la projection verticale du triangle AB'C', il 
nous faut connaître les cotes des points. B' et C’. 

Or les distances des points B’ et C’ au plan horizontal sont 
mesurées par les longueurs BB’ et CC’ considérées dans le pro- 
blème précédent. . 

Reprenons donc léquation (3) 

(a? — b?)R? — 2(c2 — B2)R + c? — a? = 0. (3) 

Dans le cas particulier où le triangle ABC est rectangle en A 

a? 2a? 


À RS # de 
etoù te ABC=V2,ona b=—cy2, b?—20?, = = 


a 


et l'équation (3) devient, toutes réductions faites, 
R2+2R—2—0. 
Laracine positive R = ÿ3 —1 de cette équation convient seule. 
CC _ 
FN 


ÉB CC 252€. 


On a donc 


et d’autre part 


vo/ 


Épure. — Après avoir ainsi déterminé le rapport GE NOUS 


avons effectué les constructions suivantes pour déterminer le 
point D. 

Construction du triangle ABC. — Nous prenons une portion 
de droite BC pour hypoténuse ; sur BG comme diamètre nous 
décrivons une circonférence ; nous menons le rayon OE de cette 
circonférence perpendiculaire à BG, et nous achevons le carré 
OEKB ; nous menons la diagonale OK, puis du point O comme 
centre, avec OK comme rayon, nous décrivons un arc de cercle 
qui rencontre: le rayon UE prolongé au point F ; nous menons 
BF qui rencontre la circunférence décrite sur BC comme dia- 
mètre au point À et nous tirons AC et AB : 

Le triangle BAC est rectangle en A et la tangente de l'angle 
ABC est égale à 2. 

Construction de BB' et de CC. — Sur AC comme diamètre 
nous déerivons une demi-circonférence ; du point À comme 
centre, avec AB.comme rayon, nous décrivons un arc de cercle 
qui rencontre en G là demi-circonférence décrite sur AG comme 
diamètre. Dans le triangle rectangle AGC nous avons 

CG” = AC — AG = b2— 0? 

Nous construisons le côté CV du triangle équilatéral inscrit 
dans le cercle de diamètre BC; nous prenons sur VC, à partir 
de V, une longueur VM égale au rayon du cercle; nous avons 

‘ 
CM — BO x (V3 — 1). 

Au point M nous menons la perpendiculaire MU à CV et du 
point G comme centre, avec une longueur égale au rayon BO, 
nous décrivons un arc de cercle qui rencontre MU au point U; 
nous inscrivons dans l'angle MGU, NS parallèle à MU et égale 
à CG. Ces constructions effectuées, 

CC' = CN, BB’ +! CS: 

Projections du tétraèdre régulier. — Nous avons pris la ligne 
de terre parallèle à BC; une ligne dé rappel donne en A’, sur 
æy, la projection verticale du sommet (A, A’); pour avoir la pro- 
jection “erticale du sommet (B, 4’) nous menons de B une ligne 
de rappel et nous prenons sur cette ligne, à partir de xy et au- 
dessus de xy, 8b— CS. Une construction analogue nous 
donne en c‘ (yc — CN) la projection verticale du sommet Cr; 


alors 





| de Ere que la proj _  . du triangle é 
“est le triangle A'#c'. BCétant parallèle à æy, a " 
est de front ; elle se DrOJDUEE en vraie grandeur sur le plan ED 
tical et le triangle AB'U «se projette sur le plan vertical suivant : 
un triangle isocèle (9'A' — c’A'). 1. avons ainsi en (D, is L es sommet d 
Pour construire les projections du quatrième sommet A. du régulier dont une face est le triangle ABC; le poit 
tétraèdre régulier, nous rabattons le triangle AB'C sur le plan | déterminé répond à la question. 
+ de front qui passe par (BC, bc’); pour obtenir le rabattement du Sur l’épure, nous avons figuré les projections du ! tr 
| avec la ponctuation, laquelle n'offre ducune difficulté. VE 
Le second point D qui répond à la question est la projec 
surde plan du triangle BAC du symétrique de À PRE FREE 
plan AB'C. 
Dans le cassparticulier où le triangle ABC serait équilatér lé 
les deux points D se confondraient avec le centre du triangle A 
et les deux plans P et P' avec le plan ABC. 2" 


LARGES 
{Ont résoi la même question : MM. G. Bieber, eve du collège Ch 
jauréat du concours (tr accessit); R. Bouvaist, école SU EE 
lycée de Màcon ; D. Lwow, à Piatra (Roumanie).] 
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4688.— Une lentille ee pour ép 
QUE 2a ; ; 





‘tentille est ga Rhin ee qui 


les rayons’ des sphères ee CA ges eppartidhn 
calottes, et Are cette Éd PO 
« k 


rées. On a ; 
Fr 2= CITE C1), 
PT us pue 


On a aussi 


ca) 


. —9 FN 
vol. ADB— =*DI(DI -8r2),0 


ou, en pe ; 
+ #ICI(C + 8r2) nf se 


CT + DI + 38014 DD) = — n°. 
QT + DI = 24, 
 +DI — 
= 8a — 6aCI.DI; 
triangle, il suffit de construire le triangle équilatéral b'A’ dont donc Ba — GWCI. DI + 3r2(CL + DD PP 
un côté est b'c’. Nous construisons ensuite le centre A; du trian- Bus bare 2% Le 


gle équilatéral V'Aic'; 4 est le rabattement du pied H de la per- | d'où nie DI = dé 


fg 
à DER AH ANA T ES quatrième sommet A sur la face 
! 1 3 I CI.DI, On en déduit 
AB'C'; les projections horizontale et verticale du point H sont Connaissant, GI4+D el ? 


les ÉoInte de concours k et h' des médianes des triangles BAC | Fi ee de: (1) Rens ALEse "ISSN 
et b'A'c!, Sa 280% + 19072 mb) 
Nous avons construit en AP), la longueur de la perpendicu |. | CADRE 10 RE 
laire AH. $ < ae “(m5 = 80) —48air 
, Pour achever l'épure, nous menons du point (4, #) la perpen- |. di RAa(Bai + Gari — aise 
diculaire (ÿ, kj) au ec: ABC [Xj se confond avec AA, et | Vü la Dantaten de Ne MAAORS à: | 










uter ie quation KES MES 
Le 2 DNS tent 
n 6a 
- qui fournit les valeurs de CI et DI. : 
Remarquons, tout d'abord qu'à un système de valeurs séblles 
et positives de CI et DI correspond un système de valeurs 
réelles et positives de x et y. 
Il suffit donc d'exprimer que l'équation précédente a ses deux 
' racines réelles et positives, ce qui conduit à la double inégalité 
2a(a? + 3r?) L m° # 2a(4a°? + 3r?), 
__ Suivant que l’on donne à m* sa valeur minimum ou sa 
. valeur maximum, la lentille a ses'deux faces convexes égales ou 


devient plan-convexe. 
| | : | . .  (L. OLLIÉ, à Auch.) 






[Ont résolu la même question : MM. C. Billionnet : R. Bouvaist ; Donnadieu ; 
Finoquet ; R. Gallice ; A. Gérardin ces H. Julien ; J. Lehmann : D. LWOw : 
Thérézien ; G. Marcellin; M. B., à M. V.] 

‘ * 





4698. — Démontrer' que si æ, est un nombre entier positif, les 
, nombres 

5 102? + 3x, 8a? + 4x +1, Ga? + x +1 
peuvent représenter les côtés d’un triangle qui a tous ses angles 


aiqus, et dont la surface est représentée par un nombre entier. 
LE * 19 


Posons 
a = 10% + 5x,  « db — 8x? +4x +1, = 6m + 7x +1, 
et comparons ces trois quantités. On a 
, Lab? +x—t, ‘a—c— 4kx—2x —1. 


Ces deux différences sont positives dans l'hypothèse énoncée, 
puisque æ > 1; donc a est le plus grand des trois côtés. 

A ce plus grand côté correspond le plus grand angle, qui sera 
aigu si l'on a 

"a <b? EE c?, 

ou (a — 6)(a + b) <L cè, 
bu Gate à — 1)(18a + de + 1) (62? + 7x + 1}, 
ce qui peut s’écrire 


(æ + 1)(2x —1).(3x + 1)(6æ +1) <[(& + 1)(6% + 1)}, 
ou (2œ — 1)(3x À 1) <,(& + 1)(6x% + 1), 
ou 8æ+2> 0, 
inégalité vérifiée pour toute valeur positive de +. 
D'ailleurs, la condition a < b+c étant visiblement remplie, 
le triangle existe toujours. 


On à 
S = Yp(p — a)(p — b)(p — c). 
prOr ici 
ë b 
A PRES = 120? + 8x + 1 = (2œ+ 1)(6x +1), 


p— a = 22° + 3x + 1 (x + 1)(2x +1), 
p— b = 4x? + 4x — 4x(x + 1), 
[ p—c— 60 La = a(6x +1). 

É Donc S = ÿ4x°{(x + 1)/(2x + 1)(6& +1)? 
| 2 F = 2a(x + 1)(2x + 1)(6& +1). 
« Cette valeur de S représente bien un nombre entier pour une 
valeur entièreide æ&.. è 
Dans le cas particulier æ = 1, le triangle a ses côtés repré- 
ksentés par les nombres consécutifs 13, 14, 15 et sa surface par le 
nombre entier 84. ® 













. 
* (L. OLLIÉ, à Auch.) 


[Ont résolu la même question ; MM. @V. Barol ; E. Baliclé ; Bégué ; 
i -Belbenoit ; Billionnet ; E. Bon ; E. COL : M. Coleil : Croze ; M. Cry ; 











A, Cunin : O. Destouches ; G. Faucry ; Gamard ; P, Givry ; M. Gondran ; N+ 
R. Henry ; Hugonnier-Ginet ; A. Jouffray ; A. Lecoutour ; H. Lefèvre ; 2107 PR 


J. Limasset ; G. Luquet: D. Lwow ; E. Malleret ; R. Manem ; G. Marie ; ÿ 
R. Mouzon : A. Pequignot ; M. Petit ; P. Petit ; M. Petitjean ; R. Rives ; per 
A. Sauvageon; Sinoquet; E. Sinturel; P. Thonet ; F. Vérot; Vial;J. Lehmann.] % 
* . “4 
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GÉOMÉTRIE 


4120. — Si par un point O pris dans l'intérieur d’un quadri- 
latère inscriptible ABCD on abaisse des perpendiculaires OM, 
ON, OP, OQ sur les côtés AB, BC, CD, DA, on a la relation 

AB.OP +CD.0M = AD.ON + BG.0Q. 


Sur la diagonale AC prenons AC — BD et menons les 
parallèles C’B', C'D’ à AD, AB. 
La: figure AB’ CD’ est un parallélogramme dans lequel les 
triangles AB'C, CD'A sont 
tous deux égaux au triangle 
DCB (un côté égal et les an- 
gles égaux). 
Si l’on mène la perpendicu- 
laire O1 à AC, on a, en 
considérant AC comme la 
résultante des deux forces 
AB', AD’ et appliquant le 
théorème des moments : 
AC'.OI ; 
— AB'.0M — AD'.0Q (‘), 
ou, comme ox. 
AC BD) ABLE, $ 
AD'—"'BC, . 
BD.O1I = CD.0M — BC.O0Q. . 
En appliquant le raisonnement fait sur l’angle BAD à l’angle 
analogue BCD, on aurait 


BD.01 = DA.ON — AB.OP. 





Donc 
CD.O0M — BG.O0Q = DA.ON — AB.OP, 
ou AB.OP + CD.0M = AD.ON + BC.OQ. 
Crdotdl 
(E. MIGNOT à Pontarlier.) 


(M. Auguste Colaud, du collège Saint-François Xavier, a Besançon, a résolu 
la même question.] 


4483. — On donne une circonférence OÙ et sur cette circonfe- 
rence trois points fixes À, B, C. On joint les points B et C à un 
point variable D de la circonférence, et par le point À on mène 
les parallèles à DB et DC; soit AEDF Le parallélogramme ainsi 
for mé. 





(*) Cette relation revient à démontrer que dans le parallélogramme AB'CD’, * 
on à 


OAC — OAB' — OAD', 


O étant un point quelconque situé dans 
l'angle CAD”. 

Or en projetant B', C', D’ en b, c, d 
sur une perpendiculaire à AO, la rela- 
tion devient 





Ac — Ab — Ad 
et comme Ad — bc, cette dernière 
est une identité. s , 
+ 4 













1° Prouver que la diagonale EF du Para l or an passe par 
un point fixe P; SPAS #i FACE 

26 On projette le point B en M et N sur AE et AF et le point 
C en M! ét N° sur ces mmes droites ; trouver l'envéloppe de cha- 
cune dès droites MN et M'N. # à 

3° Supposant que le point À, se déplace sur la circonférence 0, 
trouver le lieu géométrique du point P. 





1° Le centre I du parallélogranme AEDC étant le miliéu de 
la corde AD, décrit la circonférence de diamètre OA. Je dis que 
la diagonale EF coupe cette circonférence en un point fixe P. 
En effet, le triangle ADF est semblable au triangle CBA, puis- 


“que ADF, — ABC et DFA — 180 — BDO — BAC (ou 


DFA = ÉDCZ ÉAC si D est au-dessus de BC) ; donc de tri- 





angle ADF reste semblable à lui-même, de sorte que l'angle AIF 
formé par un côté et la médiane correspondante est constant ; 
cet angle étant inscrit dans le cercle OÀ y intercepte un arc 
constant AP, ce qui établit la fixité du point P. 

20 Les points M et N sont situés sur la circonférence de dia- 
mètre AB. L'angle inscrit MBN ayant ses côtés perpendiculaires 
à ceux de DFA, la corde MN soustend un arc de grandeur cons- 
tante et par suite enveloppe un petit cercle ayant son centre au 
milieu de AB. 

On verrait de même que la droite M'N’ enveloppe un cerele 
ayant son centre au milieu de AC. 


# + Ld . ra + A à 2 
3° L'angle constant AFD a son sommet F sur un cercle de (s w passe au-dessoustie DE, fol Mi sœ— +). 


corde AC. Comme en outre l'angle inscrit AFI est aussi cons- 
tant, la droite EF coupe la circonférente de ce segment en un 
point fixe, qui n’est autre que le point P déjà considéré. Le qua- 
drilatère APCF est’ donc inscriptible, ainsi que son analogue 
AEBP. On peut donc écrire 

ES TS 

APB = 180°-—AEB, 


= 


APC — 1800 AfT, 


= CEE RTS = GE 
ou, en ajoutant et observant que AEB = AFC = BAC, 


PS ee Te 

APB+ APE — 3600 — 2BAC, 
ou 2BAC — 3600 — (APB-+ AP) — ÉPC. 
Le lieu du point P est donc un segment de base BC capable 


Es — - 
de l’angle 2BAC ou de son égal BOC; cette dernière remarque 
montre que le point O appartient au lieu. Le point, P, situé sur le 
cercle de diamètre OA, étant toujours intérieur au cercle O, 
l'arc BOC répond seul au lieu du point P. 

[Ont résolu la même questioh : MM. I. Ecoffard, école primaire supérieure 


de Dôle : M. Rebeix, lycée du Buy; P. Tribier, à Guéret : L. Troin., collège de 
Draguignan.| . : 


LS 
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4684. — Etant donné un triangle ABC, 0 cri ur AB et 
sur AG comme diamètres deux circonférences D et E, qui se cou- 

? (FE Se , : +" 
pent en À et en un second point désigné par H: 


19 Comment le point H est-il situé par rapport au imangiet À 14 

2 Par le poiñt À on mène une droite’ quelconque coupant les 
deux circonférences respectivement en 1 et en J. Comparer les 
angles dutriargle H1J à ceux du triangle ABC eten conclure une. 


relation entre ces deux triangles ; Fa ?. 1 


3° Démontrer que, la droite |} pivotant autour de À, les bifsec- 
trices des angles T et J font un angle constant et que chacune. 
d'elles passe par un point fixe situé sur la droite. DE Lieu géomé- 

triqué du centre du cercle inscrit dans le triangle HIJ. 
4° Lieu géométrique du centre du cercle circonscrite au même 
triangle. ‘ 2 «TE ES 
(École supérieure des Postes et des Télégraphes, 1899.) 


1° Les angles AHB, AHC étant droits, les points B, H, C sont 
en ligne droite et H est le pied de la hauteur issue de A. O# 


2° Les angles AIH, ABH, inscrits dans le cercle D, sont égaux 
+, comme ayant même 

mesure si | est sur 

le segment HAB, ou 

comme supplémen- . 

taire d'un même 

angle si L estsur le 

segment qui com- 

.plète la circonfé- 
rence. De même 


Donc les triangles 
* HIJ, ABC ayant les” 





“mêmes angles sont semblables. 


3° Soit w le point de rencontre des bissectrices des angles Il 
. 


et J. On a : . x 
jai = 180 (++) (80 
Ft . 2 2 ñe * 
en RD ARE NES 
= 1800 — 5 = 00 + 


Les bissectrices wl, w]J font ainsi entre elles un angle cons- 
tant ; elles passent d’ailleurs par les milieux M, Ne des arcs fixes 
AMH et ANHII en résulte que le point w, centre du cercle inscrit, 
décrit un cercle de corde MN. Lorsque | décrit la circonférence 
D, on voit facilement que w décrit la circontérence MNH (H est 
un point du lieu correspondant au cas où, la droite A1J devenant 
AH, le triangle HIJ se réduit au point H). 


4° Le centre O du cercle circonserit au triangle HIJ se trouve à 
l'intersection des perpendiculaires élevées aux milieux des côtés 
Hl, HJ. Ces perpendiculaires passent visiblement par les centres 
D, E des deux cercles de la figure et font entre elles un angle 
égal au supplément de l'angle IHJ, c’est-à-dire à 180° —A si 
le point O est au-dessus de DE. L'angle devient égal à À si O 
est au-dessous de DE. Le lieu du point O est donc un cercle de 
corde DE. On reconnait sans peine que lorsque I décrit la 
circonférence D, le point O décrit la circonférence DEH. +4 


” (LALESCU, Lycée-Internat de Jassÿ.) 


Ont résolu la même question: MM# G. Armaingaud:; Barol; Bazin; H. Belbe 
nôit: C. Billionnet : H. Blanc ; Boissonnet ; Bouvaist ; T. Brandhoff; Bussière ; 
A. Cauvin ; Clabault : Croze ; G. Delahaye ; Destouches ; Duverge : G. Foucry ; 
E. Fourmon : Gillard ; P, Givry : M. Gondran; Gourdon ; L. Grillet ; J. Hébré, 
R. Henry: Laly : A. Larue : L. Lassence : Lecoutour ; C. Lefebvre ; H Lefèvre 
A. Le Moal ; D. Lwow: B. MatMé ; J. Ménéchal: E. Ménissiet ; L. Ollié ; 


PUCES Afet T4 



















.. Pa de l'atr sec. Le volume LUE air Us 1325 y bu et sa force 
élastique équivaut à la pression exercée par une colonne de mer- 
cure de æ°*, Qn a donc, en appliquant la loi de Mariotte, 

7,633 x 77 = (24 + Sr), 


d'où æ? +3 8x — 195,91 — 0. 


Patin equigno  etitjean : t; 
SE mur à Le de. PrHb td pu f è. “rhone: j 
li Vialaret; E. Baudot ; A. Doué ; Jacquet.) 








? 


En écartant la” racine négative qui ne peut être acceptée, on à 


PHYSIQUE 


œæ = 100,55. 
La nouvelle hauteur du mercure dans le tube au-dessus de la 
cuvette est donc de 


77— 10,55 — 660m,45. 

30 dégimètres carrés. La course du piston est de 1". On se sert de La (L. EYSSERIC, à Lodève.) 
pompe pour puiser dans un grand réservoir une dissolution saline 
dont la densité est 1,1 et pour refouler ce liquide à une hauteur 

| de 15, 

. On demande : 1°ale poids de liquide refoulé à chaque coup de 

| piston ; 2° Le travail absorbé par chaque coup de piston. 

| 


. | 
; 4692. — Le piston d'une pompe foulante a une surface de 


. [Ont résolu la même question : MM. Bégué; Billionnet; H. Blanc; M. Boesch; 

J. Bourrec ; A. Collin ; Croze ; G. Koncry : ; M. Gondran ; Haag ; R. Henry ; 
H. Julien ; Lajouanine, à Clermont ; A. Lecoutour : M. B.'à M. V.: B. 
Mathé; E, Le Maigre : P. Noel ; Pequignot ; M. Petit ; Pichon ; F. Pougef'} 
R. Rive ; A. Sauvageon ; Sinturel; L. Veyret.] 


+— 





* (Bacc. lettres-math., Paris, novembre 1899.) 


| La pompe débite à chaque coup de piston un volume de liquide 
égal à la capacité du corps de pompe, c’est-à-dire égal à 
L 


30 ><10:—"300%, 


CONCOURS DE 1899 (suite) 


° Le poids de ce liquide est de 
AU ER 1,1>x< 300 — 330k8, 
Lou 330 >< 981 000 — 323 730000 dynes. ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 


L'effort à développer pour faire descendre le piston est égal au 
_ poids d'une colonne de liquide ayant pour base le piston et pour 
hauteur la distance verticale du niveau du liquide dans le bassin 
à l’orifice du tube de refoulement. Cet effort a donc pour valeur 
” 30>< 150 X< 1,1 kilogrammes. 
En remarquant que le déplacement total du piston est de 1", 
: le travail effectué est de 
30 < 1502 1,1 >X1 = 4950 kilogrammètres, 
_ ou, dans le système C.G.S., 


4950 CRE — 4855 Qi 5. 


SECTION D'ARCHITECTURE 


Mathématiques. 


I. — 4710. Dans un parallélépipède rectangle ABCDA'B'CD’, les côtés 
AD, AB, AA’ sont respectivement les côtés de l'hexagone, du carré, du 
triangle équilatéral, inserits dans un cercle de rayon R : 

1° Calculer le volume V et la diagonale du paral- 
lélépipède ; 

22 On fait tourner le rectangle AA'C'C passant par 
les arêtes opposées AA’, CC, autour de la parallèle 
menée par A’ à la diagonale AC’; calculer le 
volume V’ et la surface S' du solide ainsi engendré; 


ain db cé is rues old 


(B. MATHÉ, à St-Yorre.) 


pr 


[Ont résolu la mème question: MM. L. Barberot; Belbenoit ; Billionnet ; 
M. Boesch ; M, Brun; A. Collin; Groze; J. Grétinon ; M. Cry; Laure : Duvergé ; 
L. Eysséric ; + Foucry: de St- Gabriel : M. Gondran ; Haag : G. Hamot; R. Henry : 
Jacquet; H. Joffré ; H. Julien; Lajouanine ; A. Lecoutour:; J. Léauzon ; David 
LwowW, à Piatra ; Mengailhon : ; . Palin : Feqmipnofie Pichon ; ; Sauvageon ; 


3° Calculer R par logarithmes sachant que 
Y = 0mc,034786 ; mettre toûs les calculs. 





2 FRAIS ENRNRS e I. — 47414. Réduire à Ja forme la plus simple 
: possible l'expression 
: 27? — x 632? — 847 + 28 me Fe 12 — 6% 
2x? — Ex +2 (21% — 14)(2% — 3) 4x — 5 3x? — 12% +12! 
; ? K + , : ; : 31 9 
4694. — Un baromètre à tube cylindrique vertical, d'une sec- ne 


ceci fait, former et résoudre l'équation obtenue en égalant à 


2 

Î Cq, contient une colonne de mercure de 77° de hauteur; | ; “ 
LE Rae 3 2 % : # 41h) On l'expression trouvée ; mettre tous les calculs. 

chambre barométrique vide a une capaci | 4 | 

Apr É Ne s (1re session, 27 avril. — Durée: 2 heures.) 


y introduit À centigramme d'air sec. La température étant 0°, on 
. demande la nouvelle hauteur du mercure dans le tube au-dessus 
de la cuvette. Celle-ci est assez large pour que le niveau du mercure 
n y varie pas sensiblement. 


Géométrie descriptive. 


Un bâtiment A, À menace ruine et présente un surplomb prononcé, Au 
-pied de ce bâtiment est une autre petite construction en appentis, qui 
a subi le même déversement., Au-dessus du toit de l’appentis se trouve 
une fenêtre murée et étrésillonnée 
L'étaiement est constitué par deux batteries, chacune de trois contre- 
fiches C, G reliées par trois couples de moises M, M, portant sur une 
couche Ch, et butant sur le mur déversé au moyen de cales c, c ; deux 
autres étais E, scellés dans le sol, soutiennent l’appentis, Les deux 
batteries de contrefiches et les deux étais E sont dans les plans verticaux 


(Bacc. leltres-sciences, Paris, novembre 1899,) 


_ Le volume de l'air sec introduit dans la chambre barométrique 

à est égal à à 

| * 108 << 16 
1,293 71 | 2 

_ Soit x la hauteur dont baisse le mercure après l'introduction 


16,009: 






















indiqués en élévation par les 

étaiement. | | | 
Enfin les deux contrefiches supérieures des d 
l'une à l’autre par deux | 
pièces de bois dispo- 
sées en croix de Saint- 
André, marquées St-A 
sur la coupe, et dont 
il est donné un rabat- 
tement. 

On donneégalement 
un rabattement des 
étrésillons de la fe- 
nêtre murée ; 

BB épaisseur etécar- 
tement des moises, 
l'épaisseur des contre- 
fiches étant égale à 
cet écartement ; DD 
largeur de la couche 
Ch. 

4° Reproduire la 
coupe et compléter 
l'élévation par la pro- 
jection de toutes les 
pièces de bois ; 

2° Faire la projec- 
tion horizontale au- 
dessous de la coupe 
et vue de haut en 
bas; on placera la 
projection horizontale 






er 









en RE LE +4 F 4 
eux batteries sont reliées 


0 % 7. [ :% t 
Aet B d'un triangl 


opposés. 










4e Ces b 
peuvent être égales 
sans que le triangle 
soit .isocèle ; la lon- 
gueur du côté c est. 
comprise entre les. 
longueurs des côfés 
a et b. On a alors 


1 1 




















2° Si on donne 4. 
et ©  (b <xc), “on 
trouve pour a une. 
valeur acceptable et. 
«une seule. ASE 
: 3° Si on donne b 
ae et © -(b >fc)rqu'ar-t 
L rive-t-i1t? du Tri 
= D = (G. FonNTENÉ.) 


des distances Ft 
POI NTI 
mr j côtés d'un triangle 











x 


s 
RE CV, er 


= 











S ARE 
é 4717. — Démon- 
trer que le produit 






















inscrit est égal au 





de la batterie dont : 
l'axe est XC à 9cw du Coupe 
bas du cadre ; À 

3° Tracer toutes les ombres dans chacune des trois projections: coupe, 
élévation, projection horizontale ; ombres à 45 degrés. 

Nota. — Les candidats sont priés de mettre au crayon ou à l'encre rouge 
foutes les lignes de construction. ” 

Dimensions du cadre de l'épure : largeur 500%, hauteur 65cm, 

{ {re session, 28 avril. — Durée: 8-heures.) 


a 


QUESTIONS PROPOSÉES 








4712. — Trouver quatre nombres entiers consécutifs, sachant que 
leur produit est égal à 120. (H. Prrrar, à Givors.) # 
JAI 


1 , 
47413. — Démontrer que si les fractions 5: » dont les déno- 


1 
D' l 
minateurs sont premiers entre eux, donnent naissance à des fractions 
périodiques simples ayant chacune p chiffres à la période : 


1° La fraction donne aussi une fraction périodique simple ayant 


DD' 
» chiffres à la période ; 

2° D+D' divise P+P', P et P' étant les nombres représentés par 
l'ensemble des chiffres de chaque période. 


4744. — Résoudre l'équation 
V(@ — 2} + Yix — 3} = Ÿ(x —2){x — 3). 
V(r— 2) + Via — 3} = V(x —2){x — 3) 





4715, — ABC est un triangle 
rectangle en A ; on construit les 
carrés BCDE, ACFG, ABKH et l'on 
mène les droites DF, GH, KE : con- 
naissant le périmètre 2p du triangle 


EDFGHKE, trouver les côtés &. b, € 
du triangle. Discussion : le péri- 
mètre étant fixe, quelles sont les 
valeurs de 4,b,c correspondant au 
maximum et au minimum de S?? 
(On pourra prendre pour incon- 
nues auxiliaires la somme et la 
différence des côtés de l'angle droit.) 
(Bacc. lettres-math., Poitiers, 
juillet 1899.) 





ABC et la surface 2S$?° du polygone 


produit des distances … 
de ce point aux tan- 
gentes qui ont pour 
point de contact les sommets de ce triangle. a. GO SRE 
(C. BLanc, à Lyon.) 


Élévation 
$ LI 


4718.— Construire un triangle connaissant les points où la médiane, 
la bissectrice et la hauteur partant d'un même sommet coupent le 
cercle circonscrit. s L 

* (Duvencé, lycée de Bordeaux.) 


D 


4719. — Étant données une circonférence 0 et une droite D, on 
décrit une circonférence ayant son centre 0’ sur D et coupant ortho- 
gonalement le cercle 0. Trouver le lieu du milieu M de la corde com- 
mune aux circonférences 0 et 0’ lorsque 0’ décrit D. 

(P. Le Vernier, lycée Janson.) 


4720. — On chauffe 4sr,5 d'acide oxalique bien sec avec de l'acide 
sulfurique concentré en excès. Les gaz dégagés, desséchés sur de la 
ponce sulfurique, sont entièrement recueillis sur Ile mercure. On * 
demande : Be" F5 ré el 

19 Le volume total de gaz obtenu dans les conditions normales de 
température et de pression ; * avi: RE ee) 

2° La nature des gaz dégagés et leur proportion dans le mélange. SE 


Données. — 1° Poids du litre d'hydrogène dans les conditions nor- à 
males, 087,089 ; | aa IE CSN) 
+ 4 Poids atomiques : C = 12, HU: 0 ACER 
1: ou équivalents: C— 6, H = 1,2: LON0 = Se 





(Bacc. letlres-sciences, Aix, juillet 1899.) ; 


. 












4724.— Une lentille convergente Q etun miroir sphérique coñcave S 
ont pour axe commun la ligne OS. La lentille a une distance focale 
de 10m. Le miroir a une distance focale de 2m. La distance OS entrêle 
miroir et la lentille est égale à 8m, L’axe OS du système optique étant 
dirigé vers le centre du soleil ‘considéré comme objet infiniment 
éloigné, et les rayons tombant d'abord sur la lentille O0, on demande: 

1° De construire l’image du soleil dans ce système optique et de tracer 
la marche physique des rayons lumineux ; 2 de calculer la distance | 
de cette image au point 0. ke 


: (Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1899.) ù à 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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4488 Surface et volume engendrés par un quadrilatère métrique . …. . 
mixtiligne. 148 | 4584 Cercle et deux points; sécante variable. "Droite 
4600 Cercle fixe et tangente variable. — Variation de la passant par un point fixe. — Produit constant. .». 
surface latérale d'un cône . 155 | 4483 Cercle passant par trois points fixes. — Diagonale d’un 
#82 Volume d'un segment sphérique à deux bases. — Pro- parallélogramme passant par un point fixe. . . . . 
blème. Maximum et minimum. : 16 | 4400 Points conjugués harmoniques sur une droite. . . . 
4607 Aréomètre de volume maximum sous une ‘surface 4503 Points d’une circonférence conjugués harmoniques.— 
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Vérification d'une propriété. 30 cercle et tangente parallèle à une droite . . ... . 
4457 Triangle et bissectrice. — Points en ligne droite. 38 | 4544 Cercle inscrit entre trois demi-cercles tangents entre 
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fs 


L: 


| 


f — 





oies. 
tt des. «tx? 
Re questions ? Pages. 
SE Droblahe Lao Ve RAI ARR LE 1e ST LEE 52 
4456 Cercles et tangentes issues d'un point ‘de l’axe radical. 
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DR 

1 Ë de "y, x et y étant liés par l'équation 

SUR LES PROBLÈMES DE MAXIMUM ET DE MINIMUM one 

1. t =— on sait que, lorsque æ el y ne sont assujettis à aucune autre 
condition, le maximum du produit æ”y» a lieu si 


x 


Il semble à propos de donner ici quelques remarques, d’ail- 3 
x : : . x . . x (/ ÈS a 
leurs très simples et bien connues, relativement à l’application à © = 1 — Hart 
. x , x LA F ; m D mr #] 
divers problèmes des théorèmes généraux sur les maxima et 1 À 


| e. . g % ja «! it Tac rnAalic: ART ac 1 1 A 
*minima. Car certaines de ces remarques répondent à des obser- Mais si cette condition n'est pas réalisable, + étant assujetti à 
} » . LA LA » , . : a . « p. 3 ant 

vations qui nous ont été faites à l’occasion de l’intéressant article | varier dans un intervalle qui ne‘comprend pas ——, la frac- 

de M. Girod, publié dans les numéros du 15 novembre et du L fe | m + D 

Le décembre. tion considérée à la plus grande valeur possible lorsque la diffé- 
; * 


am 





4. D'abord nous ferons observer que les théorèmes sur les | "ence entre æ et 


» maxima et minima sont établis dans cerlaines conditions pré- | égard aux conditions du problème, Ce résultat s'obtient très faci- 

cises; or, dans les applications on peut trouver des problèmes | Jement par l'emploi de la dérivée de 

comportant des conditions plus restrictives. . 
Pour préciser, donnons un exemple : soit un cercle de rayon R 

et une corde AB à une distanée d du centre; on mène un dia- 

| mètre qui coupe la corde AB en M ct le 

l A  #* cercle en P et Q; trouver le maximum du 

» No produit MP x MQ. . LA®2. + Œins 

| 


est aussi petite qu’il est possible, eu 


am(a — x)?. 
5. Nous terminerons en indiquant un moyen simple d'établir 


les réciproques des théorèmes de maximum. 
Le théorème sur le maximum du produit 


: x lors 

La somme MP<+MQ estégale à 2R; 5 , 

; 2 : DATE La EU IN Cm — 
d'après un théorème bien connu, le pro- , % | MORTE À 
lc ba dont 4 dote ne ebt les nombres 1, &, ...,æ» étant positifs, se traduit par l'inégalité 
. constante est maximum lorsque les fac- men et (= + Wa... + Li 

VIN De » nt = D ESC CESSE 27 er 

P teurs sont égaux. Mais le théorème en m 
Ë question ne suppose, relativement aux fac- | qui se transforme en égalité si 
(l 
- teurs, rien autre que ceci : leur somme est constante. Tandis que D Mi Ne. (1) 
. dans le problème considéré, on voit tout de suite que la diffé- 
teurs doit, être supérieure ou au moins égale À : 
rence LE HAL ru doi P losi +a—+...+aæm est donné, on a le maximum du 


à 24. produit des termes si les conditions (1) sont réalisées ; 

292 Il ne serait pas exact de dire que le théorème tombe en 29 réciproquement, SI Æ1X2...Xm St donné, le minimum de 
défaut # car au fond cette proposition équivaudrait à celle-ci : le | Ja somme des facteurs (toujours supposés positifs) à lieu dans les 
“théorème n’est pas toujours vrai. Ce que l’on peut dire, c'estque | mêmes conditions, 

l'énoncé du problème contenant une restriction qui ne figure pas On peut établir d'une façon analogué les réciproques des autres 
dans l'hypothèse correspondant au théorème génér al, la condi- | théorèmes. 

tion de maximum ” donnée par ce théorème n’est pas réalisable. 


\m 


, 
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Gette inégalité montre que : 
























RER A We Qi E- 
3. Mais on peut établir un théorème d’énoncé plus général, qui 

est le suivant : Le produit de deux facteurs dont la somme est, Sd N 

onstante est d'autant plus grand que la différence des facteurs ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES (1899) 

est plus petite. 

. En effet, soit 2a la somme des facteurs; si on désigne par 2: 

leur différence, le produit est 4G114. — Etant donnés la racine carrée À d'un nombre 


| 4 a? — 2°, entier à une unité près et le reste R de l'opération donnant cette 
dl est one d'autant plus grand que 3 est plus petit. racine, on demande quels sont, duns les divers cas possibles, de 
| Si, comme dans l'exemple cité plus haut, on a °z > d, on quotienk et le reste de la division du nombre entier par sa racine À. 
voit que le maximum a lieu pour FE d. Si N est le nombre entier, on a, par hypothèse, 

£. Plus généralement, quand on à à trouver le maximum ; à N=A%LR; 

“TS £ » \ » 





“ : 


£ | * : e F - 
A PE PE VS Lg te + er en a" « 1 © gi VAE 





le reste R étant au plus égal à 2A. Par suite, le quotient de N 


R 
par À sera égal à A plus la partie entière de Fe (si elle existe) 


: F5 R Re + 
et le reste sera celui de la division ——. On est ainsi conduit à 


À 
distinguer l’un des cas suivants: 
40 Riu le quotientest ‘A et le reste 0: 
DO) La R ESS = A — + Re 
3° RNA 2 A +1  — (Us 
D'ART R TX, — A+ — R— A; 
5° AO — A +? — 0. 


(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 


[Ont résolu la mê ème question : MM.A.Arcizet, instituteur à Cransac ; À, Ur 
V. Chosson, instituteur à Romans; L. Gurt,; J. Fiton, instituteur à gen ; 
L. Guilhem, à Saô-Paulo (Brésil) ; R. Henry, instituteur à Sainte- dv , 
H. Janois ; J. Ménéchal ; M. Oger : IL. Perret ; A. Sordet ; Taurand ; H. Va- 
rennes.] 





4612. — Pour quelles valeurs de m l'équation du second 


degré en x 
x? — 9max + 2m° + m—6 = 0 


a-t-elle des racines? Quels sont, suivant les cas, les signes de ces 


racines ? 


Pour que l'équation admette deux racines réelles, ue faut el il 
suffit qu'on ait 
; m2 — (2m? + m — 6) Z 0, 
ou ; (m+ 3)(m—2) < 0, 
inégalité vérifiée pour toute valeur de » comprise entre — 3 et 2: 
2 AP FA 
Le signe des racines dépend de celui de leur produit : 


) 


3 
9m? + m—6 = 2m + 2i(m — +) 4 


a 


Si —2<m< _ ce produit est négatif et les racines sont 


3 
9 M SUR ORNE PME 
les racines prennent le signe de leur demi-somme, 7». 
Les conclusions précédentes peuvent se résumer ainsi : 


de signes contraires. Si 


m << —3, pas de racines; 

Nm a — deux racines négatives; 
—V<me< — deux racines de signes contraires, la plus 
grande en valeur absolue étant du signe de m; 

— <m < 2, deux racines positives ; 
m >>. 2, pas de racines. : 

(J. FITON, instituteur à Agen.) 

[Ont résolu la même question : MM. V. Barol, école primaire supérieure de 
Lorgues ; Bouzy, caporal au 150 de ligne ; de Broutin, lycée de AS à 


À. Chapron, instituteur à Loudéac; L. Curt; H. Dodier, lycée de Laval; E. Fou- 


cart ; G. Foucry, école normale de CHAlonS : R. Henry, instituteur . FA 
Savine ; H. Janois ; J. d'HREE cER instituteur à Boufarik ; B. Mathé : Meéné- 
chal ; M. Oger. à Tours : Patin, instituteur à Arvillers; E. Séclin ; À. Pr 
H. Taurand ;8L. Troin ; re Varennes. | 


+ 


4613. — Calculer les côtés d’un quadrilalère plan, convexe, 


sachant : _ 
que le périmètre du quadrilatère est 2p, 
que la somme des carrés des côtés est 4a?, : 


que Von peut inscrire un cercle dans le quadrilatère, 
que les diagonales du quadrilatère sont rectangulaires. 


Parmi tous les quadrilatères correspondant à des valeurs don 
| s 

















n°1 da 
DS, 4 
# A + $ | de d L x ? 
L Ft 1e 7 
nées de p et de à sèd plus. gran 
14 ; d RE Cr RE Turt * ù 
surface? * ? LP ®. + dPAT ER 


Désnsns par æ, y, z, u les côtés cost AB, BG, c, DA 
4 quadrilatère. 


, L'énoncé donne d'abord . 
LH y +3 ne 2p,, M1) 72 
à a? + y? + 32 + u? = ka?. (2) 


Le quadrilatère devant être circonscrip- 
tible à un cercle, on a, en verlu d'une 
propriété connue, s °;2 

+3 = Y rte (3) 

D'après un lieu géométrique connu, les 

diagonales AC et BD seront RON si l'on a | 

a —yÿ = uw — < 
ou , , : 
Rd ad VITE (4) 4 

(3), (2) et (4), on déduit respectivement 
DH YU =, de 6). d 
rh A MAT SRE (6) 

Elevons maintenant chacun des membres'des équations (5) au 
carré et retranchons du résultat les membres correspondants des 
équations (6) ; il vient, après division par 2, 

p? — 20. 
» 2 1 s 

IL résulte des équations (5) et (6) que x et 3, yet w sont | 
racines de l'équation ; 

, p? — 2a? 

MT PAR EEE PA LE) 
ce qui entraine +2 
soit dy: «soit SUR. 

Dans les deux cas, une des diagonales AC, BD divise la figure 
en deux parties symétriques , 4 

Discussion. — Pour que l'équation (7) fournisse pour æ et + 
ou y et « des valeurs acceptables, il faut et il suffit que ses , 
racines soient réelles et positives. *- 

La condition de réalité est 


p°—?2{(p? — 24) > 0, 

ou p << 2a. | 
Les deux racines ayant leur somme p positivé seront positives. 
en même temps que leur prodüit, c’est-à-dire lorsque : 


p —2& > 0, ou p > ay2. 
Le problème n'est donc possible qu'autant qu’on a 
aÿ2 <p< 2a. F2 
le quadreiOre ee nen : 





à 


Des équations (1) et ( 


€ 
Ÿ 
1 
à 


6" 


Dé =yu — 


+ 
3 ue L= UK 


Pour, p = 2a, m=3=y—=Uu— 04; 
un carré de côté a. ” 
Pour p —=ay?, deuxdes côtés x, y, s,u s’annulent ; -le pro- 
blème est impossible. Le 


le cas ot er = NUS =, Fe quadrilatère ABCD a une sur- 
face S double de celle du triangle ABC ; done . 


S = «y sin B, 
p? — 2a? 3 
ou, COMME «y = 3 = Fe 
Ha . 
Si — A sin B. . 


p et a étant supposés He S atteint son maximum ,£n mêm ! 





temps que sin B, c'est-à-dire quand ei 
sinB = #, d’où B = 90%. 
Dans ce cas, le quadrilatère ayant les angles opposés B et 
droits est inscriptibledans un cercle de diamètre RE 
; Ar À; SR Gr ; 








Li | Es v 
ca as Re rep PE 
a feurtate maximum du quadrilatère est alors égale à 


‘ __p?—20 
+ : D = — 


oi 






_ D'après la discussion précédente, on peut remarquer que 
“parmi toutes les valeurs de S correspondant à à diverses valeurs 
de p, la plus grande correspond à p—2a, le quadrilatère 

devenant dans ce cas un carré de côté a. 

(H. JANOIS, à Neufchâtel.) 


» Remarque. — 1° Parmi tous les quadrilatères ayant des côtés 
donnés, celui qui a la plus grande surface est le quadrilatère 
- inscriptible qu’on peut construire avec ces côtés. On pouvait 
_ trouver sans calcul le dernier résultat en profitant de cette re- 
bmarque. 
20 Dans le cas général, les côtés étant deux à deux égaux, le 
. quadrilatère est circonscrit à deux cercles dont l’un est intérieur 
et l’autre extérieur. 
[Ontrésolu la même que$tion : MM. E.Ardin-Delteil, à Montpellier; R. Henry. 


instituteur à Sainte- Savine ; J. Ménéchal, instituteur au Bugue ; M. Oger, à 
Tours ; H, Varennes, à Deux - -Chaises,.] 





4614. — Un cube de fer, dont l'arête a 1 décimètre de lon- 
_gueur à 0, flotte sur du mercure. 

On demande quelle est la valeur de la pression qu'exerce le 

| mercure sur une des faces verticales de ce cube lorsque la tempé- 

rature du mercure et du fer est 100°. 

On donne : 

La densité du fer à 0°, d — 7,80; 

La densité du mercure à 0°, à = 13,59; 

Le coefficient de dilatation absolue du mercure, 11 — 0,00018 ; 

Le coefficient de dilatation linéaire du fer, k — 0,000012. 


€ 


A 1000 la longueur de chaque arète du cube devient 
1Oem4 + 1004) _ ou 10,012, et 14 surface d'une des, faces hori- 
_zontales 10,012 — 100,24. 

Le cube flottant dans le mercure subit de bas en haut une 
poussée verticale égale à son propre poids, qui est de 78005", et 
égale aussi au poids du volume de liquide déplacé. 

La densité du mercure à 100° est donnée par la formule 


© 
0 





+ Di60 = — neunr ut” 

SR 43, 59 ; 

d'où Dico = re + 1935. | 

e volume de mercure déplacé est donc de 
| 7800 
= — 84e 9 
Dgs — 084,27. 
Ce volume est aussi le volume de la partie du cube qui est 

immergée. * 
LU La RIEUR de la partie immergée est de “St 
] à 584, 23 # 
| « 100,24 = ben,828. 


La partie de la face verticale considérée peut être assimilée à 
la paroi latérale d’un vase. La pression supportée par cette partie 
est égale à SH°, S représentant la surface pressée, H la distance 
verticale de son centre de gravité à la surface libre du liquide, 
3’ la densité du liquide à la température de l'expérience. 

Cette pression vaut donc # 

10,012 >< 5,828 UE > ri 213,35: — 22096",925. 
(J. MÉNÉCHAL, au Bugue.) 


US SU Lu Da RQ es ‘ 
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4702. — Démontrer que, n étant entier et positif, l'expression 
33n+2 2 Dn+4 
est loujours divisible par 25. « 


Première solution. — Transformons chacun des termes de 
L'expression ; on a successivement 
33n+2 — 33 32 I SEX rem — 9(2 5 + 2)° — m.93 + 9.922, 
2e —9n,9t — 16,90 À (25 — 9)2r — m.25 — 9.2, 
En ajoutant membre à membre les termes extrêmes de ces 
égalités, il vient 
: 33n+2 se ONE — pp, 95. 
y q\ird: 


6 à (H. JULIEN, à Origny-en-Thiérache.) 


Seconde solution. — Pour n = 0, l'expression est précisé- 
ment égale au diviseur 25. Pour étendre la divisibilité par 25 à 


une valeur quelconque de n, il suffit de montrer qu’en passant * 


de la valeur n à la valeur suivante n+1, l'expression s’aug- 
mente d’un multiple de 25 


« En effet, on a 
33(n+1)+2 =) D(n+1)+48 (3342 + Rae sb 


— 39n+2(33 — NE NE — 33n+ 2{(m.2 
= m.925 + (39224 Qn+4)— mm .25. 
(J. LAMOTTE, lycée de Nantes.) 


fOnt résolu cette question : MM G. Bruno ; D. P., à Phalempin : 
J. Gravet ; E.%Lazar ; MM. J. Aine ; A. Amblard ; M. Antoine ; À. ærcizet ; 
L. Artis; L. Barberot; V. Barol ; E.Baudoin ; H. Belbenoit ; GC. Billionnet ; 
M. Boesch ; J. Bourrec ; R. Bouvaist ; J. Cabrol ; A. Caillet ; Carré ; 
F. Clabault ; E. Cognet ; KF. Collard ; Y. Collin ; Couguoux ; M. Cry ; 
H. Damoiseau ; Daure ; O. Destouches ; Donnadieu ; H. Duchesne ; 
M. Dussouy ; Duvergé; Estang ; G. Florescu ; G. Foucry ; S. Galland ; 
R. Gamard ; A. Gérardin ; J. Germa ; Gillard ; M. Gondran ; J. Haag ; 
R: Henry ; Jacquet, H* Jaffré; H. ERRCE Lajouanine ; T. Lalescu ; 
A 
E 
J 


5 + 1) ae Dn+4 


. Lecoutour ; J. Lehmann ; ee Lelloa ; E4 Le Maigre ; H. ALI ; FaË Luquet ; 
», Malleret ; G. Marcellin ; C. Marie ; Be Marion ; B. Mathé ; M. B.. à V. ; 
. Ménéchal ; A. Meynier ; R. Mouzon ; P. Noël ; L. Ollié ; A. Pequignot ; 

M. Petit ; A. Pichon ; Pille ; H. Pitrat ; Raynaud ; GC. Reboul ; E. Refutin ; 
L. Riat ; E. Rieux ; R. Rives : M. Royer ; A. de Saint-Gabriel ; A. Sainte- 
Lagüe ; T. Sfintescu ; P. Sickler ; G. Sinoquet ; C. Thérézien ; L. Thiébert ; 
P. ThoneË:; M. Treillou : P. Valentin °C. Vanier ; A. Vary ; F. Vérot; Vial; 
Vialaret ; Aubry ; Debenest; A. Hardy ; P. Le Verrier ; Loignon ; Sinturel.] 


4703.— Démontrer que a+ n'est jumais un carré parfait, 
a étant entier. 


Première solution. — Supposons en effet que a? + 4 puisse 
être le carré du nombre entier &. On aurait 
a? + 4 — b?, 
ou (b— a)(b + a) = #4. , 
Le nombre 4 n'étant décomposable en deux facteurs entiers 


que des deux manières suivantes : 1><4 ou 2»x<2, l'égalité 


précédente entraîne : 
; \ 3 
soit b—a—= A, DEA — 4; d’où a GE 
+ 
soit D Me, DER 2: d’où a — Ü. 
Les deux valeurs obtenues pour a étant l’une fractionnaire, 
l’autre nulle, on en conclut que l'expression a?+4% ne peut 
ètre carré parfait pour aucune valeur entière de a. 


(René PAUCOT, lycée de Saint-Omer.) 


. 


Seconde solution. — Remarquons que si a >, a?+#% 
est toujours compris entre les carrés consécutifs 
di et (a + 1}. 


Par suite, a?+4 ne peut représenter un carré parfait dans 
le cas où a est un nombre entier autre que 1; il en est de même 
lorsque a—1, comme on le vérifie directement. 

* (Louis THIÉBERT, lycée de Nancy.) 


ei 


[ont résolu cette Question Mis G. Bruno ; J. Grave h 
À. Amblard ; &Amphernet; FA MArtisg 1. Barberot; H.  Belbenoit; 


nets J. Bourrec : R. Bouvaist ; A. Caillet; Carpinetty; J. Chemineau; K. Die 






19 Collard ; À, Collin 3 Cougnoux ; M. Cry ; H. ‘Damoiseau ; 





irh J. rba ; EStang ; G. Foucry ; E. Fourmon ; xp CEE Gillard ; P: Givry ; 
Ke J. Haag ;J . Hébré ; "Re: Henry : A. Huet ; H. Jaffré ; H dglien : iv Janois ; 
D. Lajouanine: T. Laleseu ; J. Lamotte; A. Lecoutour ; J. Lehmann ; G. Luquet : 
: D. Lwow ; E. Malleret : G. Marcellin ; ?. Marion ; B. Mathé ; M. BA V: 

J. Maury ; H. Ménielle ; ; A. Meynier ; F. Moreau ; R. Mouzon : P. MNoëi : 

L. Qllié; J. Pendaries ; À. Pequignot; Pertin; M. Betit; A. Pichon ; OUT : 
ls C:AReboul : E.' Refutin SR. 0A. EE. Rieux ;UR ARIVES EM Royer £ 
hr. G. Sinoquet ; H. Tellier ; Q. Tuïssuzian ; P. Valentin ; C. Vanier ; A. Vary : 
* « F. Vérot,; Vial ; Vialaret ; "Wien ; JL Vige : Debenest ; A. Hardy; P. Le Ver- 
A, rier; Loignon; Sinturel.] 
* A 
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4681. — On donne deux axes rectangulaires xæx', yy' se cou- 


pant au point O. Sur Ox, on prend un point À tel que OA = a, 
a étant une lonqueur donnée. Par ce point À, on mène la More 
zBAz', coupant Oy au point B, et telle que l'angle OAB est égal 
à 60°, Soient M et N Les points de rencontre de la droite zBA: 
et de la circonférence qui, passant par le point O, a pour centre 
un point G (qui n'est A marqué sur la figure) pris sur l'axe 
y'y ; on pose OC — 

1° Quelle valeur æ: pas -il donner à æ pour que l'angle MON 
soit égal à 300? 

20 En appelant CD la distance du point C à la droite zBA:, 
déterminer x de telle sorte que l’on ait 

MN°+ CD = k?, 

k étant une longueur donnée. | , 

Discussion par rapport à k. Indiquer, en particulier, la posi- 
tion des points M et N, par rapport aux points À et B. 

Applications : k— aÿ3 ‘et h—2ay3. 

(Certificat d'aptitude au professorat des, écoles normales, 1899.) 





4° L’angle inscrit MON valant 30°, l'angle au centre MON! 
vaut 60° et Le triangle MON est: 


équilatéral. Par suite, le triangle 
BMC ayant les angles en, M et B 


complémentaires, .est rectangle 
en C et a pour côtés 
CM = x, BM= 2C0M = 24 


BC= 5%: 
D'où l’équation 
œ? + (aÿ3 — «) = 4x?, 
ou 2x? + 2a/3x — 3a° = 0, 
et, en résolvant, 
a(ÿ3 +3) 
3 


Ces deux valeurs déterminent 
deux cercles C qui coupent AB en deux points M situés sur les 
bissectrices de l'angle droit æ0y (le triangle MOC étant en effet 
rectangle isocèle). 
2° Dans le triangle rectangle 
BCD, CD étant opposé à un 
angle de 30e, 
CD enr, 


si 


d’ailleurs + À | 
MN = 2DM = 9/2? — CD'. 


En égalant à X? la somme d 
carrés de ces valeurs, il vient 


Ce 





(GER DEN PU ONE ES CE | 


; 
A 
4 
Le. 
È 





ou, emsimplifiant, 





Duvergé ; 





Discussion, 2 L’équation précédente ayant ses deux term 
extrêmes de signes différents, admet deux racines réelles et | de 
signes contraires. Pour que l’une de ces dr convienhe au 
problème, il suffit qu "elle rende réelle la valeur de MN, c 'est-à- 
dire qu'on ait , me 


= = 008 | FE 


CA 





2 [1 
ou (x + aÿ3)(3x — aÿ3) > 0, | 
inégalité vérifiée pour | | + 
: Et : m3 
Gta 3; ou ve He. 


Or en substituant — aÿ3 et “E à æ dans le premier: membre % 


de l'équation, on obtient 








, (= a) = 430 — H?), à 
, ay 3 4 
A 3 }= +R. | | 
Si A? <@, ces deux résultats sont positifs ou du signe du 


coefficient de x?; 


et ay3 
3 


les deux racines sont comprises entre — aÿ3. 
et ne peuvent convenir. ‘4 


+ 


ae 


la racine positive est alors pr 
les deux résultats deviennent tous deux néga- | 
. 


TOR TER 42 





À « < k? <L'3a?, (# GE -) devient négatif st 


sépare les deux racines ; 
SiR ER) 





‘ séparent les deux racines'qui con- { 


A 


viennent ici toutes deux. 





Pour k°—a? ou kX?—3a, on a respectivement x — SE «3 
ou æ&——aÿ3 ; les cercles C côrrespondants sont alors | 
tangents à AB. > | 4 


sr 4 
Position des points M et N par rapport aux points A et B.— 
Le cercle cérrespondant à la valeur négative de x étarit tout 
entier du côté opposé à B,par rapport à Ox, rencontre ALL 
AB en deux points placés sur A3’. e 
Le cercle correspondant à la valeur positive ne œ Fes AB 





en deux points situés entre A et B lorsque x PAL =? 1e: % 


dans le cas contraire, l’un des points est sur AB 4 l’autre ps 
B:. En observant que. 


f( rs! 





pese ART 











+ 4 , 4 
is: + Ê Lee 
on voit que lorsque Z? Es f( a ) est positif et 
5 supérieur à la racine positive. CPAS F 
+ à > + Cher 
La discussion peut donc se résumer ainsi : ; 
kR< &@, ":O0solution; . Le 
a << R2 <3a, A solution M sür AB, N sur AB ou fr sui 
2 . 
vant que M <ou > pp: M. 
R > 3a?, 2 solutions : M sur AB et N sur B:: n et 
N''enTr A2 2 a a 
APPLICATIONS. — 10 k = aÿ 3. L'équation du ee 
ici EE mat", (ph 
13 a + Gay3. x — 21 aŸ = 0, * 
d’où 


days, Res 


LENS US 
“ee 


On a vu plus haut que dans ce cas le a correspondant àla 













point B, puisque 2x > ay3. : 
_ 2 AZ 2ay/3. L'équation du problème devient 


ï 


\ "4322 + 6aÿ3 .x—51a? = 0, 
d'où ESS toavs 
? 8 13 + 
L'un des cercles a son centre en B. 

(L. CURT, à Thoissey.} 





Mr ge af3: 


[Ont résolu la même question : MM. R. Bellencourt; C. Billionnet ; G. Bois- 
sonnet; A. Chapron; F. Clabault ; R..Croze ; H. Damoiseau ; Donnadieu ; 
Fiton ; J. Haag; R. Henry; H. Julien; A. Laudet; A. Lecoutour; H. Lefèvre ; 
J. Lehmann ; J. Maury ; M. B., à V. ; H. Miconnet ; L. Ollié ; A. Pequignot ; 
A. Pichon ; P. Plisson ; Tumerelle.| 


à * 





4687. — Dans un cône droit, on donne la hauteur h et la 
surface totale nm? ; calculer le rayon de base. 
* (Bacc. lettres-math., Besançon, juillet 1899.) 
En désignant par x le rayon de base AH, on doit avoir , 
ra? + rxSA = nm, 
ou, en supprimant x et remplaçant SA 
par Va? + h?, 
a? + x fa? +R? = m?. 
Isolons le radical + 
aa? + R? = m°?— x?, (1) 
puis élevons chaque membre au carré, 
nous aurons 
œ(a? + R?) — (im? — x?}?, 
ou ah? = m* — 2m°x?, 
d’où l’on tire, en écartant la valeur négative, 
"Eu m? _ mem? + IE 
æ Van? eTr NE 2m? + 2 
Cette valeur réelle et positive de x ne convient à l'équation (1) 
. qu'autant qu'elle est moindre que "”, condition d’ailleurs tou- 
jours remplie, puisque l'inégalité n 
e m? 
V2 + h? 
revient à ._ 0O<m +. 
L Le problème est donc toujours possible et admet une solution 
unique. | 


, << m 


» L 


(Léon BARBEROT, au Valdoie.) 


« _ [Ont résolu la même question: MM. André; G. Armaingaud ; Artis ; Bameulle ; 
- V. Barol ; Barreau ; E. Baudot ; KE. Baudouin ; Belbenoit ; Bellencourt : 
 Billionnet ; Bourrec ; R. Bouvaist ; T. Brandhof ; M. Brun ; Carpinetty ; 
" Cauvin ; Chaineau ; Chapron ; A. Charbonnier ; F. Clabault ; F. Collard ; 
La Cougnoux ; J. Crétinon ; Croze ; Cry ; Damoiseau ; De France ; Desportes ; 
+ Destouches ; Donnadieu ; Duchesne ; A. Dupouy ; Duvergé ; Eysséric ; Estang ; 
Je Foucard ; Foucry. ; Fourmon ; Gallice ; J. Gauthier ; Gérardin ; Gillard ; 
… P. Givry ; M. Gondran ; E. Gourdon ; Grillet ; Gueudin ; J. Haag ; Hébré ; 
Henry ; A. Huet ; E. Istrasescu ; Jacquet ; Jouffray ; H. Julien ; Karkowski ; 
* Lagarde ; Lajouanine ; Lale#cu ; Lamotte ; G. Lallier ; Laly; Laudet : 
 Lecoutour ; Le Maigre ; Le Moal ; Limasset ; Lwow ; Maille d'Escomps ; 
 Malleret ; B. Mathé ; J. Maury ; Ménéchal ; Mengailhon ; E. Merle ; 
… À. Meynier ; Millet; Mouzon ; Nicod ; Noël ; Ollié; Oprescu ; P. E., à Vielmur; 
Palis ; Patin ; Bendariès ; Perdu ; J. Perl ; Reboul ; Réfutin ; L. Richard ; 
Royer ; A. de St-Gabriel ; Sinturel ; GC. Soulas ; H. Tellier ; Thérézien ; 
P. Valentin; Vien; R. Hineenss B. Besseige; M. Coleil ; J. Fiton; R. Lemai.] 





+ 
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. 3333. — Construire un. triangle connaissant la base de 





négative ‘est langent à AB; l'autre cercle contient le {* 





Première solution. — Supposons le problème résolu: soit ABC 

! un triangle déterminé par la base 
BC, la différence B—C—2x 
des angles à la base et la droite 
MN qui contient le sommet A. 


On a, en posant BMN — 6, 
Re 
B — 180 (BAM +P), 
SE Br 
ou 4 —1807—(BAN+-CAM)—56, 





B G | M 


ou, en observant que fAM-+- CAN est égal à l'angle formé par AB 
avec la droite AC’ symétrique de AG par rapport à MN, 


ET : 
BAC” = 1800 — ax — 28. 
L'angle BAC’ étant ainsi connu, le point A s'obtient en prenant 


l'intérsection de la droite MN avec un. segment capable de 
corde BC. La seule condition de possibilité est 
# . à << 1800 — 28. à 

Le second point de rencontre du cercle ABC avec la droite MN 
se trouvant, dans le cas de figure considéré, à droite de la perpen- 
diculaire élevée au milieu de BG, ne répond pas à la question. 

Lorsque ÉAC — 180, ce qui implique à la fois 4 — B—0, le 
segment capable se réduit à la droite BC’, dont l'intersection avec 
Ja parallèle MN à BC détermine un triangle isocèle qui donne 
la solution du problème dans ce cas particulier. 

Pour traiter. complètement le problème, il conviendrait de voir 
ce que devient la solution précédente suivant la position relative 
des points B, C, M entre eux et suivant la position du point À 


par rapport à la droite BC. Nous laissons au lecteur le soin de 


faire cet examen qui n'offre aucune difficulté. 
(P. LORTON, pensionnat des Frères maristes, à Marcigny.) 


Seconde solution. — La perpendiculaire élevée au milieu 1 


de BG coupe AC en un point D tel que PBC = C ; donc 
PT 
ABD = B—C= a. 

Nous allons montrer que lors- 
que l'angle constant ABD pivote 
autour de B, la projection H du 
point B sur AD décrit un cercle® 
fixe. 

En effet, joignons H aux points 
[, K, projections du point B sur 
les droites fixes OD, OA. Le 
quadrilatère BIHD est inscrip- 
tible dans un cercle de diamètre 
BD ; donc 


BEI — Di — 900 — DBI ; 
ER TT SE. 
BHK = BAK = 900 — ABK. 


On en déduit par addition 
D 


[HR —"1800 — PBI—ABR 
— 1800 — (BK — a) 
ET Re) 
MOI. 


Le point H appartient ainsi à un cercle connu passant par les 
points fixes I et K ; comme il est d’ailleurs sur le cercle I de 
diamètre BC, il est complètement déterminé. En traçant ensuite 
la droite CH, sa rencontre avec MN donne le sommet À du 


triangle cherché, : 
(P. XAMBEU, collège Chaptal.) 


N 





de même 


Remarque.— Le’ problème revient à trouver l'intersection d'une 
ï | 











branche d’hyperbole avec une droite. Car le lieu des somr 
des triangles ABC tels que la différence des angles B et C soit 
constante est une hyperbole qui passe par B et C, la*branche 
: CES D eo 
passant par B correspondant aux points A telsque ABC > ACB. 
[Ont résolu la même question : MM. J. Bassel ; E. Blandre, à Bruxelles : 
R. Bouffi, à Saint-Jean-de-Luz ; L. Chenaïis ; M. Constandaki, école militaire 
de Jassy ; Dhavernas ; G. Delahaye ; Dubesset ; E. Foucart ; Gaetano Scorza. 
à Florence ; G. Grimpret ; L. Hédiard ; P. Laffon ; Tocci Lavangidreis, école 
industrielle de Fermo ; P. Lavie ; R. Masquart ; Mésenguy ; J. Poirier ; 
A. Radix ; Tarade ; Thomäs 5; K. Vallée.] 
Li 


4424. — Dans une ellipse on considère les points H et H! situés 
sur le petit axe à la même distance c du centre. L 

Démontrer que la somme des carrés de leurs distances à une 
tangente quelconque à l’ellipse est constante et égale à 2a?. 


Soient F, F’ les foyers de l’ellipse, O son centre. Sur la 

perpendiculaire en O à FF’, pre- 

nons les points H, H’ tels que 
OH = OH = OF; 

il s'agit de démontrer que les dis- 

tances HK, H'K’ des points H, H! à 


une tangente quelconque vérifient 
la relation 


HK° + WK° — 242. 

Pour cela, projetons les points 
F, FE”, O en D, D’, I surlatangente 
et par H', F° menons à cette tangente des parallèles qui coupent 
respectivement HK en L, FD en M. 

OI joignant les milieux des côtés non parallèles d’un trapèze, 


on a, entre les valeurs algébriques des segments de la figure, 
les relations | 


EK + HWK' — 201 
et AK — HK = HK —LK = HiL. 
Elevons ces deux égalités au carré et ajoutons ; il vient 
2(HK° + HK°) = 401 + FL°. 
Or 201 = FD + FD’, 
et, en remarquant que les triangles HH'L, F'FM sont égaux, 
AL° = FM? = %c2— FM? = 402 — (FD —FD'}. 
Par suite 
2(HK° + MR°) = (FD + FD) — (FD — FD)? + 4e? 





ou, en se rappelant que FD.FD' — #, 
HK° + MK? = 947 + «?) — 9242, 
La démonstration précédente subsiste lorsque l’ellipse est rem- 


placée par une hyperbole, les points H et H’ étant alors pris sur 
l’axe non transverse. 

(M. REBEIX, à Eygurande.) 
" [Ont résolu la même question : MM. L.-A. Blanc, à Clermont-Ferrand : 


Ch. Szabo, école réale de Gvor (Honsrie) : ince © AUS "A nf 
et Métiers d'Aix ] x (Hongrie) ; P. Vincent, école nationale d'Arts 


* 


4568. — Elant donné un triangle ABC, on demande de déteri 
miner sur les côtés BC,'CA, AB des points A, B', C' tels que le 
cercle AB'C’ ait un rayon donné R et soit coupé respectivement 
par les cercles BA'C' et CA'B' sous des angles donnés a et p. 


Remarquons d’abord que le second point M commun aux 


cercles AB’C', BA/C’ appartient également au cercle CA/B’. En 
effet, on a 
PRES 


A'MB' = 4 dr. — (BMC + FMC). 

























RE 15 1 Ca; t ds 
Cela posé, supposons le problème résolu. Soit M le point. 
commun aux trois cercles ABC’, BAC’, CA'B’, dont les centres 
sont respectivement UD OR : > VC 
L'angle OC'0' ayant ses côtés perpendiculaires aux tangentes. 


+ 





. 
en ( aux cercles O, 0’ est égal à l'un des angles « formés par 
ces tangentes ; d’ailleurs le triangle C'O0' est semblable au | 
triangle MAB, puisque OX et oO —B (même mesure); 
par suite AMB— 0C0 —4. On verrait de même que , 
Eg — + 

AMC = OBO — 8. Le point M est donc à lüintersection de, 

deux segments de cercles, de bases AB et AC et capables res- 
pectivement des angles aetB. 

Connaissant alors deux points A, M du cercle O et son rayon 
R, on peut facilement déterminer ce cercle dont la circonférence 
coupe AB, AC aux points C’, B'. On en déduit ensuite le point A' 
en décrivant l’un des cercles 0’, 0” déterminés par trois points. 

Comme il y a généralement deux cercles O, le’ problème com- 
porte deux solutions distinctes. RURLS 

Pour que l’un des cercles O existe, ik faut et il suffit qu'on ait 


R> Es ; cette condition remplie, les cercles O0’ ou 0" n'exis- 


tent qu’autant que M ne tombe pas sur AB ou sur AC, ce qui 
implique &« et Ê < 1800. 
(P. LE VERRIER, lycée Janson-de-Sailly.) 


[Ont résolu la même question : MM. ré Borgey ; E. Foucart ; Pelvoisin ; … 
G./Tastet.] 1e e à 





+ 


4707. — Par les extrémités d'une corde AB d'un cercle O on 
mène deux droites qui déterminent dans un cercle concentrique les 
cordes CD, CD’. Démontrer que les cordes CC’ et DD' coupent AB. 
ou son prolongement en deux points symétriques par rapport au 
milieu de AB. , 


Soient M, N les points de rencontre de AB avec les cordes 
CC’, DD’, et P le point d'inter- 
section-des cordes, @D, C'D’. ; 

Considérons le triangle PAB 
coupé par les deux transversales 
MCC'’ et NDD'. En vertu du. 
théorème de Ménélaüs, on a 





—  ————— = 


——— 0 ——— — 












(Te .DP mn (. 05 DE) ; 

NB / \CP. DP/ \CA.DA FAN 
Le second et le troisième rapport entre parenthèses, exprimant 
| respectivement le rapport de deux puissances du point P ou des 
points A, B (équidistants du centre) par rapport au cercle con- 
pre sont égaux à 1; donc : 






MA. WC 
R MB B 
_ NE 
LATE 


condition qui entraine visiblement la symétrie des points M, N 
par rapport au milieu de AB. 


* (Pauz THONET, athénée royal d'Anvers.) 


[Ont résolu cette question ; MM. A. Amblard ; 
H. Blanc ; R. Bouvaist ; Fe. Clabault ; 
MAMA Ter OI: P: "Petit; 
Je Trapinaud : M. Treillou ; D. Tuïssuzian ; Vial; 


Li 
d'Amphernet; R. Barthélemy ; 
À: Dussouy : R. Henry ; Lajouanine; 
He Pouget : E. Raüber; C. Reboul; H. Tellier; 
Bon; Lalv.] 


# + 
cs ® 


F 
L: 
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PHYSIQUE 


E] : 


| 4708. — Un corps de petites dimensions descend verticalement 
| dans un tube rempli d'eau à 4° et dont la hauteur est 2%. Partant 
sans vitesse initiale de la surface du liquide, il arrive au fond en 


À seconde et demie. On demande dé trouver le poids spécifique de. 


ce corps en supposant qu’on puisse considérer comme négligeable 
la résistance du liquide au mouvement. ‘ 
(Bacc. letlres-scrences, Rennes, juillet 1899.) 


Désignons par V le volume du corps, par æ son poids spéci- 
*fique + 
Le poids du corps est Vx; la poussée qu'il subit de la part de 
l'eau, V>x<1. Si le corps tombait librement, la force qui le 
solliciterait serait Væ; la force qui le sollicite quand il est 
plongé dans l’eau a pour valeur Vx — V — V(æ—1). 
Les forces élant proporlionnelles aux accélérations qu’elles 
impriment, on a, en désignant par y. l'accélération du mouve- 














ment du corps dans l’eau, : 
AS Yen) ; 
TI Ve 2; 
d'où Me g= ea à 
D'un aûtre côté, on a. # 
200 
Remplaçons y par sa valeur, il vient « 
"4 200 = y x A, 
A DCE "2002 
Qi MEET * 
et eu — 1,221. , 


(J. LAVERDANT, à La Châtre.) 


(Ont résolu la mêmesquestion : Miles M. D. P. 
MM. A. Acfiard ; J. Aine ; d'Amphernet ; 
_ Bourrec ; G. Bruno ; Carpinetty ; A. Collin ; M. Cry ; Destouches ; Duchesne : 
£. Dupouy ; EC Foucry ; J. Germa ; Gillard ; 1 Givry ; M. Gondran : Haag ; 

Henry ; Jacquet ; “H. Joffré ; H. Julien ; Lajouanine ; Lecoutour ; ; Le Maigre : 

G. Lemasurier ; E. Limouzi ; G. Luquet ; M. B., à V.; P. Marion ; Mäury ; 
_  Ménéchal ; Moreay ; Mouzon ; P. Noël ; R. Paucot ; Pequignot ; J. Perpère ; 
H. de la Perrelle ; Pertin ; Petit ; Pille ; R., à A. ; Raynaud ; Refutin : R. Si- 
_ mon ; Sinoquet ; Soulas ; LäThiébert : P. Thonet ; ‘M. Tréillou ; Valentin ; 
: Vialaret ; din Villain; Aubry ; Bertagna ; Debenest ; Trapinaud.] 


Cotalie Manea ; 
Belbenoït ; Billionnet ; 


; J. Gravet ; 
Arcizet ; 








Là 4709. — Une lentille convergente, placée à 1® d’un objet rec- 
_tiligne perpendiculaire à son axe principal, en donne une image 


réelle longue de 25°n. Placée à 50°® de l'objet, elle fournit une 


image réelle encore et égale aux 2/3 de cet objet. On demande la 


distance focale de la lentille et la longueur de l’objet. 
(Bacc. lettres-math. Dijon, juillet 1899.) 


Appelons p’ et p les distances de l’image à la lentille dans 
les deux cas. 
L'équation aux foyers conjugués donne, dans le premier cas, 








1 1 1 
EL or “ 
et, dans le second, 
# D = + (2) 
On a aussi, dans le premier dE 
25 p' ; 
PÈRE (8) 
et, dans le second, : 
3 F AENPA 1 
PEUR (#) 
ji ; 100 
d'où pa = EPS 
Cette valeur de y’, transportée dans (2), donne 
LE RES 1 
ET LOS UT TRC 
d'où M = 200 
En portant cette valeur de f dans (1), il vient 
1 CEONRE 
100 Ÿ p 20! 
d'où Dies Dan 
Enfin, cette valeur de p’ transportée dans (3) donne 
25 25 
To 100” 
d'où # o = 100cn, 


La distance focale de la lentille est donc de 20°, et la longueur 


de l’objet est de 4". 
(P. NOEL.) 


[ont résolu la même question : Mis M. Degand ; J. Gravet ; MM. Arcizet ; 
Barol ; Barberot ; E. Baudoin ; F. Broc ; C. Billionnet ; Bourrec ; G. Bruno ; 
M. Chavet : F. Clabault #A. Collin : Cry ; Destouches ; Duchesne ; E. Four- 
mon ; Foucry ;: S. Galland ; A . de Saint- Gabriel ; A. Gétardin ; J. Germa ; 
P. Givry ; F. Grenier ; M. Gondran : Ë Haag A: Henry ; ; H. Julien ; Lagarde ; 


G. Lallier ; J. Lehmann; A. Lecoutour; T. Lemoyne; David Lwow;F. Limou- 
LAS Lajouanine ; J. Laverdant ; M. B,, à V.; Malassini ; Maubeck ; Marot ; 
Méhéchal; Ménielle; Marion; Le Moal; A. Meynier; A. Le Maïigre; A. Mouzon; 


Paucot; M. Petit; Pequignot; J. Pendaries ; J. Perpère ; Ray FRE Le E. Refutin ; 
Remondet ; E. Rieux ; Rives ; M. Rae ;. V. Sickler ; R. Simon; P. Thiébaut : 
P. Thonet ; Vachon ; P. Valentin ; Vary ; Vialaret ; Vien ; pes es ; Bertagna ; 
Bon ; Debenest ; Duvergé ; Loignon ; Moreñu..] 
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CONCOURS DE 1899 (suite) 


CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT 
DE LA COMPTABILITÉ 


Aspirants et Aspirantes. 


Commerce et Comptabilité. 
+ 
I. — Lettres de crédit. — Ouverture de crédit, — Virements de 
compte. « 





% 
va 
< 


en, 


I. — Une société industrielle émet à 90 °/. 
nominal rapportant 5 °/ d'intérêts remboursa 
au sort en 7 années. L'annuité permet de rembourser : : 









5000 obligations 
bles par voie de 





on EME TS, 


0 Au 31 décembre 18922020. 614 obligations. 
à “2 FTFRAUARAAN GLS RE 

— ARS PATEOE AUS PUT ER ES 617 — 

— 1895, tai _ 

—— 1896. 746 — 
te 41 1801 TPE 184 — 
5 | = LAS se 823 << 4 


Les intérêts de l'amortissement sont payables à partir du 1°: janvier 
de l'année suivante. On sait que les droits qui frappent les valeurs 
mobilières, sauf l'impôt du timbre payé par abonnement, sont à la 
charge de l'obligataire. | LC 

On demande de passer au Journal les écritures relatives à l'émission 
de cet emprunt passé ferme à une maison de banque le 10 mars 1892 et 
réglé comptant le 10 avril suivant; à la dotation de l'intérêt et de 
l'amortissement payables en 1898, à partir du 1°" janvier ; ces deux 


charges de l'emprunt sont imputées sur les frais généraux de l'exercice | 


1897, clos le 31 décembre. On sait d'ailleurs que ces frais généraux sont 


incorporés intégralement dans le prix de revient de la fabrication de la } 


société ; 
Au payement de l'intérêt et de l'amortissement ci-dessus ; on suppo- 
sera que sur le nombre d'obligations restantes, 160 sont nominatives, 
: les autres au porteur à la date du 31 décembre au soir, et que le cours 
moyen de l'obligation, en 1897, a été de 96”. 

On présentera, à la date du 10 juin 1898, les soldes des différents 
comptes relatifs à l'emprunt, en supposant que le dernier coupon est 
réglé sur 1 450 titres dont 50 nominatifs et Ie dernier amortissement sur 
700 titres, et que rien ne reste dû au fisc. 

J1 n'existe aucun arriéré des coupons et amortissements des années 
antérieures. 


Arithmétique appliquée au commerce (*). 
I. — Une personne emprunte 10 000f à 
k 0/0. ‘ 
Cette somme doit être remboursée en 8 ans par annuités, mais au 
& bout de 5 ans l'intérêt du prêt est réduit à 3 1/2 °/.. 
On demande : 
10 Quelle est la sommèé restant due sur les 10000!" à la fin de la 
5e année ; 1 
2° Quelle est l'annuité que l'emprunteur devra payer pendant les 
. 3 dernières années. 


intérêts composés au taux de 


Il. — Un négociant doit à Saint-Pétersbourg 20 000 roubles argent. 

Quel est pour lui celui des deux moyens suivants de se libérer qui est 
le plus économique : 

1° Acheter à Paris du papier sur Berlin qu'il revendra à Berlin pour y 
acheter les 20 009 roubles sur Saint-Pétershourg ; 

‘ 20 Acheter à Paris du papier sur Amsterdam qu'il revendra à Ams-, 

terdam pour y acheter les 20 000 roubles sur Saint-Pétersbourg ? 

Les cours des changes sont : 

A Paris sur Berlin 123, 3 mois et 4°/, d'escompte ; 

A Paris sur Amsterdam 208 1/4, 3 mois et 4 °/, d'escompte ; 

À Berlin sur Saint-Pétersbourg 160, 3 mois et 3 °/Ad’escompte ; 

A Amsterdam sur Saint-Pétersbourg 98, 3 mois et 2 4/2 °/. d’es- 
compte. 


SE —— —f——— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


2... 
= 


4722. — Trouver un nombre X de trois chiffres qui divise le nombre 
nt des chiffres obtenus en écrivant la suite naturelle des nombres entiers 
156 de 4 à X. 

Vot Généraliser. 
(R. Mann.) 


4723. — Décomposer en facteurs l'expression 
(D + y + 2) — (y + 2 — 2) — (3 + 2 — y — (e + y — 2). 
: ; R 
(*) L'usage de la table des logarithmes n’est pas autorisé. 


« 
è . 








= Î + (1 LE A | " 2 A a “ À ù 4 
du secteur AmBO soit une+ fraction 7 du, 
volume du cylindre ABB'A'. : , RUE 
(Bacc. lettres-math., Besançon, juillet 1899.) 













4725: — Démontrer que si A', B, C’ sont 
les pieds des hauteurs d’un triangle ABG, onà » 
AB.AC' + BC. BA" + CA. CB — AB.BC' ; 1 

2 DR à 
+ BC.CA' + CA.AB' — PRE | 
ù (Georges DeLAHAYE, à Roye.) 


5 


4726. — On donne deux cercles qui se | 
coupent en A. Par À on mène deux sécan- 
tes qui coupent les cercles en M, N, M', NN. 
Trouver le lieu du second point d’intersec- 
tion des cercles qui passent par A, M,N, 
A, M, N. 





N' (H. R., collège Rollin.) 


M' 


4727: — Etant donné un triangle ABC rectangle en À, en considère 
un point P variable sur l'hypoténuse. On trace le cercle passant par P 
et B dont le centre est en w sur AB, puis le cercle passant par P et C 
dont le centre est en w' sur AC. Ces deux cercles se coupent en P et P: 

19 Démontrer que P, P', w, w', À sont sur un cercle ; * 

2 Démontrer que ce cercle passe par un point fixe autre que À 
quand P varie ; : ; | 

3° Trouver le lieu de P'; 

40 Trouver l'enveloppe de la droite ww’, 


vw 


? 


iL. OLté, à Auch.) - + 
« 


4728. — Si AC est le plus grand des deux segments d'une droite AB 

divisée en moyenne et extrême raison, on à j , 
- 3ÀC — A +BC. | | 
(A démontrer géométriquement.) Q 
y (4. Nécrérzu, lycée de Craïova.) 
" * * 
« w,, 

4729. — Une éprouvette remplie de mercure repose sur la cuve à 
mercure à la température de 0°; on y introduit {cc d’un certain gaz 
recueilli sur la cuve à eau à la température de 150 et à la pression de 
75cm de mercure. 

L'éprouvette est cylindrique à base plane de 1m de diamètre inté- 
rieur ; la pression est normale ; la tension maximum de la vapeur d'eau 
à 00 et à 15° est 4nm,6 et 12»m,7 de mercure ; le coefficient de dilata- 


: | : 
tion du gaz est ET ‘ 


On demande le volume occupé par le gaz dans l'éprouvette : LS 

4° Si la hauteur intérieure 4 de l'éprouvette au-dessus du niveau dans 
la cuvette est 10m; EE Le 

2° Si elle est 16cm, DER ES 

On négligera la variation de niveau du,ymercure dans la cuvette. 


(Bacc. lettres-math., Lille, juillet 1899.) 


4730. — Une pile de force électromotrice E = 1"",48 a une résis- 
tance intérieure r— 10hn,3 et elle est fermée par un fil conjonctif 
de 2ohms «le résistance. Quelle est la différence de potentiel efficace V 
aux pôles ? EC : x 
(Bacc. lettres-sciences, Grenoble, juillet 1899.) 


a ———_——— 


, e 


Erralum. — Page 22, au bas de la Solution 4653 : lire «la réciproque 
est vraie », au lieu de « n'est pas vraie ». “14 | 


é 
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MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 
À 
Paraissant le 1°" et le 15 de chaque mois, du 1° octobre au 15 juillet inclusivement. 
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l'on souscrive, on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 


| AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 


x CONCOURS DE 1899 


Mathématiques élémentaires. 
> 


4662. — 1° On considère les coniques ayant une directrice 
fixe D et passant par deux points fixes À et B. Deux de ces coni- 
ques passent par un point donné M et se coupent en un nouveau 
point M’ qui est dit associé au point M. 

On demande d'étudier cette association et plus particulièrement : 

a) De déterminer les points M tels que les points M' associées 
soient indéterminés ; 

b) De trouver le lieu des points M tels que chacun d'eux soit 
confondu avec son associé. 

20 Montrer que si le point M décrit une droite LANTA A, 
le point associé M' décrit en général une hyperbole T dont on 
cherchera les asymptotes. Indiquer les régions de la droite À qui 
orrespondent aux deux branches de l'hyperbole. n 

3° On suppose que la droite À est placée de telle sorte que la 

conique T devienne une parabole et on propose de trouver lellieu 
“du foyer de cette parabole lorsque À se déplace en Seront à 
celte condition. 
à 4° On suppose que la droite À se déplace de telle sorte que les 
hyperboles correspondantes aient une asymptote commune, On 
“demande, dans ces conditions, de déterminer la courbe enveloppe 
# axes de symétrie de la conique T. 


1. — Nous allons d’abord démontrer que par trois points don- 
Ps A, B, M passent en général deux coniques ayant pour 
Bree une droite donnée D; chacune de ces courbes est 
éterminée d’une manière unique si l’on connait le foyer corres- 
pondant à la directrice donnée ; tout revient donc à déterminer 
fe foyer. d 
Si l'on donne bord deux points seulement A et B, et, la 
directrice D, le foyer F correspondant 
(fig. 1) est tel que le rapport de ses dis- 
tances aux deux points À et B soit le 
même que le rapport des distances Aa, 
Bb de ces deux mêmes points à la direc- 
trice, car on à 













ARBRE 
Aaït, Bb 

et, par conséquent, 
ÉNREC EE 
FD BA 


Le lieu des points F satisfaisant à celte 
4 condition est une circonférence ayant un 
diamètre dirigé suivant la droite AB; le point de rencontre x 


Fig. 1 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, maïs il est préférable d’en. 
voyer des mandats. 





de cette droite avec la directrice D est l’une des extrémités 
de ce diamètre, car la relation 

HA “Aa 

TuB 40 Bo 
indique que le point x fait parlie du lieu ; l’autre extrémité p' 
du diamètre dont on vient de parler est le point conjugué har- 
monique de à par rapport à A et B. 

Si l’on considère maintenant (fig. 2) les trois points A, B, M, 
et la directrice D, on déterminera les points de rencontre p, O, « 
de cette droite avec les côtés du triangle ABM, et les points con- 
jugués harmoniques p', ’, de ces points par rapport aux som- 


: 





Fig. 2 


mets; un foyer F cherché se trouvera à l'intersection de deux 
des Litres de diamètres pu’, 9, 
en général deux points F et F’ répondant à la question. 

Remarquons que les six points p, p', P, ©’, «, « sont les six 
sommets d'un quadrilatère complet dont ABM est le triangle 
diagonal et dont la directrice D est l’un des côtés ; les dutres 
sont les droites uÿa', Ou’, au'®'; les points F et F’ sont les 
points communs aux trois cercles décrits sur les diagonales du 
quadrilatère comme diamètres et sont les points orthoptiques de 
ce quadrilatère. On peut ajouter que le cercle circonscrit au 
triangle ABM est orthogonal aux trois cercles précédents, que 
ceux-ci ont leurs centres 1, , «, sur la droite de Newton joi- 
gnant les milieux des diagonales du quadrilatère et qu'entin KF 
et F’ sont les points limites du système de cercles ayant avec le 
cercle w circonscrit à ABM la droite px comme axe radical. 

Les points F et F', et par suite les deux coniques correspon- 
dantes, sont réels et distincts, imaginaires ou confondus suivant 
que la droite puBix ne coupe pas le cercle w, le coupe en deux 
points distincts ou lui est tangente. 


ax; on voit qu'il existes 





k NE PS 


Pour que l’une des coniques répondant à la question soit 
décomposable, il faut et il suffit que le foyer correspondant soit 
situé sur D. Ce cas se présente lorsque les trois points A, B, M 
sont en ligne droite; il existe alors une seule conique passant 
par les trois points et ayant pour directrice la droite D, et cette 
conique.est constiluée par la droite ABM et par sa symétrique 
par rapport à D. Un autre cas de décomposition est celui où l’un 
des trois points est silué sur D, et où les droiles qui le joignent 
aux deux autres sont symétriques par rapport à D. 


II. — Plaçons-nous dans le cas où il passe deux coniques par 
les trois points À, B, M ; elles se coupent alors en un quatrième 
point M’ qui est-toujours réel lorsque les trois premiers points 
communs A, B, M le sont, et cela quand même les deux coniques 
seraient imaginaires. Pour déterminer ce quatrième point M’, 
nous chercherons à former les couples de sécantes communes aux 
deux coniques ; ces deux dernières ont mêmes directions d’axes, 
celle de la directrice et la direction perpendiculaire, et les points 
où ces courbes coupent la droité de l'infini sont conjugués har- 
moniques par rapport aux points à l'infini dans ces deux direc- 
tions d’axes. D'après le théorème de Sturm, toutes les coniques 
passant par les quatre points communs aux deux premières 
jouissent de la même propriété et ont par conséquent leurs axes 
parallèles à ceux de ces deux courbes ; en particulier, les couples 
de sécantes communes 
sont tels que leurs 
bissectrices soient pa- 
rallèles à la directrice 
et à la perpendiculaire 
à cette droite. 

Il résulte de là (9.3) 
que l’on obtiendra le 
point M' en menant 
les deux droites BM' 
et AM’ respectivement 
parallèles aux symé- 
triques de AM et BM 








Fig. 3 par rapport à la direc- 
tions D. Les quatre points A, B, M, M’ sont sur une même cir- 
conférence ; pour ,le voir, il suffit de remarquer que les angles 


AMB et AM'B sont égaux et inscriptibles dans une même circon- 
férence; on peut aussi le démontrer en se reportant à la figure 2 ; 
nous avons vu en effet que les foyers F et F’ des deux coniques 
sont tonjugués par rapport au cercle circonscrit au triangle ABM; 
ils le seront aussi par rapport au cercle circonscrit au triangle 
ABM', par conséquent ces deux cercles doivent être confondus, 
et M’ est situé sur la circonférence passant par A, B, M. 


Si l'on ajoute à cela que MM’ est constamment parallèle à la 
symétrique de AB,par rapport à D, on voit que l’on peut donner 
de M’ une deuxième construction qui conduit au même résultat 
que celle que nous venons d'indiquer, et qui est la suivante : par 
les trois points A, B et M on fait passer une circonférence, et 
par M une droite paraltéle à la symétrique de AB par rapport à 
D; le point M’ où cette droite rencontre de nouveau fa circon- 
rence est le point cherché. 


Les deux constructions que nous venons de donner ne font 
intervenir que la direction de la directrice D et en aucune façon 
sa position. L'étude de l’association qui existe entre M et M' 
étude qui constitue le problème actuel, peut dès lors être déga- 
géede toute considération relative aux directrices des coniques, 
et dans les paragraphes suivants nous ferons cette étude en 
prenant comme définition l'une ou l'autre des constructions que 
nous venons d'indiquer. Nous ferons cependant quelques remar- 










_. les à | Tintitence à que S pen avoir r la ROAD C 
trice pour le problème tel qu'il est posé. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que les trois points 
A,B,M et la directrice D déterminent deux coniques dis- 
linctes ; il existe alors un seul point M’, commun à ces deux 
coniques en dehors des trois premiers. Lorsqu' il n’y a qu’une 


seule conique satisfaisant aux conditions données, ou que les 


deux solutions sont confondues, tous les points de cette conique 
double peuvent être considérés comme étant dés points com- 
muns M'; cela se présente dans trois cas : 

1° Lorsque la droite de Newton pubs (fig. 2) est tangente ad 
cercle circonscrit au triangle ABM; les points M satisfaisant à 
cette condition forment une courbe d'ordre supérieur que nous: 
n’étudierons pas, mais qu'il serait facile de construire point par 
point. La. construction de la figure 3 ne donne cependant dans ce 
cas qu’un seul point M’ correspondant à chaque point M, et c’est 
“ce seul point que nous ferons intervenir désormais. 4 

20 Lorsque le point M se trouve sur la droite AB, en dehors 
des points A et B; les deux coniques se confondent en une 
seule composée de AB et de sa symétrique par rapportà D; tous 
les points de ces deux droites peuvent être considérés comme 
des points M’, mais la construction de la figure 3 donne un seul 
point à l’ infini, que nous considérerons seul dans ce qui suit : 

3° Lorsque D est bissectrice de l’angle AMB ou de son sup- 
plément ; les deux coniques se réduisent à une seule, constituée. 
par les deux côtés de l’angle précédent, et tous les points de ces 
droites peuvent être pris comme points M’; mais la construction 
de la figure 3 ne donne qu'un seul point, que nous prendrons 
seul comme précédemment. 3 


III. — Nous nous posons donc maintenant la question sui- 
vante : ; 

Etant donnés deux points À et B et une direction D, à 
chaque point M du plan on fait correspondre un point M! par 
l’une des constructions suivantes qui sont équivalentes : on trace 
par A et B deux droites AM’ et BM' respectivement symétri- 
ques des directions BM et AM par rapport à D, leur point de 
rencontre M’ est le point associé de M; ou bien on trace la cir- 
conférence passant par A, B et M, et par M on mène une droite 
symétrique de la direction AB par rapport à D; le point M! où. 
elle coupe la circonférence est le point associé de M; oc] 
demande d'étudier l’association des points. M et M. 

Nous nous plaçons dans le cas où D n’est pas parallèle à AB. 

1° On voit d’abord que cette association est réciproque, car 1e] 
pointsassocié de M’ n'est autre que M. 

2° La transformée d’une droite quelconque A du plan est une 
conique passant par trois points fixes ; si l'on suppose en effet. 
que M décrive la droite A, les deux faisceaux AM et BM sont 
homographiques ; les faisceaux AM’ et BM' qui leur correspon-. 
dent homographiquement jouissent de la même propriété, et M 
décrit une conique passant par les points À et B. ” | 

Lorsque le point M vient au point M; de rencontre de A et 
de AB (fig. 3), M’ est à l'infini dans la direction symétrique de 
AB par rapport à D ; ce point à l'infini, que nous appellerons C,* 
appartient à toutes les coniques transformées de toutes les 
droites du plan. À deux droites A et A’ correspondent deux co-* 
niques qui ont en commun les trois points A, B, G et un qua-* 
trième point; ce dernier est le point associé du point commun 
avec deux droites A et A’. 

3° Lorsque M est situé sur un des côtés du triangle ABC, 
M' reste confondu avec un des sommets ; à AB, AC, BC corres- 
pondent respectivement les sommets C, A et B. 

4° Inversement, si M est en un des sommets du lriangle, 
M" est indéterminé sur un des côtés; aux mie G, À, B, corres- 
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3 seuls € cas où un point ait une infinité de points associés. La 
| onique transformée d’une droite A ne peut se décomposer que 
si cette droite passe par un des sommets du triangle ABC, la 
conique se compose d’un côté de ce triangle et d’une autre 
droite. | 
; 5° Il existe une infinité de points confondus avec leur associé ; 
pour qu'un point M satisfasse à cette condition, il faut et il 
"suffit que les drdites AM et BM aient des directions symétriques 
par rapport à D. 
_ Le lieu des points M ainsi obtenus (fig. 4) est une hyperbole 
équilatère, comme 
cela résulte de l’ho- 
mographie des fais- 
ceaux AM et BM ; 
les asymptotes de 
l'hyperbole sont 
l'une parallèle et 
l’autre perpendicu- 
laire à D; la courbe 
passe par A et B, 
et y a pour tan- 
gentes les côtés AC 
et BC, de sorte que 
le centre est le 
milieu de AB. 
Toutes ces ‘pro- 
priétés montrent 
que * l’association 
des points M et M' est une transformation de Cremona particu- 
lière ; c’est une transformation quadratique ayant comme points 
fondamentaux les points A, B et C én ce sens qu'à une droite 
correspond une conique passant toujours par ces trois points. 
Cette transformation jouit des mêmes propriétés que la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques ; nous allons même 
oaer qu’elle n’en diffère pas essentiellement, et que l’on 
passe de l’une à l’autre par une transformation homographique. 
- Supposons en effet que l’on considère l'association des points 
M et M' telle qu’elle est définie par la deuxième construction, et 
qu ’on transforme homographiquement le plan de façon que les 
points À et B deviennent les points cycliques a et b du plan 
“transformé ; ceux du premier deviennent alors deux points t et ; 
du nouveau plan; soient c, 
m et m' les transformés 
de C, M et M' (fig. 5). La cir- 
conférence ABMM' sestrans- 
forme dans une circonférence 
ijÿmm', el la droite MM’, qui 
passe par CG, se transforme 
dans une droite emm; on 
obtient donc le point m' cor- 
respondant à "” en prenant 
l'intersection de la circonfé- 
rence m1j avec la droite em ; 
le point "»’ est donc le trans- 
formé de m par rayons vecteurs réciproques, c élant le pôle 
d'inversion et c:<cj en étant la puissance. 
- Dans la théorie de l’inversion, il existe une infinité de points 
confondus avec leurs inverses, et leur lieu est une circonférence 
de centre c, coupant la droite ij en des points conjugués par 
rapport à t et j; cette circonférence correspond homographique- 
ment à l'hyperbole équilatère que nous oxone trouvée. 





Fig. 4. 
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IV. — Nous avons vu que si M décrit une droite A, M’ décrit 


res spectivement le côtés AB, AC, BC: ce ont du reste 


AC, puis on prendra sur AB un point K; symétrique de M: par 
rapport au milieu de AB, et on tracera par K, une parallèle à la ” 


ae | conique circonscrite au anve ABC; ele a ainsi une pre- 
mière direction asymptotique AÇ; on obtiendra la seconde en 
supposant que M s'éloigne à l'infini sur A; M’ s'éloigne alors à 
l'infini dans la direction symétrique de A par rapport à D. Cette 
direction ne se confondra avec la première direction asympto- 
tique que si A est parallèle à AB; la conique deviendra dans ce 
cas une parabole et dans les autres cas elle sera une hyperbole. 
Plaçons-nous d’abord dans le cas général, et cherchons les 
asymptoles de l’hyperbole C transformée d’une droite A; nous 
savons que l’une des asymptotes est parallèle à AC et l’autre 
parallèle à la,symétrique dé A par rapportà D; nous allons 
d'abord déterminer la première de ces deux asymptotes et démon- 
*trer qu’elle passe par le point M, de rencontre de AB et de A, 
Considérons en effet l'asymptote et là droite A; nous savons "que 
le point associé au point de rencontre de ces deux droites est le 
quatrième point commun aux deux coniques qui leur correspon- 
dent; mais l’asymptote étant une droite parallèle à AG, sa trans- 
formée, comme on le voit immédiatement en appliquant la 
deuxième construction, est confondue avec elle-même; pour être 
plus exact, sa transformée est une conique constituée par 
l’asymptote elle-même et par la droite AB, qui correspond tout 
entière au point C. Les deux coniques transformées ont en com- 
mun les points À et B etle point C qui compte double; onen 
conclut que le point de rencontre de l’asymptote et de A est un 
point ayant C comme associé, et par conséquent se trouve sur 
la droite AB, ce que nous voulions établir. 


On tracera donc par le point M; {fig. 6) une parallèle MC à 





symétrique de A par rapport à D; on aura de cette façon les 
asymptotes de l’hyperbole F. 

Comme le point M; est le seul point de A à distance finie dont 
l'associé soit àel’infini, il sépare A en deux demi-droites dont 
chacune correspond à chacune des branches de T; il est facile 
de distinguer celle des deux branches qui correspond à une des 
demi-droites, en remarquant que les points A et B sont les 
associés des points de rencontre M2 et M; de A avec AC et BC. 

Dans la dernière partie de l'énoncé, on demande d'étudier le 
cas où les hyperboles T ont une asymptote comm une; si c'est la 


de. 








AA KA, # est fixe, ie Pont Mi En comme E 

fixe de AB, et l'autre asymplote M:C est aussi fixe; l'hyperbole 
n EU ainsi invariable, ainsi que la droite A; le seul cas inté- 
ressant à étudier est donc celui où l’asymptote M,C: est seule 
invariable. Dans ce cas la droite À tourne autour du point fixe 
M, et l’autre asymptote KiA; tourne autour du point K, qui est 
aussi fixe; chaque point O de MC; est le centre d’une hyperbole 
r dont les axes OX, OY sont les bissectrices de l'angle M,0K; 
et de son supplément; l'enveloppe de ces'axes est la parabole de 
foyer K, et de directrice M;:C4, car les tangentes à cette para- 
bole#issues d’un point O de la directrice se confondent avec les 
bissectrices OX et OY. 


V..— La conique transformée d'une droite A est une parabole 
lorsque À est parallèle à AB; pour déterminer la courbe, nous 
chercherons les tangentes aux points A et B qui sont associés 
respectivement des points M2 et M; de rencontre de A avec 
AC et BC (fig. T); ces tangentes AT> et BT; ont des directions 





Fig. 7. 


symétriques par rapport à D des directions de BM: et AM:; 
connaissant les tangentes aux deux points A et B, et la direc- 
tion AC de l'axe, on aura le foyer F en menant des droites AF 
et BF faisant avec les tangentes les mêmes angles que AG et 
BC avec ces dernières droites. 

Lorsque A se déplace parallèlement à elle-même, la directrice 
de la parabole reste constamment perpendiculaire à la direction 
AC, et la différence des distances Aa, Bb des points A et B à 
cette directrice reste constante ; comme on a 

FA —FB = Aa — Bb, 
le point F se trouve constamment sur une hyperbole ayant pour 
foyers les points A et B; cette hyperbole se réduit à la perpen- 
diculaire au milieu de ou) lorsque AB et AC sont rectangu- 
laires. 

Nous avons supposé dans tout ce qui précède que AB n'est pas 
parallèle à D; lorsque cela à lieu, la question ne présente plus 
d'intérêt; le point associé d’un point M est le symétrique de ce 
point par rapport à la perpendiculaire au milieu de AB, et la 

. transformée d’une droite A est sa symétrique par rapport à cette 
perpendiculaire. 


L2 


H. V. 


Bonne solution : M. Dufour, répétiteur au lycée de Tourcoing. 
Autre solution : M. Rebeix, à Clermont. 
” P 
ARITHMÉTIQUE 
RASE, D 
« 4712. — Trouver quatre nombres entiers consécutifs, sachant 
que leur produit est égal à 120. : 
L 
+ L1 3 
* ‘ 








posa 
teurs premiers, on reconnaît ‘immédiatement que s 
nombres consécutifs cherchés sont MOINE be 
; 2 8,87 5 | À T0 TEEN 
‘ FAN 
Généraljisation. — Trouver quatre nombres en progression 


arithmétique de raison a sachant que leur produit est P. 
Soit x le plus petit des quatre nombres. On doit avoir 
a(x + a)(x + 2a)(x + 3a) = P, + 
RER RAT 
ou, en tenant compte de l'identité aÿ — GLS 4 
Ja 
[(2x + 3a)? — 9a?][(2x + 3a)? — a?] = 16P. 
Si l’on pose 2x + 3a — y, cette équation devient 
(y? — 9a?)(y? — a?) = 4P, 
ou* y — 10a2y2 4 9gé — 4P = 0. 
En résolvant cette équation bicarrée, on obtient 


Ba? + 4ÿa* + P, 


— 3a + /5a + 4ÿar + P 
TRRTÉE 9 4 OR . 

Dans le cas particulier de l'énoncé, a —1 et Ps—120, la 
formule précédente donne, en écartant les deux racines Ina 
naires, 


y = + 
et par suite 


Comes 


Es ser = 2 


G'— 
2 — 5. 
Les nombres re au problème sont donc 2, 3, #, 5 ou 
bien : —5, = 4, —3, 
(X. ROCHE, à LÉ) 
Remarque. — 1° Lorsque dans un problème on a à déterminer des 


nombres en progression arithmétique, il est ordinairement commode » 
de prendre comme on l’a fait ici, pour inconnue la moyenne arithmé- 
tique des inconnues, si celle-ci n’est pas donnée. 

2 Les inconnues devant être des nombres entiers, on pourrait : 
résoudre le problème, quand même celui-ci aurait conduit à une équa- 
tion de degré élevé, non réductible à une équation de degré moindre. 

Par exemple, si on à à trouver n nombres entiers consécutifs de 
produit P, n étant donné numériquement, on a l’équation L 

a(® + 1)e +2)... [+ (n —1)] = D. 

Mais æ doit être diviseur de P, et il suffit de voir LAN diviseurs | 

de P vérifient l'équation. . 


(Ont résolu la même question : Mie G.Oddos ; MM. A. amblard d'Am hernet ; « 
M. Autoine ; E. Anzemberger ; Arcizet ; L. Barberot ; Barol; C. Billionnet ;* 
H. Blanç ; M. Boesch ; E. Bon ; Bourrec ; LEE Bouvaist 3 T- Briet ; M. Brun ; 
G. Capgras; Carpinetty ; V. Chosson; F. Clabaült : G. Cleuziou ; E. Cognet ; 
M. Coleil ; F. Collard ; Y. Collin ; Cougnoux : J. Coupat ; M. Cry; ‘Damoiseau : 
O. Destouches ; M. Douvillé ; H. Duchesne; À. Dupouy ; Duvergé ; IG Foucry ; 
<4 Gérardin ; J. Germa ; M. Gondran ; Guillard,; Haag ; Hamot ; J. Hébre ; 

Henry ; Hugonnier-Ginet; H. es | A. Joutfroy ; Julien ;. x. Lacreuse ; 
Date fr T. Lalescu ; A. Lecoutour ; C. Lefebvre; D; Lwow; M:-B:, à V.: 
Malassiné ; G. Marcellin ; B. Mathé ; ts Re Mateeseu ; H. Ménielle : 





A. Meynier ; R. Mouzon; P. Noël; L. Ollié; Pequignot ; M. Petit: A. Pichon; 
Pille ; Pitrat ; Platrier; Pouget; où Reboul ; Remondet; CRIarE, Rien 
R. Rives: Sainte- Laguë ; A. de Saint-Gabriél ; A. Sauvageon ; oquet ; 
E. Sinturel; P. Thonet; Jé Trouillé; Ch. Vallot; Fe Vary; IN: Vasiin: elardi; 
FE. Vérot ; Vial : Vialaret : G. Bernoux ; Fe Besseige ; 6 Bonnenfant ; ; Gillard ; 
G. Minault ; L. Mouren ; Vachon.] : 
é à 
EE —_———————— 
» . * 
ALGÈBRE : 
4705. — Etant donné un cercle de rayon x, on mène une. 


sécante AB et les tangentes en À et B qui se coupent en G, puis 
on abaisse OD =£6 perpendiculaire sur AB en D. 

10 Calculer en fonction de à et Ê les rayons des cercles inscrit, 
circonscrit et exinscrits au triangle ABC. 

20 Déterminer les valeurs de $ pour lesquelles la somme de ces 
rayons a une valeur donnée. Discuter et considérer en Parheulier 
le cas où cette somme est minimum. 

(Babe! lettres-math., ATOYPARIAUE novembre 1899. a La 










> TR PS Rau “ n NAS 1 l L bé n 4 4 + , 3 . f 
rcle circonscrit au trian e | Remarque, — En résolvant comme ci-dessus l'équation | 3 

son rayon est A YTæ — 2} — UTz — 3} Tr — %x —2)(xr—3) Ir 3), 
on verrait qu’elle admet deux racines réelles. à 


















3 = 2% 
£ : 2e +! M. B., instituteur à M. V. 
Soient I et I’ les extrémités du dia- : 4 ) , 
+ ; x . # D. 
mètre CO du cercle O. s points I N.-B. — Plusieurs de nos correspondants, après avoir élevé les deux 
es P 
, Je . / F = 5 
et l', milieux des arcs AB, sont situés | membres de l'équation proposée au cube, ont obtenu là racine x = % 
sur les deux bissectrices de l'angle re : pes 
4 ABC : Le di I t sans songer à vérifier si cette valeur convenait bien. Or dans le cas 
49 de & son QE ce C2 pee présent cette racine est étrangère à l'équation et provient de l'élévation 
4 des cercles insérit et exinscrit dans | au cube effectuée pour faire disparaître les radicaux. 
| , 4 . 
l'angle (e 5 par suile les PRE de ce {Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; Briet ; G. Delahaye ; Des- 
cercles sont touches ; G. Foucry ; J. Haag ; R. Henry; D. Lwow ; G. Marcellin ; Mouzon; 
P. Noël ; M. Petit ; H. Pitrat ; Sainte-Lagué ; K. Velardi; d'Amphernet ; R. 
HU 6, Bouvaist ; Y. Collin; Gillard ; Minault ; L. Ollié ; A. Pichon.] | 
L ri = ID = à +6. ; 
ee ee 
Les centres [” et [”’ des cercles ex- 
inscrits dans les angles A et B sont situés sur la bissectrice exté- L 
: ; , ds, LAS RS PTE GÉEOMETRIE 
rieure de l'angle C; cette bissectrice étant perpendiculaire à. CO 
- ou parallèle à AB, les rayons des cercles [” et [””’ sont égaux à 
À 4417. Dans un triangle ABC on mène des sommets À, B, C Les 


2 __ p2 
| a 00 due —P ! ntfs ; pp : Le 
| 2 — T3 8 hauteurs AA', BB', CC' relatives aux côtés opposés, et on désigne 
par a, f, y les points de rencontre des hauteurs des triangles 


Egalons à m la somme des rayons des cinq cercles; nous 
AB’C', BC'A', AC'B'. Démontrer : 


ê SAS 2: 2(a? — f?) 1° Que les droites A'ax, B'5, C7 sont concourantes en un point w; 
| 2 + FRE D bte 2° Que la distance du point w au côté AC—b du triangle 
_  ou,en ordonnant par rapport à £, + ABC a pour expression en fonction des côtés | 
VA 42 — 2(2a — m)B — 3a? — 0. D. -: (ai + ct) 3 + (a? — c2)?] — Da? + c?)[3(a2 — 2}? + Di) 
; "se 32a?bc?S 4 


Discussion. — Cette équation, ayant ses termes extrèmes de | S désignant la surface du triangle ABC; 
LAS contraires, admet deux racines réelles et de SROSE sons 39 Que les droites Au, Bb, Cy se coupent au centre du cercle cir- | 
_ traires. Pour que la racine positive convienne, il faut et il suffit conscrit au triangle ABC. 
qu’elle soit inférieure à «, autrement dit que x soit extérieur 


aux racines, c'est-à-dire rende positif le premier membre de à Soit HE DOTRENEREnCOntrE qe DEA AA’, BB CC. 
l'équation ci-dessus : Le quadrilatère HA'6C' ayant ses côtés opposés parallèles est un 


4 — Q{(2a— ma — Ba > 0, parallélogramme et A'6 — HC'; pour la même raison B'x = HC’. 
Les triangles 42C', B'A'H se déduisent l’un de l’autre par une 


ou 2ma— 5a? > 0 
. 5 ae translation amenant (’ en H; donc a est égal et parallèle à A'B’. 
ou MA de 


4 
C2 


+ 1% 
Dans le cas où » prend sa valeur minimum, on a 8 —:; 
le triangle ABC se réduit alors au point I. 
(JÉRÉMIE LAVERDAUT, collège de La Châtre.) 


REC" Le LS Le boss, a lt 


L 
[Ont résolu cette question : MM. d'Amphernet ; G. Arinaingaud : 
L. Barberot : C. Billionnet ; H. Damoiseau ; Duvergé ; J. Germa : Gillard , 
M. Gondran ; J. Haag ; J. Hébré ; H. Julien ; J. Lehmann ; D. Lwow : 
M:B.,à V.; R. Mouzon ; A. Pequignot ; L. Ollié ; A. de Saint-Gabriel : 
G. Sinoquet ; Vien ; Debenest.] 
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4714. — Résoudre l'équation 
Ve — 27 + Ve = Ve — 2e —3)., 


Divisons les deux membres de l'équation par Y{æ—3}; il 
vient { 














37 [æ — 2\? 110-219 B A! C 
cn ET ANIE pee | 
" 14 Les droites A'x et B'£, diagonales du parallélogramme A'B'ab, 
Ben ant V2 ES se coupent donc mutuellement en leurs milieux w. On verraitde 
œ — 3 même que le point w est aussi le milieu de C7. 
+ —i+1—= O0, 20 Soient A!, w,, «1 les projections des points A”, w, « sur le 
Es 14; : côté AC. On à , ‘2 
d'où PAERS ) A'A! + a 
D - . A Op = Qui — ST DT Er 


4 #i 


L nn QUE ie RARES FA CO CÉ PANNES RARE Les triangles AA'A, et BCB’ étant semblables comme ayant 
deux valeurs imaginaires fournies par les deux équations leurs côtés perpendiculaires, on à 
Le ” 1 


? == 2 _1+y/—3 k A'A! Ch! 
. 2 % — 


CERN A = 





Li # 











Or AA=2, CB . : 
e L2 à ms 
» b? La Dee 
Donc A'A! — dada 


- Pour calculer 44,, remarquons que ce segment‘est, dans le 
triangle ABC’, l’'homologue de HC’ dans le triangle semblable 
ABC, ce qui permet d'écrire | 
au : AB b+c— a? 
HCISOPARUT 2bc : 
ll reste à calculer HC. Or | 
HC' = CC’ — CH; 


» 
2 à 
CC’ —= as , 
; C 
CRAN On 
CH.CC’ — CA’.CB — — a, 
SE __ a+b—c  c(a? + Bb? — c?) 
pes CR E aCoe r LS 
,_ 25  c(a?+b?— 0?) 
et BC = — — DST TDR GNU A 
Par suite 
__ S&?+c—a) æ@+b—0c 
ue NT GES UN 
, _ S(B+a—c) S(b+c—aæ) a+b—c 
LOST Dre ao 1608 
 (ai+ct)[ 306 + (a? —c2)?] — Da? +c2)[3(a?—c?)? +04] 
D TT OU CN ND ESS ONDES 
(Cette dernière expression s'obtient en remplaçant 165? par 
(a+ 0 — ete? — (a — 0)*). 


30 Les droites BC, B'C' étant antiparallèles, les droites AA, 
Aa sont symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle A, 
et comme AA est une hauteur, A4 passe par le centre O du 
cercle circonscrit au triangle ABC (propriété connue); il en est 
de même des‘droites B£, Cy, ce qui établit la dernière partie. 

(L. CURT, école normale de Bourg.) 

[Ont complètement résolu la question : MM. C. Couturier, à Melle-lès-Gand; 

FR ES H. Janois, à Neufchâtel ; M. Rebeix, à Eygurande; 


Ont résolu la 1'° et la 3° parties: MM. G. Bidaux ; M. Boutry; F. Pégorier ; 
FE. Vaunac.] 


4718. — Construire un triangle connaissant les points où la 
médiane, la bissectrice et la hauteur partant d'un même sommet 
coupent le cercle circonscrit. 


Supposons le problème résolu : soit ABC un triangle dont on 
. connaît les points M', D’, H’ où 
la médiane AM, la bissectrice 
AD et la hauteur AH coupent le 
cercle circonserit O. 

La droite OM joignant le cen- 
tre O au milieu de la corde BC 
est perpendiculaire à cette corde, 
c'ést-à-dire parallèle à AH : cette 
même droite contient d’ailleurs 
le milieu D’ de l’arc BC, 

De là cette construction : Par 
les trois points donnés M’, D’, H' 
on fait passer un cercle O ; on trace le rayon OD' et la corde 
parallèle H'A ; la corde AM’ rencontre OD’ au point M par 
lequel on mène ensuite la corde BG perpendiculaire à OD’ 
ou HA. _ ? 

La construction précédente dépend uniquement de l'existence 
du cercle O et de la corde BC. Or ce cercle et cette corde exis- 








tent tant que les points M’, D’, H' ne sont pas en ligne dro 











Ca te | 







les points M’, H’ non situés d'un même côté par rapport au 
rayon OD’. 1 INSEE 

Dans l’un des cas particuliers où D’ se confond avec M’ ou nl 
le cercle O devient indéterminé et la corde BC est tangente au 
cercle respectivement en D’ ouken A (point diamétralement … 
opposé à D’ dans le second cas). Dans ces deux cas, le triangle 
n'existe plus et se réduit à une droite ou à un point. 

Lorsque les trois points M', D’, H’ coïncident, le cercle O et … 
la corde BC deviennent indéterminés, le point A étant diamé- 
tralement opposé à D’. Dans ce cas, une infinité de triangles 
isocèles répondent à la question. 

(P. GUILLARD, école Saint-François-de-Sales, à Dijon.) 


(Ont résolu la même question : Mie M. Degand; MM. Amblard ; d'Ampher- 
met ; E. Anzemberger ; Arcizet ; L. Artis ; Barberot ; V. Barol ; Barthélemy ; 
E. Baudouin ; C. Billionnet ; Blanc ; M. Boesch; E. Bon ; Bourrec; Bourvéau; 
Bouvaist; T. Briet; C., à Lavelanet; Capgras; K. Clabault; Coleil ; Y. Collin; 
Cougnoux ; M. Cry ; Damoiseau ; Debenest; O. Destouches ; M. Douvillé; 
Duclo ; Dupont ; G. Foucry ; J. Germa ; M. Gondran ; F. Grenier ; Haag ; « 
G. Hamot ; R. Henry ; A. Huet; Hugonnier-Ginet ; Jacquemin; Janois ; 

A. Jouart ; X. Lacreuse ; Lajouanine ; Lalescu ; A. Lecoutour ; Lefebvre ; 
A. Legros ; Lehmann ; D. Lwow ; Malassiné ; Marot ; Marquet ; Mateescu ; 
Mathé ; H. Ménielle; A. Meynier; Mouzon; P. Noël ; Ollié ; P. E., à Vielmur; 
A. Pequignot; M. Petit ; G. Platrier; G. Picou ; Pille ; H. Pitrat ; F: Pougeét ; 
R., à À. ; C. Reboul ; Rimbaud ; Rives ; Sainte-Lagué ; Sinoquet ; Sinturel ; 

J. Trouillé ; Tuïssuzian ; Valentin ; Ch. Vallot ; N. Vaslin ; F. Vérot ; Vien; 

L. Audoyer; Bernoux; . Bonnenfant; Brélivet; Durand; M. Brun; Gillard ; 
Mengailhou ; Mouren.] 


+ 


à — ———————— 


TRIGONOMÉTRIE EL 
4549. — On donne dans un triangle l'angle qui a pour som- 


1 


met À, la hauteur h relative à ce sommet et le rayon R du 

cercle circonscrit. Calculer sin B, sin G, ainsi que les côtés a, b 

et c. Construire géométriquement les solutions . 
(Bacc. lettres-math., Paris, mars-avril 1899.) 


Des relations 


0 b fe 
in 4 NBC 
on déduit a = 2R sin À, S 
: VUS 0 « EL . 
sin B= 35 sinC= >K | 


Il suffit donc de calculer les côtés b et c. Pour cela, rempla- 
cons dans les deux relations | 
a? = b? + €? — 2bc cos À, * 
ah = bc sin A, L 
a par sa valeur 2R sin A; il vient 
D? + ca— 2bc cos À — 4R? sin? A, 
bé 2h R: 


, 
7 SES PES R 


ce qui peut s’écrire , 
b? + «2 — 4R? sin? À + 4R cos A, 
2bc = 4Rh. . ù 
On déduit de là par addition et soustraction, puis extraction 
des racines carrées, 


4 b+ 0 — VAR? sin’ À + 4RA(cos À + 1). 3 


b— c— + V4R sin À +4RAcosA—1). | 

On en conclut facilement les valeurs de b et c. Pour que ces 
valeurs soient acceptables, il faut et il suffit qu’elles soient réelles ; 
si elles sont réelles, elles sont évidemment positives (deux telles 
valeurs suffisent en effet avec l'angle A à déterminer complète- 
ment le triangle). On doit donc avoir À 

&R? sin? A + 4RA(cos À — 1,20, « 

ou, en divisant par lé facteur positif 4R(1— cos A), % 
: x + 


+ 















à } PR RTE 


. Ro A), 
ou h << 2R cos? cs 


Lorsque X = 2R cost À. ona b—c, etletriangle devient 





isocèle. 


Construction géométrique des solutions, — Dans un cercle O 
8 de rayon égal à R, on détermine la 
corde BC qui soustend le segment 
BDC capable de l’angle donné A, puis 
du même côté que le segment on 
mène à la distance À une parallèle à 
BC, qui coupe le segment aux points 
A et A’. Les deux triangles égaux 
ABC, A'BG satisfont visiblement à la 
question. 
Pour que ces triangles existent, il 





faut et il suffit qu'on ait 
h < DI — R +R cos À = 2R cos? er 
RE . (P. CAZEAUX.) 
[Ont résolu la même question : MM. E. Ardin-Delteil ; C. Billionnet ; E. Fou- 
cart ; F. Ladevèze ; Lamothe ; A. Pichon ; G. Tastet ; Veron ; Vial.] 


© 


PHYSIQUE ET CHINE 


4720. — On chauffe 45,5 d'acide oxalique bien sec avec de 
l'acide sulfurique concentré en excès. Les gas déqagés, desséchés 


… sur de la ponce sulfurique, sont entièrement recueillis sur le 

| mercure. On demande : 

4 1° Le volume total de gaz obtenu dans les conditions normales 

- de température et de pression ; : 

| 20 La nature des gaz dégagés et leur proportion dans le 
mélange. 

à Données. — 1° Poids du litre d'hydrogène dans les conditions 

3 normales, 0,089 ; 

È Poids atomiques : C = 12, 4, O = 16, 

à 2 ou£équivalents : C—6, H =1, (es: 


(Bacc. lettres-sciences, Aix, juillet 1899.) 


L’acide oxalique chauffé avec de l'acide sulfurique concentré 
en excès se décompose totalement en eau, oxyde de carbone et 
gaz carbonique suivant l’équation 

CO*H? — H°0 + CO + CO2. 
90 ST AU TE | 

La ponce sulfurique retenant l’eau, les gaz dégagés sont l’oxyde 
de carbone et le gaz carbonique. 
| Calculons séparément d’abord le poids, puis le volume de cha- 

» cun de ces gaz fournis par 45",5 d’acide oxalique. 

4,5 >Q28 
90 

4,5 X 44 
90 

_ D'un autre côté, les poids moléculaires des deux gaz étant 

. proportionnels aux poids de volumes égaux de ces gaz, le poids 


0,089 >< 28 
2 


EL 


Le poids de l’oxyde de carbone est 2e 4er 4 


Le poids du gaz carbonique est ie VS 


= 161,246, 


et le poids d'un litre de gaz carbonique pee 


_ d'un litre d'oxyde de carbone est 


117,058. 





à ne dl 7 
LA A CRE | Ta 








| On a, par suite, pour le volume de l'oxyde de carbone, 







D = 


.… 
11,123, , et pour le volume du gaz carbonique, 





— Alit 49 
L 068 HO 


Le volume total est donc de 21,246 et les deux gaz occupent 


des volumes égaux dans le mélange. 
* (M. BRUN, à Aubenas.) 


[Ont résolu la même question: Mie G. Oddos ; MM. L. Audoyer; C.Billionnet; 
J, Crétinon ; M. Cry; H. Duchesie ; Duvergé ; G. Foucry ; M. Gondran ; 
J. Haag ; R. Henry ; Hugonnier-Ginet; H. Juiien ; Lajouanine ; A. Lecoutour 


H. Lévy; David Lwow ; A. Mateescu ; Mengailhou ; P. E., à Vielmur : 
A. Pequignot ; M. Petit; Remondet ; Royer ; A. de Saint-Gabriel ; Vialaret.] 
4724. —"Une lentille convergente O et un miroir sphérique 


concave S ont pour axe commun la ligne OS. La lentille a une 
distance focale de 10%. Le niroir a une distance focale de 2%, La 
distance OS entre le miroir et la lentille est égale à 8®. L'axe OS 
du système optique étant dirigé vers le centre du soleil considéré 
comme objet infiniment éloigné, et les rayons tgmbant d'abord sur 
la lentille Ô, on demande : 

19 De construire l’image du soleil dans ce système optique et de 
tracer la marche physique des rayons lumineux ; 20 de calculer 
la distance de cette image au point O. 

+ (Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1899.) 


1° L'image du soleil se forme sur l’axe principal. Il suffit done, 
pour construire cette image, de tracer la marche d’un rayon 
quelconque ; le point où le rayon réfléchi par le miroir coupe 
l'axe OS est l’image du soleil. Considérons un rayon tel que RL 





qui rencontre un des bords de la lentille : il se réfracte suivant 
LE (F étant le foyer de la lentille), à 2 en arrière du miroir. Ce 
rayon coupant en E le plan focal principal du miroir, se réfléchit 
suivant MI, parallèlement à CE, qui est l’axe secondaire corres- 
pondant au point E. Donc l’image du soleil est en I. 

La construction précédente montre que tous les rayons reçus 
par la lentille sont contenus après réfraction dans le cône LFL, 
et après réflexion sur le miroir, dans le cône MIM'. 

_20 L’équation âux foyers conjugués applicable dans ce cas est 


LE: ALES 
PACS UE 
Or p ou SF = 22: ‘On à donc 
4 $ I ns “ 
A Mr Ame EN: 
d’où D 
Par suite, I0= 8-12, 


(Maucez PETIT.) 


[Ont résolu la même question : MM. Billionnet : E. Bon ; Briet : M. Coleil 
M. Cry ; Debenest ; Haag ; R. Henry ; Hugonnier-Ginet ; Lajouanine ; David 
Lwow ; Ménielle ; A. Meynier ; P. Noël; Pequignot ; A. de Saint-Gabriel ; 
A. Sainte-Laguë ; A. Sauvageon ; G. Sinoquet ; Vien; Gillard.] 
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© CONCOURS DE 4899 uit) 


ÉCOLE MILITAIRE DE L'ARTILLERIE ET DU GÉNIE 


(VERSAILLES) 


Division de l’Artillerie et du Génie. 


+ 
(Candidats de l'Artillerie et du Génie.) 
Arithmétique. 
[. — Exposer la théorie de la multiplication et de la division des 
fractions ordinaires. 
1. — Décomposition d’un nombre en facteurs premiers ; définition 
et recherche du plus petit commun multiple de plusieurs nombr es. 
Il. — Démontrer que le produit de trois nombres pairs consécutifs 
est divisible par 48. 
IV. — Un cheval peut traîner une voiture contenant un poids de 
1 00e :; sa vitesse est de 4km,250 par heure ; il faut 12 pour charger 


la voiture et le même temps pour la décharger. Le prix de la journée 
de 10n est de 3fr. Calculer le prix du transport de 2 500®c de terre à une 
distance de 850%, sagnant que le mètre cube de terre pése 12008. 





(1 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2) 
Algèbre. 
[. — Simplifier l'expression é 
0 NIUE ” 
352? + 13x — 12 
IL. — Résoudre le système d'équations 
AH ANS 
RAT (9: 
LIN L'OPLAS 
PONT UN 
Hi. — Etablir la formule des intérêts composés, le temps de place- 
ment comprenant une fraction d'année. 
IV. — Calculer les dimensions du cône de volume maximum inserit 


rayon donné R. 
(2 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 


dans une sphère de 
L 4 4 . 
Géométrie. 


I. — Tracer une droite qui soit moyenne proportionnelle à deux 
droites données. 


IL. — Construire un triangle isocèle connaissant son périmètre et sa 
hauteur. 
HIT. — Un tronc de prisme triangulaire est équivalent à la somme de 


trois pyramides ayant pour base commune l'une des bases et pour som- 
mets ceux de l’autre base. 
IV. — Etant donnée une sphère, trouver son rayon par une construc- 
tion plane. 
(5 décembre, de 1 h. 1/2 à 5 h. 1/2.) 


Trigonométrie. 
I. — Transformer en produit la somme cosp + cos q ou la diffé- 
rence COS p — COS q. , 
ÏT. — Résoudre le triangle 
a = 872,35, B=55124/3280) C=,98°35%419;7. 


(Trigonométrie et Topographie, 6 décembre, de 7 h. 1/2 à 11 h. 1/2. 


© —— —————— 


QUESTIONS PROPOSÉES 





4781. — À désignant un nombre entier quelconque, D et D’ dési- 
gnant les différences de ce nombre avec les carrés qui le comprennent, 
montrer que A—DD' est un carré. 

(R. Bouvaisr, école Sainte-Geneviève.) 


4732. — Discuter le système d'équations 
DÙ Sy + D + TP + y = m, 
HU = XTY. 
(A. SainTE-LaGur, lycée de Bordeaux. } 


108 qu ‘il est inscriptible ; Fr 
29 qu'il est circonscriptible ; 

3° que son périmètre est 2p ; 

49 que le produit des diagonales est Æ? ; 

ÿ° que l'angle aigu des diagonales est x 


4734. — La formule de Brassine 
6VR — Vols — aa'](s — bb'\s — cc), 
aa'+ bb’ + cc' — 25, 
dans laquelle a et a’, b et b', c et c’ sont les couples d'arêtes opposées 
d'un tétraèdre, V le volume, R le rayon de la sphère circonscrite, peut 
se déduire par rayons vecteurs réciproques de la formule 


S = Vp(p — a)(p—b)(p — c). 
(La formule de Brassine est Aer: pour l’espace, de la FOF HUE 
plane abc = 4RS.) 
(G. FonTExÉ.) 


4735. — Généralisation de la question 4717 : si un polygone de 2n 
côtés est inscrit dans un cercle, le produit des distances d'un point de 
la circonférence aux côtés de rang pair est égal au produit des distances 
de ce point aux côtés de rang impair. 


4736.— F et F' étant les foYers d'une ellipse donnée et M désignant 
un point de cette ellipse, on considère les deux cercles tangents aux 
trois côtés du triangle MFF' et dont les centres 0:, O: sont situés sur la 
tangente en M à l’ellipse. Démontrer que, lorsque le point M se déplace 
sur l’ellipse considérée, les deux points 0:, 0: décrivent respectivement 
deux droites dont on indiquera la position par rapport à l’ellipse. 

(Bacc. lettres-sciences, Toulouse, juillet 1899.) 


4787. — Etant donnés un point O et une droite A, on joint un 
D. M du plan au point O par une droite 
qui coupe À en P, et on prend M', conjugué 
‘de M par rapport à OP. 
1° Démontrer que si M décrit une droite D, 
M décrit une droite D'. Montrer que les 
droites D perpendiculaires aux droites D’ cor- 
respondantes sont tangentes à une parabole 
qui à pour foyer 0 et pour directrice A. 
20 Démontrer que si M décrit un cercle, 
M' décrit une courbe du 2° degré; reconnaitre la nature de cette courbe 
d'après la position de GC dans le plan. 
3° Trouver la condition nécéssaire et suffisante pour que, M décrivant 


un cercle C, M’ décrive le même cercle. 





4738. — Un baromètre a 1 de longueur au-dessus du mercure de 
la cuvette et 1° de section intérieure. Il renferme une colonne de mer- 
cure de 02,760 de hauteur et la température est 0°. On introduit dans 


la chambre de ce baromètre 1° d’air mesuré dans les conditions nor-. 


males de température et de pression, et on demande : 

1° Quelle sera la densité de l'atmosphère qui surmontera la colonne 
de mercure ; 

20 Quelle sera la hauteur barométrique observée ; 

3° De combien il faudra enfoncer le tube barométrique dans la cuvette 


pour que la densité de l'air qu'il contient soit égale à celle de l'air 
extérieur. 


(Bacc. lettres-sciences, Cäen, juillet 1899.) 


4759. — Un vase cylindrique A de 1" de hauteur et de 10° de sec- 
tion porte à sa partie inférieure un tube latéral B de 

A B section négligeable qui s'ouvre dans l'atmosphère au 
niveau même de la base supérieure. Ce vase contient de 


l'air sec et du mercure qui remplit le fond du vase et 


tout le tube B. A 0° la hauteur occupée par l'air est de 
50cm et sa pression de 125cm de mercure..On porte tout 
le système à la température de 200° et l’on demande : 
1° Quelle sera la hauteur occupée par l'air ; 
2° Quel poids de mercure se sera écoulé par le tube B. 
Densité du mercure à 0°, 13,6 ; 


1 
Coefficient de dilatation absolue du mercure, 3560 ; 


1 
Coefficient de dilatation de l'air, TR 
On négligera la dilatation du vasé. 
(Bacc. leltres-math., Poitiers, juillet 1899.) 


Henry VUIBERT. 
Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Dir. 


Le Rédacteur-Gérant : 


4733. — Calculer les côtés et + di d'un qu dril atès FU chau 
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NOTE SUR QUELQUES IDENTITÉS 


par M. C. Rech, professeur au lycée de Lons-le-Saunier. 


I. — Considérons #7 nombres différents a, b, c, 
Formons le polynome de degré m 
flæ) = (@œ— a)(x — b) ... (x —1). 

Désignons par f'(x) le polynome obtenu en faisant la somme 
des quotients de f{x) respectivement par (x—a), (æ—b), ..., 
(æ—l); autrement dit, posons 
f'(œ) = (x — db)(x,— c) ….(æ@ — 1) + (x —c)(x — d) ... (xœ — 1)(æ— a) 
S +... +(x— a)... (æ—k). 
en y faisant successivement x égal 


SRE 


f'(«) est de degré (m—1); 
à a,b,. .,1l, on obtient 
fa) = (a—bj(a —c) ... (a — UP 
“ f'\b) = (b— c\b — d) ... (b—1)(b — a), 


SN a Re Er Rs Teen alhenpie Mer Let D te le ge 0.110 


ÿ ; fl = (1— a) — 0) ... (1—k). 
Considérons d’autre part un, polynome arbitraire de degré 
P (nm —1) x 
À g(x) —= A ar js Asa? + ... —+- À, 7 —+ À rte 
Si on forme le polynome de degré (m—1) 
SE le — bite —) re (el l) = te — be — 0) . (& — 1) 
+ Pa Le — c)... (x —1)(æ —a) +... + En (æ — a)(x—b)...(x—l), 


ce polynome prend respectivement pour x = a, æ—b, ..., 
æ —.Ù les valeurs o{a), o(6), ..., o(l), c'est-à-dire les mêmes 


; valeurs que o(x) ; ces deux polynomes de degré (m—1), égaux 
pour » valeurs de #, sont donc identiques et l’on peut écrire 
3. __ s9(a) x — b X — \ ‘ OT, 
A o(æ) Es f'ai! (x Cj +... (æ }. 
| Æ Les coefficients de La plus haute puissance de + dans les deux 
+ membres sont identiques, c’est-à-dire que l’on a 
… e  2(a) = À 
à f'\a) 0 
on A - ant LAS amn—? + A 5 Î a, 
VS 5 RS TETTE Sa ve MAL TT X = . 
| fia) fa) flan 
On en déduit immédiatement les identités suivantes, appelées 
. identités d’'Euler 
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Exemple. — Prenons m—3; on a les identités 
1 1 ( 
(a — b)(a — c) 4 (b — c)(b — a) 1 (c — a)(c — b) ee 
a de b sa (a LE 
ae bande ac À 
a? vi b° cè 
lab —c) Wa) tC—ax=0  !: 
Il. — Onaïidentiquement f(a) = 0, fb)=0, ..., fl) = 0; 


par suite, F{x) étant une fonction quelconque prenant une valeur 
déterminée pour chacune des valeurs de x 








Pier On ie VIRE ANS Va = L: 
on a 
fa) _, 
1'Alera* 
LLC) _, 
fase 
FER), 
d'où, par addition, | 
 /a)F(a) : 
FREE (2) 


Sinous désignons par 
des nombres a, b, 


(— 1)'p, la somme des produits n à n 
..., d, C'est-à-dire si nous posons 


a = — pi, 
Sab = + pa, 
EN Pen A à ; 
ab... = (1, 


le polynome f(x) peut se mettre sous la forme 
fe) = 27 + part por? +, Hp 1T + Dm, 
et par suite l'identité (2) sous la forme (2/) 








aF(a) am1F(a) am—2[F{a) 
D + PE ——— + pi ——— 
Fa) fer ET te) 
Fa) 
+ mn 7 == 0. à 
Enr) @) 
En particulier, prenons F(x) = x" (nr entier algébrique) ; on 
obtient 
ann am+n—A am+n—2 a 
En HN Hp + ce pri = 0. 
HO RRREUTRPE net Hp) 
En faisant successivement n — 0, 1, 2, . 
n=—1,—9,, 


et en tenant couple de (1), on obtient les deux séries d’identités 
/ 
SES + pi = 0, 


” fa) 
4 a+ l an 


PS 77 NE VE + È —— 3 = 0, 
l'a) PP TE 


+ 





*, 











{ 
mn FAT TE SF 1 
PR apte) 





{ 
Mo SA + # ox 
MU TE TT EE à 


Il 


Ces formules permettent ainsi de calculer de proche en proche 
a? 


fa) 
symétriques élémentaires 74, ps, .. 
(p entier algébrique). 

Exemple. — Prenons m = 3; on obtient les identités 





les fonctions symétriques x en fonction des fonctions 


.; Pm des nombres à,b, …., 1 


a° b? c? é 
ae Got een +7 
RES FRA R RE DU —=(a+b+c)}—(bc+ca+-ab) 
(a—b)(a—c) (D—c)(b—a) * {c—ajc—b) d 


il 1 À 1 


b(b—c)(b—a) Tea) 0) abc’ 





a(a—b)(a—c) 

















l l Æ 1 _ bc+ca+ab 
aa ba —0 | b{(b—c)b—a)  cc—aj(c—b) ab? 
Application. — Considérons d’abord le polynome 
(x — a)" ni 77 
Le — an far naxnTIT - + 
f'{a) ras (a) f'{a) 
Lx a au 15 2 
+ (— 1} AinxY 2 D} - : 
f'(a) f'(a) 
Pour n<m—il, ona SU PR = 0; 
f'(a) 
x (æ es ajn= Il : 
_— Nn=Mm—t, — XL —— = (— int; 
Fa) APS 
4E — a)" 
MNT 1 EE ——— = — fplinx 
Fa 
sÈ (— 1)" 3e. 
Exemple (*). — m — 3. 
(@œ — a) (œ — b} (2e) ea 
(u—b\(a—c)  (b—c(b—a). (c—akc—bd) — RAS EC 


d'où 
(æ — a)(b —c) + (x — b}(c— a) + (x — cha — b) 
+ 3æ(b — ch(c — a)(a — D) = (a + b + c)(b— che — a)(a — bd). 
Considérons maintenant un polynome quelconque, g{x) de 
degré m 
g\x) = 092 + aa 
on à, d'après ce qui précède, 


+ AmA41X + Am ; 











ae . &) Ep $ (be a)" te ë . ie FX Le 1 
Die era = 0e es; tre D 
fa) fe) ee) 
= Lies 
4e mie = Af(— 1) me + (— 1} a] + (— 1} ta, 
c'est-à-dire 
G 
ee PS PRG = (— 1} [mass — a,5a + a). 
III. — Reprenons 
fx) = (@ — b\(x — c) ... (æ — 1) 
/ 
+(&—c)...{(x —lx—a)+ ...+(xæ—a) ...(æ—kh), 


Si nous développons le second membre, nous obtenons 
f(x) _ mani + (m ES 1 )paa”t? | {im HER 2)poæm-3 —- IQ + Di ; 


d'autre part f'(æ)= > f()., 
nt 
Or LCR = gi + (a + ) M2 9 $ 
VAR, N PAC a (a —- api + p2)æ"- 


+... ani pe 
RE D RER 
(*) Éducation Mathémalique, 1% décembre 1899, question 394. 


. + Pm-1) ; 





L. Richard ; S. N., à Châlons ; nt à SA Tumerelle ; 


: ; + (ré dr PiSa + mp 3 _ 
On a donc l'identité { 





é ! È 28 0 À / a 
man (me — 1)paar? + (m — apr + + Pnii IR 


= mani g (Ea + mpihamr? +, 
SE (sam + pan? +. 
on en déduit les identités suivantes : ; T . 
Z2a + p, = 0, ; du 
Za? + pi2a + 2p2 = 0, 


. . . . . se Ts Nue . . . SITE . . , COR 2: #46 . 


(23 
Dot + piZam? Von ea +(m Ex 1 )Pn1 =: 


Ce sont les formules de Newton, permettant le calcul de Za, 


., Za“1 en fonction de’ p1p2 . .. Pm=1. 

Considérons l'identité (2); prenons pour Flx æ)#1e polynome 
a"f'(x) (n entier algébrique); on aura l'identité 
Zantn L pagaranrt + ,,,. + pmEa = 0; 
en faisant successivement n = 0, 1, 2, 

n = —À, Los 
on obliendra des formules donnant les sommes des puissances 
semblables positives ou négatives des nombres à, b, ..., L. 


Le sens 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE FONTENAY-AUX-ROSES (1899) 


L 





4670. — Les nombres entiers a, b, c étant PP de DNS 
entre eux deux à deux, prouver que les deux nombres 
axXb+bKc+cXa et d'CQUEE 
sont premiers entre eux. : 


En effet, siles deux nombres ab—+bc+ca et abc n'étaient 
pas premiers entre eux, ils admettraient au moins un diviseur 
premier p autre que.i. p divisant abc diviserait l’un des facteurs 
a;b,c, a par exemple; par suite, p diviserait la somme 

ab + bc + ca 
et l’une de ses parties ab+ca;  p devrait alors diviser l’autre 
partie bc, c'est-à-dire à ou c, ce qui est impossible, puisque par 
iomess a est premier avec à ou c. SL 


.. + mp4) ME 


Les nombres ab+bc+ca et abc n'ayant ainsi aucun fac. 


teur premier commun sont bien premiers entre eux.. 
(A. LEGOUTOUR; école primaire supérieurs de Saint-Lô.) 


Remarque. — Plus généralement, si on à n nombres pre-. 
miers entre eux deux à deux, le produit de ces nombres, et la 
somme des produits de ces nombres pris n — 1 à,n—1, sont 
premiers entre eux. ki ; 


{Ont résolu la même question: MM. V.Barol; R. Bazin; C. Billionnet; E. DAS 
E. Ghaineau ; KF. Clabault; J. Collin ; J. Cougnoux ; Croze ; H. Debenest : 
0: Destouches ; ; Donnadieu ; Duvér gé ; Faga; J. Fiton; Foucry ; E. Fourmon : 
; Are P. Givry ; M. Gondran : BR. Henry : 2 Jacquet ; ; Janôis : H.. Julien : 

Lajouanine ; Laleseu ; J. Lamotte ; A. Larcher ; J. Lehmann: D. Lwow : 
B. Mathé ; J. Maury ; J. Ménéchal ; Mouzon ; A. Noyelle ; L. Ollié ; P. Ca, à 
Peumerit- les- Bains ; P. Ex à Vielmur: Pequignol : ae Pichon : É P: “PIisson ; 2 


. * 
: ‘ 





4674. — Sur les côtés d'un angle æAy on rte Den 


gueurs variables, AM, AN. On trace MP perpendiculaire à Ax 
et NP perpendiculaire à Ay. Ces droites se rencontrent en P. 
En supposant P à l'intérieur de l’angle xAy, prouver que si la 


E. Vaunac.] + 


|” NPA 


in. ve 
















PAG: Lt "Sas VTT ANS 7, 





Mr»! 


ment CC”, 


à l'intérieur de l'angle, et comment il faut la 


géométrique du point P? 


Première solution, — Soit M, N’, P’ une seconde position 
des points M, N, P. Je dis que si 
rè l’on a 
AM+AN—AM + AN’, (1) 
on à aussi 


PM+PN = P'M' + P'N. 

En effet, si l’on mène les paral- 
lèles PI, P'T à Ay, Ax, on a 
AM-+AN — AM —MM+AN'+ NN, 
ou, en tenant compte de la rela- 
tion (1), 

MM'—= NN’, ou PIE BI 

Donc les triangles rectangles P'IP 
et PIP’ sont.égaux comme ayant deux côtés égaux. Par suite 





P= PE, 
ou + MP—MP'= PN'—PN, 
ou ; MP + PN = MP’ + P'N": 
: AUS Taie 


Comme PPT — PI, le triangle POP’ est isocèle, de sorte 
que la droite PP’ est perpendiculaire à la bissectrice de l’an- 
gle. æAy dont les côtés sont parallèles à ceux de l'angle POP". 
La droite PP’ est alors déterminée par le point P’ et constitue 
le lieu du point P. + 

La démonstration précédente n’est applicable qu'autant que le 
point P est intérieur à l’angle æAy et se projette sur les côtés 
Ax, Ay. - 

Par suite, lorsque l’angle xAy est aigu, le lieu de P est limité 





à ja portion BC interceptée par cet angle ; quand l’angle xAy 
est obtus, la portion utile du lieu est comprise dans l'angle B'AC 


4 formé par les perpendiculaires en À à Ax et Ay. 


En se rappelant qu’un segment quelconque change de signe en 
passant par zéro, on en conclut que pour un point P: du seg- 
on à 


AM: + AN: = AM+ AN, P3M; — PN; = PM+PN, 


et pour un point P, du segment CX, 


AN: — AM» = AM +-AN, PeMo — PNe — PM+PN, 


Fe et nue respectivement, la somme PM PN demeure 
| également constante. Examiner si la proposition est encore vraie | 
_ quand P n'est pas 
modifier quand elle cesse d'être vraie. Enfin, quel est le: lieu 


4 à 1) a 
RS SONT OR TS 
# Cp CARTE 





HRANSES" SM ES 

relations d’ailleurs faciles à vérifier 
directement. | 

En étendant ces résultats à chacun 
des trois autres angles déterminés par 
les prolongements de Ax et Ay, on 
reconnait que les points P pris sur les 
segments BC, DE et leurs symétriques 
par rapport à A sont les seuls pour les- 
quels les sommes 


AM+ AN et PM + PN 
sont constantes en même temps. 
(J. COUGNOUX, école normale de Tulle.) 


Seconde solution. — Pour ‘figurer géométriquement les é 
. sommes AM+AN et PM+PN, prolongeons AM d’une 
N, longueur AN, — AN et MP 


d’une longueur PN: = PN,. 

En remarquant que les 
droites NN, et NN: forment 
une seule et même droite 
parallèle à la bissectrice de 
l'angle xAy, on voit que les 
deux sommes représentent les 
deux côtés de l’angle droit du 
triangle rectangle MNiNb. 
Comme ce triangle reste sem- 
blable à lui-même, le rapport 
MN: 
que si l’un des côtés est constant, il en est de même de l’autre, 





est invariable, de sorte 


. ce qui justifie la première partie. 


Pour trouver le lieu de P, il suffit de remarquer que MN: 
étant constant, N° décrit une parallèle XY à Ax; par suite, le 
lieu de P est la portion BC de la bissectrice de l'angle ABX. 

En examinant le cas où P est extérieur à l'angle xAy, on re- 
trouverait les résultats déjà obtenus. 


(Maurice PETITJEAN, collège Chaptal.) 


Remarque. — Si on admet que les segments aient des valeurs 
algébriques dont les signes correspondent aux sens, lorsque 


AM + AN PM + PN 
lieu des points tels que PM+PN soit constant est une droite 
entière. On obtient les quatre droites dont on a trouvé des 


segments dans les solutions précédentes, en prenant toutes les 
combinaisons de sens possibles. 


est constant on a toujours constant. Le 





[Ont résolu la même question : MM. G. Armaingaud ; Billionnet ; E. Bon: 
J. Bourrec; à R. Bouvaist; F.Clabault; Croze; H. Debenest; Duvergé; A.Faga; 
J. Fiton ; G. Foucry ; E. At US Gillard ; R.Henry : Jacquet ; Janois ; . 
He Julien ; Lajouanine : Lalescu ; Larcher ; Lecoulour : J. Lehmann :: à 
E. Le Maigre ; D. Lwow ; J. Ménéchal : J. Nebbia ; R. Noguès ; A. Noyelle : 
L. Ollié; P. C., à Peumerit-les:Bains; P. E., à Vielmur; L. Palin ; Pequignot; 
L. Richard ; H. Rimbaud ; $S.N., à Chàlons; Sainte-Laguë ; Tumerelle : 


E. Vaunac.] 
———————— — 
ALGÈBRE er 


4676. — Calculer les côtés d'un trapèze sachant : 

1° que ces côtés forment une progression arithmétique ; 
20 que le périmètre du trapèse est ?p; 

3° que sa surfuce est m°?. 


Es 4 L À PRET AREAS CPY 








soient æ, y, :, u, il faut et il suffit 


MUR OU D qu'on puisse construire le triangle 
ABE ayantpourcôtés y, 3—x et u, 
y ve ce qui nécessite qu'on ait 
[y—u| L3— x <y+u. 
BH z E © La différence 2—x des deux 


bases devant ainsi être supérieure à 
la différence des deux autres côtés, ces bases représentent forcé- 
ment les termes extrêmes de la progression arithmétique. On 
. peut donc poser 

Y=R Er, u — x + 2?r, s= XHSr. 

En égalant le périmètre du trapèze à 2p, on a comme première 
équation ” 
2x + 3r = p. (1) 
En menant la hauteur AH du trapèze, on a d'autre part, 


1 
pts 


A 


3)AH = m°; 
or, dans le triangle ABE, on a 


an — MP = 


à 





3—&@ 
p' désignant le demi-périmètre du triangle, qui est ici 
; VERS ROU 
DE + 3r. 


La seconde équation du problème est donc 


e = Ve + 3r){(x + 8r — y)(2x + 3r — 3){x + 3r — u) = m°, 








= 
# 


ou (2œ +.3r)V2x(x + 3r) — 3m?, (2) 
De l'équation (1), on déduit 
3 
unie" 


et, en portant cette valeur dans (2), 


À 
3 
pV/(p— 3 PT AE 3m?, 
18rn? 








ou p? — 9r? — 


? 
d’où, en laissant de côté la valeur négative de y», 
Re. pi — 18m 


3p 
Cette valeur de r n'est réelle que si l’on a 


p* > 18m", ou m2 < pv : 


ce qui fournit un maximum de la surface pour une valeur donnée 
du périmètre. Dans ce cas particulier, r —0Q et le trapèze devient 
un losange. 

En portant la valeur de > dans celle de x, on obtient 





JL PES D PEUR EISmie 
16E °] À. 2p 3 

x 302 — pt — 18m? 
puis pe cr = PE 
ü = © + 9r — 3p° 30? + ÿp' — 18m*+ 
7 6p ; 

RE y UN CNE NC 

= 5 ; 


Ces valeurs satisfont d’ailleurs aux conditions de possibilité 
d’un trapèze. 
(A, DE SAINT-GABRIEL 3) 


Remarque. — L'équation (2) a été obtenue en supprimant un 
facteur > qui apparaissait au dénominateur et au numérateur 
dans le premier membre de l'équation précédente. Or si On sup- 
pose 7 —0, le trapèze considéré est un losange de périmètre | 





Pour qu ‘on puisse former | un nn dont ls côté conséen its 







2p et de surface m?, 





; 2 
et le losange existe si A L, c'est-à-dire si m?< Le. 


2 [9 ent 100 
Donc si me V2 on a deux solutions, dont l’une donnée 


2 44 
; N 3 UE 
par un losange; si 2, on à une solution seu-. 


Pa nee 


lement, donnée encore par un losange. 


{Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoit; C. Billionnet ; Croze ; | 
Haag ; J. Hébré ; R: Henry; Hugonnier- -Ginel ; ER Janoïis ; A. Jouff ffray ;« 
H. Julien : Lajouanine : D. Lwow ; J. Ménéchal; À. Sainte-Lagué : C, Soulas; 
C. Vanier.] ; 


4699. — On nn dans : un triangle deux côtés b et ver a 
bissectrice l de l'angle A. On demande : 

1° La condilion pour que le triangle existe ; 

20 L'expression de la surface du triangle. 


+ ? | 
1° Calculons le troisième côté a du triangle. Deux théorèmes 
sur la bissectrice donnent ” + 


« 


c bn 264 7eR 
À ’ bc = + BD.DC.- (2) 
Remplaçons dans (2), BD et DC par leurs 
valeurs tirées de (1); il vient L 4 
B Dre | abc ; 
DO Ga ; 
Nr VAS 
d’où a RER AREA Le P), és 
Pour que cette valeur de a? convienne au problème, il fautet . 
il suffit que l’on ait + 7 à {a 
(b— ch < ef < (BCE OR 
ou bc(b — 0}? << (db + c){bc — E?) << bc(d +c}. fr è 
La seconde inégalité est évidente ; la première peut s'écrire 
(b+ c}22 << bcl(b + c)? — (bd — c?), ‘ 
2bc 
ou RS EE ES er 
20 Ecrivons la formule connue Ù r 


S + ao ++ aie a— ia bd 


+ 


en mettant en évidence les termes en a?; il vient 


= MCE la, à 
ou, en tenant Re de la valeur de a? trouvée plus haut, 
ra NE E(b + cp 
KT F be bc L 
CRE Re mme +P. Ê 
| &bc 
Si l'on écrit que cette valeur de $ est MATE on retrouve la 
condition de possibilité obtenue plus haut. 


+ - 


Remarque. — On peut encore déduire cette 
condition de la construction géométrique du 
triangle. Cette construction se ramène ici à celle 
du triangle isocèle ACE dont la base 

CE — 1(b+c). | 
Ce ; an 
doit être inférieure à 2b. ” cr 
(Vicror BAROL, à Vallauris). 





R, Barthélemy A 
Me Cry 


{Ont résolu la même question : MM. Arnaud ; L..Barberot ; 
J. Chemineau ; 


.G. Billionnet ; H. Blanc ; C. Bourvéau ; R. Bouvaist ; 











F à QhS 1 HER PDT RENE. Le VIOL bi: ! 

; G. Foucry ; E. Fourmon ; J. Germa ; P. Givry : M. Gondr 
4 . He ; Hugonnier-Ginet ; A. Jouffray ; H. Jul 
coutour ; H. Lefèvre ; Le Moal ; D. Lwow ; M. B., à N 
Le Ollié ; Sinturel ; Sinoquet ; G. Soulas ; P. Thonet ; N. Vaslin ; L. Vevret ; 
Dauchy ; Lehmann ; G. Marcellin.]| + 


+ 


















» 4724. — Coupér une sphère de rayon R par un plan AB de 


delle sorte que le volume du secteur AmBO soit une. fraction _ 
du volume du cylindre ABB'A'. 

4 (Bace. lettres-math., Besancon, juillet 1899.) % 
. Calculons la distance O1 = x du plan AB au centre O0. 


Le volume du secteur sphérique A»BO 
est 


Ve À rRml, 


et celui du cylindre ABB'A 


n 22 


in: COR ARTE 


Ve rAL ml. 


La condition Ve devient donc 





2 Al 
LE . 3 n 


4 en remplaçant Al par R?—2?, 


EE" 


+R? = R?— 2, 


s=+Rÿ/1- 27. 
à 3 


. Pour que x soit réel, il faut et il suffitque » <>. . Dans 


d'où l'on tire 


Én 


ce cas, les deux valeurs de x, égales et de signes contraires, sont 
isiblement inférieures à R en valeur absolue. Elles déterminent 


eux plans AB symétriques par rapport à O et répondant tous 
deux à la question. 






















3 
Lorsque n — 3’ #0; les deux plans précédents se 


confondent en un seul passant par le centre de la sphère O.. 
(Micaez BRUN, pensionnat des Frères maristes, Aubenas.) 


N.-B. — La plupart des solutions reçues sont incomplèles, parce que leurs 
auteurs négligent ou rejettent la valeur négative de r. 


= [Ont résolu la même question : Mike G. Oddos; MM. d'Amphernet: Armaineaud : 
E. Bon ; Boyer; aure ; Douvillé ; Delaire ; Duvergé ; J  Hébré É pr PATAUR 
J. Lehmann; Le Moal; Marot; Meynier; Nicod ; R. Paucot : A. Sainte-Laguë ; 
À. de Saint-Gabriel ; L. Thiébert ; L. Ollié.] “HE 


LUE ESRI ER ER 


GÉOMÉTRIE 


 ——_——— 


* 


4710. — Dans un parallélépipède rectangle ABCDA'B'C'D’, es 
tés AD, AB, AA’ sont respectivement les côtés de l'hexagone, du 
arré, du triangle équilatéral, inscrits dans un cercle de rayon ÈS 
19 Calculer le volume V et la diagonale du parallélépipède ; 
20 On fait tourner le rectangle AA'C'C passant par les arêtes 
pposées AA’, CC’, autour de la parallèle menée par A! à la dia- 
onale AC'; calculer le volume N' et la surface S' du solide 
inst engendré ; 

3° Calculer R par logaritlimes sachant que NV — Ome,034786 ; 
rettre tous les calculs, | 


(École des Beaux-Arts, section d'architecture, 1899.) 






PP r FO RES ER ARTE el LE +: 
19 Le parallélépipèd! idéré our côté 
(bn; Lajonanine | RL parall épipède considéré a pour côt 
LV. ; R:Manen ; 









surf. AC — FRIC + a) se 


et l’apothème sont respectivement 


d : AU \f E *Eg r 
F1 oi 0 os! à OPEN ER UN Ce : Pher 
Ch eh: M | À 7 16) PE ET A n NE PUY E2 

à h ‘ SA | y 
< PACE AA a à 
| # L 





AD ERRUUNAR —"R "2" AN — RV3; ds 
par suite son volume est ; À 


V=RRV2.RV3 = RiV6, k 
et sa diagonale 
d = YR?+2R2 EF 3R = RV6. 
20 Comme 
AC = VAD' + AP = R/F = A4, 
le rectangle ACC/A’ est un carré. 


Menons par le sommet A! une parallèle XY à AC et soit D 


la projection de À sur XY. On a 
V' = 2(vol. ACA/D — vol. AA'D), 
S' — 2(surf. AC + surf: AA'). 

Or vol. ACA'D et surf. AC représen- 
tent le volume et la surface latérale d'un 
tronc de cône ayant pour rayons de base 

/ 


AD = = CA'= d, pour hauteur 


l LR 
par = _. et pour apothème ACG=Ry3 ; 





4 à 2h 
FRS dE RU 


2 


«2 a 5) RON ERIUS of. Re se 


ue 
2 


De même, vol. AA'D et surf. AA’ représentant le volume 
et la surface latérale d'un cône dont le rayon de base, la hauteur 


di RY3, on a 


9? 
ei 


2 2 


"9: 
In — 
vol. AA'D — Fr(5) de rRy 6, 


surf. AA’ = rRÿ3.-T — À rR?y2. 


En remplaçant dans V' et $’, il vient, toutes réductions faites, 


V' = 37rR:/6, S'— 12rR2y 2. 


3° On a, en prenant le centimètre pour unité, 


R3/ 6 — 34786, 


Mar eon 
R= 
V 6 





et, en effectuant le calcul par logarithmes, 


NS 1 
log R — + (1e 34 786 — on log 5) 


1 dr LEARN 
= (256110 — z 0; 181) 


3,19232 
3 
R = 2400, 91. 


— 1,38411, 


Remarque. — On arrive plus rapidement aux expressions de 
V' et S’ par l'application du‘théorème de Guldin. En effet, le 
centre du carré ACC'A’ décrivant une circonférence de rayon 


es = 

V'= AC xd = 37rR°ÿ6, 

Si = 4AC.Td = 197R2 2. 
(E. BAUDOUIN, instituteur à Longué.) 


[Ont résolu complètement la question : MM. A. Arcizet ; L. Barberot ; 
P. Besseige ; C. Billionnet ; Bussière ; F. Clabault ; F. Collard ; Cougnoux ; 
J. Haag ; G. Hamot ; R. Henry; A. Jouffray ;, Lajouanine ; D. Lwow ; 
A. Meynier ; L. Ollié ; Pequignot ; Pulle ; Roncaglia ; M. Royer ; A. de Saint- 
Gabriel ; E. Sinturel ; Taton ; Vachon ; N. Vaslin. à 

Ont résolu partiellement la question: MM. R. Bouvaist; T. Briet ; J. Cabrol ; 














Er Lits Var ‘+ le a PATES #5 Peer Lo M He N a de 
Cleuziou ; H. Damoiseau ; P. Debernard ; O4, Destouches ; Dt Vergé ; 

Foucry ; Julien ; G. Lallier ; Lecoutour ; M. B., à V.; R. Mouzon ; 
. Petit ; À, Sainte-Laguë.] k k vie ’ 
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x? 


4717. — Deémontrer que le produit des distances d'un point 
d'un cercle aux côtés d'un triangle inscrit est égal au produit des 
distances de ce point aux tangentes qui ont pour point de contuct 
les sommets de ce triangle. 

Soient ABC le triangle inscrit et A’B'C’ le triangle circonserit 
formé par les tangentes au cercle en A, B, C. 

Projetons un point 
M du cercle en a, b, c, 
a, b',c' sur les côtés 
de chaque triangle. Il 
faut démontrer que 
Ma.Mb.Mc 

= Ma .Mb'.Mc’. 

Joignons M aux 
points A, B, GC. Les 
triangles rectangles 
MA, MBc ayant les 
angles A, B égaux 
(même mesure) sont 
semblables ; donc 


B' 





Ma MA 
"Mc — MB 
De même MB? — MB 
Ma MC” 
Mc MC 
ss M6 — Ma: 


Multiplions ces trois égalités membre à membre; il vient 
Ma'.Mb'.Mc' 


Mo.Ma.Mo — ” 
ou Ma.Mb.Mc = Ma'.Mb'.Mc. 
Gra. d'a: 
(D. TUISSUZIAN, lycée de Versailles.) 


On peut aussi déduire la relation de celle bien connue qui 
existe entre les distances d’un point d'un cercle à deux tan- 
gentes et à la corde joignant les points de contact. On a en effet 

Ma = Mo'.Me, Mé = Mc.Ma!, Me — Ma'.M': 
d'où, etc. | 
(HENRI PITRAT, à Givors.) 

Remarque, — Le théorème précédent s'applique à un poly- 
gone de » côtés inscrit dans un cercle; il peut se déduire d’ail- 
leurs d’un théorème plus général : si un polygone de 9n côtés 
est inscrit dans un cercle, le produit des distances d'un point de la 
circonférence aux côtés de rang pair est égal au produit des dis- 


tances de ce point aux côtés de rang impair. 

[Ont résolu la même question : Mie M. Degand ; MM. A. Amblard ; L. Artis; 
L. Audoyer ; V. Barol ; R. Barthélemy ; E. Bon ; G. Bourvéau ; R. Bouvaist ; 
T. Briet ; J. Cabrol; F.Clabault; Coleil; Coursan ; P. Debernard ; G. Delahaye ; 
A. Duclo ; Duvergé ; J. Germa ; J. Haag ; R. Henry; A. Huet; À. Jouart; 
Lajouanine ; A. Legros ; Lwow ; Matcescu ; L. Ollié; Pille; C. Reboul:; 
A. de Saint-Gabriel ; E. Sinturel ; N. Vaslin ; Vial; M. Brun ; Mengailhou.] 


4728. — Si AC est le plus grand des deux segments d’une 
droite AB divisée en moyenne et extrême raison, on a 
Tr 2 Thil pre 
(A démontrer géométriquement.) 







1 


| Premiére solution. 

















: | D F, A ga | 

Ve Dre : thèse. te Te ss ÿ 
FOR EPA RQ À AC = AB.BC. A ILS 
Ru F \ : Si on trace le demi-cercle de di 


LPS RARE NN mètre AB, il coupe la perpendiculaire 
B en C à AB en un point D tel que . 
| AB.BC — BD. PR 
Donc AG — BD. On en déduit x 
AB° = AC? + AD’, 
- BC — AC DC, 
et, en ajoutant membre à membre, {Su Al 
AB° + BC = 2AC° + AD° — DC — 20° + AC — 3AC. À 
La propriété subsiste également 
pour le second point C’ de la division 
N, de AB en moyenne et extrême raison. 
EE \ Ge point étant tel que ee 1 
ee SA AC° = AB.BC, ‘4 
PTT RON CRE on considère alors l'intersection D dun 
demi-cercle BC’ avec la perpendicu- 
laire en À à AB, et l'on a 
AB? + BC° = AC°— AD + AC + DOC —3A0E: 
(AT AMBLARD, à Saint-Flour.) 


AT DU 
0 
"A dr 
A gt 


_D 
PE 
pe 
EN 
| 
| 


Seconde solution, — Sur AB et BC comme côtés, construi- j 
sons deux carrés ABDE, BCEG,. 


one placés de part et d'autre de AB. Ils 
s’agit de montrer que la surface 
Y c formée par l’ensemble de ces deux. 


B carrés équivaut au triple de la sur-. 
face du carré ACIH construit sur. 
AC comme côté. Or en prolongeant … 
HI jusqu’à sa rencontre en, K avec 
BD, on obtient les deux rectangles. 


u K HEDK et IFGK, équivalents tous. 
deux au carré ACIH, comme nous 
allons le faire voir. En effet, 4 

E, D HE—CB—=IK, ED—=AB=IF;. 


donc HE.ED = CB.AB = IK.IF, À 
ou, comme par hypothèse, CB.AB = AC’, | 


HE.ED = AC = IK.IF. 4 

La surface considérée est ainsi décomposée en*trois parties. 
équivalentes à la surface du carré ACIH. à. 
CG. q-fd. 4 

(M. BÉGUÉ, école normale d’Auch) : à 


[Ont résolu la même question : Mie G. Oddos ;.MM. Armaingaud ; E. Bon ; 
Bourrec ; R. Bouvaist; L. Boyer ; F. Clabault ; M. Cry ; G. Delahaye ; 
Delaire ; H. Duchesne ; Dumont ; C. Durand ; Duvergé ; E. Fourmon ‘1 
R. Gamard ; F. Grenier ; J. Haag; E. Hélary ; R. Henry ; Janoïs; H. Julien ;" 
Lajouanine ; A. Lecoutour ; A. Le Moal ; T. Lemoyne ; H. Lévy ; B. Mathé ;. 
L. Maubeck; Ménielle; P. Michon; R. Mouzon ; Nicod ; J.'Négrétzu ; Noël ;. 
C. Passeron ; R. Paucot ; Pequignot ; Petitjean ; L. de Praneuf ; A. Sainte- 
Laguë ; A. de Saint-Gabriel ; Sautreau ; A. Sauvageon ; Sinoquet ; Soulas ;" 
H. Tellier ; Thiébert ; P: Thonet ; Tuïssuzian ; Vial; Vioix; X., à Bruxelles k | 
V. Barol ; L. Ollié.] RS 
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MÉCANIQUE ET TRIGONOMÉTRIE 


: 4 
4693. — On considère un triangle rectangle ABC dont le Fa 
AC est vertical; ce triangle est défini par son côté horisontal. 
AB —c etson angle B = «. HER 


+ 

1 
| 
| 

4 


t 









On considè re toutes les oies elles que. AD, Partant du 
l'hypoténuse BC; on considère également des points pesants par- 
“tant en même temps de À sans vitesse initiale et glissant sans 
frottement sur ces différentes droites en vertu de l'action de la 
pesanteur. 

On demande : 

1° De trouver celle des droites AD qui est parcourue par le 
oint mobile dans le temps le plus court ; 

2° De trouver ensuite l'angle a, par l'une de ses lignes trigono- 
métriques, dans le cas où ce temps le plus court est égal à la 


moitié de celui qu'emploie le point mobile à parcourir le côté ver- 
tical AC. 

















(Bacc. leltres-sciences, Paris, octobre 1899.) 


‘1° En parcourant la droite AD, un point pesant est soumis à 
une force constante mesurée par la projection pcosæ du 
poids p de ce point sur la droite ; par suite le point partant de A 








k sans vitesse initiale parcourt AD en un temps t 
. Be A donné par la formule 
D \) . 
AD = =g cosæ.t?, 
: 2AD 
| ‘ot ta : 
H 2? gob g cos æ 
Le triangle ABD donne d'ailleurs 
s- AD c 
| G* sina  Ssin{a+ 90° —«) 
| c sin 
| se sorte que AD — Palo) 
. 2c sin x 


| t? = ——————————————————— , , 
Fe g cos æ cos (x — à) 


Le minimum de # correspond au maximum du produit 

| variable ù 
cos æ COs (x — à); 

| or comme , È 
RDS Cos à cos (æ > a) — cos a + cos (2x — a), 
ce maximum est atteint lorsque 
cos (2x — a) = 1, ou . 2æ—a — 0, d'où 
_ Dans ce cas, la valeur de #? est 
| 2c sin a 
| Lette 
g cos? = 
3 2 
F- | ë 
_ L’añgle BAD,est alors 90°—-— et 


» 2 


4 


ÉDA — 180°— à — (uoe— +) EC T Pet 













Donc BAD est isocèle et BD — BA. 
20 Le temps mis par le point mobile pour parcourir AC se 
déduit de la formule générale en y faisant x — 0, ce qui donne 


A 2c sin 2 
A | g Cos & 


La condition # — 2%, ou #? — %t? revient donc à 
2 2 


> % 4 1 + cos & 
cos — 4 cos a, ou à Te Ten OS) 
, ! 
cos & = rs et &æ = 81047457 


(G. MARCELLIN, école normale de Valence.) 


| Solution géométrique. — 1° L’accélération du mouvement 
uivant AD étant PE à la projection de l'accélération en chute 


















- Air l'angle droit À et se rendant aux différents points de 


libre, il en résulte qu'au même instant 
les divers mobiles M se trouvent sur une 
même circonférence de diamètre AM’. 
Lorsque cette circonférence touche BC 
en D, AD représente la droite parcourue 
par le point mobile dans le temps le plus 
court. On a alors 


BAG — 900— DAB = go — UE 
et BD— BA, comme on l’a vu plus 
haut. 





2° Les espaces parcourus étant propor- 
tionnels aux carrés des temps, le temps mis pour parcourir AD 
ou AC’ sera la moitié de celui employé pour franchir AC si 
Von à AC—#%AC, ou OC + OD = 4 <20D, 

al à à [ 


d'où PR en ou 


l 
OC = cos 


(E. MÉNISSIER, instituteur à Troyes.) 


[Ont résolu la même question: MM. V. Barol; R. Bellencourt; C. Billionnet ; 
C. US J, Et ; R. Henry ; Jacquet; A. Lecoutour ; H. Lefèvre ; 
M:B,., ; P. Noël ; P. Thonet.] 


LE ee 3 pet né og ER RER ER ARR RCE EAN 


PHYSIQUE 





4729. — Une éprouvette remplie de mercure repose sur la cuve 
à mercure à la température de 0; on y introduit 1% d’un certain 
gaz recueilli sur la cuve à eau à la température de 150 et à la 
pression de 15% de mercure. 

L'éprouvette est cylindrique à base plane de 1en de diamètre 
intérieur; la pression est normale; la tension maximum de la 
vapeur d'eau à 0° et à 15° est 4mm,G et 12mm,7 de mercure ; le coefh- 


| à 1 
aient. de dilatation du gas est -———. 


27 
On demande le volume occupé par le gaz dans l'éprouvette : 
49 Si la hauteur intérieure h de l’éprouvette au-dessus du niveau 
dans la cuvette est An > 
29 Sr elle est 162, 
On négligera la variation de niveau du mercure dans la cuvette. 
(Bace. lettres-math., Lille, juillet 1899.) 


La section de l’éprouvette est (+) == = 0%,5854: 


1° Appelons x la distance verticale entre les niveaux du mer- 
cure dans la cuve à mercure et dans 
l’'éprouvette quand on a introduit le 
gaz. Le volume occupé par le gaz dans 
l'éprouvette est  0,7854(}+x); sa 
force élastique est H'+x—7f, H dé- 
signant la pression extérieure, f la 
tension maxima de la vapeur d’eau à 0°. 
En appliquant la formule qui réunit 
les lois de Mariotte et de Gay-Lussac, 

il vient 
1(H— F) 

À Hat 
d’où, en remplaçant les lettres par leur valeur 
75 — 1,27 

15 

Los 

On en tire a? + 76,54x — 13,46 = 0. 
La racine positive étant seule acceptable, on a 
(ane {0 a 407 







> 


Cle. | 


PA 


STE 








= 0,7854(4 + &)(H' + x — f), 


= 0,7854(1 + &)(76 + x — 0,46). 





et le volume du gaz est, par suite, 0,7854(1 + 0,17) = 09,919: 


20 Dans le second cas, le volume occupé par le gaz dans 





4 
Ke 


tr 
M V4 








Poe 
Ke in 


PEN 


l'éprouvette est 0,7854(— x), et sa force ÉLaSQue esl 
H'—x— f. 





15 127 À 
On a donc ln 0,7854(4 — &)(H'— x — f), 
1 373 
d’où a —151,54x + 5652,04 — 0 
et di 0083: 
Le volume du gaz est, par suite, 
0,7854(76 — 66,33) — 726,595. 


(F. LIMOUZI.) 


MM. M. Cry; J. Haag; À. de Saint-Gabriel; 


[Ont résolu la même question : 1 
C. Soulas.] 


R. Mouzon ; R. Paucot ; G. Sinoquet ; 


4730.— Une pile de force électromotrice E = 1,48 aune 
RES SE elle est fermée par un fil 
Quelle est la différence de poten- 


résistance intérieure 
conjonctif de 20hms de résistance. 
tiel efficace Vaux pôles ? 

(Bacc. lettres-seiences, Grenoble, juillet 1899.) 


Soient 1 l'intensité du courant de la pile, E la force électro- 
motrice de la pile en circuit ouvert, E”’ sa force électromotrice en 
circuit fermé (ou différence de potentiel efficace aux pôles), R sa 
résistance intérieure et » la résistance du fil conjonctif. 

On a, d’après les lois d'Ohm, 


E E 
(== RE7r el = ee 
Ces deux équations donnent 
Le LE. 
REr ar. 
Er 
En E' = ie" 
d'où per 
Remplaçant les lettres par leur valeur, il vient 
HAS EE x 
Y = = 0,89. 
j. 1,342 Ds 


(M. GONDRAN, à Caen.) 


{Ont résolu la même question : Mes Campana : G. Oddos ; MM. V. Barol ; 
Bameulle ; C. Billionnet; L. Bréliat; Cry; Daure; Delaire; A. de Saint-Gabriel; 
Gouirand ; A. Guillard; J. Haag: R. Henry, Janois; H. Julien; Lajouanine ; 
A. Lecoutour ; Lehmann ; M. B., à V. ; B. Mathé ; Malassiné ; Marotû; 
L. Maubeck; P. Le Moingt ; H. Ménielle ; R. Mouzon ; Noël; R. Paucot : 
Raynaud; F. Rouget; A. Sauvageon; T. Trapinaud; L. Thirode; te Thiébert.] 


ER PR ns 


CONCOURS DE 1899 (suite) 


INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE 


Mathématiques. 


[L. — 4740. Déterminer toutes les valeurs de l'are æ qui vtrifient 

l'équation "% 
cos æ + V3.sin æ +- V2 = 0. 

I. 4741. Calculer les côtés d'un triangle rectangle, connaissant le 
rayon > du cercle inscrit dans ce triangle et la longueur d de la bis- 
sectrice intérieure de l'angle droit, — Discuter. 

(12 juin. — Durée: 3 heures.) 


Physique et Chimie. 


I. — Exposer le principe et donner une description sommaire d’ une. 
machine dynamo-électrique à courant continu, 
Il. — 4742. On prélève un demi-mètre cube dans de l'air, dont la 


température est 270,3, l'état hygrométrique 1/3, la pression 75cm de 
mercure. On fait passer cet air sur des substances desséchantes, et on 
l'introduit dans un corps de pompe cylindrique entouré de glace fon- 
dante, dont la section est 5 décimètres carrés. On demande quelle est, 
évaluée en kilogrammes, la force qu'il faut faire agir sur le piston, sup- 
posé de poids néglig eable, pour que l'air occupe dans le corps de pompe 
une hauteur égale à 4 décimètres, la pression atmosphérique qui est 


restée invariable continuant d’ailleurs à agir sur le piston ? * 
“ # 
> “ AT 
















La Has Au mercure est 43, 56, Ja force étastiqui m ma de 

vapeur d’eau à 270,3 est équilibrée par 27nu de mercure ; le coeffic 

, 1 | 

de dilatation de l'air est 55 . | L 
IT. — Ammoniaque : origine des composés ammoniacaux. 

(12 juin. — Durée : 3 PRIE 

Sciences naturelles. : 

— Caractères généraux des cinq classes de Vertébrés. Ce 

À — L'absorption des aliments chez les plantes; organes par Le 

quels elle s'effectue. 
(13 juin. — Durée : 3 heures.) 


Epure. 


4748. — La ligne de terre est le petit axe de la feuille, Un cu 
dont l’arête est de 8em à l’un de ses sommets, À, dans le plan horizontal, 
sur le grand axe de la feuille et à 10cm en avant du plan vertical. La 
diagonale de ce cube issue de A est verticale et dirigée vers le haut, 
l'une des arêtes issue de A est située dans un plan de profil et dirigée 
en arrière. Représenter ce cube par ses deux projections ainsi que sa 
section par le plan qui passe par son centre et la ligne de terre. Don- 
ner aussi le rabattement de cette section sur le plan horizontal. On 
fera la distinction des parties vues et des parties cachées. 

(14 juin. — Durée : 8 heures.) 


——————# —— . 


QUESTIONS PROPOSÉES 


a(a +1) 





4744. 
la forme 30? — 3b +1, 


— Si un nombre entier N de la forme est aussi de 


ce nombre ne peut être carré parfait. 


4745. — 1° Construire un triangle ABC connaissant le côté BC =@,. 

l'angle B et le point D où la bissectrice de l'angle A rencontre BC;: 
2° Trouver et rendre calculables par logarithmes les valeurs des côtés 
inconnus ; ; . 
3° Le point D peut-il occuper une position quelconque sur BC, les . 
autres données ne variant pas ? AE 
(Baëc. lettres-math., Rennes, juillet 1899.) | 


4746. — Sur les côtés d'un triangle ABC on construit, extérieure- | 
ment, les triangles équilatéraux BCA', CAB’, ABC’. Les côtés, BC, CB! 
prolongés se coupent en A”; de même les côtés CA', AC’ se coupent 
en B”, et les côtés AB', BA" en C”, Démontrer que les droites A'’A”, 
BB", CC” sont parallèles. \ sig 

47/47. — On donne quatre points fixes A, B, C, D sur un, cercle de 
centre 0 ; par A et B on fait passer un cercle quelconque de centre w, 
puis par C et D un second cercle de centre w’ et tangent au cercle w. 

On demande de déterminer : 

1° Le lieu du point de contact des cercles w etw';  # 

2 Le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée de O0 sur ww’. Ce 
dernier lieu n'est pas une conique. » 

F (H. Prrrar, à Givors.) 


F éomatcbés ten à ut D TT TOUTE 


4748. — On dispose de N éléments Bunsen dont la force électro- » 
motrice est E, la résistance intérieure >. Comment dojt-on les associer 
pour qu'en fer mant la pile par un conducteur de résistance R, le cou- 

rant ait une intensité 1 ? 


Application. — . N—= 10; E— Lvolt 8, Ÿ = 000 ARTS FAR ps 
R — 2hms, J : _# 
(Bacc. lettres-sciences, Alger, juillet 14899.) 
— #4 ———— 
-CORRESPONDANCE 4 
P. M.,à Aulnay. — Les méthodes de résolution des équations du 3° 


et du 4e degré sont exposées dans les traités d’Algèbre à l'usage des 
candidats à l'Ecole polytechnique. Mais les formules qu'on peut obtenir 
pour exprimer les racines d'une équation du 3° degré ne sont pas d'un 
usage pratique, pour diverses raisons qu'il serait trop long” d'exposer 
ici; et lorsque les équations ont des coefficients numériques, on les 
traite par des méthodes applicables à des équations de degré quelcon- 
que; méthodes qui sont enseignées dans les cours préparatoires à 
l'Ecole POI ESS ou à l’ Ecole centrale. 


Li 
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ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE SAINT-CLOUD (1899) 





— Sachant que la somme des carrés des n premiers 
nn + 1)(2n +1) 

6 ? 
nécessaire et suffisante que doit remplir le nombre entier p, pour 
quela somme des carrés de p nombres entiers consécutifs quelcon- 
ques soit divisible par ». 


+ 


4666. 


nombres entiers est trouver La condition 


. La somme des carrés de p nombres entiers consécutifs a pour . 


expression : 
D (CIRE (a ++. {ap}, 
ou, en développant, 
S = pa? + 2a(1 +2 +. Hp) HI HP +... Hp 
Or 1424... +p— At) 
: 2 
| et ent ap 22 0 
Donc | 
1)(2 { 
S He pa eee ee) 
# ; 
_ ou À = ++ a+ PROPRES, 


Ce dernier résultat montre que le quotient ox prend une 


valeur entière lorsque le produit (p+1j(2» +1) est divisible 


par 6, ou séparément par 2 et par 3. Comme 2?»+1 est im- 
pair, la divisibilité par 2 exige qu’on ait 
Du 2#, ou p—=2k—|1|; 


(p + 1)(2p + 1) est alors de la forme 
2k[2(2k — 1) +1] = 2A(4k — 1). 
Pour que ce dernier produit soit divisible par 3, il faut et il 
suftit qu'on ait 
soit REA", 


le produit 













_ soit &k— A1 = 3%, ou bien CS RTE 
… _ Dèslorson a 
6k'— 1, 
D=2Rk— 1 — À 
2(3k° + 1) — 
c'est-à-dire 
M 0R4-C 1 


Remarque. — On parvient plus rapidement à la condition pré- 
cédente en observant que 


M (p+1)(2r+ 1) __ (p+1)3p—p+1) _ pp+i) p—1 
| 6 NT TT Jr RG. 


Comme 


p° a 
L 6 


let) est un nombre entier, il faut etil suffit que 


: soit égal à un nombre entier H, ce qui donne 


p—1—=6H..  - 





Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en. 
voyer des mandats. 








Donc p+1 et ne pouvant être impairs, sont pairs 
tous deux et comme l’un des deux est multiple de 3, il est mul- 
tiple de 6; donc 


p—1 


DEN GE: 
(BAYOR, instituteur à Auterive.) 


(Ont résolu la même RE MM. Bégué; C. Billionnet; E. Bon; Y. Collin; 
H. Debenest ; O. Destouches ; J. Fiton: E. Fourmon; J. Gauthier; E. Gernez; 


Gillard ; R. Henry ;, Le ne A. Laudet ; J. Lehmann ; E. Le Maigre : 
EL. Lévy ; D. Lwow: G. Marcellin; G. Marie; R. Mouzon; J. Nebbia; A. Sainte- 
Laguë ; E. Sinturel ; C. Titre.] 


4667. — On donne un plan P, une demi-draite OS perçant le 
plan P au point O et faisant avec sa projection OS" sur le plan P 
un angle de 45°, et deux points A et B sur la demi-droite OS; 
soit OR wne droite du plan P faisant avec OS l'angle a; on 


_ demande de tléterminer géométriquement sur OR un point M tel 


MA +MB —#?, 
limites de l'angle % 


que l’on ait k étant une longueur donnee ; 


discuter ; 


OL'= dm Ie 


_Joigaons M au milieu [ de AB, et posons 
Dans le triangle MAB, la médiane MI donne 


2ML + 2AÏÙ° — MA°+ MB, 
MI = VE 


d'où 





Le lieu des points M est donc une sphère ayant son centre au 
milieu 1 de AB; cette sphère coupe le plan P suivant un petit 
cercle dont le centre l’est la projection de 1 sur ce plan ou sur 
OS’, et dont le rayon est égal à 

Mr =VM—i, 
ou, comme 


2 RkR—9@ —— «2 


1 épars et IT 


Mr = 


Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut et il 
suffit que le cercle L' existe et qu'il coupe la droite OR. 


a 


NV 
2 
. 











Cette double condition revient à exprimer que le ravon du 
cercle l’ a une valeur réelle au moins égale à la distance V'K de 
son centre à la droite OR ; on doit donc avoir 


kR > 20 + d? 


À Fi — 20? — 
—= Sin «, 
* \ 2 F su 
Pour obtenir les limites de l'angle «, remarquons que, d'après 
la seconde inégalité, on a 
: k2— 2a? — «? 
sin à ANT et ; (1) 
Œ 
Comme un sinus est toujours inférieur ou égal à 1, sin a peut 
prendre {outes les valeurs positives possibles lorsque 


B > d, ou k2 > Q{a? + d); 


VA? — 9a? — 


dans ce cas, le problème est toujours possible quelle que soit la 
position de la droite OR, — résultat facile à expliquer en observant 
M > 
l'intérieur du cercle l'. 
Supposons maintenant que l’on ait 


> l'K ou 


qu'on a alors ou 0’, de sorte que le point O est à 


20° + d°? << hk? <L (a? 4 d?). 
On peut alors poser 
VE _ 
. d FF Ta 
et l'inégalité (1) devient 
sin a < sino, 


ce qui exige que l'angle à soit tar entre 0 et », ou entre 
1800—% et 180°. On peut remarquer que deux valeurs supplé- 
mentaires de « correspondent à deux droites OR symétriques 
par rapport à OS. 

Lorsque « est égal à © ou 480°—%, ona 


PART Nil 


PK 
V2 


la droite OR est alors tangente au cercle l’, de sorte que les 
deux points M qu'elle fournit généralement se confondent en un 
seul. 

Si k°=2a+d?, ona sino—=0; alors x ne peut prendre 
que les valeurs 0 ou 180°, et Ml —=0; la droite OR coïncide 
avec OS’ et l'est le-seul point répondant à la question. 

Dans le cas particulier où k?— 2{a?+ d?), sine = 1 et 
2 — 900; l'angle x prend alors toutes les valeurs possibles de 
0 à 180° ; comme MI — Of’, le cercle !' rencontre OR au point 
0 et en un autre point qui se confond avec O lorsque « = 900. 


(E. BON, à Lons-le-Saunier.) 


(Ont résolu la même question : MM. C. Billionnet: R. Bouvaist; F. Clabault: 
Croze ; L. Curt ; H. Debenest; J. Fiton ; G. Foucry ; E. Gernez ; Gillard : 
Jacquet; H. Janois; Lajouanine; D. Lwow; G. Marcellin; B. Mathé; L. Ollié: 


À Pequignot ; A. Sainte-Laguë ; E. Sinturel.] 


4668. — On considère le tronc de cône engendré par le trapèse 
rectangle ABCD en tournant autour de sa hauteur AB; on donne 
la longueur a de l’arête latérale CD, la surface R? du trapèse 
ABCD, et on sait que le carré de la hauteur est égal à la somme 
des carrés des rayons des deux bases : 4° Calculer la hauteur et 
les rayons des bases ; discuter ; 2 Donner, en fonction des données, 
l'équation qui donne le rayon R de la sphère contenant les deux 
cercles de bases ; conditions de possibilité. 








40 Soient D Y ms 5 est rayons des EUR la Lie eur du tror 
"Re de cône. Les trois équations du pro É. 

‘ blème sont $ 
a = (œ—2y) +, U) x 


Fa LUE, (2) 
h 32 = x? + dE È (3) 


L'équation (1), développée, s'écrit 
a? — a? + y? — Dy + 5, 4 
ou, en tenant compte de (3), 




















23? — a? 
RAA AS 
Par suite , : $ 
(x + y} = 2? + y? + 2ay = 35? .— c?, k 
, en remplaçant æ<+y par sa valeur tirée de (2), $ 
4h . j 
Mi 33? — a," " 
d'où 334 — a23? —4hkt = 0. (4) 
Cette équation bicarrée permet de déterminer : 5" æret y sont: 
alors les racines de l'équation 
COM jy re à KP " 6) 
Discussion. — L'équation (4) fournit pour <:° deux valeurs réelles ? 
et de signes contraires. Pour que la valeur positive donne une 
solution, il faut qu’elle rende réelles et positives les valeurs de 
æ et y données sis l'équation (5). Ces conditions sont d’ailleurs | 
suffisantes, puisqu’un tronc de cône est toujours déterminé par 
sa hauteur et ses rayons de bases. 
Les racines de l'équation (5) sont réelles lorsque 
33? — a? — 2(23?— &) > 0, ou a > 
et positives si, en outre, 283 — M5, 
2 dE 
ce qui revient à prendre =? compris entre — ef a. : 
En exprimant que la racine AR de l'équation (4), du second * 
degré en :°, est comprise entre et &, on a 
a? a k | 
mn) 4 + 
(= ne 
f(@) = 2a*— 4hkt > 0, 
d'où, en résolvant ces NE par rapport à ?, 4 
a : | 
LA ee Je 
| .. 
a? a? ‘. Ë : À 
Si AZ 7 dna a ee l'équation (5) devient 
«& « 
X2— —. À =0 
V2? 
sn « : 
d’où A TE YEN * 


le tronc de cône se réduit alors à un cône dont la hauteur est L 
égale au rayon de base. 


sim, 








3 — «a; l'équation (5) devient 
se - y ce 
X— a)? X + = 0, & 
a 
d’où TN — 13 à ; 
2 ; : + 
le tronc de cône se réduit à un cylindre. 1 


20 Le rayon KR de la sphère circonscrite au tronc de cône est 














Fe Mur dus “cercle HÉREE au triangle che : 4 con a done, | 
4 d'après un théorème connu, 4 : 

a.DC' = ?Rs, 

|, ou, comme DC’ = VR+YP + = Jar, 

« dy #32 — a? — 2R3, 





a" 


Fi Si 
; 4(a? —R 
En portant cette valeur de :? dans l'équation (4), on a 


| | &. nes 2 
D "0 Ge —" 


D. ou, tous calculs faits, 

— GARERE— La 3QRE + at)R? + ai(G4Rt + at) = 0. 
Discussion. — Toute valeur acceptable de R doit être réelle et 

positive. En outre, il faut que la valeur correspondante de :? 


de là la double 


)— sr 10; 


2 
soit comprise entre + et a? (voir plus haut); 


inégalité 
| a? 2 a+” Lo 
TE 4(a? — R?) dl 
À ; és à tt p2 3 F 
qui se PLREn a no. <: = 70 $ 
à La condition de réalité est 
% Lat(32R4 + at)? — Gauskt(G&Rt + at) > 0, 
ou 48ktat + a > 0 ; 


cette condition étant toujours remplie, il existe deux valeurs 
réelles et positives pour R? ou R. 
cè 3 
Pour comparer ces deux valeurs de R? à —- et 35 a?, remar- 
quons que 
a? 3 


; r(=) = 16kt — af, F(+ at) —=.4k# — 9a?, 
La demi-somme des valeurs de R? étant égale à 
2a2(32k+ + a) + LRU aÿ 
64h 32h* 


2 





; une seule des deux valeurs de R°? 


9 A 
;. ; con BE 
| peut donc être comprise entre 7 et RS 


j Sn 
surpasse toujours et —a 
+ 


ce qui suppose les 


On doit donc avoir ” 


. deux résultats précédents de signes contraires. 
| 
| D a ER de che 


comme . a? sépare alors les deux valeurs de R?, la plus petite 
est celle qui convient au problème. 


Remarque. — Le tronc de cône n’intervenant en rien dans la 
AHASEUE on pourrait le remplacer par un trapèze isocèle. 
(L. MESSENT.} 


[Ont résolu complètement la première partie seulement : MM. C. Billionnet ; 
C. Bourvéau ; L. Curt ; H. Debenest ; KE. Fourmon ; E. Gernez ; Gillard ; 
Jacquet; Lajouanine; A. Pequignot; S. N., à Châlons; E.Sinturel ; E. Vaunac. | 


_ 4669. — Un miroir plan reçoit les rayons solaires el les 
renvoie vers une lentille convergente dont la distance focale est 
de 60 mètres. Il est orienté de telle façon qu'un rayon parti du 

“centre du soleil est réfléchi parallèlement à l'axe principal de la 

. lentille. On demande là nature, la position et la grandeur de 

l’image du soleil fournie par la lentille. Le diamètre apparent du 

_ soleil est de 32 minutes. On admettra que pour de petits angles 

l'arc se confond avec sa tangente. 


_ Le miroir a pour effet de rejeter les rayons solaires comme 





"d'où l’on tire, après avoir élevé au carré, . 


_s’ils étaient émis par le soleil placé à l'infini sur l’äxe principal 
de la lentille. L'i image du soleil est donc réelle et elle se forme 
dans le plan focal de la lentille, Les deux bords opposés du soleil 
envoient à la lentille des rayons qui passent par le centre optique, 
et le diamètre apparent de l’image par rapport au centre optique 
est égal au diamètre apparent du soleil. 

On peut supposer, sans erreur sensible, que l'axe optique de 
la lentille passe par le centre du soleil; alors si > est le rayon 
en centimètres de l’image du soleil, on a 


r = 6000 tg 167, 
log r — log 6 000 + log tg 16’, 
log r — 3,77845 + 3,66185 — 1,44600, 
r — 270,925. 


(LAJOUANINE, lycée de Clermont.) 


[Ont résolu la question : MM, F. Clabault; R. Henry ; David Lwow ; E. Le 
Maigre; A. Pequignot.] 
© + ——— 
ARITHMETIQUE 
h : : { 1 
4713. — Démontrer que si les fractions D’ v” dont les 


dénominateurs sont premiers entre eux, donnent naissance à des 
fractions périodiques simples ayant chacune p chiffres à la période : 


1° La fraction donne aussi une fraction périodique simple 


ayant p chifres à la période ; 
20 D+D' divise P+P', P et P' étant les nombres représen- 
tés par l’ensemble des chiffres de chaque période. 


ls et 2° On sait que toute fraction périodique simple dont la 
période P se compose de » chiffres est de la forme 


P 
10 — 1" 
On a donc par définition 
1 L. 1e Fi 
NP sé Da tt 4) 


P et P’ désignant les périodes des deux fractions. 
On en déduit par division 
D’ P 
: FD ne 
et, comme les nombres D’ et D sont supposés premiers entre 
eux, cette égalité entraine 
P = mD’, P' = mD, 
m étant un nombre entier. Par suite on a 
P+ P' = m(D' + D), 


ce qui justifie la seconde partie. u 
En ajoutant les égalités (1), on a ensuite 
D'+D _P+P 
DOPRRUAUTET 
ou, en tenant compte du résultat précédent, 
Lt m 
DDAN 10824 


fraction périodique ayant p chiffres à la période m; m est le plus 
grand commun diviseur de P et P”’. 
(G. SINOQUET.) 


A. Amblard ; Arcizet ; 


RE la même question: Mie E. Lazar ; MM. 
Damoiseau; Debenest; 


G. Billionnet; F.Clabault ; M. Coleil; Coursan; M. Cry; 
G. Foucry : J. Hébré; R. Henry; Hugonniér- Ginei: H.Janois ; Lalescu ; 
A. Lecoutour ; Lefebvre ; J. Lehmann; H. Lévy; D. Lwow ; M. B., à V.; 
A. Meynier; R. Mouzon; Noël; M.Petit ; R. Rives ; Sainte-Laguë ; E. Sinturel ; 
P. Thonet; J. Trouillé ; ; Vialaret ; Gillard ; G. Minault ; L. Mouren.] 
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ALGÈBRE 








* « 
s’annule pour deux valeuré réelles + et a de æ, il 

















4607. — On veut construire un aréomètre qui, sous une surface | sousla forme a(æ—zx)(æ— x"). Par suite Ÿ 
% donnée, présente le plus grand volume. RS qe 1 NS 
| Sa forme est celle d'un cylindre terminé par deux cônes éqaux DRE 2 (x — 5) ” 
’e dont les demi-angles au sommet sont de 45°. R = butte VC IN JT CU VE 
HE . On demande les dimensions de l'instrument pour un volume 2(œ— 2)| x — ol. 
total d'un demi-litre. # Eos 
{ pe-ceipne A : Lee 
(Bacc. Pure sciences, HAE mas 1899.) G3a? 2 Bkw + 28 9 3 ) 
Soient x le rayon de base et y la hauteur du cylindre ABCD. Tia — 14)2x 3) — 5 
En désignant par 2rm° la surface totale donnée | L : 3(x ER 7) 2e — 3) 
de l'aréomètre, on a 12 — GX 6(2 — x) 49 
* À B 2ray + 2ma y 2 = 2rm?, RP VERT PRET À CES 3 — 2} = TR 
ou œy + ay 2 — m?. (1) L'expression proposée devient donc . à 
Le volume de l'instrument est } Det D > 2 de 229 
C 24 V = moy + Sr, (2) me D) LADE 0 EE S INT ee 0 Te 
ou, en remplaçant y par sa valeur tirée de (1), 1. MIS L'ART 
Tœ 4x — 5 2x — 3 
| V = [ant — (303 — 2)a, | 
KE 3 4 Egalons cette dernière expression à ———; nous aurons ; 
ou, en divisant haut et bas par 393 —2, * Pos KE 
Ve roy 2-0) gs 3m? max Le æ +1 me ah mt) . N 
k M RER 3 3 BA Q cn 0) 20 — 3 e » ; 1 
È Le maximum de V a lieu en même temps que celui du produit | °U tous calculs faits, : re 
3m? 4(m + 4)a? — 4(3m + 10)x + 9m + 25 = 0. Æ 
À e VS 220 0 ‘) ' Discussion. — Cette. équation admet deux racines réelles 
ou celui de son carré : | lorsque | 
2° 3m? Fe 2 4(3m + 10)? — 4(m + 4)(9m + 25) > 0, 
3ÿ.3 2 ) ou — 4m > 0, : | 
2 
Dans ce dernier produit, les facteurs x? et 2'ERIE 4» | ce qui n’a lieu que pour les valeurs négatives de, m: , < 
3/ÿ3—2 Cherchons le signe des deux valeurs de x suivant la valeur de 4 
| 


ayant une somme constante, le maximum est atteint lorsque ces 


È : m. L'équation a ses deux racines de signes contraires si ses 
facteurs sont proportionnels à leurs exposants 1 et 2, ce qui ; 


termes extrêmes sont de signes différents, ce qui suppose . 





donne l'équation da (in + 4)(9m + 25) L 0, 
Dy2 — SE sn # n 25 
“ He ou TU 
’ot 2 — æ?. 2 . 
LS? nm V3 Pour m<—4 où — Lu <'m<0, les deux racines sont 
Portant cette valeur dans V, il ee ; k x A : À 
$ Da + | réelles et de même signe, ce signe étant celui de leur somme, 
V= (5/3 — 2), 3m + 10 
') 3V m+4 
d'où: © w = V 032) quantité toujours positive, puisque ses deux termes ont le éme 
(ex LÉ 25 












En faisant V — 500% et calculant parlogarithmes,on obtient | signe pour m <%—%, où m > FT FGEIRR 


ne ile ee ur DES 








Le LR | La discussion précédente peut se résumer ainsi : 
el y = x(39 3 —2— Y2),— 3m,92. m < —%4, deux racines positives ; 
(Vicror BAROL, école primaire supérieure de Lorgues.) LIERR f toute die AE 
Autre solution, — On peut aussi déterminer le maximum de ONE 10e rACIRE IEC 8 : 
V au moyen érivées. La dérivé T 2 
Ë TRUE Mere SELe QÉTLYÉE de V est — 4 <m<— ÿy: deux racines de signes contraires ; 
V' = nm? — x(3ÿ 3 — 2)? ; 
elle s’'annule pour 25 x : ; 15. 
À m— ——, une racine nulle et l'autre égale à —; 

: m2 =:(3ÿ3 —2 9 11 
équation qui détermine la valeur de x correspondant au maxi-. se < m <0, deux racines positives; 4 NOR 
mum de V. 9 . To 

(G. FOUCRY, école normale de Chälons-sur-Marne. ) m = 0, deux racines égales à 5. se 
= S 9 
[M. P. Sandon. instituteur-adjoint à Oyé. a résolu la même question.] ' 4 = ne ie £ 
. m > 0, deux racines imaginaires. 
: : Les deux racines ont pour expression 
A j , | 3m + 10 + /—m 
4714. — Réduire à la forme la plus simple possible l'expression ei et de «AG CE 
4 Ds ee cine 4) 
207 — 63x? — 84kx + 28 + ma La 12 — 6x : ; 
2x? — 5x +2 (214 — 14)(2x — 3) PONS 3x? —12r +12 ? . (A: LEGROS, lycée de Rouen. Fe 
à : Ont résolu la même question : MM. A. AE E. Baudouin ; C, Billionnet ; 
“ei fin former et résoudre l'équation obtenue en égalant à ml Coleil : F. Collärd ; Congnoux ; Davéra à G. Foucry ; A. Jouffroy ; H. Julien: 
= Lajouanine; D, Lwow R.Mouzon ; Noël; L. Ollié : Pequignot ; M. Petit; « 
à) 5 l'expression trouvée ; mettre tous les calculs. (GE Reébonil: E. Roncaglia; A. Sainte- Laguë; À. de Saint-Gabriel? A. Sauvageon.} 
(Ecole des Beaux-Arts, section d'architecture, 1899.) 
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4704 Pre Etant EN dent rm emer ‘du 2 degré 
. ax? + bæ+ ec, ax? + HAN 
montrer qu'il y a deux valeurs de À pour lesquelles l’équätion 
A a + be te + (d'a? + Vo æ+ c') = 0 : 

-ayses racines égales. Discuter l'équation qui donne. les valeurs de À. 
dr 


48 | ÿ, 


L'équation proposée s'écrit 
(a + a’ )a? + (b + Xb'}x + c + Àc' = 0. 


l’on ait l'équation | ; 
(+ 0} — ka + Xa')(c + Xe!) — } 
ou, en Srdonnant par rapport à À, 
4 (82 — ka’)? — 9{2ac' + Qa'c — bb')\ + D? — &ac — 0, 
. Cette équation détermine deux valeurs de À réelles ou imagi- 
 naires. Si D'?—4ac' — 0, l’une des valeurs de À devient infinie. 
1 Ces valeurs sont réelles et inégales lorsque 
. . (2ac'+ 2ca' — bb'}? — (D? — 4a'c')(b? — kac) > 0, 
ce qui peut encore s'écrire 
(ac’ — ca’)? — (ab'— a'b)(bc' — b'c) > 0. 
Les deux valeurs de À deviennent égales lorsque 
(ac' — ca je (ab' — a'b)(bc' — b'c) = 0. 
Cette équation de condition est précisément celle qui exprime 


que les deux équations 
ax? + bx + c = 0, 


x a'x?+ box + c'—= 0, 
ont une racine commune x. Dans ce cas, l'équation 
| aa? + bx + © + À(a'x? + b'æ + c') — 0 
admet toujours cette racine, quel que soit À; de sorte que l’équa- 
tion ne peut avoir une racine double que si la seconde racine est 
égale à x. 
On à alors 


; __ ?ac'+ 2ac — bb 


, | BAT Ts 
et læ racine double de l'équation en x est 
RD Ti — os a 

a 5 ab'—ba 
Remarque. — L’équation 
a? + bx Le + (ax? + Dax + c!) = 0, (1) 
a ses racines 2’, æ" liées par une relation involutive ; on obtient 
cette relation en éliminant À entre les équations 
b+ © + Àc! 
. ! " LERT 00 CSN La" 
Rue M PRETR UE CRT 
On a ainsi 
| (ab! — ba')x'æ" + (ac — ca')(x +2") + (bc! — cb’) = 0. 
| L'équation (1) est donc celle qui donne tous, les couples de 
points d’une involution dont deux sont donnés par les équations 
ax? + bx + c = 0, 
Û 


| EEE Ci 0 
4 


La condition de réalité des racines de l'équation en À du pro- 


Elan précédent est celle de la réalité des points doubles de 
l'involution déterminée par deux couples de-points. 


On peut remarquer aussi que la question précédente revient 


à la détermination des maxima et minima de la fraction. 
| ax? + bx + c 
ë d'a? + b'xœ + <c 


: [Ont résolu cette question: MM. R. Badia; R. Bouvaist; F. Clabault ; 
O." Destouches ; H. Duchesne ; Duvergé ; G. Foucry ; M. Gondran ; J. Haag ; 
‘J. Lamotte ; M. Leblanc ; D. Lwow ; .R. Mouzon; P. Noël ; E. Refusin ; 
d'Amphernet ; Belbenoïit ; Bon ; Henry; A. Jouffray: A. Larue ; A. Lecoutour ; 
Lehmann ; E. Le Maigre; J. Maury ; Miconnet : Pequignot ; Petitjean ; Reboul : 
Sinturel ; Thérézien. | 





0 








Pour qu’elle admette deux racines égales, il faut et il suffit que 


._ GÉOMÉTRIE 


4706. — Lieu des centres des cercles tangents à un cercle et à 


| un diamètre fixe de ce cercle. 


Ce problème n’est qu'un cas très particulier du suivant, que 
nous allons traiter : Lieu des centres des cercles tangents à un 
cercle Ô et à une droite fixe AB. 


. Soit M le centre d’un cercle touchant en C le cercle O et en 
D la droite AB. Si l’on pro- 
longe MD d'une longueur 
DE = CO, le point E décrit 
une parallèle fixe LL’ à AB, 
et l'on a ME = MO, ce qui 
montre que le lieu de M est 
une parabole de foyer O et de 
directrice LL. 

Cette parabole fournit, dans 

É E 7 Je cas de figure où AB ne 

coupe pasle cercle 0, lelieu des 
centres des cercles tangents extérieurement au cercle O. En con- 
sidérant les cercles tangents intérieurement au cercle O et à AB, 
on obtient une seconde parabole de même foyer O et dont la 
directrice est la droite symétrique de LL’ par rapport à AB. 

Lorsque AB coupe le cercle O, les deux points d'intersection 
font partie de chacune des paraboles. Dans ce cas de figure, les 
arcs AB des deux courbes compris dans le cercle O s'appliquent 
exclusivement aux centres des cercles tangents intérieurement 
au cercle O. 

Lorsque AB: touche le cercle O, le point de contact est le 
sommet d’une des paraboles; l’autre parabole ayant son foyer sur 
la directrice se confond avec l’axe de la courbe, qui répond alors 
au lieu, comme on peut s’en assurer. 

Dans le cas de l'énoncé, AB étant un diamètre du cercle O0, 
les deux paraboles sont symétriques par rapport à AB. Elles ont 
pour foyer commun O, et pour directrices respectivement les tan- 
gentes parallèles à AB. 

(Narcisse VASLIN, école normale de Blois.) 

Remarque. — Dans le cas donné, c’est-à-dire lorsque AB est 
un diamètre, les deux paraboles se coupent à angle droit, car les 
tangentes en A et B passent par les extrémités du diamètre du 
cercle perpendiculaire à AB. 


Ont résolu Ne SRE MM. J. Arnaud ; V. Barol ; C. Billionnet ; 


R. Bouvaist ; J, Cabrol ; Clabault ; E. Cognet ; O. Destouches : Estang ; 
G. Foucry ; À Gérardin : M. Gondran: F. Grenier : J. Haag ; R. Henry ; 
J. Erba; Jacquet; H. Jaffré; À. Jouffray ; H. Julien; T. Lalescu; M. Leblanc; 
H.1Lévy ; G. Marie ; Marot ; M. B., à V.: L. Ollié; C.- des Pallières ; 
J. Pendariès; A. Pequignot ; M. Petit; H. Pitrat; K. Pouget ; Raynaud; C. Re- 
boul ; E. Refusin ; R. Rives } A. de Saint-Gabriel ; Sinoquet ; H. Tellier ; P. 
Thonet ;, D. Tuïssuzian ; C. Vanier ; K. Vérot; Vial ; Armaingaud ; Aubry; 


E. Bon ; A. Hardy; Sinturel.] 


. 4725, — Démontrer que si A', B’, C' sont les pieds des hau- 
teurs d'un triangle ABC, on a 
AB.AC + BC.BA"+ CA.CB’ — AB.BC'+ BC.CA,; 


+ CA.AB' — 


Première démonstration. — Les angles B’ et C’ étant droits, 
le quadrilatère BCB'C' est inscriptible et 
donne ABLACI=SACHABD: 
de même BC.BA' = BA.BC' 

MCE CA: CB: CB) CA: 

Ajoutons membre à membre ces trois 
égalités ; nous aurons 

AB.AC' + BG.BA’+ CA.CB’ — CA.AB 

+ AB.BC' + BC.CA’. 

Ayant ainsi établi la première relation énoncée, on en déduit 


a? + b? + ce? 


2 





B "À @ C 





PRE 


3 
1 
\ 








passant Dar 2PAETEE 


la seconde en pe cie des deux dr coi mme la ‘ 


moitié de leur somme, ce qui fournit la nouvelle expression 
AB(AC' + BC') + BC(BA' + CA’) + CA(CB'+ AB')__ @ _ b? + 
2 SLA 2 
Seconde démonstration. — On a 
b?+ c?— 2AB.AC' = b? + c2 —2AC.AB!, 
D — + a? — 2BC.BA' — c?4- a? — 2BA.BC', 
C = @& + 0? —2CA.CB' = a? + b? —:2CB. CA’, 
d'où l'on tire facilement par addition les relations 


2 4 p2 2 
AB.AC'+ BC. BA'-+ CA GB = TETE 


a+ b+cs 


(DUVERGÉ, lycée de Bordeaux.) 
MENT D PT 


a? 


et AC.AB'’ + BA.BC' + CB.CA’ — 


[Ont résolu la même question : MM. A.Amblard; d' ADS ne 


RTE ger ; Armaingaud ; L. Artis ; L. Barberot ; R. Barthélemy ; B it 
douin ; À Bégué ; Bertagna : Billionnet : E. Bon : R: Bouvaist ; 17 + A 
1h Chemniné. au ; Clabault; E. Cognet: M. Cry ; Daure; Delaire ; O. Destouches ; 
Dumont ; A. Dupouy ; CG. Durand ; Eysséric ; G. Foucry ; E. Fourmon ; 
R. Gamard ; EF. Grenier; J. Haag; J. Hébré : Henry ; Janois ; H. Julien ; 
Lajouanine ; A. Lecoutour ; * He LévY ; ; À. Le Moal: T. Lemoyne ; P. Marion : 
L. Maubeck; A. Meynier ; Mongiv; R.Mowon; P. Noël: L. Patin: À .- Pequign: 1; 
M. Petitjean; P. Pille: H. Pitrat : L. de Praneuf ; E. Raüber ; E. Rieux ; 
A. Sainte- Laguë; A. de En -Gabriel; $ Sautreau ; À. Sauvageon : G. Sinoquet ; 
C. Soulas ; H. Te lier . Thiébert ; P. Thonet ; Trapinaud ; D. Tuissuzian ; 
Vannier ; P. Valentin ; a Vary ; Vial ; Vialaret ; A. Vioix : X., à Bruxelles ; 


VE Barol ;: A. Legros ; L. Ollié]. 





4727. — Etant donné un triangle ABC rectangle en À, on 
considère un point. P variable sur l'hypoténuse, On trace le cercle 
dont le centre est en w sur AB, puis le 
cercle passant par P et C dont le centre est en w’ sur AC. Ces 
deux cercles Se coupent en P et P’, 

1° Démontrer que P, P',w, w', À sont Sur un cercle; # 

2° Démontrer que ce cercle passe par wn point fixe autre que A 
quand P varie ; 

3° Trouver le lieu de PÆ 

4° Trouver l'enveloppe de la droite ww. 


1° L'angle wAw' étant droit, il suffit de démontrer que P 
appartient à un cercle de 


diamètre ww’. Or 
w Pi — 1800 — (PB 
+ w'PC), 
Tee TS 
ou, comme "PB — B 
EE me — Feu 
et w'PC = GC, 
&Po— 180 —(B + C)— 900. 


Les cercles w, w’' sont 
donc orthogonaux et se 
coupent en P, P' sur le 
cercle de diamètre ww’, 
2 Joigrions À au milieu 
Les triangles isocèles OAB, wBP donnent 


ES Ex à ES 

WAO = B = wPB, 
de sorte que le quadrilatère AOPw a les angles opposés A et P 
supplémentaires ; il est donc inscriptible dans le cercle AwP déjà 
Fo lequel passe ainsi par les deux points fixes O et A. 

} Joignons P’ aux points B et C. L'angle inscrit PBP’ est 
nt au “demi- angle au centre correspondant Pww’! ; de même 
PCP — Poe. Les triangles P'BC et Pww’ sont donc TR … 
et comme le second est rectangle en P, le premier est rectangle 
en P’, d'où il résulte que le lieu de P’ est le cercle de diamètre 
BC circonscrit au triangle ABC. 








O de BC. 
























jee ne dant varia 
ble passant par O etA ave 
les droites, fixes AB, AC 
Pour obtenir l'enveloppe de 
ww’, remarquons que le point 
0 1 cercle circonscrit au 
triangle Aww' se projette sur 
les côtés en trois points 
M, 1, N en ligne droite (théorème de Simson). Par suite la pro- 
jection I du point O sur ww’ décrit la droite fixe MN, ce qui 
montre que l'enveloppe de ww’ est une parabole de foyer O 
admettant MN comme tangente au sommet. Comme AB et AG 
sont des positions particulières de ww', cette parabole est 
inscrite dans l'angle BAC. (L. OLLIÉ, à Auch.) 


N. B. — Daus plusieurs copies, la 4e partie de Ja question a été ou omise 
ou mal comprise. Par enveloppe d’une droite variable on entend la courbe 
fixe à laquelle cette droite reste tangente dans toutes ses positions. : 


ee résolu complètement la question : MM. A. Amblard ; G, Armain aud ; 
. Destouches ; H. Dumont ; G. Foucry ; F. Grenier ; J. Haag ; T: Millet 
H. Pitrat ; A. de Saint-Gabriel ; A. Gauvin ; J. Chapron. 

Ont résolu partiellement la question : MM. d'Am hernet ; E. : 
vaist: L. Brélivet ; .J: Brun ; G. Capgras ; 5 J. Chemineau ; F. Clabault 
M. Cry ; Delaire ; Hébré ; H. Julien ; Lajouanine ; A. Lecoutour ; Marot ; 
À. Méynier ; Mongin ; R. Mouzon ; P. Noël; A, Sainte- Laguë ; Sautreau ; 
C. Soulas.} 





on ; R. Bou- 








+ 


4736 (*). — Fet F' étantles foyers d'une ellipse donnée et M 
désignant un point de cette ellipse, on considère les deux cercles 
tangents auæ trois côtés du triangle MFF' et dont les centres Os, 
O2 sont situés sur la tangente en M à l’ellipse. Démontrer que, 
lorsque le point M se déplace sur l'ellipse considérée, les deux 
points O1, O2 décrivent respectivement deux droites dont on indi= 

ra 0$ ar rapport à l’ellips k 
CNRS (Bace. letires- on CMD juillet 1899 ) 


Les cercles exinscrits (4 et O> du triangle MFF' touchent, 

comme on sait, le côté FF'en 

deux points À, A’ tels que 
FA — AS 

2p désignant le périmètre du 

triangle. 

Or M appartenant par hy- 
pothèse à une ellipse donnée. 
dont le grand axe est 2a et la. 
* distance focale 2c# on a ; 

2p = FF +FM+ ME" = 2% + 2%; | 

donc » est constant et par suite les points A, A’ sont fixes. Ces 

points sont d’ailleurs sur l’ellipse, puisque h 
AFHAF = p+p— =? 2028 

Ainsi les droites décrites par les points O1 et O: sont les tan-" 
gentes à l’ellipse menées aux sommets du grand axe. 

\ (HENRI PITRAT, à Givors.) 


[Ont résolu la même question : MM. R. Barthélemy ; Billionnet ; CG. Bour- 
véau ; R. Bouvaist ; M. Cry ; Duvergé ; Gondran ; Hébré ; ; Henry ; Jouffray 
T. Laleseu ; L. Lassence ; D. Lwow ; Marot ; L. Patin ; Pendariès ; A. Porta- 
lier ; Rivière ; Sainte-Laguë ; G. RAR H. Tellier ; P. Thonet ; P. en 
tin ; F. Vérot ; H. Janois ; L. Ollié; . de Saint-Gabriel. ] 


_ Qu. 2) Gt LS ARR . 
TRIGONOMÉTRIE 


‘ 








ù 
4624. — On donne un cercle de rayon R et de centre O'; trou- 
ver sur la circonférence un point P tel que l'angle OPG soit 
R 
oG=— SE ? 
minutes la valeur de l'angle maximum. : . 
(Bacc. lettres-math., Poitiers, novembre 1898) 


maximum. En supposant calculer en degrés et 





(*) Au sujet de ce lieu, le lecteur peut se reporter à une question plus 


” étendue résolue dans la 7° année (p.117, n° 100). 











+ . Ke. 4 À EDS ? Lx ! RE 
si l'on pose OCP — sé ie triangle OCP permet d'écrire 
“rs sin P since 
? 


LG is 
45 P OCT TR 
Æ d'où sin P — CÈ sin 2. 









R 
Dans le cas de OG<R (cas de la figure), 
l'angle P étant toujours aigu devient maximum 
en même temps que sinP, c'est-à-dire lorsque sin « — 1, ou 
— 90°. Le point cherché P est donc à la rencontre du cercle O 
avec la perpendiculaire en C à OC. 






| Application numérique. — Pour OC— -—, ona 


; : 1 
; sin P= 7 


24 


et les tables donnent À < 
. . P — 90 23. 
Lorsque OC >R, la valeur de sin P ne pouvant surpasser |, 


on doil avoir : 


. . OC 


er Rire <tl ou sin 4 < Go? 


l'angle + est alors inférieur ou égal à un certain angle x, ayant 


pour sinus —. L’angle +, est celui que la tangente menée de 


C fait avec OC. Mais il n'y a plus de maximum ou de minimum 
de l'angle OPC, cet angle pouvant prendre toutes les valeurs de- 
puis 0 (si P est à l'extrémité du diamètre OC extérieure au seg- 
méêént CO) jusqu’à 180° (si P est à l'extrémité entre C et P). 
Solution géométrique, — Le lieu des points P pour lesquels 
l’angle OPC a une valeur donnée est un 
segment capable de corde OC el de gran- 
deur inversement proportionnelle à la 
valeur de l’angle. Par suite le maximum 
de l'angle OPC répond au plus petitsegment 
tangent en P au cercle O ; comme OP est 
‘alors un diamètre du segment, l'angle OCP 
est droit. 
{G.» FOUCRY, école normale de Chälons-sur-Marne.) 


Remarque. — On peut encore déduire le maximum de 
l'angle P du minimum de son cosinus en discutant l'équation 
PC” —Æ2R cos P.PC + R? — OC” 


j [Ont résolu la même FUMER MM. Bouzy ; V. Chosson ; L. Curt ; H. Do- 
dier ; J. Fiton ; 2. Foucart ; Guillaud ; R. Henry : T. Lalescu ; A. Larue ; 
‘re Maigre ; G. Marie ; Métal ; S.-N, Mirea ; M. Oger ; A.-Richon:; 


H. Varennes. ] , 


PHYSIQUE 

























h 


4738. — Un baromètre a 1 de longueur au-dessus du mer- 
cure de la cuvette et 1°1 de section intérieure. Il renferme une 
colonne de mercure de 0,760 de hauteur et la température est Oo. 
On introduit dans la chambre de ce baromètre 1° d'air mesuré 
dans les conditions normales de température et de pression, et on 
demande : ; | 

4° Quelle sera la densité de l'atmosphère qui surmontera lu 
solonne de mercure ; 

20 Quelle sera la hauteur PIERRE observée ; 

| 3° De combien il faudra enfoncer le tube barométrique dans la 
juvette pour que la densité de l'air qu'il contient soit égale à 


(Bacc. lettres-sciences, Caen, juillet 1899.) 
qe Soit œ la Hs dont baissera le mercure par suite de 






d'où 





(100 — 76 + x) = 76 X<1, 
a + 2e — 716 — 0. 
La racine positive convient seule; on a donc 
D 22,832. 
Les densités d’un gaz étant proportionnelles aux pressions, la 





densité de l'atmosphère qui surmonte la colonne de mercure à 
pour valeur, en prenant le centimètre cube comme unité de 


volume, 
001293 x 2,832 
LORD 2088 — 02r 00004848. 
20 La hauteur barométrique observée sera de 
76 — 2,832 — 730,168. 


30 Enfonçons le tube jusqu’à ce que le niveau du mercure soit 


le même à l'intérieur qu'à l'extérieur. L'air intérieur occupe 
alors un volume de 1%. À ce moment, l’air extérieur et l'air 
intérieur ayant même température et même force élastique, 
ont la même densité. Il faudra donc enfoncer le tube de 99cm, 


(L. MAUBECK.) 


[Ont résolu la même question : Mie J. Gravet ; MM. L. Audoyer ; E. Bau- 
douin ; M. Bégué ; C. Billionnet ; H. Blanc ; E. Cognet ; J. Crétinon, L. Gurt; 
Duvyergé et Sainte-Laguë ; J. Germa; M. Gondran ;.J. Haag ; J. Hébré ; 
R. Henry ; A. Lecoutour ; Lemasurier ; T. Lemoyne ; E. Léger ; F. Limouzi ; 
David Lwow ; Marot ; B. Mathé ; Mengailhou ; Noël ; R. Paucot ; L. Patin ; 
M. Petit; P. Pille; A. Pichon; R., à A.; R. Simon; G. Sinoquet; L. Thiébert; 
H. Tellier ; Raüber ; M. Royer ; A. Vary ; Valentin; Rivière.] 


4739. — Un vase cylindrique À de 1® de hauteur at de 10° de 
section porte à sa partie inférieure un tube latéral B de section 
négligeable qui s'ouvre dans l'atmosphère au niveau 
même de la base supérieure. Ce vase contient de l'air 
sel et du mercure qui remplit le fond du vase et 
tout Le tube B. A 0° la hauteur occupée par l’air est 
de 50cm et sa pression de 125°% de mercure. On porte 
tout le système à la température de 200° et l’on de- 
mande : 

1o Quelle sera la hauteur occupée par l'air ; 
20 Quel poids de mercure se sera écoulé par le tube B, 
Densité du mercure à 00, 13,6 ; 


A B 





LAN 
Coefficient de dilatation absolue du mercure, 5E50 ? 
J 2) 


k : cie 1 
Coefficient de dilatation de l'air, » 753 


2 


1 


On négligera la dilatation du vase. 


(Bacc. lettres-math., Poitiers, juillet 1899.) 


10 Soit H la pression atmosphérique. Comme la distance des 

niveaux dans les deux tubes est de 50°, on a 
H + 50 = 125, 
d'où. 7: 

Appelons æ la hauteur occupée par l'air à 2009. La pression H 
de cet air sera égale à H+x ou 75+x. En appliquant 
la formule qui réunit les lois de Mariotte et de Gay-Lussae, il 
vient 





CON tar OPUS 4) _ 
+ 
d’où l’on tire l'équation . 
a? + 15% — 6250 73 = 0. 


La racine positive convenant seule, on a x — 73,11. 


20 Le mercure, à 200°, occupe dans le vase un volume de 
(100 —73,11)10 — 268,9 auquel correspond, à 0°, un volume de 


{ 
ni DRK 5550, Le volume de mercure écoulé est 


1 200.7 D 750 
5550 | 
268,9 X 5550 1382605 











[dm-5)% -3 n° 


a 22 (ym-t) 2 
3 Gim-1} =0. 


| 2'=@® 2'- 








4 cd er 2 ATEN " 5 
+ *rV an Fes D AS 
k É TAG NES, ï 
: SEX À 382605 13,0 MERE 
et le poids de ce mercure est de Re = = 32706, 1. 
(R. HENRY.) 
[Ont résolu la même question : MM. M. Cry ; M. Gaillot ; M. Gondrar ; 


Limouzi ; M. ER: Paucot ; AaVary.l 
> —————————————— , 


CONCOURS DE 1899 (suive) 
ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 


SECTION D'ARCHITECTURE 


Haag ; d. Hébré ; David Lwow ; F. 





Mathématiques. 


|. — 4749. 


Etant donné un hexagone régulier ABCDEF de côté 4; 
de centre O, sur le prolongement du rayon 
OC on prend une longueur CG = & et 
par le point G on mène la perpendiculaire 
æy à OG : 

1° Trouver l'expression V du volume 
engendré par l'hexagone en tournant au- 
tour de æy, et calculer par logarithmes le 
côté a sachant que V — 0mc,547238; 

20 Du centre O on abaisse la perpendi- 
culaire sur le côté BC jusqu'à son inter- 
section H avec æy, et on joint le point H 
au sommet B ; calculer en fonction de «a 


la longueur BH; mettre tous les calculs. 


IL — 4750, Trouver le quotient et le reste de la division par 
2x? — 5x-+m du polynome 
Gr" — (27m — 8)a + (3m° + 36m — 26)x° — 11mx — 3m, 
puis résoudre et discuter l'équation obtenue en égalant à zéro le quo- 
tient: mettre tous les calculs. 
(2e session, 24 octobre. — Durée : 2 heures.) 
Géométrie descriptive. 


” Deux Re à semblables d'une maison font entre elles un angle AOB,. 








































































































Sur chaque façade, la travée la plus voisine de cet angle a son axe à Ja 
distance OX. L'architecture de ces deux travées est identique. 


80 — A 
1 | fe Let F< ER À je r 
fe A (ee “ FLE 
Au rez-de-chaussée existe une baie en arcade avec | 
saillante. FL te 


de 0 A CNT PT 







































Au-dessus de l'arcade est un Dico Mr par deux  COHEDIES € 
nelage. La balustrade du balcon,-évidée en. croisillons, se term 
chacune de ses deux extrémités par un piédestal carré. Le profil 
face latérale est le même que celui de la face principale. Ë 

Le premier étage, légèrement en retraite sur le rez-de- chaussé : 
ouvre sur le balcon par une porte rectangulaire couronnée d'un fronton: ni 

Le tracé MM indique le profil du bâtiment en dehors des balcons. 

L'épure consiste à représenter la projection verticale des deux fa 

cades, la façade OA étant vue de face, la façade OB étant par suite dans 
le plan vertical faisant avec le plan vertical de projection l'angle A0B, 
y compris la projection de l'appareil. (14 

Les rayons lumineux étant supposés à 45°, on cherchera Bnsuits si 
- façade OB est complètement dans l'ombre, et on déterminera, s'il 

a lieu, la partie éclairée ; on ne demande pas les ombres LE l'éléva- 
es normale. 


À 


D y: 


. 


Nora. — Les candidats sont priés de mettre au crayon ou à 'obetes rouge 
toutes les lignes de construction. à 


(2e session. — Durée : 


ET LT Ve 


QUESTIONS. PROPOSÉES 


C 4754. — Trouver ne les valeurs de » Hal 


lesquelles 13"— 41 est divisible par 103. 
À te IN B (Tanasescu, étole mililaire de Jassy.) 


8 heures. | 


| D 





4752, — Étant donnée une sphère, on mène 
deux plans parallèles AB, A'B' également distants 
du centre. Soient G et C’ les. pôles des cercles 

, déterminés par ces plans. 

Trouver le maximum du volume formé par le 

cylindre ABA'B' et les deux cônes CAB, C'A'B'. 


À OT B 
C! 
4753. — Par un point quelconque O0 du plan d'un triangle ABG on 


mène des parallèles aux côtés AB, BC, CA limitées r'OSPÉCÉENEENENE en 
A’, B', C’ aux côtés BC, CA, AB. Démontrer que 


LMP RO QUE) 
co Fa ut * 


(Les segments sont regardés comme positifs ou négatifs, suivant fi ‘ils 
sont dirigés dans le sens ABCA ou en sens inverse.) 
(Faucxer, collège d'Issoire. ) 


* 


4754. — Un quadrilatère fixe inscrit dans un cercle O a ses diago- 
nales AC, BD rectangulaires. Par le point de eue des diagonales 
on mène deux droites rectangulaires variables À et A : 

19 Soient A'C' la projection de AC. sur A, B'D' la Dr SSEn de BD. 
sur À’. Prouver que le quadrilatère A'B'C'D’ est inscriptible dans un 
cercle 0.  8't'a'n' ef hondlubiqau Le ABC D. ‘4 

2 Trouver le lieu du centre du cerele 0". #6ude Wa 07 démunis 

3° Si AC" est la projection de A'C' sur Ac et B"D" la projection 
de BC sur BC, le quadrilatère A'"B"C'D” est inscriptible dans un. 
cercle 0” dont on demande le lieu du centre. 2'ue-07. 

4° Trouver une relation entre les rayons des trois cercles 0, 0", 0". 

+ 1" (L: OLuté, à Auch.) 


4755. — Dans un réservoir contenant 5lit,6 d'air sec à 0° et sous 
la pression de 830mm de mercure, on veut introduire avec une pompe 
de compression dépourvue d'espace nuisible 23s' d'air sec pris à 0° et 
sous la pression normale. Le volume du corps de pompe étant de 560€, 
on demande le nombre de coups de piston à donner et Ja PrAssone 
finale dans le réservoir. 4 

Poids du litre d'air dans les conditions normales, 18",3. 

(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1899. qi 


4756. — Un très petit cercle lumineux, dont le plan est perpendi- 
culaire à l'axe principal d’une lentille convergente, a son centre en un. 
point de cet axe. Sur un écran situé à 3" du cercle donné et perpen- 
diculaire à l'axe principal, se forme une image réelle dont la surface 
est quadruple de celle du cercle donné. Calculer la distance focale 
principale de la lentille. 

(Bacc. Her nas Caen, juillet 1899.) 
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es DES JEUNES FILLES (1899) 
! ; _ Section des cree mathématiques. 


4663. — On donne les trinomes du second degré 
.U— A — 6x +5, 



























UV 0, 


+ . « e 0 L 
et on considere Les fractions 
* . 


& 


02 MU NT 
—————— ) 


LE 


S — 


ü U + po 
m, n et p désignant des nombres donnés quelconques : 
“ : 
L 


11 
Y=— ; 


4° Etudier la variation de la fraction ; 
« ” Ù 


20 Comparer la variahion.de 3 à celle de y, et montrer que ces 


Jours eu sens Contraires selon que mp—n est positif ou négatif. 
3 Déterminer n êt p en fonction de m, de manière que le 

mazineum et le minimum de 3° Soient respectivement égaux au 

F masinum el au minimun, où a minimuin et au maximum de y. 

Distinguer” les valeurs de m pour lesquelles on se trouve dans 

l'un ou dans l'autre «'e ces deux cas. 

n” + + 


4° La fonction 


CE 15 AE Es 
Y=Z= —_——— 
| AT a 8x + 6 
ET 3 L ; , 
est continue pour toutes les valeurs de + qui n'annulent pas le 
dénominateur &? — 5x +6. Or ce trinome a pour racines 2 el 3 ; 


_ donc la fonction y sera continue dans les intervalles (— , 2), 


B(2; 3) et (3; + æ). 
La dérivée de cette fonction est 
‘#9 À 6 SE on 
, ” TG 5x +6) 


Le numérateur a deux racines réelles et de signes contraires, 
—1—92/3 et —1+92/3; la première est dans l'intervalle 
È (— æ , 2), et la seconde dans l'intervalle (2,3). La dérivée y’ 
sera positive pour toutes les valeurs de æ& extérieures aux racines 
—1—2)3 .et — 1+2/3, et négative pour toutes les valeurs 
. de x comprises entre les racines. 
Nous pouvons donc dresser le tableau de variations suivant : 
—1+9V3 


TPS EVER 3—e|3+e +20 








ls + É EL. FE : 4 À Fat” ne 





ylA croit 8-4V3 décroit —|+c décroit 84+4ÿ3 croît +» croit 1 
Dre Max. Min. 


Abonnements... 


deux fonctions de æ varient toujours dans le même sens, où tou- 
+ 





Boulevard Saint-Germain, 63, à Paris. 


Librairie Nony et Cie, Boul‘ St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en. 


Rédaction .... 


voyer des mandats. 














6 5 
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DA Fe 
5 6° 
ee 
HA x 


on voit aisément que quand æ augmente indéfiniment, y a pour 


limite 1. 


Les variations de y sont alors représentées par la courbe sui- 
vante : 








On peut observer que y s’annule pour æ=1 etx=5; par 
conséquent la courbe rencontre l’axe des + aux points qui ont pour 
abscisses { et 5. 

2° On peut écrire 

H 4 + n 
E v 
LE on 5 we 712 N, 
u 
v 35 P 
My +n 
———— ) 
ÿ Tr D 
et en prenant les dérivées des deux membres par rapport à x, 
Le + piny — {ny + ny! 
 — 5 = #) 
WP} 
; (np — n\y' 
ou 1 ind UE 
: (y + p}? 

Si vp — n est positif, :’ et y’ sont de même signe ; par con- 
séquent y et =: varient dans le même sens. 

Si mp—n est négatif, :’ el y’ sont de signes contraires; donc 
y et 3 varient en sens contraires. 


ou LI 





! 


3° Nous distinguerons deux cas, selon que les valeurs maxima 
où minima de y et de : qui déivent être égales, correspondent 
aux mêmes valeurs de æ ou à des valeurs de x différentes. 





« ; A ee 
nn Cotton ts A AE. 








PREMIER cas. — Les valeurs maxima ou minima de y et # 5 : qui 
doivent être égales correspondent aux mêmes valeurs de &. 


e 
Soit 71 le maximum de 7, y: son minimum; nôus avons 


ii = 8% 4) 2 Ve 84, 
On doit avoir 
Mmyi + n MYy2 +N 
Da = ER Ve ee 
Yi + D Yy2 + D 





OU  Yyi—(m—plyy —n =0, y3 — (in —py2 —n=0; 
par suite y, et y: sont racines de l'équation y?— (n—p}y—n=0, 
et l’on a 


MD JA Vs A0, — N = Yiy9 = 16; 
on en déduit 


p = m— 16, n = —16 


et le problème est résolu. 

D'ailleurs mp — n— nifin — 16) — 16 = m°? — 16m — 16; 
le signe de ce trinome dépend de la position de ” par rapport 
aux racines, qui sont égales à 8 — 4y3 et 8 + 4ÿ3. 

Donc si "= est extérieur à l'intervalle (8— 4/3, 8+ 43), le 
maximum et le minimum de + sont respectivement égaux au 
maximum et au minimum de y. 

Si m estcomprisentre 8—4%ÿ3 et 8+4/3, le maximum 
et le minimum .de : sont respectivement égaux au minimum et 
au maximum de y. 


DEUXIÈME cas. — Les valeurs maxima ou minima de y et de : 
qui doivent être égales correspondent à des valeurs différentes 
de æ. 


On doit alors avoir 


Mmy2 +N Myi+n 
DE cer DER rt) 
va TP, n+p 
OÙ Y1Y2 + Py1 — Mys —n = 0, YaYÿ2 + PY2— My — nn = 0. 


En retranchant ces deux égalités, on a 
d'où m+p—0. Il vient alors 


(nr + p\(yi — ye) = 0 


YaY2 — NW y + y2) —n =: 0, 
ou 16 — 16m — n = 0. 
On en déduit 
n = 16(1 — on), 
En oùtre mp —n = — m°? + 46m — 46; 
même trinome que précédemment. 
Par suite, si = est extérieur à l'intervalle (8--4/3, 84 4/73), 
n est négalif, + et y Varient en sens contraires, donc 


p = — M, 


nous obtenons le 





IP 


My2+N E x MY, +N +. 
——— est un maximum Pour 3, et 2 "et un mini 
ya +p LA un 2 


mum ; il en résulte que le maximum et le minimum de 2 sont 
respectivement égaux au maximum et au minimum de y. 

Sim» est compris entre 8—4ÿ/3 et 8+4ÿ3, le maxi- 
mum et le minimum de 3 sont respectivement égaux au mini- 
mum et au maximum de y. 

On est ainsi conduit aux mêmes conclusions que dans le pre- 


mier cas ; seulement les valeurs de # et p en fonction de m ne 


sont pas les mêmes. 


(V. H.) 
[Ont résolu la même question : MM. Boyer, instituteur à Aulerive: Bour- 
véau, à Quimperlé ; Debenest ; ; G. FoucrY, école normale de Chalons-sur- 
Marne : sé Gondran, à Caen ; R. Henty, instituteur à Troyes ; Jacquet, lycée de 
Màcon ; Legros, lycée de Rouen : :VHLe Lévy ; D. Lwow,à Piatra (Roumanié) ; 


G. Un école normale de Valence ; S. N.; à Châlons ; L. Ollié A 
A. Saunte- Lagué, lycée de Bordeaux ; A, Tamerelle, me Saint-Louis. À 110 


. BB. S 


è Ham ètres. RE A 


B point mobile sur cette Re on ou 
la droite PA qui coupe le diamètre BB', ou 


son prolongement, au point (. 


À | À 4e Trouver de lieu du point C, centre du | 
cercle circonscrit au triangle BPQ, et le lieu 


B' du point C, centre du cercle circonserit aw 


triangle B'PQ. : “4 


Distinquer des parties de ces lieux qui correspondent aux 
différentes positions du point P sur la circonférence donnée. 


> Démontrer que la somme ow la différence des rayons des 


cercles circonscrits aux triangles BPQ et B'PQ est constante. 


30 Démontrer que le triangle OCC! est rectangle et isôcèle, et . 
q 9 9 ; ! 


trouver de lieu du point 1, milieu de la droite CC’. 


4° Trouver le lieu du point d'intersection M des “droites op 
et CC et chercher da Lupin à ce lieu au point M. 


1° Supposons d’abord que le point P soit situé sur l'arc BAB' 
(fig. 1). Comme l'angle BPQ ‘est 
aigu et égal à 450 puisqu'il a 
même mesure que la moitié de 
l'arc A'B, le print C est par 
rapport à BQ .du même côté 
que le point P, 
centre BCQ, doublé de l'angle 





gle BCQ est donc rectangle et 
isocèle, l'angle CBQ est égal à 45° 
et par suite le point C _ sur la 
B droite AB. 


nn Un raisonnement tout à fait 





semblable montre que le point C’ est sur la droite AB’. 


Les points Cet C’ sont donc les projections du point Q sur les 
droites AB et AB’. Par suite quand le point P décrit l'arc BAB'. 
dans le sens BAB, le point C décrit la droite AB dans le sens BA, 
et le point C' décrit la droite AB’ dans le sens AB. . 

Si le point P est sur l'arc BA' (fig. 2), le point G est par 
rapport à BQ du même 
côté que le point P, puis- 
que l’angle BPQ est égal 

à 450. Donc l’angle QCB 
a droit et le point C est 
encore la projection de Q 
sur Bb, prolongement de 
AB. D'autre part, l'angle 
QPB' étant obtus (et égal 

à 1350) les points C/ et p* 


rapport à (B'; l'angle 
QU'B" est égal au double 
‘du supplément de l'angle 
QPB', il est-encore droit, 





Fig. 2 
est la projection de Q sur le prolongement Ax' de AB’. 
Quand le point P décrit l’arc BA’ dans le sens BA’, le point C 


décrit la droite B8 dans le sens B£, et quand P se rapproche 


indéfiniment de A’, le point G s'éloigne indéfiniment. Le point C 


et l'angle au 


inscrit BP(, est droit. Le trian- 





ll 





* 
4 


| 
| 
| 
| 
i 
1 
$ 
| 


À 


sont de côtés différents par 


par conséquent le nr C’. È 


ve 


; 
î 


décrit alors Aa’ dans le sens A4’, et s'éloigne indéfiniment quand P 


se rapproche de AT | n 
Enfin, en raisonnant.d’une manière analogue, on verra que si 
le point P décrit l'arc B'A' (/ig:3) dans le sens BA le point È 








y 


1 ue. er pr : 
et le point C’ 
dans le sens B'?. 

Il résulte de cette discus- 
sion que le lieu du point C 
est la droite AB toutentière 
etque lelieu du point C’est 
la droite AB’ tout entière. 
De plus les points G et C’ 
étant les projections du 
point Q sur AB et AB, on 
suivra facilement le dépla- 
cement de ces points, lors- 
que le point P décrit la 
circonférence donnée. 
























































20 a) Le point P est sur 
l'arc BAB' (fig. 1). 
Désignons par © et p' 
| les rayons des deux cer- 
cles. Nous avons p = QC, p'— QC. Comme la figure ACQC' 
est un rectangle, AC est égal à QC, et par suite 








-p+p'-—= AB. 
b) Be point P est sur l'arc BA' (fig. 2). 
QC ER QC AC, 
| op —0 = AB. 
c) Le point P est sur l'arc A'B' (fig. 3). 
p=QC  p'=Q0=— AC, 
+ o—p — AB. 


Dans ce qui va suivre nous nous bornerons au cas où le point P 
est situé sur l'arc BAB', 
car le raisonnement 
est identique dans les 
autres hypothèses. 

Les triangles OBC, 
OAC'sontégauxcomme 
ayant un angle égal 
compris entre deux 
côtés égaux : 
Sy Ce re 
OBC = OAC' 
OA URARC 
Den OL 
BOG— AOÛ. Il en 
résulte que l’angle COC’ 
est droit. 

De plus, comme la 
figure ACQC' est un 
rectangle, le milieu I de CC’ est au milieu de AQ, et par suite 
le lieu du point I est la perpendiculaire élevée à OA en son 
milieu. s 

& Soit M le point de rencontre de CC’ et de OP. La droite PQ 
étant la corde commune aux deux cercles de centres G et C’, CC’ 
est perpendiculaire à PQ en son milieu. Donc le triangle PMQ 
est isocèle, on a PQM — MPQ : mais comme 
4 MPG = OPY = GAP, 

4 PE ee PE 
. nous avons PQM = OA'P, par suite QM est parallèle à AA’, 
. Soit AT la tangente en A au cercle O ; prolongeons QM jusqu’à 
… sa rencontre D avec AT. Comme MQ — MP et OP — QD, 
_ onen déduit OM = MD; par suite, le lieu du point M est la 
parabole qui a pour foyer le point O et pour directrice la droite AT. 
Comme CC’ est bissectrice de l'angle FMQ, cette droite est 

_ précisément la tangente en M à cette parabole. 


45°, 
AC 
et 





Fig. 4 








la droite Be | 








” Observons enfin que cette parabole passe par les points B et PB, 


y admet comme tangentes BA et B'A, et que la tangente au 


‘sommet de cette parabole est la droite lieu du point I. 
(G. FOUCRY,*école normale de Châlons-sur-Marne.) 


{Ont résolu cette question : MM. A. Amblard, à Saint-Flour ; Bayor, 
instituteur à Auterive : C. Billionnet : G. Boissonnet : E. Bon, à Lons-le- 
Saunier ; CG. Bourvéau, à Quimperlé : R. Bouvaist ; H. Debenest instituteur- 
adjoint à Mirebeau (Vienne) ; Duvergé, lycée de Bordeaux ; V. H.; Jacquet, 
lycée de Mâcon ; Lajouanine, lycée de Clermont ; £Laly ; Ch. Lefebvre, lycée 
Saint-Louis; David Lwow, à Piatra (Roumanie) ; R. Manen, petit séminaire de 
Massals ; S. N., à Châlons ; L. Ollié, à Auch ; Henri Pitrat, à Givors ; Paul 
Thonef, athénée royal d'Anvers ; P. Tribier.] 


Nous avons reçu également un certain nombre de copies dont nous n’avons 
pu déchiffrer les signatures. 


Section des Sciences physiques et naturelles. 


4665. — On suppose qu'on connaisse, pour un corps solide 
déterminé, sa chaleur spécifique  K = 0,03; sa chaleur de fusion 
1 
12 500 
T— 3200; toutes ces quantités étant 
rapportées aux unités GC. G.S. et à l'échelle centigrade. — On 
demande de déterminer les valeurs numériques de ces mêmes 
quantités en substituant à l'échelle centigrade, dans toutes les 
définitions : 10 l'échelle de Réaumur ; 2° l'échelle de Fahrenheït, 
(On représentera les quantités à déterminer par les mêmes lettres, 

affectées de, l'indice R ou de l'indice F.) 


À — 5,34; son coefficient de dilatation cubique à ji Sa 


température de fusion 


L'échelle Réaumur comprend 80°, du point de fusion de Ja 
glace au point d’ébullition de l’eau. 


On a donc 
100 5 
LE — 1°c — °c ° 
LR — 2 "40 Lo 7 


Dans l'échelle Fahrenheit, les points fixes sont caractérisés 


par 32 (glace fondante) et 212 (vapeur d’eau bouillante). Par 


suite 
(212 — 32)F — 1000, 


; 100 b 
d’où Jo — 1% 7180. sl dax. 


9 
On a aussi Tr = Te Semoun 32. 
On appelle chaleur spécifique d’un corps la quantité de chaleur, 
évaluée en calories, qu'il faut céder à 15° de ce corps pour élever 
sa température de 10. 


Si Kc— 0,03, onaévidemment Kn = 0,03>x< 2 = 0,0375, 
/ 4 
et Kr = 0,03 X— = 0,0166. 


La chaleur de fusion d’un corps solide est la quantité de chaleur 
qu'il faut céder à 15° de ce corps pour le faire passer à l’état 
liquide sans changer sa température. Elle est évidemment indé- 
pendante des échelles thermométriques et on a toujours pour le 
corps considéré, À — 5,34. 

Le coefficient de dilatation cubique d’un corps est l’augmenta- 
tion de volume de {°° de ce corps quand on élève sa température 





de 1°. Sil’ona bo nn 
4 1 B 1 
= 39800 ” % 7 10000 
\ 1 5 1 
et OS TS SOMMES 02500 
Enfin si l’on a Te = 3209, 


£ 45 #: Se 
dé nat Ta 





, 
T. SX — 2567 





0 
et Te = 320% 2 + 32 — 6080. 
:) 4 
; (J. MÉNÉCHAL.) | 


[Ont résolu la même question : MM. C. Billionnet ; M: Boesch : R. Henry.) 


+ 





ARITHMÉTIQUE 





4792. — Trouver un nombre X de trois chiffres qui divise le 
nombre des chiffres obtenus en écrivant la suite naturelle des 


nombres entiers de 1 à X. 
Généraliser. 


La suite naturelle des nombres de 1 à X inclusivement 


comprend : 
10--1 nombres de 1 chiffre, soit 9 chiffres; 
100 — 10 — 2 chiffres, soit 90><2 chiffres ; 
X+1—100 — 3 —  ,soit (X — 99)3 chiffres. 


Le nombre total des chiffres est donc 
3(X — 99) +25 00 +9 = 3X — 108. 

Ce nombre n'est divisible par X qu’autant que X est un divi- 
seur de 108 d'au moins 3 chiffres, d’où la solution unique 
À == 108. 

Généralisation. — En supposant que le nombre X a » chif- 
fres, la suite naturelle des nombres de 1 à X inclusivement 
comprend : 


10 — 1 nombres de 1 chiffre; 
102 — 10 — 2 chiffres; 
HDI DE HR 


10%-1— 10%? nombres de #7—1 chiffres ; 
X+H1— 1071 Ex n 2 
Le nombre total des chiffres est alors 
AUO — 1) + 210? — 10) + 3(103 — 102). 


2 (nn — 4)(407%- MT Ales 10 à 
| 1002 AN AN AU (n — 119% L 
+ n(X +1 — 1071) 
= — (1 +104 10 + ... 1071) +n(X +1) 
4 107 —1 
= CRETE 


Pour que ce dernier nombre soit divisible par X, il faut et il 
suffit que X divise le nombre 
107% — 1 
OLA 
or ce nombre étant égal au nombre 11...1 (formé de » chif- 
fres 4) diminué de », n’admet d'autre diviseur de # chiffres que 
lui-même. 
n 
Ç 107 — 1 ET; 
Donc Pos UN 
et le quotient du nombre des chiffres considéré par X est n — 1. 


(G. FOUCRY, école normale de Châlons.) 


[Ont résolu la même question : Me M. D. P.; MM. A. Amblard; Baudouin : 
C. Billionnet : Gamard : J. Haag ; KR. mir nr ; ns Jouffray ; H. Julien : 
Lajouanine ; A. Lecoutour : Lehmann ; Re ; R. Manen: P. Marion : 
Mongin; P. Noël ; C. Passeron :; Émis VS. Je 3 G. Sinoquet : 
G: SOulas : P. Thonet ; Tuïssuzian : Tumerelle ; Vial ; X., à Bruxelles: M. 
Royer ; P. Tribier.] 


—————— #9 


PS ONETR ic 


carrés BCDE, ACFG, ABKH et l'on mène les roi DF, GH, KE 
connaissant le Déimetre 2p du triangle ABC et la surface 25? ‘4 
du polygone EDFGHKE, trouver les côtés a, b,c dutriangle. Dis- 
cussion : le périmètre étant fixe, quelles sont les valeurs de a,b,c, 
correspondant au maximum et au minimum de S?? | LIENS 
(On pourra prendre pour inconnues auxiliaires la somme et la e. 
différence des côtés de l'angle droit.) # 
(Baec. letires-math., Poitiers, juillet 1899.) 


On sait que deux triangles'ayant deux angles égaux ou supplé- 
mentaires compris entre deux … 
côtés égaux sont égaux ou bien 
équivalents. Par suite Le triangle 
ABC est égal au triangle AHG 
et équivalént à chacun destri- 
angles BEK et CDF; la surface. 
du polygone EDFGHKE 8 exprime. 
donc par ad 


: 


bc 











ou PU EE 0 > « ES 
| = 2(b? + © + bc). 
Les trois équations du ei 
E D blème sont dès lors 
bit Ta? | a) À 
a+ b+c—= 2p, (2) [ 
BH c?+ be = S% ” (3) à 
Éliminons a entre (1) et (2); il vient | FU 
D? + c? — (2p —b — c}, | à 
ou 2p(d + c) — be — 2p?. (4hrr-0 
En posant b+c—x, b—c—=7y, on en déduit | 
DE gs +, Ci FA 3 J, 
et les équations (3) et (4) deviennent, toutes réductions faites, : 
Ba? + y? = 4S?, sé (3) 
Bpx — x? + y? — 8p?. CC 
Si l'on retranche (4) de (3), y disparaît, et l'on a l'équation 
a? — 2px + 2p? — S? — 0. H L 


æ devant être supérieur à p, la seule racine acceptable est 
œ = pit VS?— p° 
Cette valeur portée dans (3') donne 
y = Vip + V8) ; 
= VS — 6 SR. à 
Les côtés a, b, c ont donc pour expression 
a = 2p—ax = p—ÿS—p}?, 


- 





Can A 1 SES 
Le = + (5+ VF VS n} 4h 
% eu ——————— 
Et = er VE =), 
Discussion. — La valeur de a est réelle et positive lorsque r 
p? << S2 << 2? ; (5) 
les valeurs de » et c Le réelles si l’on a en même temps HP S 
S? > 6pVS? — p?, | 


ou, en élevant au carré les deux membres positifs de cette iné 
galité et transposant, 2 
St — 36p2S? + 36pt > 0. 
Cette inégalité est vérifiée pour toute valeur de $? non com- 












re 


ui annu 








MS S2 < 6p°{3 — 2/2), 
oit _ S2>6p4{3+ 22). 
La seconde condition se rapportant à des valeurs de S? supé- 
rieures à 2p°? est à écarter. Ainsi lorsque 
i - P<S< 6p43 —2V2), 
des valeurs de a, b,c sont réelles et posilives [on reconnait 
que c est positif en observant que l'équation (#) entraine x > y, 
puisque x > p]. 
{1 résulte de l'équation (1) que les conditions de possibilité 
db-c<a<b+c sont forcément remplies, et nous n'avons 
pas à nous en occuper. 
Valeurs de a, b, c correspondant au maximum et au minimum 
de S.— Pour S? —=p? (minimum), les formules donnent 











{ 
a — (p—p) = 0; 
les côtés AC, BG sont alors confondus et la figure devient un 
rectangle de surface 2p Xp — 25. 
Pour S2 = 6p%3 — 2/2) (maximum),on a 

sa = 2p(y 2 —1), b—c—=p2—y2); 

le triangle ABC est rectangle isocèle. 
A Ë (R. HENRY, inslituteur à Troyes.) 


DD ep, 


E [Ont résolu la même question : MM. Billionnet; Clabault; Germa; J. Lehmann; 
D: Lwow ; G. Marcellin ; P. Noël ; Pequignot ; M. Petit ; Reboul ; Gillard ; 
J. Hébré; Hugonnier-Ginet ; A. Thorin.] 


4723. — Décomposer en facteurs l'expression 
M Puy (ut 0) — (3 Ho y) — (x + y — 35). 
Première solution, — En posant 
4 Yy+z =, 
l'expression s'écrit 
E = (&+ u)5 + (x — u)$ — (x + 0)5 — (æœ — v)5. 
Or (x+u) = xÿ + Satu + 1Oxu? + Out + Saut + ui, 
(x 0) = 25 — rtu + 10œiu? — 10xu + bœut — uÿ, 
d'où, en ajoutant, 
(x + u)$ + (x — u)$ = {x + 10xu? + Svut); 
le même, en remplaçant w par v, 
(a + v)5 + (x — v)5 — 2(x° + 10x02 + Ervt). 
L'expression devient alors, après réductions, 
| E — 20x02 — v°?) + 10æ(ut — vt) 
= 10x(u? — v?)(2x° + u? + v?) 
= AOx{(y + 3)? — (3 — y) [2x + (y +2) + (3 — y)? 
= 80zy2(x° + y? + 5°). 


3—Yy=%, 

















Seconde solution, — L'expression s’annulant successivement 
007 0, = 0, est divisible par æxyz; comme 
expression est un polynome entier homogène et symétrique du 
> degré en x, y, :, le quotient ne peut être qu'un polynome 
ntier du second degré homogène et symétrique en x, y, «. On 
eut donc mettre l’expression sous la forme 

: dy sac? + ay? + 43? + Pay + Pas + Pys). 

Pour déterminer les coefficients numériques + et P, il suffit de 
onsidérer deux valeurs particulières de x, y, : et d'égaler les 
aleurs qui en résultent pour le polynome précédent et le poly- 
ome donné. 

En faisant par exemple æ = y = 3 — 1, on obtient 

D 3(a + B) = 35— 3, ou a+ 6 = 80, 

tpour x — —1, ; 


HT EAN 
Es RDF) . 
1 


LA 21. - 





lent son premier membre ; on doit 


"1 
% 
" 





ui PRET ou CR AIT 


_ On déduit de là 
a — 80 et Pa 


, (A. SAINTE-LAGUE, lycée de Bordeaux.) 


[Ont résolu la même question : MM. F. Clabault ; M. Cry ; O. Destouches : 
Dumont: A. Legros; A. Le Moal; R. Mouzon; P. Noël; L. Patin: J. Reynaud 
G. Sinoquet ; P. Thonet ; Tumerelle.] i 


4732. — Discuter le système d'équations 
D + dy + D? + QU + y — ont, 
2? + y? = Àxy. 


Première solution. — La première équation peut s’écrire 
(@? + ph — ay? + œy(a? + y?) = mé, 
ou, en tenant compte de la seconde équation, 
(2 — 1 +2) ay? = mi. 
On tire de là 
m2 


VR +1" 
et par suite 
2 
x? —- 7° = = LUE? - À 
VR+I—1 
en prenant l’un des signes + ou — suivant que À est positif ou 
négatif. 
Connaissant +? et xy?, x? et y? sont racines de 
l'équation 
x? + Àm? ve m# 
À 4 ——_————— . ) a — 
VR+HX— 1 L+i—i! ie 
Discussion. — Tout système de valeurs réelles de + et y ne 


peut provenir que d’un système de valeurs réelles et positives 
de x? et y?. 
Pour que l'équation précédente ait ses deux racines réelles, on 
doit avoir na pe 
2 — km 
MERE A A0 (1) 
comme d’ailleurs ces racines ont une somme positive, elles 
seront toutes deux positives en même temps que leur produit, ce 
qui entraine 
L+À—1 > 0. (2) 
D'après l'inégalité (2), l'inégalité (1) revient à 
—-k>0 
et est vérifiée pour toutes les valeurs de À non comprises entre 
—? et +2. Ces valeurs de X satisfont d’ailleurs à l’inéga- 
lité (2), puisque —2 et 2 comprennent les deux valeurs de À 
qui annulent le premier membre de cette inégalité. 
En désignant par 2? et £? les deux racines positives de l’équa- 
tion, les valeurs correspondantes de x et y, qui doivent vérifier 
l'équation æ&?+ y? = xy, sont 


\ œ 


lou 
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HHH EH 
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ea d 
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(A. HARDY, lycée Janson-de-Sailly). 
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Seconde solution. — Si on pose y — 2x, les équations 
proposées donnent 
22— 13 +1 —0, (1) 
Wi(stLLLs +1) — mt, 
et cette dernière peut s’écrire 


43 —1 


& — 5 
x mie (2) 











20%, 7 


L’équation (1) a ses racines réelles si > 4, c'est-à-dire 
si À n'est pas compris entre —2 et +2. Les deux racines 
sont du signe de À et inverses l’une de l’autre; soit & l’une 

1 ; : 
d'elles, l’autre sera — ; Péquation (2) donne pour x* une valeur 


positive car 3 —1 
donc les solutions : 


“1! 


et 235 sont de même signe. On aura 














F/a—1 dE 

== 1 = =. à 
W=Mm ape Ya \ nr AE 
UE Ja—4 

Lo = —M Le à Ya = — ma fe ; 
d ai— 1 % 1 


: 1 
et les solutions qu'on obtient en remplaçant « par ri ces der- 


nières ne sont d’ailleurs que les précédentes après échange de x 
et y, ces inconnues entrant symétriquement dans les équations 
données. 


[Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; C. Billionnet ; R. Bou- 
vaist ; G. Durand ; J. Haag ; G. Lallier ; H. Lefèvre; J. Lehmann ; D. Lwow; 
M. B., à V.; G. Marcellin; R. Paucot ; J. Pendariès ; M. Petit; G. Sinoquet; 
P. Thonet.] 
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GÉOMÉTRIE 
2454. — Etablir, par le premier livre seul, qu'un triangle 
dont deux des médianes sont égales est isocèle. 


Quatrième solution (°). Cette solution n'exige pas, 
comme les précédentes, la connaissance de Ia théorie des paral- 
lèles. 

Traçons la droite DE et prolongeons cette droite, dans les 
deux sens, des longueurs DN, EM 
égales à elle-même ; menons les 
droites AM et AN. Les triangles AEM 
et BED ayant un angle égal compris 
entre des côtés égaux chacun à chacun, 
on a AM — BD. De même, et par 
suite de l'égalité des triangles ADN 
et CDE, on a AN—=CE. Comme 
BD = CE, il s’ensuit que AM — AN. 
Donc les angles M et N du triangle MAN sont égaux; et ainsi, 
les triangles AME et AND ont un angle égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun. Conséquemment, on a AE — AD; 
d'où AB = AC. 





B C 


(3. MONSALLUT, professeur au lycée de Limoges.) 


4682. — Sur une droite indéfinie «y on donne deux seyments 
AB et CD extérieurs l’un à l'autre. D'un côté de «y on décrit sur 
AB Ze segment de cercle capable d'un angle donné a, et de l'autre 
côté, on décrit sur CD le segment capable du même angle à. Soient 
E et F Les centres respectifs des cercles auxquels appartiennent 
ces segments ; la droïte EF coupe la droîte xy en un point K. 

1° Montrer que ce point K est le même, quel que soit l'angle à. 

2° Trouver le lieu du point de concours des tangentes communes 
extérieures aux deux cercles, quand a varie. 


(Certificat d'aptitude au professorat des écoles normales, 
Aspirantes, 1899.) 


1° Comme l'angle inscrit est égal au demi-angle au centre, le 
centre E est situé sur la perpendiculaire élevée au milieu M de 


AB en un point tel que AEM — 2; le centre F est de même 


———————————_—_————  T 
(*) Voir les trois autres solutions dans la 14 année du Journal, p. 76. 
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PR PRET 
au milieu À 


situé sur Ja perpen ; 
DEN NE à STE d'à > = D, 2G 

Les triangles KME, KNF d’une part, AME, END de 
étant semblables, on peut écrire successivement 


culaire 


Fr 


KM __ ME : AM # MR: 
EN NE  DNCS Ti 


Donc le point K, qui divise le segment fixe MN dans un rap- 


a 
LE 
‘# 
” 



































“ 


port constant, est fixe quel que soit l’angle «. De plus; à cause 
du parallélisme des rayons EA, FD, on voit que K est le centre 
de similitude interne des cercles E et F. 4 

20 On sait que les tangentes communes extérieures des cercles 
E et F se coupent en un point T, qui est le centre de similitude 
externe des deux cercles. On a donc D < | 


TE EA AM 
et en projetant T en I sur «y, 
IM TE 
AN = TF == icon: 


Le point 1 est donc tixe, et le lieu du point T est la perpendi- 
culaire en [I à xy, 





(DUVERGÉ, Iycée de Bordeaux.) 


[Ont résolu la même question : MM. V. Barol; R. Barthélemy; C Billionnet ; 
H. Blanc ; J. Bourrec ; T. Brandhof ; F. Clabault ; C. Croze ; Destouches 
J. Fiton ; G. Foucry ; Gillard ; L. Grillet ; E. Gueudin ; J. Haag ; J. Hébré ; 
R. Henry ; Jacquet ; T. Lalescu ; A. Larue ; L. Lassence ; GC. Lefebvre; 
H. Lefèvre ; J. Lehmann ; P. Le Verrier ; D. Lwow ; M. B., à V. : J. Maury; 
E. Malleret ; B. Mathé ; J. Ménéchal ; E. Ménissier ; H. Miconnet ; L. Ollié; 
P. E., à Vielmur; A. Pequignot ; P. Plisson; L. Richard; Rigaudière; E. Sin- 
ne î H. Tellier ; C. Thérézien ; P. Thonet ; A. Tumerelle ; Vial ; Aniceb 

lial. : 


4735. — Généralisation de la question 47117 : si un polygone 
de 2n côtés est inscrit dans un cercle, le produit des distances d'un 
point de la circonférence aux côtés de rang pair est égal au produit 
des distances de ce point aux côtés de rang impair.” 


Considérons le quadrilatère inscrit ABCD et soient «1, a, à, 
a, les pieds des perpendi 
culaires abaïissées d’un 
point P du cercle circon 
scrit sur les côtés AB, BC, 
CD, DA. ra 4 
Si R est le rayon du 
cercle circonscrit, on a, 
en vertu d'un théorème 
bien connu, 100000 
2R.Pai = PA.PB, 
2R.. Pas = PR'PC, 





2R .Pos — PC.PD, 
2R.Pa:= PD.PA: 
On en déduit | É 
po, Pas = BALEB. PG-PDERSS SES 


4R? 








nes er évlionirnent née et L'sérpie à 
a polygone d'un nombre pair de côtés. ‘+ 
_ En considérant un triangle comme la limite d'un hexagone 
‘inscrit dont trois côtés non consécutifs lendent vers zéro, on 
retrouve comme cas particulier la question 4717 (p. 70). 
(H._PITRAT, à Givors.) 


a p2 


e . 


- Remarque. — On peut considérer un polygone d’un nombre 
quelconque de côtés, complété par des tangentes. En particulier 

“on voit que le produit des distances d’un point d'un cercle aux 

- n côtés d’un polygone inscrit est égal au produit des distances 
- de’ce point aux * tangentes dont les points de contact sont les 
sommets du polygone. 


MM. A. PL E : L. Audoyer ; C. Blanc ; 


(Ont résolu Ja même question : 
. de Saint-Gabrie l; J. Haag; 


R. Bouvaist ; M. Brun ; J. Crétinon; Duvergé ; 
Tr. Lalescu : D. Lwow ; PR À M. Een: > PR. Pille ; E. Raüber; 
BP. Zlatco,A, Hardy; L. Ollié. ] 


rieurement, les triangles équilatéraux BCA', CAB’, ABC. Les 
côtés BC!, CB’ prolongés se coupent en A"; de même, les côtés 
CA’, AC’ se coupent en B", etdes côtés AB’, BA’, en C”. Démon- 
-trer que Les droites A'A", B'B”’, CC” sont parallèles. 


- 
| 4746. — Sur les côtés d’un triangle ABC on construit, exté- 


Le quadrilatère ABA’B, ayant les angles BA'B" B" et BAB" sup- 
EUR est'inscriptible; donc Lo. — ABC. Le quadri- 


(4 
AB 


















< 


latère mscriptible ACA’C’ donne de même ACX = ACP. Par 
suite les triangles ABC”, AB"C, ayant deux angles égaux, sont 
semblables, et l’on a 


AB _ AB" 
FAN de 
ou, puisque par construction AB— AC’ et AC — AB, 
: AC'- AB 
AC — AB 


. Les segments B'B” et C'C” sont dès lors parallèles comme 
homothétiques par rapport à A. 

On verrait de même que le segment A'A” est parallèle à 
chacun des segments B'B”-et CC. 


Remarque. — On reconnaît aisément que les angles des 
triangles semblables ABC”, AB'C, A"BC sont respectivement 
égaux à  - Û 

120° = A, 120° — B, 1200 — C. 
_ On en déduit que si par exemple A — 1200, le point corres- 
pondant A” est rejeté”à l'infini. | 
| . (D. TUISSUZIAN, lycée Hoche, Versailles.) 






& ‘Généralisation. — On peut, sans que la démonstration précé- 
_dente cesse d’être applicable, remplacer les trois triangles équi- 


latéraux BCA', CAB’, ABC par des triangles semblables tels que 
les sommets homologues correspondent à la même lettre. D 
ces conditions, on a en effet 
Sp 
BAT — BAC — CAB ; 

les deux quadrilatères ABA'B", ACA'C” sont donc encore inscrip- 
tibles et entrainent la similitude des triangles ABC”, AB’C. On 
a alors 


AB AB" 
NUE 

ou, comme AB = %.AC' et AB — k.AC, 
AGE RD 
AE. AE 


Le reste s'achève comme plus haut. 
[Davin LWOW, à Piatra (Roumanie. )| 
{Ont résolu la même question : MM. G. Audet ; R. Barthélemy ; J. Cabrol ; 
G. Cas ge ;R Desguin ; Duver gé et Sainte-Laguë ; he Haag ; Jacquet ; G: Mar- 
cellin ; Pille ; E. Szivessy ; P. Thonet; Touton ; P. “Zlatco : A. Coîlard ; 


ce Fourerys Hébré; R. Henry; H. Janois: A Legros : H. Lévy : E. Licope : 
lié.] 
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TRIGONOMÉTRIE 


4691. — Calculer les rayons de base d’un tronc de cône, con- 
naissant l'apothème a et sachant : 

1° Que la surface totale est égale à la surface d'un cercle de 
rayon à ; 

2° Que l'apothème fait avec la grande base un angle donné A. 

Discussion. 


(Bacc. lettres-math., Paris, octobre 1899.) 


1° Soient æ et y (æ=>y) les rayons des bases du tronc de 
cône ABCD dans lequel on connait 
l'angle aigu BAO formé par l’apo- 
thème AB = 4 avec la grande base AD. 
On doit avoir 

/\ Tr + ny? + max + y) = ra?, (1) 
ARRET T0 D x—y=Al=acosA, (2) 
L'équation (1) peut s'écrire 

a+ y? + ax + y) = 4°, 
(œ + y + (x — y) 


2 


PROC 


œ 


ou + a(x + y) = «À, 


ou encore, en remplaçant x —7 par sa valeur (2), 
(@ + y}? + 2a(x + y) — a?(2 — cos? À) — 0. (3) 
Cette équation du second degré fournit pour æ+ 7 une cer- 
laine valeur «x; on a alors 
THEY = À, 
æ—y = 4 COS À, 
d'où, par addition et soustraction, 


1 
x — À (i-+a cos A) == Z («— 84 cos A). 


Discussion. — Ces valeurs de x et y conviendront au pro- 
blème si elles sont réelles et positives, c'est-à-dire si la valeur 
de + est réelle et supérieure à a cos A. 

Comme cos A <1<?, l'équation (3) à ses deux termes 
extrêmes de signes différents et admet par suite deux racines 
réelles et de signes contraires. Pour que la racine positive sur- 
passe acos À, il faut et il suffit que cette dernière quantité 
sépare les deux racines, condition exprimée par l'inégalité 

a? cos? À + 2a? cos À — &?(2 — cos? À) < 0, 


Co re 





le 1 


"1 ze LES 


Cette inégalité est vérifiée pour toute “He de cos com 
prise entre celles qui annulent le premier membre ; en obser- 
vant que cos À est toujours positif par hypothèse, on doit donc 





avoir 
cos À < PARMI Dr MA 

Dans le cas limite où à ; 
COS A — Es " 


les tables donnent pour valeur minimum de l'angle A 
A — 51049/4X"; 
on a alors y = 0, et le tronc de cône devient un cône. 
Les valeurs acceptables de x et y ont pour expression « 





U— _ (3 — cos? À —1 + cos A), 
a 102. Hein dE 
Y= (V3 — cos? À — 1 — cos A). 


On peut interpréter les valeurs négatives de y en FIéE appli- 
quant à un tronc de cône de seconde espèce. 


(Davin LWOW, à Piatra, Roumanie.) 


çOnt résolu la même question: MM. V. Barol; R. Barthélemy; R. Bellencourt:; 
C. Billionnet ; M. Brun ; J. Crétinon É Croze : AH Debenest : Donnadieu : 
G. Foucry ; J. Haag ; R. Henry : : Jacquet ; H. Jaffré ; II. Julien” ; H. Lefèvre ; 
G. Marie ; Marot ; B. Mathé Mengailhon ; L. Millot ; L. Ollié ; DREnot ; 
M. Petit ; Rives ; A. de St-Gabriel ; F, Collard ; J. Lehmann. ] 
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PHYSIQUE 


rie 5 


4748. On disprse de N éléments Bunsen dont la force 
électromotrice est E, la résistance intérieure ». Cominent doit- 
on les associer pour qu'en fermant la pile par un conducteur de 
résistance R, le courant ait une intensitz X ? 


Application : 

N = 40, E — 1volt,8, 700 ANT 4amp, .R — Pond 
(Bacc. lettres-sciences, Alger, juillet 1899.) 

Soient x le nombre des éléments associés en série et y le nom- 

bre des éléments associés en batterie, On a 
CYAN. 

La force électromotrice de la pile est égale à la force électro- 

motrice d'un élément mullipliée par le nombre d'éléments en 


série ; elle a donc pour valeur zE. D'un autre côté, la résistance 


de la pile a pour valeur F: On à donc, en appliquant la for- 


mule d'Ohin, 





je 22) __æyE NE 
«7, R œr+Ry ar + Ry 
Remplaçant dans cette équation x par sa valeur .e il vient 
y < 
1Ry? — NEy + INs — 0, 

Rs) © NE IN7: 

d'où en 
PT TR SIREN 
a ” NE + YN?E2 — 4PN7 
21R 


Application : 





ATEN EE ET 
16 16 ÿ 


Il en Dan te | TA 
je E * $ 
* be BGUÉ, à Auch. ne Je 


























[Ont résolu la Nbre question : Miles J Gravet: C. Mae à Rutarest \r 
MM. M. B.,à V.; Bameulle ; Billionnet ; G. Cagé ; M. Cry ; H. Damoisea #. 
Duvergé et’ Sainte- Lague ; H. Duchesne ; G. Foucry; A. de Saint- Gabriel 
M. Gondran ; J. Haag ; conne Jacquet ; Sr: Lefèvre ; 4H. Ménielle ; P. Le 
Moingt ; R. Mouzon; P. Noël ; R. Paucot; R. Péquignot ; M. Petit; Petitjean, 
Pichon ; M. Royer ; Szivessy ; 1e et es M. Verdieri ; À. Mabon ; R., à A.] 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


. 


2 


4757. — Démontrer que le produit de trois nombres entiers consé- 
cutifs n'est jamais le double d’un carré. ‘x 


4758. — Résoudre le système d'équations - 
D + a Y° RER M 
LH ay RY = 1. 
Condition de possibilité et nombre de solutions. 


4759. — Un tronc de prisme droit a pour base un hexagone régube È 

ABCDEF inscrit dans un cercle de rayon R. On donne les arêtes 1 
AA EX, CU =:2h, EE" = 3h ; CR 

on demande : 

1° de déterminer les nie BB’, DD', FF’ que le ne. A'C'E' déter- 

mine sur les arêtes qui partent de B, D, F ; à 

2° de calculer le volume du tronc de prisme. 4 


4769.— Construire un triangle ABC connaissant la hauteur Re issue 
du sommet C, la médiane m, issue du sommet B et la différences 
a? — b?, a et b étant les côtés opposés aux angles A et B. ; 

(P. Le Vernier, lycée Janson.) 4 

47614. — Un cône de révolution est circonscrit à deux sphères tan- 
gentes extérieurement. Démontrer que le volume compris entre le cône 
et les deux sphères est la moitié du volume commun au cône et à la 
sphère qui passe par les deux cercles de contact du cône et des sphères 
considérées. 

4762. — Par le sommet À d'un triangle et le centre l.du eercleé 
inscrit, on fait passer un cercle tangent à AB. Démontrer que, lorsque 
ce cercle coupe BC en deux points D, E, la droite IC est bissectrice de 
l'angle DIE. 


4763. — Une droite mobile AB, de longueur constante, s'appuie par 
ses deux extrémités sur deux droites fixes OX et OY°” Lieux du centre 
du cercle circonscrit au triangle OAB et du point de concours des hau- 
teurs. Démontrer que la droite joignant les pieds des deux hauteurs 
issues de À et B a une longueur constante. 

: (M. Revex, lycée du Puy.) 

4764. — On donne un siphon constitué par un tube deux fois re 
courbé à angle droit. Le siphon est complètement rempli d'huile. 
L'extrémité de la grande branche plonge dans un vase rempli d'huile et 
l'extrémité de la petite branche dans un vase rempli de mercure. 
L'appareil étant abandonné à lui-même, que va-t-il se passer ? On appel- 
lera L la longueur de la grande branche, / la longueur de la petite. 
branche, D la densité du mercure, d la tons de l'huile, et on traiter: U 


le problème pour les valeurs suivantes : . 
15 L=:.4n et L = 0%,50 ; 
2 L— 9n ets 1 —:02,50; 
3° L= 13% Pet l—1n, = 


On donne D—13,6, d—0,9. La pression atmosphérique est 
H—0®,75 de mercure. On suppose que le niveausdu mercure et le 
niveau de l'huile sont maintenus constants dans'les deux vases. 
(H. Braxc, lycée de Clermont.) 


#, . 
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THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES POLYNOMES ENTIERS 





D'après les programmes actuellement en vigueur, le cours 
d’Algèbre élémentaire doit commencer par la théorie des nom- 
bres positifs et négatifs. L'introduction de cette théorie au début 
de l'Algèbre offre un grand inconvénient, c’est sa difficulté ; et 
elle ne AOUAE des avantages que si l’on sait en tirer parti. C’est 


ce que j'ai essayé de faire dans ce qu’on va lire : les propositions 


qui suivent peuvent être exposées avant toute opération algé- 
brique. 
” Lemme. — En désignant par M un nombre supérieur où au 
moins égal à la somme des valeurs absolues descoefficients du poly- 
nome 

à o(x) = Dam + cx" Le EN + ho +R, 
on a, pour |æ|'> 1, 

a) <MIol"t. 

Désignons par B, C, , H, K les valeurs absolues de b,e, …, 
h, k, et par X la valeur absolue de x. On sait que la valeur 
absolue d’un polynome est inférieure ou au plus égale àla somme 


des valeurs absolues de ses termes. On a donc 





Jours déterminer M de façon que ;. 


(Comme M peut être aussi grand qu'on le veut, on pourra tou- 


soit supérieur à |.) 


% par M. A. Goulard, professeur au lycée de Marseille. À 
à “Je Théorème II. — Lorsque x augmente indéfiniment en valeur 
. absolue, un polynome entier en x augmente aussi indéfiniment en 


valeur absolue. 

Remarquons, en effet, que la valeur absolue d’un binome 
y+3 est supérieure ou égale à |y[—|3|, en supposant 
|y|>|3{. Reprenant les notations précédentes, nous aurons 
pour X > 2 > #, 
[Âe) | > AX"— 1] g(œ) |, 

| flæ) | > AX® — MX", 
ou u | f(x) | > X'(AX M). 
Or, lorsque X augmente indéfiniment, X”=' et AX—M aug- 
mentent indéfiniment. Il en est de même, à plus forte raison, 


de |/x)l. 

Théorème IIL. — Deux polynomes entiers en x ne peuvent être 
égaux pour toutes les valeurs de x que s'ils sont composés des 
mêmes termes (principe d'identité). 


donc, 


et «à fortiori, 


En effet, considérons deux polynomes «distincts. Leur différence, 
calculée d'après la règle générale de la soustraction et après 
réduction des termes semblables, sera un polynome, ou un 


m—1 NY m—2 [ { 

TE | az) | <= se SERA CT CHER monome, ou un nombre différent de zéro. Si cette différence est 
Mais pour X>1, ona un nombre différent de zéro, les deux polynomes ne sont égaux 
Ne KR Li. Da. CE D pour aucune valeur de x. Si cette différence est un monome, 
On peut donc écrire les deux polynomes ne sont égaux que pour æ —0, Si cette 
< | o(æ) | <(B+C+ ..... +H+ K)X"7", différence est un polynome, sa valeur absolue augmente indé- 
stereo | e(æ) | < MX" finiment quand x augmente indéfiniment en valeur absolue 

- Théorèmé I. — Pour des valeurs de æ suffisamment grandes (Ehéor. I). 


en valeur absolue, un polynome entier en x a le signe de son terme 
de degré le plus élevé. 

Soit un polynome entier en + 

£ Ê(x) = aa + bat cam +... + hx + k. 
Adoptant les notations du lemme précédent, nous poserons 
d flæ) —= aan + o(æ), 

et nous désignerons par A la valeur absolue de a. 

On sait qu’un binome a toujours le signe de celui de ses ter- 


mes qui a la plus grande valeur absolue. Donc, pour que f(x) 
_ait lessigne de son premier terme, il suffit que l’on ait 


C2 
» Li 


AX" > |'o(x) | 
Cette inégalité sera vérifiée a fortiori, en supposant X >1, si 
l'on a RE 


Remarque. — Le même raisonnement prouve que, pour que 
deux polynomes entiers en x soient égaux pour toutes les valeurs 
de +, il suffit qu'ils soient égaux pour toutes les valeurs positives 
de æ supérieures à un nombre donné ou pour toutes les valeurs 
négatives de x supérieures en valeur absolue à un nombre 
donné. 


Note. — Puisque je parle des polynomes entiers, je me per- 
mets de donner mon avis sur une difficulté qui alourdit l’ensei- 
gnement et dont je voudrais bien qu'il fût débarrassé. Certains 
auteurs prétendent que la division algébrique n’a aucun sens 
pour les valeurs de x qui annulent le diviseur : c’est là une 
erreur, qui provient de je ne sais quelle vague confusion entre 
la division arithmétique de deux nombres quelconques et la 
division algébrique de deux polynomes entiers en x. Diviser 


k Je CE AX"S MX", à un polynome entier f(x) par un polynome entier (x), c’est e 
é So M trouver deux polynomes entiers Q({x) et R(x) tels que l’on ait 
More AAN | fe) = g(&)'Q{æ) + R(œ), 





4 











R(æ) étant assujetti à être d'un degré inférieur à celui de ex). 
Le signe = "signifie ici (il faut bien l'expliquer) que, si l’on.effec- 
tue les opérations indiquées dans le second membre, on doit 
-trouver, après réduction des termes semblables, un polynome 
composé des mêmes termes que flæ). La théorie de l'opération ne 
laisse aucun doute à ce sujet ; elle ne fait exception pour aucune 
valeur de x, et ceux-là même qui soutiennent que l'opération 
n’a aucun sens pour les valeurs de æ qui annulent le diviseur, 
se gardent bien de mettre ces valeurs à part, soit dans la défini- 
tion, soit dans la théorie. : 

Il va sans dire que, si l'on a déjà énoncé et démontré le prin- 
cipe d'identité, il est inutile d'expliquer, comme je l'ai fait plus 
haut, la signification du signe = dans la définition de la division 
algébrique. 

a — ff} ————— 


INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE (1899) 


4740. — Déterminer toutes les valeurs de l'arc x qui vér i- 
lient l'équation es 
cos æ +3 sin æ + 2 — 


En remarquant que ÿ3 peut se représenter par tg 609, l'équa- 
tion s'écrit 





cos & + 2 D .sinæ+Wÿ2= 0, 
cos 600 
ou cos æ,cos 60° + sin 60°.sin æ = — ÿ 2.cos 60, 
ou cos(x — 600) = — 12 = 00s4 300. 


Tous les arcs ayant pour cosinus celui de 1350 étant compris 
dans la formule kX>X<3600 + 1350, on doit avoir 


2 — 600 — k >< 3600 + 1350, 
d'où, en prenant séparément les signes +, 
æ = (24 + 1)1800 + 150, 
x = k XX 3600 — 750, 
(ABez PICHON, école spéciale de Travaux publics, Paris.) 
Remarque. — Dans beaucoup de copies, on à donné pour x 
des expressions écrites de cette façon : 24x + 1350, il faut écrire, 
soit  2kr + _ » Soit À ><3600 + 1350, 


même unité pour tous les arcs. 


en employant la 


[Ont résolu la même question : MM. J. Arnaud ; doses L. Barberot ; 
P. Besse ige ; ; A. Besson ; M. Brun ; J. Cabrol ; J. ETATS ; - Gurt ; H. Da- 
nioiseau ; À. Drocourt; Duvergéet Sainte- -Laguë : G. Foucry; J. FA aag ; ; Jacque ( 
G. Lallier ; A. Legros ; J. Lehmann ; P. Le Verrier ; D. Lwow ; d. Maury ; 
Mengailhou Rae Mouzon : ; Noël ; L. Ollié ; R. Paucot ; Péndariès ; H.Pitrat ; 

; à A. ; Sinoquet ; H. Taton ; A. Tétaire ; Vial He, Zlatco.] 





4741 (*).— Calculer les côtés d'untriangle rectangle, connaissant 
le rayon r du cercle inscrit dans ce triangle et la longueur d de la 
bissectrice intérieure de l’angle droit. — Discuter. 

AG=y et BC—2:, Le triangle étant 
rectangle, on a d'abord 

24 YPE #, ( 

GREY QE). 11(2) 

En remarquant ensuite que 
les triangles ABD et ACD ont 
les hauteurs DE = DF — 


on peut écrire 


Posons 


Ab «x, 


49 Les 








=) 
V2 


SN 





(*) Voir Ja solution géomét rique publiée dans 1” Éducation Mathéma- 
tique, p. 74 (2° année). 


MMS, ed dites DNS, + Ad NDS DE ne 


. HE 0e NET LS 4 
æy = (x +) TE En ÿ 
De l'équation (2), on déduit à" LE ASE 
} m+y = 2r +3, À TTC 
et en portant dans (3), + . : 


Lu 


&y = nes (2r +2) 


par suite, l'équation (1), mise au Made sous la forme 


d PAT ee È es 
devient (Qu + 322 dY2 (2r +2) =, 
es /Le 
d’où l’on tire = 2r(d— 72) 
9rÿ 2 —d ‘ 
puis successivement ss: 
CCR RE TE — 2r "V2 Le 
PAT 7 2rf2 —4 À 
: -d 24r? . 
au (æœ + y) — a ÿ 
















V2? 2r/2 —d s : à 
Connaissant æ+y et æy, æ et y sont racines de l'équation 


272) 2 x DATE pue 
2rÿ 2 — d %V2—d î 

Discussion. — Un triangle rectangle étant parfaitement déter- 
miné par ses deux côtés de l'angle droit, il suffit d'exprimer que 
les valeurs de x et y sont réelles et positives, et que le valeur . 
de z est positive. 

La condition de réalité est 


RE C'E 


Qr* AS 2dr2 | 5 . 
y d y2-d7 9 RUÈES 
ou 2r%{r2 — 24) 2 .r +-d) > 0, - 
inégalité vérifiée en prenant re: 5 
soit d <r(ÿ2 —1), ” 2e di 
soit d > r(f2 +41). - (2) 
Les valeurs de æ et y seront positives en même temps que leur 
some et leur produit, c’est-à-dire lorsque * de: 6 nie 
d <2r/2. (3) 
,En tenant compte de (3), la valeur de 3 esl positive quand” 
SA E " (4) 


» 
Mais l'inégalité (4), qui est indispensable, exclut l'inégalité (1) 
et se trouve elle-même comprise dans l'inégalité (2), de sorte 
qu'en définitive, on doit avoir 


Paire een nr 
è eV 2 Si 
Si, d="(y2#1}ts SENS 37e 
le triangle devient isocèle. y 


Si d—2?ry/2, « devient infini, ainsi qu'une des racines æ. 
ou.y de l’équation en X; le problème n’admet dans ce cas 
aucune solution. . 

(JEAN GERMA, collège de Narbonne.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Armaingaud ; L. Barberot ; 
R. Barthélemy ; A. Besson; CG. Billionnet ; H. Blanc ; J. Cabrol ; L. Curt ; 
H. Damoiseau ; Duvergé et Sainte-Laguë ; G. Foucry ; “3. Haag ; J. Hébré ; 
R. Henry ; H. daûré S H. Julien ; A. ”Lecoutour ; : : EL, Lefbyresveas LOU ; 
J. Lehmann ; Luquet.; D. Lwow; M. B., à V.; R.Mouzon; ECS 
R. Paucot; J. “Pendaris A. Pequignot : M. Pelit:; P: Bille: ARS TA ES 
Ë. Sautreau ; G. Sinoquet ; H. Taton ; P. Thonet.] . : 


* " +» e ; “ 


4742. — On prélève un demi-mètre cube dans de d'air dont la #4 
température est 270,3, l'état hygrométrique 1/3, la pression 75m 
de mercure. On-fait passer cet air sur des substances, desséchantes,, 
et on l'introduit dans un corps de pompe cylindrique entouré de 


glace fondante, dont la section est de 5 décimètres garréss On TA 
| LEE 





+ FR hat ire ASS ae 









> que le est, hi R en à hilogramimes, la. Fetes: qu ‘il ur 





_ mètres, la pression atmosphérique qui est restée invariable conti- 
 nuant d'ailleurs à agir sur le piston ? 

_ La densité du mercure est 13,36, La force élastique maxima de 
…— la vapeur d'eau à 270,3 est équilibrée par 27nu de mercure : le 





1 


coefficient de dilatation de l'air est _. 


Soit / la force élastique de la vapeur d’eau contenue dans l'air 
_à 270,3. On à 


LL] 


He " 
8: 2m,7 
d'où AISNE 


Les substances desséchantes absorbant la vapeur d’eau, c’est 
de l'air sec qui arrive dans le corps de pompe. Cet air y occupe 
un volume de 5>x<4 — 20. 
En appliquant la formule qui réunit les lois de Mariotte et de 
Gay-Lussac, il vient 


500(75 — 0,9) 
nn no 
re CFP 20H, 
273 
H désignant la pression de l'air dans le corps de pompe. 
dde 2 
On en tire = 003520 — 1684 51. 


. La force qu'il faut exercer sur le piston doit être telle, qu’aug- 
mentée de la pression atmosphérique elle fasse équilibre à la 
pression intérieure H. Cette force x, évaluée en kilogrammes, 
est représentée par le poids d'une colonne de mercure de 

 168dm,41 — 7dm,5 de hauteur et de 5da de section. On à donc 

æ — (168,41 — 7,5)5 XX 13,56 — 10909k8,7. 
: (M. GONDRAN, à Caen.) 
[Ont résôtu la même question : MM. L. Audovyer ; M. B., à V. ; A. Besson ; 

_ Billionnet ; J. Crétinon ; M. Cry : : Fe Foucry. ; J. Hébré ; R. Henry ; J. La- 

motte ; A. Lecoutour; A. Legros ; J. Lehmann ; H. Lefèvre ; HEC Révye 


David Lwow ; H. Ménielle ; ; Mengailhou ; Noël ; R. Paucot ; A. Pequignot ; 
Re: Pille ;R., ‘à À. "M. Royer ; P. Valentin ; Vial : Vialaret ; H. Lévy.] 


s 


4743. — La ligne de terre est le petit axe de la feuille. Un 

. cube dont l’arête est de 8° à l'un de ses sommets, À, dans le plan 

horizontal, sur le grand axe de la feuille et à 10% en avant du 

plan vertical. La diagonale de ce cube issue de À est verticale et 

- dirigée vers le haut, l’une des arêtes issue de A est située dans un 

: plan de profil et dirigée en arrière. Représenter ce cube par ses 

deux projections ainsi que sa section par le plan qui passe par son 

centre et la ligne de terre. Donner aussi le rabattement de cette 

section sur le plan horizontal. On fera la distinction des parties 
vues et des parties cachées. 












Lä diagonale et l’arête issues de A forment avec la diagonale 
d'une face un triangle rectangle facile à construire, puisque 
_ses deux côtés sont égaux à 8 et 8/2. En prenant le plan de 
profil qui contient cette diägonale et cette arète comme nouveau 
plan vertical, le triängle en question se rabat en vraie gran- 
. deur suivant le triangle ae,g!; on en déduit immédiatement 
à nouvelle projection verticale du cube abicdieifigih. 
On passe facilement de là aux deux projections (abcdefgh, 
a’ b'ed'e’f'gN) du cube, en observant que les diagonales BD et FH 
_ étant parallèles à xy se projettent horizontalement ou vertica- 
_ lement suivant une longueur égale à e{g!. 

Le plan sécant passant par xy et le centre (0, o’) du cube 
étant perpendiculairé au plan de profil, la section se projette sur 


diet fan 


à re agir sur le piston, supposé de poids négligeable, pour que | 
l'air occupe dans le corps de pompe une hauteur égale à 4 déci- 


e dernier plan suivant la portion »/p{ de la droité «'o, com- 
prise dans le cube. On déduit aisément de là, comme le montre 





l'épure, les projections (mnpq, m'n'p'q') de la section, puis sa 
vraie grandeur MiN;P,Qi lorsque le plan sécant est rabattu hori- 
zontalement autour de xy. 

(Agez PICHON, école spéciale de Travaux publics.) 


[Ont envoyé de bonnes épures : MM. E. Anzemberger ; ; A. Besson ; L. Cuütt; 
a Foucry ; J. Haag ; H: Lefèvre ; D. Lwow ; J. Pendariès; A. Pichon ; 
. de Rycker et W. Heybroeck ; Vialaret.] 


a 


ARITHMÉTIQUE 


47314. — A désignant un nombre entier quelconque, D et D’ 
désignant les différences de ce nombre avec les carrés qui le 


comprennent, montrer que A—DD' est un carré. 
On a par hypothèse 
D = A — «À, 
D' = (a+ 1} — 
Par suite 
A a+ D, (4) 
D' = (a+ 1} — a —D = 24 +1—D 
et A — DD’ = D+ «a? — D(2a+1 — D) 
= a? — QaD + D? = (a — D}. 
C. q: f. d. 
Pour a—D ou A—ala+1), laquantité A—DD' 


devient nulle. 












Remarque. _— On peut éliminer D ou a au moyen d 
des égalités (1). On obtient ainsi su 0 
A DD a+ UE ATF Se 


; D'+ D —1 2 __fD'—D—1\? 
1 D = (PRES = PSS 


(T. LALESCU, lycée Internat de Jassy.) 


ou 


[Ont résolu la question: Mie Laurent-Bourget; MM. A. Amblard ; Areizet ; 
L. Barberot; R. Bazin ; M. Bégué; C. Billionnet ; C. Bourvéau ; 15 Bouvaist : Cagé : 


E. Chaineau ; F. Clabault ; M. Cry ; L. Curt ; Delaire ; C. Durand ; Duvergé 
et Sainte-Laguë ci 5 TES Foucher : M: Gaillot As Germa ; M. Gondran ; 4 Haag ; 
J. Hébré ; R. Henry ; A. Jouffray ; G. Lallier ;* J. Lämotte ; A. Lecoutour F 
J. Lehmann ; J. Limasset ;: D. Lwow:; M. B., à V.; R. Mouzôn: P, Noël ; 
L. Palin ; SR. Paucot ; "9, Pendariés ; M. Petit ; M. Petitjean ; A.Pichon ; 
HoPiiTrat sc. Platrier ; R., à A.; E. Roncaglia ; A. de Saint-Gabriel ; G. Sino- 
quet ; B. Tellier ; L. Thiébert ; "PB. Thonet ; C. Vallot ; A. Vary ; N. Vaslin ; 
F. Vérot ; A. Vioix ;G. Foucry ; A. Hardy ; H. Janois. ] 

4751. — Trouver toutes les valeurs de n pour lesquelles 
43" — 1 est divisible par 103. 


D’après le théorème de Fermat, on sait que pour 
na—= 103 4 "409; 

lenombre 13*—1 est divisible par 103. ; 

Démontrons d’abord que toutes les valeurs de 7 répondant à 
la question sont des multiples de la plus petite. En effet, si » 
est cette plus petite valeur, on a 
13" — mult. 103 +1, 
132 — mult. 103 + 1. 


et par suite = 
Réciproquement, si 
137 mult. 4103 +1, 
n = qr—+a, on en déduit 
432.13* = mult. 103 + 1, 
ou, comme 132 — mult. 103 + 1, 
membres un multiple de 103, 
132 


ax —0, puisque 


en posant 


en retranchant aux deux 


= mult. 103 +1, 
PRE De 


n — gr. 


ce qui entraîne Donc 


Par suite, > doit être égal à l’un des diviseurs de 102. 





—2 
Or 13 — M. 103 + 66, 

13 — m. 103 +13 XX 66 = m. 103 + 38, 

13 — m. 103 +66" — M, 103 + 30, 

8 en 

150 7m: 403-12230 — 1. 103 + 76, 

—16 —92 

13 —,72.103 +176 = 1. 103 +8, 

es di 
13: = m. 1410313 8=mA03 +1. 
Ces calculs montrent que r — 17, de sorte que 

N = GT. 

(DUVERGÉ et A. SAINTE-LAGUE, lycée de Bordeaux. ) 

[Ont résolu l: ( stic Île ge = 
Me nes u Ps A Mens a MM. Barberot ; Baroux = 
A — — 

ALGÈBRE 

cie — On donne tt droites parallèles AP, BQ, et un 
cercle Ô tangent à ces droites aux points À et B. Soit M un point 


quelconque du cercle O: on mène Les droites MA et MB qui 
coupent BQ et AP en B' et A, on trace la droite A'B’, 
la perpendiculaire MD à AB. 


{0 Soit M Le point d'intersection de MD et de A'B'; démontrer 


et on mène 


Vu) OS 


autour de AB, et on l'amène ainsi dans une certaine position RES, 
déterminer l'angle u de manière que le cercle O soit la projection À 
orthogonale de l’ellipse KE; x 

30 Soit I Le point d'intersection des droites AB, AB"; démon- 
trer que la droite IM est tangente au cercle O et la droite IM' à 
l'ellipse E; SE 

40 Calculer la longueur MD, de manière que 1 surface totale 
du tronc de cône engendré par le trapèse ABB'A' tournant autour 
de AB soit équivalente à m fois la surface du cercle O (m.dési- 
gnant un nombre donné). 


(Certificat d'aptitude à l'enseignement secondaire des jeunes filles, 1899.) 


- 


1° DM étant parallèle à BB’, on a ; 
DM: 40AM TES 
. PPT an 
de même 1 
MM’ __ AM 
BBC “SE 


Ces égalités ayant leurs seconds 
membres égaux à cause du parallé- 
lisme de AA’ et BB’, on en déduit 


DMERMNE 
BR ONCDE ES 

Le point M''’s’obtient ainsi en 
prolongeant l’ordonnée DM du cercle O d'une longueur égale ; 
donc, d’après une propriété connue, le point M’ décrit une 
ellipse admettant AB comme petit axe, le grand axe étant égal 
à 2AB. L 

2° Pour que l’ellipse E’ se projette orthogonalement suivant 
le cercle O, il faut et il suffit qu'après la rotation l'ordonnée DM" 
ait pour projection l’ordonnée DM : 


DM = DM cos w, 


ouroNÉ MM. 





d’où 


DM | 


COS U — et u —= 60°, 


, DM: 2 | 

30 La droite IM joignant I au milieu M de DM’ passe par le 
milieu K de la parallèle AA’ à DM’. Dans le triangle rectangle 
AMA', la médiane MK est égale à la moitié AK de l’hypoténuse ; 
le triangle AMK est donc isocèle, et l'angle AMI, égal à l’angle 
MAA', a même mesure que la moitié de l’arc intercepté, AM, ce 
qui montre que la droite IM est tangente en M au cercle O. La 
tangente IM étant d’ailleurs la projection de la tangente en M 
à l’ellipse E’, lorsque l’ellipse a pour projection le cercle, cette 
dernière tangente passe par I, de sorte que IM' est bien tan- 
gente à l’ellipse E. 

4° Posons pour un 


et, en menant A'N parallèle à AB, 
AB = VAN + NE° — VIRE Gp. 
Il suffit donc d'évaluer y+: et 3—7y en fonction de R 


AA'—Yy, BB'—3. Enécrivant que : 

la surface tolale du tronc de 

Q cône engendré par ABB'A’ 

en tournant autour de AB 

équivaut à m fois la surface 

rR? du cercle O, on obtient, 
après suppression de x, 

y? +3? + A'B'(y+2) = mR?: 

_(Y+s) 4e} 

2 : À 


B' 













ns DT VS: 2READI" 4: 

Vs = Ré (+ in) = = + 
D eat 
TONNES NET 


et, par suite, 


\ 


RO ss : 
24 +4 D = TE ; 
= 3% 
AB" — Ve 16R2 Less — &) on 2R V1 : Ju 
L'’équation du problème on donc 
2(9R2 — y2\* 3 /4R? — 3%? 
- 8R Rs æ?) Le SAR Be mB&, 
æT 0 
ou 8RYAR? — 3x? — (m + 8)x? — 16R2. (1) 


Elevons chaque membre au carré et réduisons; il vient, après 
ès du facteur commun *#?, 
32R 2m + 2) = (m + 8)x 

— HRV2(n +2), 

+3 m +8 
im étant positif, cette valeur de x est réelle et positive. Pour 
qu’elle convienne au problème, il faut qu’elle soit inférieure ou 
_égale à R et rende positif le second membre de (1}; on doit 


d'où : 





donc avoir , ; 

- . 4R 4R 2m +2 
IR CARAUES Le 
ÿm +8 m +8 

La première inégalité se ramène à 
m—4> 0, 


et la seconde à 
| m?— 16m > 0, 
La seule condition de possibilité est par suite m > 16. 

Pool 10, cona x —R, y—=:—9°kR; le tronc de 
cône devient un cylindre dont le rayon de base est égal à la hau- 
teur. # 

(H. PITRAT, à Givors.) 


Y. Collin ; À. De 


[Ont résolu complètement cette question : MM. J. Cabrol ; 
J. Lehinann : 


“Saint-Gabriel ; G. Foucry ; J. Hébré ; R. Henry ; H. Julien; 
D. Lwow ; G. Marcellin : I Ollié: M. Petit ; E. Raüber. ] 


[Ont résolu incomplètement cette question : MM. R. Bouvaist ; 


. Clabault ; 
 Duvergé ; H. Janoiïs ; A. Larue ; Marot ; P. Valentin ; Vial.] 


4750.— Trouver lé quotient et le reste de la division de 
2x? — 5x + m du polynome 
(27m — 8) + (3m? + 36m — 26)x 
puis résoudre et discuter l'équation obtenue en égalant à zéro le 
quotient ; mettre tous les calculs. 
(École des Beaux-Arts, section d'Architecture, 1899.) 


Gmai — 2 1imx — 3m, 


En effectuant la division par la règle ordinaire, on trouve pour 
quotient 9 











3ma? — 2(3m — 2)x + 3(m — 1), 


eu reste 
(62 — 15)x — 3m°. 


Le quotient égalé à zéro donne l'équation 
3max? — 2(3m — 2)x + 3(m—1) = 0, 
d'où l’on tire, en résolvant, 
_im—2+ Va — 3m 
3m 


NUE NO ER RE 


s she Vlones dé Bésônt réelles BÉOE ‘# 
4 — ge > 0, ou m <= —— 


Pour connaitre le signe des deux valeurs Ne æ suivant la 
valeur attribuée à m, remarquons que ces valeurs sont de même 


signe quand leur produit 


m — 1 

m 
est positif, ce qui suppose mm» <0 ou m>1; d'ailleurs, dans 
ce cas les racines prennent le signe de leur somme 

2(3m — 2) 

3m 
c'est-à-dire sont toujours positives. 
+ La discussion peut donc se résumer ainsi : 





? 


m <Z 0, deux racines positives; 
9 
m = 0, une racine infinieet l’autre égale à —; 
Œ 
0 <'m < 1, deux racines de signes contraires, la plus grande 
en valeur absolue est négative ou positive sui- 
vant que m < ou > 3? 
2 
m = 1, une racine est nulle et l’autre égale à à = 
4 d ) — ù 
AE m < 3? eux racines positives ; 
et ines égales à  ; 
Mr eux racines égales à Eh 
4 ; L ES 
ne 3” deux racines imaginaires. 
" (L. CURT, à Thoissey.) 
[Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger ; A. Arcizet ; G. Bil- 
lionnet ; H. Blanc ; F. Clabault ; F. Collard ; H. Damoiseau ; Delaire ; 
L. Demogue ; A. Drocourt ; Duvergé et Sainle-Laguë ; G. Foucry;J. Hébré ; 
R. Henry ; H. Janois ; H. Julien ; À. Legros ; J. Lehmann ; A. Le Moal ;M.B., 
4 V::.B. Mathé ; A. eynien R. Mouzon ; Noël; G. Oprescu ; R. Paucot ; 
M: Petit ; J. Reynaud ; . Ronc: iglia ; M. Royer ; A. Sauvageon ; Sinoquet : 


L. Thiébert ; P: Thonet : A: W iart.] 


——————#ÿ  — — —  — 


GÉOMÉTRIE 


4206. — On considère un triangle ABC, Le cercle inscrit DEF 
et les trois triangles curvilignes EAF, FBD, DCE, ayant chacun 
pour côlé un arc de ce cercle. 

Calculer le volume qu'engendre chacun de ces trois triangles 
lorsqu'il tourne autour, de la bissectrice de son angle rectiligne, 
par exemple EAF tournant autour de la bissectrice AA. Compa- 
rer les trois volumes ainsi obtenus. 

Les données sont les angles À, B, C du triangle proposé et le 
rayon r du cercle inscrit. On supposera À < B< CG 

(Bacc. lettres-math., Nancy, juillet 1897.) 


Appelons. K l'intersection de AA’ et du cercle inscrit, H la 
projection de F sur AA’. 
On a 


Vol.AFK=— FAR RRT (3 —KH). 


Or FH — r cos +; 


AH — AF cos = —="#"cot = cos = 
KH=7r-—HA =r—-r sin à 
La substitution donnera, après transfor- 


B C mation, 





10 dx 
AN ar: RUE 
TT nd 7 


il sin 5) (4 
Vol. AFK = V, = —7r. F ; 
= LOGE 
Da 
, : 1 (1—sin +) * 
Par analogie Vs = nr" E—* 
Sin 
Cr 
et j $ (1 sin) é 
roue FE 
SIN = . 





RSA È 
sin Rt < Sin TS? 


# B'\1 {HV ANN EE : 
i— sin >.) Al see 


reg \ 


Un BALL A 
1 sin SIN 


Or su tA <UB; 


2 
donc (1 sin +) sin À > 


c'est-à-dire Va > Va: 
Par suite, la condition A < BC entraine 
> Vs > Ve. 
(C. COUTURIER.) 
[Ont résolu la même question : MM. A. Bertrand ; Crozemarie ; M. Georgi ; 


G. Hiernaux ; A. Mailre ; Morin-Letessier ; K. Pégorier ; H. Perdrix : 
À. Smantanesca ; P. Vincent.] 


4288. — En un point quelconque M d’une ellipse on mène la 
tangente et la normale à la courbe ; ces deux droites rencontrent 
le petit axe aux points P et Q. Par le point Q où la normale 
rencontre le petit axe, on mène une nouvelle tangente à l’ellipse 
qui touche la courbe au point M': 

10 Démontrer que la normale au point M' passe par le point P; 

2° Déduire de cette propriété la solution du problème suivant : 
Par un point du petit axe de l'ellipse, mener les normales à cette 
courbe. | 


1° La tangente et la normale en M étant les bissectrices de 
l'angle FMF’ des rayons vec- 
leurs, ces droites rencontrent 
le petit axe aux mêmes points 
P, Q que le cercle circon- 
scrit au triangle MFF'. Ce 
cercle peut couper l’ellipse en 
un autre point M’ (distinet 
du point symétrique de M par 
rapport au petit axe). Les 
droites M'Q et MP sont bis- 
sectrices de l'angle FM'F' 
comme passant par les milieux 
des arcs de cercle FF’; ce 
sont donc la tangente et la 
MT normale en M° à l’ellipse, ce 
qui justifie la première partie. 
2° D'après cette propriété, une normale à l’ellipse issue d'un 
point P du petit axe, et autre que le petit axe, a son pied M’ sur 
le cercle PFF', M’ et P étant séparés par le grand axe. Lorsque 
ce cercle coupe la demi-ellipse située à l'opposé du point P par 





L# 


























k LA en : à LA ” FA F #5 Fene ax ki à 
rapport à FF’, les deux points d’intersection 
deux normales passant par P. +44 


< E PES LÉ Fr re 

Remarque. — La propriété et la construction précéden es 
subsistent pour l’hyperbole, en prenant P sur l’axe non transvers 
(Fréénre RIESZ, école polytechnique de Zurich.) 


y 
M. E. Sivrurec et F. Mouer, du collège de Cusset, énoncent 
diverses propriétés qui résultent de la figure considérée. Nous 
nous bornerons à citer les suivantes : A UPS 
Dans un système d’ellipses homofocales, les tangentes issues 
d'un point du petit axe commun ont leurs-points de contact sur 
un cercle fixe, et les normales correspondant à ces points passent 
par un point fixe. & 


(Ont résolu la mêrne question : MM. L. Cussenot : Feintuch ; Geltzenlichter ; 
E. Kornis.] : ; 


A4 
. Ê 


+ 


4719. — Etant données une circonférence Ù et une droûte D, 
on décrit une circonférence ayant son centre O' sur D et coupant 
orthogonalement le cercle O. Trouver. le lieu du milieu M desla 
corde commune aux circonférences O et 0’ lorsque O" décrit D. 


Soit AB la corde commune aux cercles O, 0’. Les cercles 

étant orthogonaux, le 
triangle OAO’ est rec- 
tangle en À et admet 
AM comme hauteur ; 
donc A 
OM.00' = OA” — c'en 
ce qui montre que le 
point M est l'inverse 
du point O’ par rap-. 
port au pôle O et à la 





puissance Où d'inver- 
sion. Par suite, Jorsque 
0‘ décrit là droite D, le point M décrit unecirconférence inivérse 
passant par le pôle O et dont le diamêtré OP est perpendiculaire 
à la droite D. , s 

Comme M ne peut être extérieur au cercle O, le lieu se trouve 
limité aux points de la circonférence OP situés dans le cercle O. 
Par suite quand la droite D rencontre le cercle O en deux points; . 
les points appartenant visiblement au lieu limitent la portion 
utile de la circonférence OP. . 

Dans le cas particulier où la droite D estun diamètre du cercle 
O, le point P s’en va à l'infini, el la circonférence OP devient. 
la droite D elle-même : tous les points de cette droite intérieurs 
au cercle O répondent alors au lieu. 


(G. CAPGRAS, lycée de Toulouse.) 





Remarque, — Si le point 0’, au lieu de décrire une droite D. 
RU: A . : . : À 
décrivait une ligne quelconque L, le lieu de M serait la ligne 
inverse de L par rapport au point O pris comme pôle, la puis- 
sance d’inversion étant R2 Comme dans le problème précédent, 
les points intérieurs à O font seuls partie du lieu. | 4 


(Ont résolu la même question : MM. Amblard ; d’Amphernet ; J. Arnaud ; 
Barol ; R. Barthélemy; E. Baticle; Billionnet ; Bon ; Bouvaist; Briet; Cabrol ; 
Clabault ; Coursan ; Debenest ; G. Delahaye ; Destouches ; Douvillé ; Duclo ; 
Duvergé ; Foucry ; J. Germa ; F. Grenier ; Häag ; Henry ; A. Jouart ; Julien ;. 
Lajouanine ; L. Lassence ; C. Lefebvre : Legros ; Lehmann : Le Verrier ; 
Lévy ; Lwow ; M. B., à V. ; Marot ; L. Ollié ; C. E., à Vielmut Pequignot TN. 
Pille ; H. Pitrat ; F. Pouget ; Reboul ; A. Sainte-Laguë ; Sinoquet ; Sinturel ; 
Thonet ; Tuissuzian ; Valentin ; Vallot ; Vérot.] “ 













I 53. = Par un note quelconque 0. du plan Lui triangle 
BC on mène des parallèles aux côtés AB, BC, CA limitées res-. 
pectivement en A, Ba (es aux côtés BC, CA, AB. Démontrer que 


1 RUE (CB AU 
( en  — 
BC CA AB, 
Les segments sont regardès comme JR ou négatifs, suivant 
quis sont dirigés dans le sens ABCA ou en sens inverse.) 


= 1: 


Prolongeons C'O jusqu'à sa rencontre en C1 avec BC. Les 
triangles OA'C1, ABC ayant les 





FE côtés parallèles sont semblables ; 
donc 
0 _FG 
RTE ON BG 
| ou, comme OC1 = —CF, 
TESTS C RES re KT 
ne £ dE. CAE TC 


D'autre part, le parallélisme des droites C'C1 et AC permet 
d'écrire £ SA 
| A0 _ Où _ Gû, 

De AB CÉ BC 

_ Le premier membre de la relation à démontrer devient donc 

1 BG: "EC BG BC 

Comme on a tenu compte du signe des segments, cette démons- 
tration est indépendante de la position relative des quatre 
poinis B, A’, Ci, G, desorte que la relation finale s'étend à toutes 
les positions du point O dans le plan ABC. On peut d’ailleurs 
s’en assurer directement en examinant successivement les deux 
cas où le point O est- extérieur au triangle et situé soit dans 
poste A, soil dans son opposé par le sommet. 
(FAUCHER, collège d'Issoire.) 





oc LPC 


a — 1 


D 


Autre solution — doignons le point.0 aux sommets A, B, C 
et tirous AA’. 


& Les triangles ABA’, ABC ayant 
C! même hauteur sontentre eux comme 
4 leurs bases BA’, BC; donc 
5e BA’ ABA' 
BC ABC 
Mais le triangle ABA" est équiva- 
A à G lent au triangle ABO (base com- 

















mune et hauteur égale); l'égalité 


] écédente s'écrit älors 


D. BA’ . OAB 
| " Cu ARC 
On aurait de même 
‘4 HLALER 2 0BE : 
CAT "ABC 
PAU POCA 
E. “ AB 7 ABC 


En ajoutant ces trois valeurs 
omme est égale à 1, 
Dans cette seconde démonstration, nous n'avons tenu compte 
ue de la valeur absolue des Nantes pour avoir égard à leur 
e, il suffit de regarder par exemple l'aire OAB comme étant 
sitive lorsque le sommet 0 tombe du même côté que -C par 
apport à AB. Moyennant cette convention, la démonstration 
res éc ente devient absolument générale. 


font résolu la même question : MM. # Amphernet ; 
LEE p:4 Bouvaisi ; G. Cagé ; F. Clabault ; 


, on voit immédiatement que leur 


(Fézix LIMOUZI.) 


: Haroux C. Billionnet ; 
_Cougnoux ; À, Drocourf ÿ 


Û 
re) 
LU 


CÔT 


urand ; Duvergé el Sainte-Laguë ; G. Foucry ; M. Gondrän ; J. Haag ; 

J. Hébré : R. Henry ; Hugonnier-Ginet ; H. Janois ; de Jarny ; T. Lalescu : 

"À. Lecouour ; A. Legros : À, LeMoal ; TT. Lemoyne ; D. Lwow ; G. Marcellin ; 

R. Mouzon ; Noël : G. de Parseval ; ‘M. Petiljean ; Portalier ; E. Raüber : 

P. Sandon; Sinoqueét : Taton : HE. Troin; Valentin; Vérot; X., à Liège; G. De- 
lahaye ; H. Rimbaud. ] 

—————————— #8 ——— 
TRIGONOMETRIE 
4484. — P étunt un point quelconque de la circonférence tir- 


conscrite au triangle ABC, on tire les droites PA, PB, PC, que l’on 
désigne respectivement par a, 6, y; en représentant comme d'or- 
dinaire par a,b,c, À, B, C, Set R les côtés, les angles, l'aire 
et le rayon du cercle circonscrit, démontrer la relation 
4S = ? sin 2A + £? sin 2B + y? sin 2C. 
Que devient cette relation quand on place le point P aux diff é- 


rents sommets À, B, C et enfin à l'extrémité du diamètre passant 
par À ? 


Considérons le triangle ABCG inscrit dans le cercle O de 
rayon R. Appelons 71, p>, ps les perpendiculaires abaissées d’un 
point P du cercle circonserit sur les côtés ; 4, 8, y les distances de 
ce point P aux trois sommets. 

Nous supposerons que ces longueurs sont des nombres algébri- 
ques dont le signe est + si le point P 
est situé du même côté que le sommet 
correspondant par rapport au côté du 
triangle, et — dans le cas contraire. 

On démontre facilement les relations 
suivantes : 

LO OP 2R pr, ya —=2Rps, dB —2Rp,. 

20 Le théorème de Ptolémée donne 
la relation 

au + b8 + cy — 

39 Eu remplaçaut dans cette relation a, b, c par les quantités 

proportionnelles sin A, sin B, sin CG, ona 
a sin A +6 sin B+7sin C = 0. 

4° En exprimant que le triangle donné est la somme algébrique 

de triangles partiels, on a, en grandeur et en signe, 


2S — — (By sin À + ya sin B+ af sin C). 
5° D’ailleurs, on a identiquement 
(22 sin 2A +? sin 2B + y? sin 20) 
+ 2(8y sinA + ya sin B + 26 sin C) — 


A 











P’ 





En effet le premier membre est égal au produit 
(x sin À +6 sin B + y sinC)(x cos A+ cos B+7Y cos C), 


dont le premier facteur est nul. 


6° La formule 
4S = a? sin 2A + B?sin 2B + y? sin 2C 
devient évidente en vertu de 4° et 50. 


En particulier, lorsque le point P occupe le sommet À, 
B—ce, y—b eton a la formule connue 


; 4S —= b? sin 2C + c? sin 2B. 


00: —%Ùr 


Lorsque P est à l'extrémité du diamètre AO, 
CE VER? — c?, 


‘ 


4S — SR? sin A sin B sin C 


“ SA le JA »2 
ae 2h, fo V4R 


et on obtient » 


On peut déduire de ce qui précède un grand nombre d’autres 











F2 


relations. Nous citerons seulement les suivantes : 
sin? À _ sinB sin? C 
2 VE = AV D ee D 
der ve ÉY EE ae CNET dr TRE 
(22 — 4R?) sin 2A + (f? — 4R?) sin 2B + (y? — 4R?) sin 20 — 0. 
(C. COUTURIER.) 


[Ont résolu la même question : MM. Delahaye, à Roye ; R. Dickson. à 
Angoulême ; H. Janois, à Nogent-le- ARE Lehmann, à Alger-Bouzaréah ; 
M. Oger ; E. Vaunac, instituteur à Rouffignac.] 


7 


PHYSIQUE 


——— 


4755. — Dans un réservoir contenant 5lit,6 d'air sec à 00 et 
sous la pression de S30mm de mercure, on veut introduire avec une 
pompe de compression dépourvue d'espace nuisible 238 d'air sec 
pris à 0° et sous la pression normale. Le volume du corps de 
pompe élant de 560, on demande le nombre de coups de piston à 
donner et la-pression finale dans le réservoir. 

Poids du litre d'air dans les conditions normales, 18r,3, 

(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1899.) 


Désignons par # le nombre de coups de piston à donner, par 


H, la pression finale dans le réservoir. On à . 
0,56 ù 1 
Hy = 830 + n X 760 Xe - (l) 


Cette pression est la somme des pressions de l'air qui se trou- 
ait d’abord dans le récipient et de l’air qu’on y a introduit : 





H, = 830 + H. 
La pression de l’air introduit est donnée par la relation 
en 100 Dh) 

d'où H — 2401mm,09 
et H, = 830 + 2401,09 —=.3231%2,09. 

Portant cette valeur dans l'équation (1), il vient 

3231,09 = 830+n%x<7 0 x Te, , 

d'où l'on tire n=\83, 


Il faudra donc donner 32 coups de piston, et la pression finale 


dans le réservoir sera 3231"%m,00, 
(MENGAILHOU.) 


[Ont résolu la même question : M!l® Lazare ; MM. A. Agéron ; L. Audoyer ; 
M.B..à V.; C. Billionnet; H. Blanc; M. Brun; Cloudon; E.-Cognet, 


L. Corbin ; J. Crétinon ; L. Curt ; H. Damoiseau ; A. Delaire ; H. Duchesne ; 
Duvergé et Sainte-Laguë ; G. Foucry ; Foucher ; M. Gaillot ; A. de Saint- 
Gabriel ; A. Gorce ; J. Haag ; J. Hébré, H. Janois ; de Jarny : G. Lailllier ; 


A. Lecoutour : G. Lemasurier ; T. Lemoyne ; E. Liger ; F. Limouzi ; G. Lu* 
quet ; David Lwow ; J, Maire ; Malassiné ; B, Mathé ; A. Meynier ; A. Le 
Moal ; Noël ; Portalier ; P. Pille ; A. Pichon; R., à A. ; Rivière ; M. Royer ; 
P. Sandon; R. Simon; G. Sinoquet ; G.Taton ; Thiébert ; Touton ; P. Valentin; 
A. Vannier ; R. Henry ; A. Joyer ; H. Ménielle ; A. Pequignot ; À. Sauvageon ; 
D. Tuïssuzian ; Vialaret ; Miles J. Gravet ; Leininger.] | 


4756. — Un très petit cercle lumineux, dont le plan est per- 
pendiculaire à l'axe principal d'une lentille convergente, a son 
centre en un point de cet axe. Sur un écran situé à 3% du cercle 
donné et perpendiculaire à l'axe principal, se forme une image 
réelle dont la surface est quadruple de celle du cercle donné. 
Calculer la distance focale principale de la lentille. 

(Bücc. lettres=math., Caen, juillet 1899.) 


Les surfaces de deux cercles étant entre elles comme les carrés 
de leurs rayons, on a, en désignant par R et x les rayons de 
l'image et de l’objet, 

R2 
—— = 4, 


ga 

































H D D Abe NE gi à 
d'où « Tnt ai = 2: gs 
LE 4 ; PS 2 
Mais si = — 2 o 
LEA ee 
d'où : DD: se. 
D’après l'énoncé, p#+p—=3"; onadonc 3p = 3". Pe 
auité, y =du el He De ; - En 
En appliquant la formule des lentilles, il vient 
DAT 
LT EE 
d'ou es Es _ = 0,666. 


(E. LEMAIGRE.) 


[Ont résolu la question : Mie Leininger ; MM. M.B,.. à V4 H. Blanc; C. Billionnet, 
M. Boiset ; L. Corbin ; Curt ; H. Damoiseau ; Delaire ; T. Deslandes ; A, Dre: 
court ; H. Duchesne : A. de Saint- Gabriel ; G. Foucry ; Le PA DR ; J. Hébré 
G. Hugonnier EN à Janois : J. Jarrier ; H. Julien ; G. Lallier ; T. Lavardant 
E. Liger : F. Limouzi ; David Lwow ; ‘B. Mathé ; M. Malassiné ; Ar Meynier. 
A. Le Moal ; A. Nabon ; R. Paucot ; A. Pichon ; Pellissier ; P. Pille ; Cougnou 
M. Royer; G. Sinoquet : ire Thiébert ; P. Thonet ; Touton ; Vannier; A: Vioix. 
F. Clabault ; M. Cry ; R. Henry ; J. Lehmann ; A. Bequignot; A. Sauvageon® 

à 
- “+ 


QUESTIONS PROPOSÉES . 


. » + % 

4765. — On considère les nombres N —2"+1." Trouver pour 

quelles valeurs LE n A ‘un 24 ra PS N est premier avec 15 ou non Prépues 
avec 15. ve 4 


4766. — HAS le système d'équations x = dE k 
ylo a+ log, F4 a 

a = ÿ. y = + te 

4767. — Calculer les bases d'un trapèze isocèle er dans u 


cercle de rayon R, connaissant la longueur cominune «a des côtés non 
parallèles et la surface m°. 


768. — Par l’un des sommets A d'un quadrilatère mener à 
droite AE qui divise ce quadrilatère en deux parties équivalentes. 
(H. Baroux, à Lorgues.) 


4769. — On donne un cercle 0. Sur une corde MN de ce cerele on 
construit, dans un plan perpendiculaire au plan du cercle O0, un seg 
ment $S capable d’un angle constant œ+ En supposant que. la cardé 

variable MN se déplace parallèlement à elle-même, on demande les 
lieux géométriques : 

1° pa centre du cercle S ; ; hpre dass dÂ » ss dom vu L 

20 Des points de contact des tangentes au cercle S parallèles à MN ; 

30 Des points de contact des tangentes au cercle S perpendiculaires 
à MN. ' (L. Oz, à Auch.) 


4770. — On donne deux cercles 0 et C, et un point S. Détermine 
le cercle qui coupe orthogonalement le cercle G et qui admet avec 1 
cercle 0 le point S pour centre d'homothétie, 

(X, lycée de Marseille.) 


A7 — Dans un calorimètre en cuivre pesant 308r*et contenan 
500er 4 eau à 10°, on immerge un ballon en cuivre pesant 1008r, dé 2500 
de capacité, contenant de l'air à 10 atmosphères de pression. Ce ballor 
et son contenu ont 6t6 chauffés à 100°, On demande quelle est la cha 
leur spécifique de l'air, sachant que la chaleur spécifique du cuin 
est c — 0,09 etsque le poids du litre d'air à la pression atmosphé 
rique et à la température à laquelle a 6té rempli le ballon est de 18r,3 

On effectuera les calculs pour les deux cas suivants : 

1° Température finale 0 = 11°,68 ; # 

3 — — € f°— 110,73. : : 

De la comparaison des résultats obtenus déduire l'erreur que To 
peut commettre sur la chaleur spécifique de l'air, si on peut se trompe 


de ï de degré sur Ja température finale. Pouvait-on prévoir ce résultat 


(Bacc. lettres-math. Aix, juillet 1899.) 


4772. — On dirige vers le soleil, que l’on regardera comme infin 
LE éloigné, l'oculrire d'une lunette de Galilée ; on place l'œil derrièr 
l'objectif ; on demande de tracer la marche des rayons lumigeux dan 
la lunette mise au point. 
(Bacc. lettres-math., Bordeaux, juillet 1 899.) 


” Le Rédacteur-Gérant : HENRY VUIBERT. 











Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Directeur. 





ge AT, TR tt de re Dee DS DNS ie ENT Fo 






4 


JOURNAL EC Paris, le 4% Avril 1900. 


NS 1 - 
_ 


DE 


| MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 


be Paraissant le 1°" et le 15 de chaque mois, du 1° octobre au 15 juillet inclusivement. 














: : : Paris et Départements. 
PRIX DU NUMÉRO................... 0130 0135 
_ ABONNEMENT ANNUEL...... ........ 5 » 6 » 


Tous les Abonnements partant du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 
. l'on souscrive, on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 








Étrangèr. | Rédaction .... Boulevard Saint-Germain, 63, à Paris. 








Abonnements.. Librairie Nony et Cie, Boul St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d'en. 
voyer des mandats. 




















« ax? + bx + c 
ÉTUDE DE LA FRACTION RATIONNELLE DU SECOND DEGRÉ 57 —— re are A 

| . k par M. Veyssière, professeur au lycée de Poitiers. 

Je poserai pour abréger : f(æ) = ax? + bx +e; g(æ) = ax? + b'x + c!. 
| Je supposerai que l'un au moins des polynomes f{x), g(x) est du second degré : dans le cas contraire la fraction serait du pre- 
| mier degré ;"je supposerai également que g(x) est au moins du 1°" degré ; car si on avait a —b'—0, la fraction se réduirait à 

FA : . = . , . ;- 

e : c’est-à-dire À un trinome du second degré; enfin si a —0, nous supposerons ab — ba! — 0, car les deux conditions 


@— 0, ab'—ba —0 entraineraient les suivantes: a —0 avec ‘a —0, ou « —0 avec & —0 et nous retomberions 
sur l’un des cas que nous avons écartés. | ‘ 
Je vais sommairement établir les propriétés du résultant de f{æ) et g(x), dont j'aurai constamment à faire usage. 


1: Définition et formes diverses du résultant de f(x) et g(r). — Je représenterai par + et B les racines de f(x), par a et g’ 
. celles de (x); etje ne parlerai que des racines réelles; quand l’un des polynomes n'aura qu'une racine, je Ja représenterai 
- par £’ ou par £. 

- En supposant que g(x 
fa). AP) = (2? + ba + c 















ait des-racines 7’, ’, calculons le produit f(a').f(8) : 


(ag? + D9' + c) = (a) + aba/Ë' (a! + 8") + b249 ac (x? + 02) + bo(x + E) + ce? 


LE ET a 


19 ! ! ! 19 U ! 9,19 PR | UE à 19 | AA, 11! € 
ce’? C b C 200120 b ac? — abb'c" + Pc'a' + acb'?—Daca/c! — bca'b' + c2a/? 
Le - Re mi ES PRE Fe 4 gr Mes R— Su : 
= & PTE ab mn ( Z )+ b a En u( % + bc à + — CPR res ren nie ardt D 
d'où 


.2f(a).f(R) = ac? — 2aca'c’ + cu? — ab'(bc' — cb!) + babe! — cb!) = (ac — ca’) — (ab! — ba')(be' — cb’). 
De même, si f(x) a deux racines «, f, on trouvera a?g(2)g(8) = (ac' — ca'}? — (ab'— ba’ )(be' — cb’), 


’ 


Supposons maintenant que l’un des polynomes, g(x) par exemple, soit du premier degré; il aura une seule racine D = — pe. 
* | D 


et nous pourrons écrire 


,/2 * 130. bb' ! b'2 ; 
- (8) = a ea Fe +C— ET: d'où ab"?f(8) = a(ac?— bb'e' + cb?) ; 


si f(x) a deux racines & et £, on obtiendra de même 


À C2 bh'e! 12 
= ob =bz+e(bB+e)= rap + but p)+ot mo. Loge. Lapor = CNE HA, 
d'où : 


&g(a)g(B) = a(ac'? — bb'e' + cb'?), 
Remarquons maintenant que si dans (ac — ca’)? — (ab' — ba"\(bc' — cb’) on suppose «a —0, on obtient précisément 
a(ac'? — bb'o' + ch?) = ag(a)g(f) = ab'?f(f). 

Nous poserons dans tous les cas, un seul des coefficients a ou «' pouvant être nul, R = (ac — ca)? — {ab' — ba')(bc! — cb"). 


Si f(x) et g(x) sont tous deux du second degré et s'ils ont des racines, on aura R = a”?f(4').f(2) = «?g(:).g(8); si g(x) seul 
avait des racines on écrirait seulement R= «'?fia!).f(8"); si g(æ) était du premier degré, on aurait 
; , R=Yabari0) R = a?g{a)g(8) ; 
on n'écrirait la dernière relation que si f(x) avait des racines. Nous dirons que R est le résulant de f(x) et de g(x), que ces po- 
ynomes aient ou n’aient pas de racines. On peut écrire R sous différentes formes qu'il est utile de connaître ; on a d'abord 


+ 


R = (ac — ea}? — (ab! — ba')(bc' — ch’) = ac’? — 2aca'c' + ca? — abb'e' + bc'a + acb'? — bca'b'; 
d'où ne ° He 
AR = 4? — Saca'c' + ka"? — kabb'e' + 4b?c'a + kacb'? — kbca'b' 
»* 
- = 4ka?c'? + Saac! + kc?a'? + b2b'? — 4bb'ac — kbb'ca — AGaca!c — b?b'? + 4b?c'a! + 4b'?ca 


(2ac' + 2ca' — bb’)? — kac(ka'c — Db'?} + bac! — D?) — (2ac' + 2ca/ — bb!) — (D? — kac)(b'2 — La/c'). 


e : De 98 —. pa F5 je Te PH PLUS û , 
Û ? M, V7 - ‘4, 17° ARE Em À 
' Se. : 3 s ù MU rs | ; % LES #.je 
Enfin, en multipliant R par 4a'c' et ordonnant par rapport à D : : + s, t Eee # 
4Ra!c! = %4a'?c'?2b? — ka'c'(ac’ + ca IEEE &b'?aca'c + ka'c (ac! — ca")? | RO, 
= 4a'?2c'20? — 4a'c'(ac' + ca')bb' + (ac! + ca')b°? — (ac! +ca')b"? + Lb'aca'c! “S &d'c'(ac' — ca)? 
— È bac! — b'{ac' + ca’)? — b'a{ac' — ca’)? + ka'c'(ac' — ca’? ge , de + 
— {2ha'c' — L'(ac' + ca!) F4 (kate — D'2)(ac' — ca')?. à | : | va FE 


On aurait de même 
&Rac = [2b'ac — b(ac + ca’)? + (kac — b?j(ac' — ca). 


R = (ac — ca'}? — (ab' — ba’)(bc' — cb"), La “+ 
PR ; 4R = (2ac' + 2ca! — bb'}? — (b? — kac)(b'? — ka'c'), 4 
Nous avons ainsi obtenu pour R les formes ERdo = [bac — Wa +- ca) + (kate — W2)(ac — ca}, | At 













4Rac = |2b'ac — b(ac’ + cu')} + (kac — b?)(ac' — ca'}?. 


2. Propriétés du résultant. — Théorème. — Si R<0, les polynomes f(x) et (x) ont tous deux des racines, car en SUppo- 3 
sant g(æ) par exemple du second degré, on aurait, si g(æ) n'avait pas de racine, D?—4ac <0, d'où 4ac—b?>0; ac > 0 
et 4Ra'c' < 0, ou … 

(2ba'c' — b'{ac' + ca)? + (ka'e' — b?\(ac' — ca} < 0, 
cé qui est impossible, cette expression ne pouvant être négative, puisque #ac'—?> 0; elle ne peut non plus être nulle,yà 
moins de supposer ac —ca = 0, 2ba'e — b'(ac'+ ca) = 0, c'est-à-dire a, b, c proportionnels à a, b’, c', mais alors f(&) et g(&) 
ne seraient pas deux polynomes distincts. . 


La 
. 


3. Théorème. — Si R—0, Les deux polynomes f(x) et y(x) ont une racine commune, etréciproquement. ee 
En effet, si R=0, f(x) et g(x) ont des racines d’après le théorème précédent. 
En supposant f(x) et g(x) du second degré, on a (n°1) | k 
0 = R = ag(x)y(B) = a?f{a').f(f'), ; 4 \ 
ce qui exige que f{(«)—0, ou f(f)=0; l’une des racines x ou $” de g(x) est donc racine de f(x). . | 
En supposant g(æ) par exemple du premier degré, g(æ) admet une racine f, et on a (n° 4) FA 
Ve R.— a0?fiDE | : 
ce qui exige que (8) —=0; £’ est donc racine de f(x). ù : 
Réciproquement, si /(æ et g(x) ont une racine commune &, on a f{f) = 0, ce qui entraine R = 0. Ê Fe 


4. Théorème.— St R <0, f{æ)et g(x) ont des racines, et entre deux racines de l’un des polynomes il y a une seule racine de l'autre. | 
19 Si a et a’ sont différents de 0, R étant négatif, g(æ) et f(x) ont des racines (n° 2), et KR = a°f{x)f\B): la condition 
R<0 peut donc s'écrire «?f{(x').f(g") <0, ce qui entraine f{x)./(}) <0; cette dernière inégalité exprime précisément 
qu'entre x’ et f/, racines de g(æx), il y a une seule racine de f(x). : . b 


1 


Si a —0, g(x) a une seule racine £', et R—ab?f(f); la condition R<O0 peut donc s’écrire RES 0, ou 
af(R") < 0, ce qui exprime que f(x) a des racines entre lesquelles est comprise f’. | 


* 4 
® - . 


2° Réciproquement, si /{æ) et g(x) ont des racines et si une seule racine £’ de g(x) est comprise entre celles de f(x), on à 


af(a') > 0, af(8) < 0, d'où 8) 0) a?f(a').f(8) < 0, ou R<208 
On peut énoncer la proposition précédente sous la A suivante: La condition nécessaire et in Ps qu'entre les 
racines de l'un des polynomes il y ait une seule racine de l'autre, est que KR soit négatif. « 
Je vais appliquer les propriétés des résultants à l'étude de la fraction rationnelle Fe mr ;: je supposerai a et a non nuls à da. 
tel SR PE TR 4 ( Re NET TES G+ C NT 2 A . SAS à ne 
fois; s'ils étaient nuls tous deux, la fraction se réduirait à Page due l'on sait étudier recente Je supposerai en outre 
f\æ) 


RZ0, car si R était nul, fix) et g(x) auraient une racine commune et la fraction eh se réduirait encoré à la fraction ration 
y\x 


e + 


nelle du premier degré. 


Remarquons que LE n'est définie que dans les intervalles ne renfermant aucune racine de y(x) ; je ne ferai croître æ-que 
dans de tels intervalles, ce qui revient à ne donner à æ aucune valeur égale à une racine de g(æ). Si g(x) n’a pas detre 
d * 9 


f(æ) 


toute valeur de x correspond pour —— une valeur bien déterminée. 


g(x) 
5. Théorème. — Les valeurs de x qui correspondent à une valeur déterminée y de A : sont les racines de l'équation «F{x) = 0 
. g{x va 


» 


\ 





» 


ou F(æ) = f(x) 





(@) = (a — a'y}x? + (b — D'yjx + ce — c'y = 0, 


Soit en effet +, une valeur de x telle que _. y; Onaura /\21) = yylæ), Où ff) — yg(a) = 0,- F{æi) = 0. 


Réciproquement, soit &, une racine de F{x)=0, on aura F{ar) = f{æ) — yg(a) = 0. KT RES + 

On ne peut supposer ga) —=0, car on aurait f(x) =0 et les polynomes‘f{x) et g(x) auraient une racine commune 
contrairement à ce que nous avons dise donc g()<0 et on peut écrire 44e 
fe) $ "… es 2e 


fe) = yy(æ), Passe | JACANSTES 
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| A une valeur y attribuée à la foneton 1 AE > les valeurs de æ racines de F(x) — 0. RÉ abréger, nous 
- écrirôns *  .  F(&)=Ac+Br+C;  A=a—"y; B—b—by: C—=c—cy. 

F(x) est du second degré au plus en x; donc à une valeur y de la fraction re correspondent au plus deux valeurs de x, 

Si on suppose y = en F(x) se réduit à Fe) = (b — bye +e— cy = = sr Arme tee et F(x) — 0 admet la seule 

racine LE en supposant ab’—ba'=0. Si on avait ab'—bx —0 et si on supposait y = — on aurait pour F(xæ) 


puisque R = 0. 





ca — ac’ : RE £ 
F(x) = — et F(x) n'aurait aucune racine, car on ne peut avoir à la fois ab —ba —0, ca —ac = 0, 


? 
a 


: ' ” f(x) ; fracti fKœ) = : 
6. Déterminer les valeurs que peut prendre la fraction ON — La fraction g(x) ne peut prendre une valeur y que si 
pour cette valeur y l'équation F(x) = 0 à au moins une racine, c'est-à-dire si à cette valeur y correspond au moins une valeur 
de x. Les valeurs y que l’on peut attribuer à la fonction sont donc celles pour lesquelles l'équation F(x) — 0 admet au moins 
une racine, c'est-à-dire celles qui satisfont à l’inéquation 
B?— 4AC > 0, ou (b — by} — (a — a'y)(c —c'y) Z 0, 


o(y) = (b°? — 4a'c')y? + 2(2ca’ + 2ac' — bb”)? + b? — kac > 0. 


ou, en développant, 
Nous devrons donc toujours supposer  o(y) > 0. 
(y) aura deux racines y’, y" si (2ca’ + 2ac'— bb}? — (Dh? — 4ac)(b?—%ae) > 0, où 4#R>0, R>O; 
(y) aurait une racine doublesi R—0; mais comme R£0, y) aura 0 ou deux racines en supposant b?—4a'c 0; 
quand e(y) aura deux racines y et y”, je désignerai la plus petite par y. Si b?— 4a'c' —0, e(y) est du 1° degré et a une seule 


racine y’; le coefficient de y ne peut alors être nul, puisque R 3 0. 
Quand eo(y) est nul, l'équation F(x) = 0 admet une racine double. Soient æ et x” les racines de F(x) qui correspondent à 


y' et à y”, on aura 


b— by 2(c — c'y') à 
ne EE LI NET NT RAT IN = 
Œi—= as EE EU puisque (b — b'y') ka — a'y'Xc — c'y) = 0, 
“ 
9 LR AANRREN "4; | D Dr Oral ! « 
> d'où ne ay") = b'y b, “ { En +0 — isa AE 
a'(b'y" — b) = Ac — c'y'), Übæ' + 2c = y(b'o! + 2). 
En éliminant y', on obtient (2ax' + b)(b'x' + 2c') — (2ax' + b)(bx' + 2c) = 0 ; 
æ' est donc racine de l’équation 
(2ax + b)(b'x + 2c') — (2ax + b)(bx + 2c) = 0, ou (ab! — ba')x? + 2{ac' — ca! )e + be —cb! = 0. 


On voit de même que x” est racine de cette équation. +’ et x” sont donc les racines de (x) = 0 en posant 
P(x) = (ab' — ba')x? + 2{ac! — ca')æ + bc! — cb! = A'a+B'x+C avec  A'— ab — ba; B'— Zac —ca);  C = bc — cb", 
(x) est du 1°" degré si ab'— ba —0; (x) est au moins du 4°" degré, Car on ne peutavoir ab'— ba — 0 en même temps 


que ac'—ca —0, puisque RO. 
Léquation (x) = 0 a des racines si (ac’— ca)? — (ab'— ba')(bc — cb’) > 0 ou si R>0; le trinome e(y) et le trinome 


(x) ont donc le même nombre de racines quand ils sont tous deux du second degré, ce qui était facile à prévoir. 


7. Calcul des résultants de F{x), g(x), P(x). — Soit Ri le résultant de F{x) et g(æ}); on a 
Ri = (Ac'— Ca’)? — (Ab —Ba/)(Bc' — C') = [(a — a'y)e — (e — c'ylaP —[(a — a’y)d' — (b — B'yja [(b — b'ye' — (ce — c'y)d"] 
= =(ac— ca} — (ab — ba')(bc' — cb’) = R. 
R, est donc identique à R et par suite indépendant de y. 
R> étant le résultant de F(x) et (x), on a de même 
Re = (2AC'+-2CA' — BB}? — (B? — 4AC)(B? — 4A'C') 
= (2(a — a'y)(bc' — cb") + 2(c — c'y)(ab' — ba’) — Ab — b'y(ac' — ca’)? — »(y)(B'?— 4A'C) 
&Re = [OP — o(y)4R = — 4Ro(y) ; d'où Re = — Ro(y). 
Enfin, en désignant par R; le résultant de g(x) et de (x), on a 


&R3 = (24/0 + 2C'a’ — B'b'}2 — (B'2 — 4A/C')(b? — 4a/c') 


= {2(ab"— ba’)c' + 2(bc' — cb')a! — 2 ac’ — ca')b' À — 4R(D°? — 4a'e) = [0 P — 4R(D'? — 4a'c') = — 4R(D? — La'c!) 
_ d'où R3 = — R(b°? —4ac!), 
En résumé ona Ri = R; Re = — Ro(y) ; Rs = R(b? —%a/c'). 
8. Théorème. — Entre les deux racines de F(x) qui correspondent à une valeur donnée y de . il y a une seule racine de #4 


| g(æ) ow une seule racine de (x). 
En effet, o(y) est positif, d’après ce que nous avons dit; donc R; et Re sont de signes différents. 





et. re dés =. 


Si R>0, BR, >0 et R<0; R étant >0, entre les racines de Fa) il va0c u 2 racines de g(æ) 
y à une seule racine de (x) entre PETER de F{æ). Si R< 0, ona R<0 et. Re 0; “entre les racines dé  F() il y à wne seu 
racine de g(x) puisque R<0; entre les racines de F{x) il y a 0 ou 2 racines Le a). > RTE 


) 6. "un 
+ A R CT 





9. Théorème. — Si glæ) et (x) ont des racines, entre deux racines de l'un de ces.polynomes il y une seule racine de l'autre, ou 
0 . ; 8 








bien ils ont une racine commune. + . - 
L'un au moins des deux polynomes g{x), æ(x) est du second degré, puisque l’on ne peutavoiràlafois a =0 et ab'— ba =0.. 
On suppose aussi RO. ; A 


10 Si gx) et æ(æ) ont chacun deux racines, on a R>0, b?—4ac>0 et par conséquent R;<0, ec qui exprime 
qu'entre les deux racines de l'un des polynomes il y à une seule racine de l’autre. : 


4 ù , j b! 4 : ‘+ d : 
20 Si g(x) étant du second degré a deux racines égales ax = f — Po D? ka'c = 0; R—=0 et px) et.g(x) 
ont la racine commune $', ce qu'on vérifie directement sans difficulté. : s 4 
3 Si a — 0, ab'—ba n'est pas nul; R3 = —R#?2; (x) n'a deracines quesi R>0, mais alors R;<0 et parconsé- 


* 


quenit la racine £ = — = de g{x) est entre les racines de (x). 


4 Si ab'— ba —0, a’ n’est pas nul; R>0; g{x) n'a de racines que si b2—4ac>0; mais alors Rs <0, ce qui. 
be! — cb! : =: 
Dis de (x) est comprise entre celles de g(x). SRE 
2(ca' — ac’) - | 
Si g(æ) n'a pas de racine, b?— 4a'e <0, et par suite R>0; donc (x) admet alors 2 racines inégales. (x) ne peut « 
d'ailleurs avoir 2 racines égales, puisque nous supposons R = 0. ; 


exprime que la racine y = 


: , ; : À x ; à 
10. Théorème. — Si on range par ordre de grandeur croissante les racines de g(x) et celles de f(x), la fraction DE ne prend 
jamais deux fois la même valeur duns l’un des intervalles obtenus, car si ce prenait deux fois une valeur donnée y dans l’un ‘de 


ces intervalles, l'équation F(x) aurait deux racines dans l'intervalle considéré, et entre ces deux racines de F(æ) il n’y aurait pas 
(contrairement au Th. 8) une racine de g(x) ou de P(x). - 


11. Théorème. — x, et x; étant compris dans un intervalle ne renfermant aucune racine de g(x) ou de (x), y1 et ys dési- 
gnant les valeurs correspondantes de ce. à toute valeur ya comprise entre Yy1 et ys correspond une seule valeur de x comprise 
entre æœ1 et xs. d 

Je considère le trinome F{x) = f{æ) — yrg(æ). J'ai par hypothèse 


Et Où f(x) = yig(æi) et — D) ou firs) = ysg(@3) ; 


de plus g(æ) et g(x3) ont par hvpothèse le même signe puisqu'il n’y a pas de racine de g(x) entre 21 et æ3. J'aurai ensuite 
Fes) = fes) — page) = pags) — gages) = (ya — ye)g(es) 3 Fes) = fes) — y2g(re) = ya9(@3) — yag(as) = (vs — ye)g(as). 


Yi— y2 Cl y;—ys sont de signes différents par hypothèse, tandis que g(x,) et g(æ:) ont le même signe; done Fa) 
et F(x3) ont des signes différents, ce qui prouve que F{(x) à une seule racine æ entre a et as : 








Yi — 


0 = F(a2) = f{æ2) — yag(xo), d'où LE = y2. ; 
À y2 correspond done une seule valeur de æ comprise entre a et æ3. | 


Réciproquement : #1, x, æ, étant compris dans un intervalle ne renfermant aucune racine de g(x) ou de (x), les valeurs 
æ L . . . 
correspondantes de étant Y1, Ya, Y3, St ON SUPPOSE X2a compris entre an el æs, Ya sera compris entre y1 el ys. 
Je suppose pour préciser æi << æ& << æ3; je dis que y> sera compris entre y. et y,, Car si y: n'était pas compris entre y 
et Ys, On aurait yo y <Yys OÙ y, Lys Lys, OÙ Ye L'Ys L'Y OÙ Ys Lyi L'y2; ans le premier cas par exemple, 
puisque la fonction ne peut dans l'intervalle considéré prendre qu'une fois la valeur y,, æ serait compris entre a: etæ;, ce qui « 
est contre l'hypothèse ; de même, si y < ya < y, «3 serait compris entre x, et æ, etc. 
Donc y: est compris entre y et y. 


f(&) 











Corollaire. — La fonction est continue dans tout intervalle ne renfermant aucune racine de g(x) ou de p(æ). 
__ g(x) 
12. Théorème, — Za fonction Î | est constamment croissante ou constamment décroissante dans tout intervalle ne renfermant 
ba À 

aucune racine de g(x) ou de œ(x). 

Car si &i, &o, &3, &,, ... appartiennent à un tel intervalle et si a1 xs 23 <æ&4 ..., On aura y; <-yo < y y, “00 
> Ya Ya D y: ...5; dans le premier cas y = ‘AS est croissante ; dans le second elle est décroissante. 

g(x) 
Ce théorème ramène l'étude de nr à celle des racines de g(x) et de (x). 


(La fin au prochain numéro.) | 
a —— 8h} ———————— 
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5 - Physique (Paris) 
Solution de M. F. Pouget, élève du lycée Louis-le-Grand, 


lauréat du concours (1er prix). 





L: 4680.— Deux lentilles, l'une convergente de foyer f = 10mu, 


» | , ,» 
Pautre divergente de foyer f' — 25m, sont montées aux extré- 


_ mnités d'un même tube, de manière que leurs axes coïncident et que 


| leurs centres soient à une distance fire de 35mm, 


On voudrait, au moyen de ce système, projeter sur un écran 
l'image réelle d'un petit objet, de manière que le grossissement 
linéaire füt de 100. 

271 quelle distance faut-il placer l'objet, à quelle distance l'écran ? 

On expliquera sur une figure la marche des rayons. 


On voit facilement que le seul cas possible, étant donné 
l'énoncé, est le cas représenté par la figure. 

Représentons l’objet par une petite droite AB. Son image par 
rapport à la lentille OÔ serait BiA1 sans l'interposition de la len- 





tille divergente O0’. B:A; joue le rôle d'objet virtuel par rapport 


à la lentille O’ et la construction ordinaire donne l’image B'A’ 


L 


réelle, renversée. 


Désignons OB par p, OB; par p', O'B: par x, O'B' par +’. 
Les trianglessemblables 10F' et A,B:K', F'OT' et F'B'A' donnent 





LOI AB = 10 
AB: RE ASDIT TT 25+r 
ol PATRONS 
DUMAS RO ose 
H'où no = ce PRE É 
AB = 505 Le) 


Or il faut que A’B' — 100AB. On a donc 
25000 = (25 + x)(25 + x). (1) 


Appliquons la formule des lentilles à la lentille divergente 0”, 
nous aurons 


US EU 
TT’ TNT 25 ? 
1 { { 257" 
DAT LS, Rs PAR EE ————— , 
d'où T7 % Tw gL Pre SRE 
_ En remplaçant dans (1), nous aurons 


257 


25 000 — (+) es HT) 125 >X<25 +507, 


d'où 1000 = 25 + 2x’, 









— 





1e | © 100025 
ce qui donne TES RU rue au LU s87mn 5. 
Pour calculer p, remarquons que les triangles semblables 
donnent 
AROR RD LD Ne A1B1 _ TT « 
ns AB: Æ p' R 39 re A'B D r'? 
d'où ve Pi = RumnePie ; 
A'B (35 + r)r'° 
AB [ 
Or = = ——; 
A'B' 100 
on à donc 1007p = (33 + tir, 


d’où 


33 25T } 
 (35+7T)x ( ne sr) …, 25x35 + 607 
7 1007 ER 25 x Qt 25 X 100 
A "TES 
_. B>x<35 +127 


= > , 


500 





ou, en remplaçant 7’ par sa valeur 487,5, 
175 + 125>< 487,5 


RE Jmm : 
NS 500 nos 

Marche des rayons, —_ Considérons un point M pris sur AB. 
Les rayons partant de M et frappant la lentille forment un cône 
ayant pour sommet M et pour base la surface de 0. Ces rayons 
se réfractent et forment un cône de rayons réfractés de même 








base que le précédent et ayant pour sommet le conjugué M, de 
M par rapport à O0. Ce cône découpe sur O0’ une surface PQ. 
Enfin les rayons qui se réfractent à travers O0’ forment un cône 
de sommet M’ conjugué de M par rapport à 0’, et de base PQ. 

De même que l’ensemble de points tels que M forme AB, 
de même un ensemble de points tels que M’ forme A'B’. 


[Ont résolu la même question : M! R. Campana ; MM. A. Croze ; Duvergé ; 
H. Lefèvre ; G. Luquet ; A. Pequignot.] 
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ARITHMÉTIQUE 
4757. — Démontrer que le produit de trois nombres entiers 
consécutifs n'est jamais le double d'un carré. 
Si l’on à a(a+ 1)(a +2) = 2k?, 
on à aussi 2a(a + 1)(a + 2) = (24?, (1) 


et vice versa. 

Or, tout facteur premier p contenu dans a et autre que 2 ne 
peut se trouver ni dans «+1, ni dans a<+2, car un tel 
facteur diviserait l’une des différences 

(ai) — a = 1 et (a+ 2)—a = 2, 


LS Le 


ce qui est impossible, puisque p > 2. Le même raisonnement 
s'applique aussi bien à a+1 et a+2. A 

Pour que l'égalité (1) soit possible, il faut donc que chacun 
des nombres a, _a+1, a+? renferme au carré tout facteur 
premier p autre que 2. 

Si a est impair, cette condition exige que les nombres im- 
pairs a et a<+2 soient des carrés‘parfaits, ce qui est impos- 
sible, deux carrés parfaits ayant une différence au moins égale 3. 

Si « est pair, le nombre a<+1 est impair et le nombre 
a+2 pair. Parsuite a+ 1 devrait être carré parfait, ainsi 
que celui des nombres a et a<+2 où 2 figure avec un expo- 
sant pair (ce nombre existe toujours, puisque le facteur 2 figure 
dans a+2 une fois seulement de plus que dans a). Cette 
dernière hypothèse est également impossible, deux nombres con- 
sécutifs ne pouvant être à la fois carrés parfaits. 


[Ont résolu la même question : MM. F. Vérot ; J. Maire ; Mongin.] 


> — 
ALGÈBRE 











4758. — Résoudre le système d'équations 
QE + D y? + yt = a, ; (1) 
LH xy + y? = 1. (2) 
Condition de possibilité et nombre de solutions. 
L'équation (1) peut s'écrire 
(a? + y) — ay? = a, 


ou (a? + y? — xy)(a? + y? + œy) = at, 
ou, en tenant compte de (2), 
D + y? — xy = at. (3) 


Des équations (2) et (3), on déduit, par addition et soustrac- 
tion, 


= 


il 


- 


0] 2 a 
ge + y? = 





re) Qxy = M — a}; 


puis en répétant les mêmes opérations, 





= 3 —a* Ja 4 
CREUSE (MERE 
d'où 
Ep EE eS E 
D+y = + FÉ70 Pt et 


Ces valeurs devant être réelles, on doit avoir 
À 
a << a* << 3 


En désignant alors par « et 8 les valeurs arithmétiques des deux 
radicaux, on est ramené à l’un des quatre systèmes du premier 
degré : 

GHY= A G+—y = a }) 


m—y = $ æ—y = —{$) 


BHYE= EE NNE+Y = —dù 
DYy = R N Er =u =: ÛR 

Ces systèmes fournissent quatre solutions du système proposé ; 
deux de ces solutions se déduisent des deux autres en permutant 


æ et y, Ce qui tient à ce que le système donné est symétrique par 
rapport à æ et y. | 
(P. THONET, athénée royal d'Anvers.) 





[Ont résolu Ta même question : Mie E. Lazare : MM. J. Arnaud ; R. Barthé- 
lemy;C. Billionnet; Cognet: Y. Collin : H. Damoisean ; H. Duchesne :; M. Sonata 
A. Gouirand ; J. Haag , E. Horeau; A. Huet : Hugonnier-Ginet : H. Lefèvre : 
D.Lwow ; G. Mayer ; À. Meynier ; A. Neef ; H. Pitrat: Portalier : P. Rivière : 
A. de Saint-Gabriel : Sinoquet ; D, Tuïssuzian : Vannier : M. Vigier ; Lalescu.| 

—@ — 
GÉOMÉTRIE 


Ce, 


4747. — On donne quatre points fixes À, B, C, D sur un cer- 
cle de centre 0 ; par A et B on fait passer un cercle quelconque 
de centre w, puis par C et D un second cercle de centre U' et 
tangent au cercle w, 








































On demonde de délerfiheré 8 "SET OO 
10 le lieu d'u point de contact des cercles w et w: | 
20 Le lieu du pied de la perpendiculaire abaissée de O sur ww! 
Ce dernier lieu n’est pas une conique. | TER 
1° Soit M le point de contact des cercles w et w', tangents 
| | intérieurement ou exté- 

: . rieurement en M. 

Si l'on prolonge les 
cordes AB, DG jusqu’à 
leur rencontre en P, 
Ona 74 
PA.PB=#PCGPDSS 
donc le point P est 
d’égale puissance par 
rapport aux cercles w, 
w' et par suite appar- 
tient à l’axe radical de 
ces cercles, représenté. 
ici par la tangente com- 
mune en M. Ona alors 
- PM =PXPB ON 
d’où l’on conclut que le 
lieu de M est un cercle 
de centre P et de rayon ÿ PA.PB, si AB et CD se coupent hors 
du cercle O0. Tout point dececercle fait visiblement partie du lieu. 
2° La ligne des centres ww’ étant perpendiculaire à PM ou tan- 
gente au cercle P, on est ramené à chercher le lieu du pied H 
de la perpendiculaire abaissée de O sur une tangente quelconque. 
au cercle P (Podaire d'un cercle). ci 
Nous allons montrer que celle podaire d'un cercle se confond. 
avec la courbe bien connue 
appelée limaçon de Pascal. En. 
effet, en menant par P une 
parallèle à MH qui coupe OH 
en I, on obtient le rectangle 
MHIP dans lequel H1 = MP et. 
fIP — 1 dr. Donc, lorsque I 
décrit le cercle de diamètre OP, 
le point H de la corde OI étant 
à une distance constante de LE 
engendre un limaçon de Pascal 
tangent en A et B au cercle P 
et admettant O comme point 
double lorsque ce point est extérieur au cercle P. si 4 
(AuGusre TÉTAIRE, collège Chaptal.) 


Remarque. — On peut distinguer sur le lieu de M les points 
qui correspondent à deux cercles extérieurs de ceux qui corres- 
pondent à des cercles dont l’un est intérieur à l’autre. En effet, 
pour que les cercles soient extérieurs, il faut et il suffit que PM. 
passe entre les segments AB et CD, c'est-à-dire que M soit dans 
l’angle BPC ou l'angle opposé par le sommet. ve 








[Ont résolu complètement la question : MM. P. Besseige ; J.Cabrol; J. Chapron ; 
Duvergé et Sainte-Laguë; Jacquet; D. Lwow; H.Pitrat; À. Amblard ; G. Armain- 
gaud: H.Baroux; G. Foucry; H. Lefèvre: A. Legros; E. Ménissier; F. Michaux ; 


L. Ollié; E. Rauber : Sautreau.] 
MM. F. Clabault et L. Marot ont résolu partiellement la question. 


4754. — Un quadrilatère fixe inscrit dans un cercle OÔ a ses 
diagonales AC, BD rectangulaires. Par le point de concours des 
diagonales on mène deux droites rectangulaires variables À et A!:. 

1° Soient A'C' la projection de AC sur À, B'D' Za projection de 
BD sur À’. Prouver que le quadrilatère A'B'C'D' est inscriptible 
dans un cercle O'. 









20 Trouver le lieu du centre du cercle O'. +” 
. 30 Si AC" est la projection de A'C' sur AC et BD" la projec- 
_tion de B'C' sur BC, le quadrilatère A"'B"C'D" est inscriptible 
. dans un cercle O" dont on demande le lieu du centre. 

_ "40 Trouver une relation entre les rayons. des trois cercles 


2 O0, 0 (RTE + 


- 10.Les angles aigus APA', BPB' ayant les côtés perpendicu- 
- laires sont égaux ; par suite, les triangles rectangles APA', BPB' 
+ sont semblables et donnent 






| PA PB 
| PA — PB” 


- ce qui établit la similitude des triangles rectangles PAB, PA'B’. 
…— Par analogie, les triangles PBC et PB'C, PCD et PC'D', PDA 





et PD'A' Sont également semblables. Les deux quadrilatères 
_ ABCD, A’B'C/D' sont donc semblables comme composés de tri- 
angles semblables et semblablement placés; comme le premier 
. quadrilatère est inscriptible, il en est de même du second. 
_ 2° Les triangles homologues POA, PO'A’ étant semblables, on 
- en conclut la similitude des trianglès POO’ et PAA’, d'où il 
résulte que l'angle PO'O est égal à l'angle droit PA’A. Le lieu 
. du point O0’ est donc un cercle de diamètre OP ; la droite PO’ 
. pouvant octuper une position quelconque autour de P, tous les 
. points du cercle font partie du lieu. 
30 Le quadrilatère A’’B”C'D" joue par rapport au quadrilatère 
A'B'C/D' le même rôle que le quadrilatère A'B'C/D' relativement 
- au quadrilatère ABCD; il est donc semblable au quadrilatère 
A'B'C'D’, c'est-à-dire inscriptible comme lui dans un cercle O0”. 
D'ailleurs les quadrilatères semblables A’B"C’D” et ABCD ayant 
leurs sommets homologues sur des droites concourant en P, 
sont homothétiques par rapport à P, de sorte que la droite 00" 
passe par P. En outre, l'angle PO”0' étant droit comme son 
analogue PO'O, le lieu du centre 0” se trouve limité au segment 
* de droite OP. PT. Se 
_ ko Les rayons R, R', R” étant respectivement proportionnels 
_ aux droites homologues PO, PO’, PO”, on a 
.. RAR AR 
à PO GPO PO 
Or dans le triangle rectangle POO', la hauteur 0'0"” donne 
à UE OP” — OP.OP’; 
. la relation demandée est donc . R? = RR”. 
Fe (Pau THONET, alhénée royal d'Anvers.) 


[Ont réstlu complètement Ja même question ; MM. Baroux ; Bouvaist ; Cla- 
bault ; G. Durand ; Duvergé ; Foucry ; Haag ; À. Larue ; Lehmann ; Lwow ; G. 
Marcellin; Pendariès ; Pequignot ; Raüber; H. Rimbaud; Sainte-Laguë; Troin. 
_ Ont résolu partiellement la question : MM. d'Amphernet; Hébré; Noël ; Opres- 
Cu ; Petit ; Sinoquet.] : 


DAT à - 
DER. . 








A 


à 3 
Mr4762; — Par le sommet À d'un triangle et le centre 1 du cer- 
cle inscrit, on fait passer un cercle tangent à AB. Démontrer que, 
lorsque ce cercle coupe BC en deux points D, E, Za droite IC est 
bissectrice de l'angle DIE. 


Soit F le point de rencontre de AC et IE. On a 


En Re ACÈ 

DIC = BDI — ——, 
À A 
AE ee 

Re Se ACB 


CIE = IFA — 





-) 
Tout revient done à 
établir l'égalité des an- 
gles BDI et IFA, ou,en 
remplaçant ces angles 
Ra sg E par leurs mesures, 
Ca TE D fa 
IDE _"AI+HE 


) 7 n) 


Or la droite AI étant bissectrice de l’angle inscrit BAH, on à 
M ff EX eat 
AP= 1H ou® IDE —HE; 
égalité qui se ramène à la précédente. 
(J. HAAG, collège de Pont-à-Mousson.) 
Remarque. — La propriété subsiste lorsque L est le centre 
d’un des cercles exinscrits du triangle ABC. 
[Ont résolu la même question:M'eM.D.P.; MM. G. Amouroux; d'Amphernet ; 
J.' Arnaud: H. Baroux ; R. Barthélemy ; H. Blanc; R. Bouvaist; E. Chaineau; 


F.Clabaull : G. Foucry ; G. A.,lycée de Nimes ; M. Gondran ; R. Henry; E. Horeau ; 
H. Janois: A. Lecoutour; H. Lefèvre: A. Le Moal: D. Lwow; G. Marcellin : 


P: Marion; B. Mathé; C. Mayer; À. Meynier; A. Neef; Noël; R. Orry; P. E.,à 


Bonneval: G. de Parseval; L. Palin: R.Paucot; C. Passeron : P. Petit; P. Pille; 


H. Pitrat: Portalier: KE. Räuber: P. Ribaroff; P, Rivière: M. Royer; Sinoquet: 


Touton; &. Trégner: D. Tuiïissuzian ; P. Valentin; P. Zlatco; Laleseu; L. Ollié ; 
J. Germa; A. Renault.]| 


4763. — Une droite mobile AB, de longueur constante, s’ap- 
puie par ses deux extrémités sur deux droites fixes OX et OY. 
Lieux du centre du cercle circonscrit au triangle OAB et du point 
de concours des hauteurs. Démontrer que la droite joignant Les 
pieds des deux hauteurs issues de À et B a une longueur constante. 


Soit w-le centre du cercle circonscrit au triangle OAB. Le 
demi-angle au centre Awl est égal 


x à l'angle inscrit AOB = x; donc 
AB = 2wAsinh a, 
d'où «0 = _— "const. 


Le lieu de «w est donc un cercle 
de centre O. 

Traçons les deux hauteurs AA, 
BB’, qui se coupent au point de 
concours FH des hauteurs. 

Le quadrilatère ABA'B° étant ins- 
criptible, le triangle OA'B' est semblable au triangle OAB; 





donc 
AB — Vs — COST 
AD D'AVS À 


ou A'B'— AB cos « = const. 
D'ailleurs le cercle circonscrit à 
OA'B' ayant pour diamètre OH, on a 
(O1 5 ne — AB cotg a, 
sin æ 





ce qui montre que le lieu de H est 
0 B' À-  X un cercle de centre O. 
Les cercles lieux de w et H re sont enlièrement décrits que 





$ . 
«les dyline FE 





Tr 2 Line fé _ nr 
LE Kg Fe + à F L Ë PU À À #10 104 She ke r S « 
4 s { - DEN . Re 1y PPT ® FE % PA + Tr 2 ; 4 
rs . . “ o . ce Le r, ge 1, ; Û LÉ . , + x : ;. É Lies E- 7e x L RS ds Æ 
ps si l’on considère les droites OX, OY comme indéfinies ; dans le n'est. pas satisfaite et la valeur obtenue pour æ est GOcx 
; cas contraire, les arcs utiles sont compris dans l'angle XOY. mercure s'écoule. + S vi-TN NYSE 
r ” n 5 K: r F: - Se: “ PAC 
#3 (M. RÉBEIX, lycée du Puy.) 30 Enfin, pour L—13m et 7 — 1%, on trouve pour # une 
_ ” = … F ( 
«Ont résolu la même question : Mie E. Lazare ; MM. A. Aubert ; H. Baroux; | valeur supérieure à 73cm e quiest impossible. RARES 
R. Barthélemy ; H. Blanc ; R° Bouvaist : F. Clabaut : Y. Collin : G. Foucry : P Nm à P?S DE , 


G. A., lycée de Nîmes ; M. Gondran; J. Haag; R. Henry; H. Janois; Lalesceu : 





A. Larue; A. Lecoutour ; H. Lefèvre : P. Le Verrier : D. Lwow ; Mongin : 
A. Neef; Noël; L. OIlié ; Ch. des Pallicres! P. Petit: H. Pitrat; Portalier ; 
E. Räuber; H. Rimbaud; G. Sinoquet; D. Tuissuzian ; Valentin; P. Valentin; 
7 Vannier.] à 
2 RE ——————— 
PHYSIQUE 
4764. — On donne un siphon constitué par un tube deux fois 


recourbé à angle droit. Le siphon est complètement rempli d'huile. 
: L'extrémité de la grande branche plonge dans un vase rempli 
d'huile et l'extrémité de la petite branche dans un vase rempli 
de mercure. L'appareil étant abandonné à lui-même, que va-t-il 
se passer? On appellera L la longueur de la grande branche, 
l la longueur de la petite branche, D la densité du mercure, 
d la densité de l'huile, et on traïtera le problème pour les valeurs 


suivantes : 
40 L=— 4n et 1 = 02,50 ; 
2° L—= 9n et = Qn,50; 
3° L = 13" et = 4, 
D: On donne" D =143,6,, d = 0,9, La pression atmosphérique est 
| H—0%,75 de mercure. On suppose que le niveau du mercure et 


le niveau de l'huile sont maintenus constants dans les deux vases. 


_ Admeftons pour un instant qu'il existe dans la partie horizon- 
tale du siphon, en C, une petite cloison solide. Chaque unité de 
surface de celte cloison est soumise à deux pressions, f et f', diri- 


gées en sens contraires. La pression f a pour valeur H + et 
: , La : L 
EPSON pe Fe < . * La pression f 


est donc plus grande que la pression f', etsi nous supprimons 


la cloison C, l'huile s'écoulera 
dans le sens de la pression f. 

Le vide tend à se produire et 
le mercure accompagne l'huile, 
c'est-à-dire que le mercures'élève 
peu à peu dans la petite branche 
du siphon. La pression / dimi- 
nue et finit par devenir égale à f”. 

Appelons + la distance du ni- 
veau du mercure dans la petite 
branche au niveau du mercure 
dans la cuvette où elle plonge. 
La pression f est devenue 


fan ft +. 





Écrivons que f—f':. il vient 


d d 
ne Lt.) _ +e| =H—LS, 
d'où l’on tire è 


\ (INT | 
cu D ee > «d ee, 
Pour qu’il ÿ ait équilibre, il faut que l'on ait 
x < l, c'est-à-dire > . ë - 


1° Dans Je premier système de valeurs attribuées à L et ?, la 
condition est satisfaite. Le-mercure s'élèvera à une hauteur de 
_+ 3,5 X0,9 


42,1 
et il y aura équilibre. 4 : 


2 2icn,8 


20 Dans le second système de valeurs, la condition imposée à { 1” 
















La hauteur L est d’ailleurs, dans ce cas, plus grande que la 4 
hauteur de la colonne d'huile qui mesure la pression atmo- 


sphérique : : ’ 1% 2 
> D = 11330 s “APS 


Dans la grande branche, l'huile s’élèvera à 11,33. D’un autre 
côté, [=> 75cm, Le mercure s'élèvera à une hauteur y telle : 
que l’on ait ; nie DST CU 
13,6 y + (1 —y)0,9 = 0,75 x 13,6, 
d'où MM TO 2 
Le reste de la petite branche sera occupé par de l'huile, et dans 
la grande branche il y aura le vide au-dessus de l'huile ainsi que 
dans le coude du siphon. js 


Me 


(H. BLANC, lycée de Clermont.) 


[Ont résolu la même question : Mie À. Bertagna; MM.A. Ageron; M.B..àV.: 
C. Billionnet; J. Chemineau: L. Curt: H. Damoiseau; P. E., à Bônneval; 
A. de Saint-Gabriel; M. Gondran; A. Gouirand : J. Haag; J. Hébré; H. Janois ; 
de Jarry : A. Lecoutour :‘H. Lefèvre: E. Liger: David Lwow: G. Louys ; B. Mathé; 
M. Marx; A. Meynier; R. Paucot: P. Pille; M. Royer; R. Simon: P. Valentin; > 





L. Vige; J. Fiorellino; R. Henry; J. Jarricr; Mongin; A. Pequignot.} . 
*e ” SA k À 
2 
QUESTIONS PROPOSÉES d 
. M 
4775.— n étant un nombre quelconque, l'expression 


72n+1 + 6r+2 LE 
est divisible par. 43. ë Ê 
Généraliser cette question en montrant que l'expression H® 
AR LE me 7 ne 
est toujours, n-étant entier, divisible par Æ?+Kk+1. ‘ 
+ (H, Prrrar, à Givors.) 


4774. — Former l'équation générale du 4° degré dont les racines 
sont en progression arithmétique de raison r. » 
4775. — Soient à et & deux ares, d'extrémités différentes, vérifiant 
l'équation 29 27, = 
a COS T + bsinr — c. ' ; 
Calculer cos(a+f), sin(a+f) et. tg(a +8. = 


4776. — Trouver dans le plan d'un triangle le point tel que la somme 
de ses distances aux trois sommets du triangle soit.minimum (solution 


géométrique). 74 
g (J. Moisson.) 
4777. — Etant donnés trois segments AA', BB’, CC' dans un plan; 


construire un cercle qui les divise harmoniquement tous les trois. 


4778.— Trouver les plans équidistants des quatre sommets d'un 
tétraèdre donné ABCD. 1 sr le# y 


+. of 
4779. — Soit ABC un triangle,-soit A'B'C' le triangle formé par les 
points de contact des côtés avec le cercle inscrit; si on appelle a, ë, 1 
les côtés de A'B'C', «,b,c ceux de ABC, 2p le périmètre de ce dernier 
triangle, on a è È 
| fi tops re | 
afp—a) bp—b) T(p —*%) HUA “ : 
(CG. Braxc, à Lyon.) 
\ 


4780. — Dans une eloche en verre graduée à 00, pleine de mercure 
et reposant sur la cuve à mercure, on introduit 08,75 d'éther liquide. 
La température de la cloche étant portée à #0, tout le liquide se vapo- 
rise et le volume occupé par la vapeur est de 366,48 ; le mercure 
s'élève dans la cloche à une hauteur de 152m%,16. La pression extérieure 
ramenée à 0° est 150mm, Quelle est à cette température la densité de la 
vapeur d'éther, par rapport à l'air ?. ch RD ESS 

On prendra 0,0000276 pour le coefficient de dilatation cubique du 
verre, 0,00013 pour celui du mereure, et 0,00357 pour celui des gaz. É 
(Bacc. leltres-math., Lille, Juillet 1899.) 


e 
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F L , ax? + bT+c ë 
EL. ÉTUDE DE LA FRACTION RATIONNELLE DU SECOND DEGRÉ 25pr 
; par M. Veyssière, professeur au lycée de Poitiers (Fin). 
E ; Étude des yariations de (hr 
e UE Er g(x) 
; I. — Supposons d'abord y(x) du second degré, a 0. 

. Nous allons distinguer trois cas, selon le nombre des racines de g(x). 
4 Cas : Db?— 4a'c << 0. g(x) n’a pas de racine ; la fonction y = ee est définie pour toute valeur de x. 


b'2— ka <O0O à pour conséquence R>> 0 (n°2); o(y) a deux racines y et y”, et on doit avoir pour que (y) > 0 
y y LY’. Ce cas se subdivise en deux autres. 


v # 
419 ab'—ba == 0; (x) est du second degré, et puisque R>0, (x) a deux racines x’ et x” correspondant respectivement 
L « a ab'\? ab! — ba’ \? iv : 2 : 
à y’ et y’. En outre (5) = (e- 7) — (=) 2 06 (+) est de signe contraire au premier terme de e(y), 
C 


œ ‘ S \ ar a : 
et D est compris entre y’ et y”. Remarquons enfin que pour + très grand en valeur absolue, y est très voisin de D R Nous 
aurons donc l’une des dispositions suivantes : 


U è " 








x s æ|—- ; œ œ —- co 
# s 
a DS. ’ T 7 ie a 
= FÉVR y NA _ 
si a « 
: min mar. 
ou 
Re: æ|— x" Æ — co 
. 
; y 5 né y" D y’ Er = 
Ê a y y a’ 
A max. Inin. 


On voit que y’ est un minimum et y" un maximum de la fonction. Les courbes représentatives se déduisent immédiatement des 
tableaux de variation. 


| : a FR à ; S 
20 ab'—ba'—0; e(y) admet la racine DUR et b(x) se réduit au premier degré et admet une seule racine + correspondant 
(2 


' 


: : a : 4 AE c a PA Pre 
à la racine y’ de o(y) autre que Pu Nous aurons l’un des tableaux de variation, suivant que —- est supérieur ou inférieur à y': 
= a 


! 

















T|— oo ba — oo 
a ! 
; RAR a He , 14 “ 
“ Coe \ y 2 +. 
a (42 
nn. 
4 … 
ou 
æ | — æ/ + 
a® : se " 
Ê < a <Y: a Ad $ Le a 
LE 70 y N\ TA 
3 œ L (42 
Li : 
max. 
É, : fl) : USE ’ ù “ PLUS a Re re ’ a 
MO La fonction y — G(a) est comprise entre se et y’, qui est un maximum Si y > 7 AO MINIMUM Si y É PA: 





pu #. u Le 
# : , . - he à sh 40 
No dE OUR Al Vs 7 a) £ é (À dines : ÿ . C RL D 7 










2e Cas : — gare = 0. A MES Ja racine Sc 
second degré et admet une autre racine si. ab! — ba! se, o. : Nr ECC 

© e(y) est du premier degré et admet la seule racine y'; on aura y _ y'_sile coefficient de y est » 0; 
contraire. Nous avons à distinguer suivant que ab'— ba! est nul ou non. (a) 4 À | Ë ;: 

1o ab'— ba = 0x (x) admet la racine g' et une autre racine #. TE — Te) est définie dans les intervalles (—œ, f 


« (B'+h, æ), h étant aussi petit que l'on voudra ; et on a l’une des dispositions suivantes en supposant y <Y':. ES '. 







































æ|—+ à D—h B'+ h + ©, L 
AR à a È + »' 
He 2 pu y' X TA 24 ee HA 
max. 2 . 
ou , 2 - 
L æ|— © B—h|$+h a LATE L , 
, > K - 
a Est LT # a \ 
| Abe ; — œ |e— co y NN Al « 
? a à MOT. 
ER f(x) ee a , ES ST 
b . Pour obtenir ces tableaux, il suffit de remarquer que : 1 FPE prend une fois la valeur 7r Pour une valeur bien PR . 
+. be De. 
minée de #, et que par suite — Cyr 20 -que D si. x — RME qUEDOUREPE II EUR 9(&) a une valeur très petite; 
s , à 4 —} 1 h 
j ar suite P\œ) apour æ=/f$ +} des valeurs absolues très grandes ; tbe À et (ES ont le même signe, puis ue 
+ $ 9, ? = Fee 
g(&—h) = g(B+h), fB—A) et j(B+A) ayantle même signe et des valeurs sensiblement égales. On a done ER = + = +, ) 
ou RE =—x; onne peut avoir PRE) =, (Car ne ) - pourrait dans ce cas prendre Les valeurs supérieures à Vi 
JE 1) ; JF + gl) }. 
on doit dès lors écrire y == Co ADOUT OM DU e TRES 
En supposant ensuite y < y', on à de même les tableaux : | 
xl — © æ D —hIP+R Lao : 
u \ ; À 5 a 
y ST y va = © | 100 ne à 5 
min . ; 
- ou 
x|—c B—h|E+Rh x! 4 + : 
a A AN ; Al (44 | À 
JR enr en % “ER 
min. | $ e 
+ = F : : 
- ! es - "4 
29 ab'— ba —0. px) est du premier degré et admet la seule racine. 8! = — cu (y) admet la seule racine = à laquelle ne 
| 7e. Les a+ AE Er 
correspond aucune valeur de æ. On aura donc y > _ si le coefficient de y dans & est > 0; y < 7 Sice coefficient est < 0. 
| — ch B'AR Le 1 #4 
« : 
1 Eee 2 u +" 
k y| & PA Hæ| +00 NX = | 
: a - a ” , “Le 
OU i 0} 
Aer ICE" 0 14 RE 
(4 AC 
y << T7 De val L À: 
a a d Es 
y a el == 0 > : ‘| F C2 
3e Cas: b?— ac 0, -g{x) a deux racines inégales o' et P. re est définie dans les intervalles (—%, x — hs. e+, 
ë B—h) (f'+h,æ). Quand x tend vers « ou vers £’, _glæ) tend vers 0 et /lx) tend vers /{(a') ou ff), valeurs non nulles 


| isque æ ou ; (æ FAR TR =: 
" puisque & où f' n’est pas racine de f(x); par conséquent flæ) croit indéfiniment en valeur absolue ; de plus ga —h) et 


g(x) 





de Là Ve 






e signes différer te ae h}..eto jte pen 
AS Me M fi gl& = h) 
fR+N 
3 TEL en) Co e sighes différents ; nous représenterons ces valeurs par — + ou par Ho. si. % 
_ Ce cas se subdivise en deux autres in le signe de Re A L ES - 


_ 19 R<O0; onaalors ab'—ba 0, o(y) et (x) n’ont aucune racine ; e(y) a toujours le signe de son premier terme 
2—4ae >0,; y peut prendre une valeur quelconque ; nous aurons 


+ 


RE "co g—hlu+h s D —h W+h ose À , 
BON s 
4 3er NES EN —® | Fo NX 7 





fa +h) et f(f+Ah) ont des signes différents, car un seul des nombres 4 où & est compris entre les racines de f(x) puisque 






















€ 
En £ 7 F . ah BE? 3 ! £ 
R <0; aucontraire g(x'+h) et g(f—Ah) ont le même signe, done HE et — sontinfiniment grands, l’un 4 
 } . Ÿ ne] L 
_ positif ebl’autre négatif. On peut encore avoir le tableau : | | : 
1 | } | s + : 4 
ë 3 ; . D à 
| ge + #—h|#+n P—np+n + : 
E, - da | A a 
nr” yl = DT a D PAR 7 À 
y . «d ° « 
a _ 
ee eu | £ + : ss Fe 
. 20 R>0. o(y) a deux racines inégales y <y”; o(y) devant être positif, c'est-à-dire avoir le signe de son premier terme, 
+ : « ; 
on aura y<y ou y >y"; y ne peut prendre aucune valeur entre y et y”. Si ab'— ba == 0, (x) a deux racines x’, +” ; 
4 d vs ; ; | e AE : i 
correspondant à y et y”, etentreles racines de g(x) ily auneseuleracine de æ{x). Remarquons que (2) = (o —- be) Suÿ 3 
k Li ù (4 ñ LA : . “ x os . ñ 1 
_ ce qui prouve que =; n estpascompris entre y’ et y”. Nous pouvons avoir l'une des dispositions suivantes en supposant æ < x”: 
BL: L - x! Fe a! < x"! se B!, ou PA Ps x’ D’ ai x", ; æ 
acune desquelles correspondra un tablea -0  exprim u’entre æ @ il y a 0 ou 2 racines de f{x); donc la fonc- KL: 
à che desq Il pondraun tableau. R >.0 e qu'entre & et {' il y a 0 2 le f{x) ; d la f | 
tion a le même signe pour æ = +h et pour æ—=£%£+h. Ilest dès lors facile de dresser les tableaux suivants : 
< r : | , + 
{ F œ æ' d—h\a+h d h|\S+h + co 4 
:æ 1 " Un. e 
‘a Lace <f LT a | 
728 — oo | + + — D — 
à - (4 e 
is .mar. | min . 
“es = - : à 3 7 
L 
æ|#-00 CRM NCIENEN x’ D—h|E+h œ" + co | 
L Ex < PA 7 p' < x" | à | À à A 2 
: | : C2 y _. - 00 0 7 y' Es” un co y" — | 
nn + a 3 dl a 
no re Fee , max. min. 
* É « 
E: En supposant 2’ <x', on aurait des variations inverses des précédentes. Il convient de remarquer que Le maximum est 
inférieur au minimum, à 
] x : à f ç : à EU R < r ANS 
__  Examinons maintenant le cas particulier où ab — ba — 0. L'une des racines de 9(y) est PE l’autre, y', est différente de 
D, - . 2 
. | 3 
= : ! 
DU. a : , > k : ART re ! 
#4 ; à 7 ne correspond aucune valeur de æ; (x) est du premier degré etadmet la racine a =— core correspond à y’. On 
. 2 
aura l’un des tableaux suivants : 
m|—#*oo * a —h hn/ F4 He +h + | 
- à da 
. = 2 | — —— 0 | —+- Ne — * 
. (42 
"max, 
- : , 
: L « ® 
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(æ) est du premier degré, 4 =0; ab — ba 0 d'après ce qui à été dit au début. g(æ) admet une seule racin 








= — Fr æ(x) est du second degré. Nous pouvons écrire ë | 
__ fl) _ a +bc+e _ (ax+af+b](x—f)+af?+ +c._ ax a+ CR f(B") a ax + aÿ' + b fe RUE 
Fe de Dœ — PF). 4 LE b AA Te CCE 
: ; RE RU ea ax + a + b 
On voit que æ croissant indéfiniment en valeur absolue, la différence y — mn tend vers zéro et se ’elle a pour 
expression Mere ; la valeur absolue de y croît indéfiniment en même temps que celle de æ et A a le signe de + a 


‘* 


fonction est définie dans les intervalles (— +, ®—h), (8+%, ) qui ne renferment pas &. 
Nous aurons deux cas à distinguer : , : : | + 
1° Cas : R<0. e(y) et D{x) n'ont aucune racine ;le coefficient de y? dans e(y) est b”2. (y) est donc toujours positif et y LA 


RAA 


peut prendre une valeur quelconque. On aura l’une des dispositions suivantes, en remarquant que R AE négatif, £' est compris 


€ , f\æ) .… 


entre les racines de f(x), et que par suite 


NOTE 


k 








ms change de signe dans chacun des intervalles OT 270 4 
9 | | RLE S 
. a * 
æ|—x BP—h|p+A 
. a 
ù RE TRE ; 
Yo + | — x 
‘ æ|— —Rh|E+A + ' * h Dette 
* LUS | : . É : 
| v' ps EN TE x _38 | 
y + = œ | # — . : S. 
: : : : x Ê ce 
Les asymptotes de la courbe représentative ont pour équations + K F2 
M œ = D et = se _ | # “ 


2° Cas: R>0. e(y) et P(x) ont chacun deux racines, Jesracines æ', æ«" de (x) correspondant aux | racines 'yy" de ety}s, 
le coefficient 4? de y? dans &(y) étant positif, puisque e(y) doit être et où nul, y ne peut prendre aucune valeur comprise 
entre y' et y". La racine £’ de g(x) est comprise entre les racines +’, +” de (x) (n°9, 3°) ; mous aurons l’un® des dispositions sui- 











R Ê 
vantes, en remarquant que af(8")} = FUI een; 1 eue 
m|— a B—h|E+h 53 + Ron 
ST à , ÿ d 
y | ce y' n° |'T00S y + ‘ de 
mar. main. ” is é 
La “ + 
Pl x" : g'— A cs LU œ! é + 00 4e 
LOTS » 
( EN : ( 8 
ae Fe Ame 7. RES ES 
Y|+ y" , + œ| — y' DAERrS Ke 2 dant PR 
min. | max. : RTS 
à . ERA 
: ; ee, ‘ # e : — D E a ar s 
? Les asymplotes ont encore pour équations® = Cr à ; Tu Sn INIE 
: ax + a + Tes 
fa == cs : nu .. as : ” a 
| EU 


La méthode suivie ici est la méthode classique dite indirecte ; son emploi a été justifié (n° 12). 


La méthode indirecte, telle que je l'ai exposée, s'applique, avec des simplifications évidentes, à l'étude des fonctions ETS _ où 
23 
aa? + bx+ ec. : : PRE } 


LA 
LJ 





Le 


4765. 


: * . " & _ 
Cherchons dans quels cas N peut être divisible par 3 ou 5, ou | * ( 
n'est pas divisible par un de ces nombres. 


400na 


Ne 


. 


: 





— On considère les bre) N—2+1, 

pour quelles valeurs de n un nombre N est premier avec 15 ow 
| CICEC RE 

. non premier avec 15. 


(B— 1)" +1 = mult. 3+(— 1)" +1; 
donc la condition nécessaire et suffisante pour que N soit divi- 
sible par 3 est que n soit impair. 


de, 








m 





"s SE 2 m \m-n 6 mm \ Mn à 
® T' 4 (= Fe , (7 ere DE , SI m > LA 
rouver STE 
ou 
n nr 
n nm n n—m À 
æ) ) Ur (+) ; si NM LU 


Lorsque m = n, le système devient indéterminé comme on 
s'en rend facilement compte. 
(J. HAAG, collège de Pont-à-Mousson.) 


[Ont résolu complètement la MM. L. Barberot; G. Foucry; 


question É 
Hugonnier-Ginet ; D. Tuïssuzian ; 


P. Zlatco. 


N'ont mentionné que deux des trois solutions de l'équation proposée : : MM. 
» DSi n est impair, posons # — D+l; 6 Le Hidoye R. Bouvaist :.L. Corbin : H. Duchesne : M. Gondran : A. Mabon ; 
EE Le engailhou ; A. Peéquignot : M. Petit : H. Pitrat ; H. Taton ; M. Royer ; A. 
0 N=2% (5 Fe 1}? + 1 = mult. 5 + 2(— 1) + 1. Done: tv; d'Amphernet ; Pepe : Cagé ; Henry ; Jarrier ; Maxim ; Pellissier; 
- On voit que dans ce cas N n'est jamais multiple de 5. endariès # Roui ; Sinturel ; Vérot. 
3 A .  J F È de 5 N'ont mentionné qu'une solution : MM. Ageron ; Aubert; V. Barol; H. Blanc; 
Si n est pair, posons n — 2p : . G. Bourvéau ; M. Brun ; C. Chessin: E. Cognet : Delaire ; Dobryzniak ; Du- 
, versé el Sainte-Laguë ; H. Foucher ; J. Germa ; À. Gorce ; A. Huet ; G. Lallier 
N— 2? +1 — 4» nb (5 — 1)? + i = mult. 5 + (— 1)? + 1. a Le barbier ; H. Lefèvre ; A. Le Moal : G. Louys ; &. Luquet ; Maire : Marx : 
A , : RP faubeck ; R. ‘Paucot ; Portalier ; L. de Praneuf ; Reighenstreich ; A. de Saint- 
La condition nécessaire et suffisante pour que N soit divisible Gabriel ; P. Valentin ; Anzemberger ; Arcizet® Haudouin: Clabault: Daure: 
par 5 est que p soit impair, ou ñ multiple impair de 2. Jeantet ; Joyer ; Hébré : Lecoutour : Meyer : Mouzon ; Noël ; Tourneux.] 
_En résumé, on voit que 2*+1 n'est jamais divisible par 15; 
a 
ül est premier avec 15 sie» est un multiple pair de 2, ou autre- 
_ ment dit un multiple de # ; il n’est pas premier avec 15 dans les : 
: nds GÉOMÉTRIE 
autres cas. + Ù 
» 
TR XD ERA même ANPE : MM. A. Ageron ; L. Barberot ; V. Barol ; 
ourrec ; L. Corbin ; Delaire ; H. Dobryzniak ; J. Haag ; H. Lefèvre ; À. Le : : A # nn 
Moal : G: fnquet ; D. Lwow à J. Maire ; A. Meynier ; A. Pequignot ; M, Petit: 3622. — On donne deux cercles de même rayon. Déterminer 
DH: Pitra ortalier ; A. de Saint-Gabriel : P. Valentin ; A. Vannier ; A. Vioix ; ’ > Ÿ s centr » leque isse mener à cès 
P. Zlatco ; Arcizet; L. Artis; Bertagna : Clabault ; Cougnoux ; Foucry: Hébré: D PORN ER PEER ONE Aer A pre Les A5 
pe por Lecoutour ; P. E.: Pendariès : Royer ; Sinturel : Vérot; | cercles deux tangentes formant entre elles un angle donné. 
ialare « 


—————————h} —— 


4766. — Résoudre le système d'équations 
y log æ = ælog y, 


Prenons les logarithmes des deux membres de la seconde 
équation ; il vient 


<e 


c d'où 


et, en remplaçant dans la première équation, log y par sa valeur, 


(u Te) log æ = 0: 
Cette dernière équation est satisfaite : : 


.… 


e 
LA 


ALGÈBRE 


2 log x — eue 
log y — À log. æ, 


Supposons'le problème résolu, et soient MA, MB les tangentes 
menées aux cercles O, 0’ d’un point M de la ligne des centres, 


el telles que AME — 24, : 
angle donné. Par O et 
par 0’, menons les paral- 
lèles OP, O'P aux deux 


Re 
tangentes ; -OPO" = 2x, 
et de plus PM est bissec- 
trice de l’angle OPO’, car 
les cercles étant de même 
rayon, M est également 


NUS 


Nez 


RE 


distant des deux côtés de l'angle. 
P se trouve donc sur le segment capable de l’angle 24, décrit 


PR y? 


sur 00’ comme base et PM, bissectrice de OPO, passe par un 
point connu de ce cercle, point milieu de l'arc 00’, opposé à P. 


Enfin MP — cie est constant. 
sin % 


 dpoür logæ—0, d'où &æ—1 et y —1: RE. 
one , sr M se trouve donc aussi sur un limaçon de Pascal, dont l'axe 
FOUE N . EE Va de symétrie est perpendiculaire à la ligne des centres O0’, et le 
et en portant cette valeur dans. x? — y;, problème revient à chercher les intersections de cette courbe et 
À ù A 8 de la droite O0". 
a? = — x, s : à 
À 27 Ce nouveau problème peut se résoudre au moyen de la règle 
d’où l'on tire et du compas, d’après une solution indiquée précédemment 
5 æ = 0 et m— Le (Journal, 19° année, p. 84). 
les valeurs correspondantes de y sont Quant à la discussion, remarquons que, ici, le problème s’ap- 
9 ns 9 plique toujours au premier cas de figure considéré dans la solu- 
Be. Hi 0)! *et JR et tion citée. 


tème plus général 


_ Généralisation. — On résout d’une manière-analogue le sys- 


Rapportons la condition de réalité trouvée, aux données: . 
O0’ = 2d, R rayon des cercles, 2% l'angle. 
On trouve que : 








e *ylog x = xlogy, ut : ; 
: am = pr, . SV < diga, il y aura 4 solutions; 
_ On obtient ainsi les deux solutions évidentes Æ 1t :] 2 soluti 
æ=y=1 ct æ=y—0, : sl ns > dtes, il y aura 2 solutions. | 
+ = * Ll . 
Ca À e k ù * 2 s è pa 








Il faudra encore exprimer que iles 
DM<2—R,S ou? DM 2H 

pour que M ne puisse se trouver à l'intérieur des cercles 0, D": 
(Pierre VENDEUREN, institut Dupuich, BrHFEUESS 


[Ont résolu la même queslion: MM. I, Bernheim, collège Chaptal ; Georgescu, 
à Craïova.] 
4737. — Etant donnés un point Q et une droite À, on joint un 


point M duwplan au point O par une droite 
qui coupe À en P, et on prend M', conjugué 
de M par rapport à OP. 

1o Démontrer que si M décrit une droite 
D, M’ décrit une droite D'. Montrer que Les 
droites D perpendiculaires aux droites D' 
correspondantes sont tangentes à une para- 
bole qui a pour foyer O et pour directrice A. 

2° Démontrer que si M décrit un cercle €, M! décrit une courbe 
du 2 degré ; reconnaître la nature de cette courbe d'aprèsila posi- 
tion de C dans le plan. 





39 Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que, M 
décrivant un cercle G, M! décrive le même cercle. 


Le point de rencontre À de la droite D avec+A se confon- 
dant avec son conjugué harmo- 
nique, la droite D’ passe par ce 
point. La division OM'PM étant 
harmonique, le faisceau A(OM'PM) 
l’est aussi, et la droite D’ est fixe. 

Lorsque les rayons conjugués AD 
et AD’ sont perpendiculaires entre 
eux, ces rayons sont, comme on 
sait, les bissectrices de l’angle OAA 
formé par les deux autres. Par suite, 
le symétrique I de O par rapport 
à D se trouve sur A, d’où il résulte que la droite D enveloppe une 
parabole de foyer O et de directrice A. 
La droite analogue D’ jouit évidem- 
ment de la même propriété. 





2° La figure formée par les points M 
et la figure formée par les points M' 
sont homologiques, le pôle d'homologie 
étant O et l’axe d’homologie A. Donc si 
l'un des points décrit un lieu, l’autre 
décrit un lieu de même ordre. En par- 
ticulier, si M décrit un cercle, M’ décrit 
une conique. 

La nature de cette conique se dis- 
tingue d’après le nombre des points 
réels à l'infini. Or, pour que M' soit rejeté à l'infini, il faut et il 
suffit que M vienne au milieu du segment OP, c'est-à-dire soit 

sur la droite A’ parallèle à A, menée par le mi- 
À lieu de la distance OH. 
Donc si le cercle C coupe 4’, le lieu de M’ est 
une hyperbole dont les directions asymptotiques 
m Sont parallèles aux droites qui joignent le point O 
aux points d'intersection de C et de A. 
Si C ne coupe pas A’, le lieu de M’ est une 
ellipse. | 
Si C touche A, le lieu de M’ est une parabole. 





A! 





3° Pour que, M décrivant un cercle C, M' 
décrive le même cercle, il faut et il suffit que les deux points 


x 


ARE Ù " Mb a 3 5 à () 
et) el NIMES Mae ". vT . à 42 
De: 4 en *’ A 5 ’ - 2 F 0 


"+ Remarque, — On pourrait, par une marche analogue, mais . 


dnterseeee de & avec une sv ate leanEs pa 00 ient.con ju- 
gués par rapport au segment OP correspondant. Done il faut et 
il suffit que A soit la polaire de O par rapport à C 

- Les cercles en question doivent avoir leurs centres | sur la per- 
pendiculaire OH menée à A. Les points O et H étant conjugués 
par rapport aux diamètres dirigés suivant OH, les cercles consti= 
tuent le système des cercles orthogonaux au système des cercles 
passant par les points O et H. 


Remarque. — Si la droite A était rejetée à l'infini, la corres- 
pondance entre M et M’ serait la symétrie par rapport à O. 

Si la droite A restait à distance finie, O étant rejeté à l'infini 
dans la direction perpendiculaire à 4, les points M et M’ Séragnt 
symétriques par rapport à A. 

[Ont complètement résolu la question : MM. A. Amblard ; F. Clabault ; 


Duvergé et Sainte-Laguë ; H, Lefèvre ; D. Lwow ; G. Marcellin. 
Ont résolu partiellement la question : MM. KR. Bouvaisl ; J. Haag:] . 


4768. — Par l'un des sommets À d'un quadrilatère menen une 
droite AË qui divise ce quadrilatère en deux prties équivalentes. 


Par le sommet D menons la parallèle DD’ à AC jusqu’à sa 
rencontre en D’ avec BC; on transforme ainsi.le quadrilatère 
 ABCD en un triangle ABD' de sur-. 

D’ face équivalente, puisque les deux 
figures ont une partie commune 
ABC et deux parties formées par les 
triangles équivalents ADC et AD'C . 
(même base et hauteurs égales). Or = 
la droite issue de A°qui divise le. 
triangle ABD’ en deux parties équi- 
FE B  valentes n’est autre que la médiane 
AE de ce triangle ; cette droite par- 

lage aussi le quadrilalère en deux parties équivalentes pourvu 
que E tombe sur BC, ce qui suppose BC > CD’, c'est-à-dire AC 
plus près de D que de B; dans le cas contraire, il suffirait 
d'échanger D et B. k te 





(P. THONET, athénée d'Añvers.) 


moins simple, traiter le cas général de » droites issues de A et 
divisant le quadrilatère ou un polygone quelconque en 2 
parties équivalentes. , 

(J. HAAG, collège de Pont-à-Mousson.) Ç 


[Ont résolu la mème question : Me E.'Lazare ; MM. V. Barol ; H. Baroux ; 





A. Berthon ;: H. Blanc ; M. Cochepin ; L. Corbin ; Delaite ; ®Dobryzniak 5 
Duvergé et Sainte-Laguë ; A. Huet ; T. Laleseu ; G. Luquet ; D* ‘Lwoy ; 
G. Maïtin ; Marx : A. Pequignot ; H. Pitrat : P. Plisson ; Portalier ; E. Ron- 
caglia; M. Royer; À de Saint- Gabriel : H. Talon; L. Trapinaud; D. Tuïssuzian ; 
Arcizet : .d'Amphernet 4 RP ,Clabault ; = Cougnoux ; ere (Rouen; 4 
Hugonnier- -Ginet : Janois ; Jeantet ; Marie : Mouzon ; Noël; P, ; Pellis- 
sier ; Sinturel : Tourneux ; Vérot : Vial : Vialaret.] 
. + 
——————#} » 
MÉCANIQUE ] 


4511. — On donne un triangle rectangle ABC dont les côtés, ont 
pour mesure. a, b, © et l’onconstruit sur ces trois côtés, extérieure- 
ment ar triangleset dans son plan, des carrés. Calculer les distances | 
du centre de yravité de la surface de la figure ainsi formée aux deux « 
côtés de l'angle droit, de façon à déterminer la position de ce centre 
de gravité. Appliquer les résultats obtenus au cas où c, le plus 
petit côté du triangle, vaut la moitié de a, l'hyprténuse. 


© (Hace.lettres-sciences, Paris, octobre 1898.) 






— 





résultante de quatre 
forces parallèles ap- 
pliquées respective- 
ment aux centres de 
gravité G, Ga, Go, 
Ge du triangle et 
des trois carrés et 
proportionnelles à 
leurs surfaces : 


+ © 2 


au 


dé. DOPAGE 


Prenons les mo- 
ments de ces cinq 
forces par rapport à 
un plan perpendicu- 
laire à la figure et 
ayant pour trace 
AB. En appelant d, 
; da, dr, de, æ les dis- 
 tances des points G, Ga, Gv, Ge, G' à AB, on a l'équation 


b F b 
æœ (5 + a? + bp? + ) = = d' + ad a + bd — c?d,. 
D b 


3? Up cé a ps 
la perpendiculaire à AB issue de G, étant parallèle aux bases 
-AC—D et DE—AB=c du trapèze ACDE et équidistante 
. de ces bases, on a ; À 
al a+ à 
. 2 
En remplaçant, il vient 
bc a(b + c DS (ER 
ee. + à 
LE = —— 


bc 
sr tea + D? + ci 


Or d = À AM = d’ailleurs 








ou, en simplifiant et observant que a? = l? + c?, 

SECRE ; b(3a? + 30? + 4bc) 

_ È Du er à 

3(4a° + bc) 

_ La distance y du point G' à AC s'obtient de même en prenant 
les moments des cinq forces par rapport au plan de trace AC; 
. mais on peut se-dispenser de faire un nouveau calcul en permu- 
tant simplement dans la formule précédente les lettres à et c 
ce qui donne 
| __ c(3a? + 3c? + 3bc) 





3(4a? + bc) 
RE M AIT A TT Ms 
Dans le cas particulieroù c= —, ona b— le et les 

formules précédentes deviennent 

< . "A ak +713) 

2(16+ 3) 

4 Ë ve a(15 + 4/3) , 
AM TANTIEETES 


(JACQUET, lycée de Mâcon.) 


. [MM.M. Jousset et.J. Sallaud ont résolu la même question.] 


ÿ 
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PHYSIQUE 











4774. — Dans un calorimètre en cuivre pesant 308* et conte- 
nant 5005" d’eau à 100, on immerge un ballon en cuivre pesant 
1008", de 250% de capacité, contenant de l'air à 10 atmosphères 


+ ae 


Le centre de gravité cherché G' est lé point d'application de la 


‘de pression! Ce ballon et son contenu ont été chauffés à 1000. On 


demande quelle est la chaleur spécifique de l'air, sachant que le 
chaleur spécifique du cuivre est c—0,09 et que le poids du 
litre d’air à la pression atmosphérique et à la température à da- 
quelle a été rempli le ballon est de 15",3. 

On effectuera les calculs pour les deux cas suivants : 

19 Température finale 0 — 110,68 ; 

2° — EMEA A NORTER 

De la comparaison des résultats obtenus déduire l'erreur que 
Von peut commettre sur la chaleur spécifique de Pair, si on peut 


1 , ; 
se troiper de 35 de degré Sur la température finale. Pouvait- 


on prévoir ce résultat ? 
(Bacc. lettres-math., Aix, juillet 1899.) 


La densité variant proportionnellement à la pression, le poids 
de l’air est de 
Le 


0,250 x 1,3 >< 10 — 381,25. 

Appelons 0 la température finale, x la chaleur spécifique de 
l'air. Ecrivons que la chaleur perdue par le ballon et par l'air est 
égale à la chaleur gagnée par l’eau et par le calorimètre : 

(100 — 0)(0,09 >< 100 + 3,25 >< x) = (8 — 10)(0,09 x 30 + 500), 

6 — 10)(2.7 ke 52 
ne. (0 —10)(2,7 + 500) — (100 — 0)9 
(100 — 0)3,25 

En faisant successivement 0 = 112,68 et 0 — 11°,73, 

me. 0 473 et . æ = 0,262. 


on à 


Ainsi, pouf une différence de de degré, on arrive à un 


il 
20 
écart considérable de 0,262 — 0,173 — 0,089, ce qui repré- 
sente à peu près la moitié du résultat exact, la chaleur spécifique 
de l’air sous volume constant étant égale à 0,169. 

L'erreur que l’on peut commettre résulte du faible poids de 
l’air en regard de celui du cuivre et de l’eau. Cherchons quelle 
serait la température finale s'il n’y avait pas d’air dans le ballon. 
On a 


(100 — 0)(0,09 >< 100) = (8 — 10)(0,09 x 30 + 500), 
0 — 110,58, ; 
ce qui montre que la masse d’air a pour effet, dans les condi- 


tions de l'expérience, d’élever la température de 110,58 à 11°,68, 
c'est-à-dire d’un dixième de degré seulement. Par suite, si l’on 


d'où 


: 4 
fait une erreur de 30 


pourra commettre sur le résultat une erreur égale à la moitié du 
résultat exact. 


de degré sur la température finale, on 


(A. AUBERT, à Clermont-Ferrand.) 


(Ont résolu la même question : MM. Ageron ; Bertagna ; H. Blanc : Duchesne ; 
Duvergé et Sainte-Laguë ;Foucry ; J. Haag ; Jarrier ; Lallier ; Lecoutour ; G. 
Louys; D. Lwow ; A. Meynier ; A. Pequignot; M. Petit; M. Royer; A. de 
Saint-Gabriel ; H. Taton ; L. Patin.] 


4772. — On dirige vers le soleil, que l’on reyardera comme 
infiniment éloigné, l'oculaire d'ime lunette de Galilée ; on place 
l'œil derrière l'objectif ; on demande de tracer la marche des 
rayons lumineux dans la lunette mise au point. 

L. æ 


(Bacc. lettres-math., Bordeaux, juillet 1899.) 


Supposons la lunette dirigée de manière que l’axe principal 
00! et l’axe secondaire AO’, indéfiniment prolongés, aillent 
passer par les extrémités du soleil. La lentille divergente  L’ 
donne du soleil une image virtuelle aF; qui se forme dans son 





sd fe - 





premier plan focal, le soleil étant regardé comme” in iniment 
éloigné. +: 

La distance OF du centre optique de la lentille L à son pre- 
mier foyer F étant supérieure à OF, l’image virtuelle ak; est 





située entre le foyer F et le centre optique O de la lentille L; 
par suite cette lentille fonctionne comme loupe par rapport 
à aF1. “ 

Parmi les rayons dont les prolongements concourent à la for- 
mation du point a et qui rencontrent la lentille L, considérons 
le rayon al parallèle à 00"; ilse réfracte suivant IR en passant 
par le second foyer F’ de la lentille L. Le rayon a0 qui passe 
par le centre optique de L n'est pas dévié. 

Or OF; <OF'; donc les prolongements des rayons réfractés 
se coupent du côté de L’ en un point A’, et on a en A'B 
l’image finale virtuelle droite du soleil. Cette image se forme à 
la distance OB' égale à la distance minima de la vision dis- 
tincte. L'œil est supposé confondu avec le centre optique O de la 


lentille L. 
(L. THIRODE . 


[Ont résolu la même question : MM. E. Baudoin ; Berlagna ; L. Corbin ; J. 
Crétinon ; A+ Delaire ; Duvergé et Sainte-Laguë ; J. Haag ; Jarrier ; Lecoutour ; 
E. Liger ;:-A. Meynier; Noël; A. Pequignot; C. Tourneux; A. Vannier; 


Daure ; Hébré ; Henry.] 
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Lettres-Mathématiques. 


Mathématiques. 


EL — 4781. Calculer les côtés de l'angle droit d'un triangle rec- 
tangle connaissant l'hypoténuse « et la somme p des côtés de l'angle 
droit et de la hauteur issue du sommet de l'angle droit. — Discussion. 


. 5 Na a d 
IL, — 1e sujet. — Calculer sin — et cos — Connaissant COS «. 
A. : pr: a RAR 2") 
Il, — 2e sujet. — Calculer sin = et Cos CE connaissant sin @. 
3 : . ENT a ’ 
IL, — 3e sujet. — Calculer sin Re et cos Fe connaissant tg «. 
Physique. 


Î. — 4782. Un vase fermé, dont on négligera la dilatation, a une 
capacité de 1mc, I] contient 9008" d'eau et 16008 d'oxygène, et sa tempé- 
rature est de 500°. On demande quelle est en kilogrammes, par centi- 
mètre carré, la pression à l'intérieur de ce vase, sachant qu'à cette 
température l'eau est entièrement réduite en vapeur. ' 

La vapeur d'eau et l'oxygène ont pour densités, par rapport à l'hydro- 
gene, respectivement 9 et 16. La masse du litre d'hydrogène à la tempé- 
rature de 0° et sous la pression de T6°% de mercure estdes centigrammes. 
Coefficient de dilatation des gaz, 313 
Densité du mercure, 13:6. 


ss Ses. 


cédents et les tangentes communes à cette enveloppe et au cercle 0. 



















I. — 14 sujet. — Lunette de Galilée. — Construction de l'image ; 
grossissement. re à u RE ep 
IL. — 2e sujet. — Télescope de Newton. — Construction de l'image ;. 
grossissement ; : F É FR ÉAS 
1 — 3e sujet. — Discussion de la formule des foyers conjugués des 
miroirs sphériques, concaves et convexes. Ti" ch 


+ 
Fr 


é Lettres-Sciences. 
s 
Mathématiques. L 
1. — 4783. Trouver la relation qui doit exister entre » et m' | 
pour que le maximum et le minimum de la fraction 4 A 
a? + 2MX +1 Ets L 


LL À 
Ps D 


+ 2m +1 c -:4 

soient égaux et de signes contraires. Quels sont-ils pour m=5? 
IL. — 1e sujet, — Expliquer l'inégalité.des jours et des nuits. 4 
IT. — 2e sujet. — Projection stéréographique : projection sur un méri- \ 
dien de l'un des deux hémisphères qu'il détermine. pt +: 4 
Il. — 3° sujet. — Lois de Képler. — Du calendrier et de ses princi= 
pales réformes : julienne et grégorienne. x \4 
d” Physique. “A . ER 


1. — 4784. Un morceau de platine pesant 20sr est placé dans un . 
four jusqu'à ce qu'il en ait pris la température. On le retire et on le. 
plonge dans une masse d'eau dont le poids est de 42er et la température” 
de 120 ; on constate que la température devient 22°. Quelle était la tem- 
pérature du four ? : 


On sait que la chaleur spécifique du platine est 0,03243. de 

IL. — 1er sujet. — Télégraphe ; téléphone. 3 . 

Il, — 2° sujet. — Machine de compression ; siphon. nr 

I. — 3° sujet. — Machines magnéto-électriques et dynamo-électriques. 
AT e M = a À ep - ; s. 


e 


QUESTIONS PROPOSÉES 


: 


- + 40 





4785. — Prouver que tout nombre premier supérieur à 5 à un 
multiple de la forme 11..,11, le nombre de 1 étant inférieur au nombre 
lui-même. , 

(A. Gourranp, lycée de Nimes.) Ë 

4786. — Par l'orthocentre H d'un triangle ABC inscrit dans ‘le. 
cercle 0, on mène des parallèles aux droites OA, OB, OC ; ces parallèles 
rencontrent respectivement en «, £, y les côtés opposés BG, CA, AB. 
Démontrer que les trois droites Az, B$, C ysont concourantes. 

4787. — On considère un triangle isocèle ABC de*sommet A et le 
cercle circonscrit de centre UÙ., 1 

1° Par le sommet À on mène une droite quelconque rencontrant le 
cercle O en D et la base BC en E. Démontrer que les cercles, de … 
centres O1 et 0:, circonscrits aux triangles BDE et CDE sont respecti- | 
vement tangents en B et C aux côtés AB et AC. 

2 Trouver l’enveloppe de la ligne des centres 0:0, des cercles pré- 


(A. VACQuANT.) “ 


4788. — Sur une droite on marque trois points A, B, C. Par AetB | 
on fait passer une circonférence S dé 
centre 0, etsur CO comme diamètre 
on décrit une circonférence (S').e On 
demande les lieux : RE 

1° Des points communs aux circonfé- 
rences S et S'4 ul de outre Code NA 

2° Des points de rencontre de CO et 
de l’axe radical Ades deux circonférences 
S et S' : 2€ . Are 11 Hat h 

30 Des points de rencontre de A avec 





les droites AO et BO. 
{V HP) 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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NOTE SUR L'ÉQUILIBRE D'UNE POULIE 


5 


4. Dans la plupart des Traités de mécanique, on établit” 


l'équation d'équilibre d'une poulie par un raisonnement bien 
sujet à critique. Je reproduis ce raisonnement tel qu'il se trouve 
dans la Statique de Poinsot. 


« La poulie estune roue circulaire mobile autour d’un axe C. Une 


L + - partie AB de sa circonférence est 

NS PER enveloppée par une corde PABQ 

dont les extrémités sont tirées par 

deux forces P et (). Si on mène les 

deux rayons CA et CB aux points 

extrêmes de contact on peut regar- 

der les forces P et Q comme appli- 

quées aux extrémités d'un levier 
coudé ACB dont les deux bras sont parfaitement égaux, et par 
conséquent il faut, pour l'équilibre, que les forces P et Q soient 
parfaitement égales. » 

… La coridition trouvée est bien exacte, mais léquation qui 
l’exprime est celle à laquelle se réduit un système de deux 
équations exprimant, l’une que la corde est en équilibre, l’autre 
que la poulie est en équilibre. 





2. Pour montrer le défaut du raisonnement, il suffit de 
faire remarquer qu'il ne s’appliquerait pas au cas où la poulie ne 
THE serait pas circulaire, ni au cas où celle-ci 
_ serait excentrique, c’est-à-dire aurait un 
axe ne passant pas par son centre. 

Pour fixer les idées, considérons une 
poulie circulaire de centre CG dont l'axe 
serait en O. Supposons par exemple CO 
horizontal, la force P étant verticale et 
la force Q horizontale. On serait conduit 
par le raisonnement reproduit plus haut 
à écrire : 

3 . ACER 0" <CB 
. ét dans le cas de la figure on aurait P> Q. Or si on supposait 
. fixe le centre C, les deux forces appliquées aux extrémités de la 

corde étant inégales, et leur rapport pouvant être d’ailleurs 

quelconque, il est clair-que la corde glisserait, la ‘force P l’em- 
portant sur la force (. 





_ 8. Voici comment je traite la question. Après avoir fait obser- 
ver que si une corde est tendue de. façon à être rectiligne, les 
” forees appliquées aux extrémilés sont égales, j'ajoute que si la 
corde est déviée par un obstacle, sur lequel elle peut glisser sans 
frottement, les forces RPRHAUÉES > aux extrémités doivent être 
_encore égales. 





Cela posé, pour qu’une poulie circulaire tournant autour de 
son centre soit en équilibre, il faut : 
{° que la corde soit en équilibre, c’est-à-dire que 
RER (1) 
2° que les moments de ces forces par rapport à C soient égaux, 
c'est-à-dire que 
BAC Q5<CB. (2) 
Comme AC = CB, les deux équations se réduisent à l'équation 
unique 
= 0 
Sinon on à deux équations, 
=: AC = CB 
la seconde exprimant que.le point fixe doit être sur la bissectrice 


* de l’angle formé par les tangentes en À et B; ce qui donne une 


position d'équilibre pour la poulie si celle-ci n’est pas une poulie 
circulaire tournant autour de son centre. 
Ci, BIOCHE, 





+ — 


ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 


(1899) 


4589. — Dans un triangle BAC, on donne BG= a 
et, entre B et C, un point | (BL = d). 

1° Le point | étant le point de contact du cercle inscrit au 
triangle avec le côté BC, calculer le rayon de ce cercle inscrit. 

20 Le point L étant le point de contact avec BG d'un cercle 
exinscrit, calculer de même le rayon de ce cercle exinscrit. 

30 Construire géométriquement le triangle dans ces deux cas et 
montrer que les triangles obtenus sont égaux. 


l'angle À 























1 Soit.x le rayon du cercle inscrit O tangent en 1 à BC. 
On a 
À ? \ 
= d'te Ë = (a — d) ty (4) 
BEC 80 (2) 
De (2}, on déduit 
B C À 
OPA à 
Si l’on prend les {angentes de chaque membre, il vient 
B C 
rer ie 
RÉAN TER 
j A Pr - {3 


PA 


Li 


, B 11: 
ou, en remplaçant {g ST et {g — par leurs valeurs tirées de (T), 


. 

































































bn ni $ Was s ne. N 
+ Pope. Æ ro é 
+ 4 il 14 4 ; é & a 
R # A Ar SEC ue, : < Li 
à 1 | A > x? " SUEE On peut établir ler ent ol le ns pour les cas POLLON Cconsi- 
? DT + = lee | dérerait les autres cercles. Si c'est le cercle situé dans l'angle. B (alors 
; d a — d 2 d(a— d). d = 
À | RAS É : C : IST 
ou + atg—.x— d(a— d) = 0. PRESS ARS . a 
2 Hd + FPE TONER 
La racine positive de x, seule acceptable, donne + 87% 
» + A OMR WE et l'équation du problème est : 
SRAES CRE Buse ip =) Na A ci 
D—= 5 ( a te 9 +\/a te 5 + 4d(a a)) F a? — a cotg — æ + did — a) = 04 
On peut rendre cette formule logarithmique en posant 
4d (a — d) Æ te? 9, » (3) 
to? = 
a? my 
ce qui donne 
(4) (g QTVE sin? — : = Fa 
= cs à B HE Re 0 Ur 
cos © 
90 Dans le cas du cercle exinscrit O’ tangent en 1 à BG, on à | Si c'est le cercle situé-dans l'angle C,-on a : 
d A0 cotg LAN 1 — La ; tg & — 7 s 
œ! — —_ — ci 2 Ris 260 2 d+ a 
B C tg — 
tg g tg re 4 2 ” 
: 1 l'équati oblème est ? 
ATP On et l'équation du pr # 
On déduit de là, comme plus haut, l'équa- æ?—a cotg — x + da + d) =u, à 
ÿ Li II. Si on appelle I le point à contact de BG avec le cercle inscrit, 
ÉD lu ed CT RE l' le point de contact avec le cercle exinscrit, situé dans Fañgle À, on*. 4 
ë DE CERTES sait que BI = Cl; cela permet de conclure l'égalité indiquée dans la 4 
qui ne diffère de celle déjà obtenue que par | ? Partie de l'énoncé. AA 
le changement du signe de x. ont résolu la mêrne question: MM. L. Barberot; V. Barol; L. Bois > + 
ñ : £ de . Bourvéau : P. Delolme ; KR. Dickson ; H: Dodier ;* A. Doué ; H. Fajon ;-0® 
En prenant seulement la racine positive, 6 Foucry ; If. Janois; A. Larue: H. Lefèvre ; B. Mathé ; M. Oger ; A. Pichon ; 
on obtient S..N., à Châlons ; L. Troin.] 4 C4 à 
; ILe:4 À / A = 3 . #. 
G — ste Lg Tor FPAV) a? Lg? — + 4d(a — à). INAFSERS 
ie Dome ne 4590. — On donne dans l'espace un cercle O et deux droites AX 
| EE rie AP 6 \ et BY rencontrant la circonférence O en deux points À et B dia- : 
À © , , Fe « ï - 
® a tg ns cos? y métralement opposés et dont l'une AX est perpendiculaire au plan: 
ÉPREREES CT PR du cercle. Par un point quelconque M (le la circonférerce on mène, É 
né . : une droite MZ rencontrant à la fois AX et BY. Démontrer : -… 
l’angle auxiliaire + étant encore défini par l'équation (3). 1° Que les deux plans MAX, MBY sont rectangulaires ; 
3° Un premier lieu du point O est la perpendiculaire à BG 2 Que si l’on coupe ces trois droites par wn plan quelconque 
élevée en T. Comme d’ailleurs perpendiculaire soit à AX, soit à BY, le triangle qui ta pour'som= 
PER , L. LS 1 
UE se Se 90° +. mets les trois points de rencontre est rectangle. : 2% 
Sn s k 10 L'angle AMB étant inscrit dans un demi-cercle est droits 
un Ho lieu est un segment | jonc BM est perpendiculaire à MA. Mais BM étant située das à Là 
capable de base BG, et sonk le le plan du cercle perpendiculaire à É 
; EAU = au milieu M de l'arc BC AX est aussi perpendiculaire à AX, 
du cercle circonscrit ABC. En me- et par suite perpendiculaire au plan 
nant ensuite la droite MO, sa ren- MAX: des deux droites. es 
contre avec lesegment BAC, capable Dès lors, tout plan mené par MB, 
de l'angle donné A, fournit le; le plan MBY en particulier, est 
sommet À. perpendiculaire au plan MAX. p£. 
En se rappelant que les angles 2 Soit A'B'M' le triangle déter- 
BO'C et BOC sont supplémentaires miné par la rencontre.des droites 
comme. angles opposés d’un quadri- AX, B, MZ avec un plan perpen- : 
latère inscriptible, on en déduit que - diculaire à AX. Les deux angles 
0" est le second point d'’intersection AME. ÀA'M'B' avant leurs côtés paral- 
du cercle M avec la droite Ol; en prolongeant ensuite O’M one intersections de plans 
Jusqu'à sa rencontre avec le cercle BAC, on a le second - parallèles par un troisième, sont 
; 1 RAC É CA rai “ * 
L ble au 2 . égaux ou supplémentaires ; or l'an- . 
Le triangle MOO0' étantisocèle, les deux triangles inscrits BAC, gle AMB est droit, donc l'angle x 
BA'C sont égaux comme symétriques par rapport au diamètre : A'MB l'est aussi. On peut aussi 
perpendiculaire à BC. 
(ANTONIN BESSON, à Sardon. } ne 4 Dre . ns 
k se TES , A e est perpendiculai 
Remarques. — [7 La deuxième question de l'énoncé est relative à 4 ms at MB ps 
4 un cercle exinscrit ; comme le point 1 doit être entré B et C, ce cercle MAX comme intersection des p ans À - pe 
est celui qui est dans l'angle A. laires au plan MAX. EE 
| 2 * “ 2 an ds 
. ” = ide “; “ txt cils à 
PTE _* y à 4 F7 L-] VB "FOR 120 RARES 









Pa à) 


74 ic | 7. D Si ? + L : 

Soit. tr sg be à A mx déterminé Lo un. 
P te à BY. 
Le plan A’M’B’ étant perpendiculaire à BY est perberdiquleie 










1 tersection A’M" des plans A’M’B’ et MAX est perpendiculaire 
au plan MBY; c’est-à-dire en particulier à la droite MB’ située 
dans ce plan. 
} (H. PITRAT, institution Ste-Marie, Saint-Chamond.) 


- [Ont résolu la même question : MM. N-G. Alesandrescu ; V. Barol ; 
E.* Briqueler ; C. Broutin ; R. Dickson ; A. Poué : H. 
H. Lefèyre ; E. Léotard ; P. Noël ;, M. Oger; L,. Palin : 


+ . 


A. Besson’; 
Fajon ; E. Foucart : 
A. Pichon. 


« : PÉTER . ÉCHELLE DES 2/3. 


plan horisontal, de centre À et d'un diamètte égal à 11°m, a 


| pour sommet un point I, de cote 10°2 et se projetant horizontale- 
ment en $s. L 


_Représenter le Farps joie opaque commun à ce cône et au tétra- 
Br SABC. 
Construire les tangentes aux prajections hor HAT des courbes 
5 _d'intersection de ces deux solides : 1° aux points de ces intersec- 
_tions situés sur SA ; 2° aux points où ces tangentes aux projec- 
_ tions sont nhpéndioulaires à sA : 3° aux points où elles sont 
parallèles à AB et à AC. 






Les arêtes AB et AC, traces horizontales des deux plans de 


au plän MBY ; il en est de même du plan MAX (1°) ; donc l’in- 


4 4591. _— race" une droite parte au bord LOS de la 
| feuille, à à 10°" de ce bord ; sur cette droite marquer un point s 
à 20% du bord de droite, et prendre sA érale à 20°®, Le point s 


est la projection horisontale d'un point S de cote 20°", et La 
droite sA est celle d'une droite SA de l’espace. 
: : 13 
On mène par SA les deux plans de pente LÉ et par S le plan 
: g 
perpendiculaire au plan SsA, ce pente ne el coupant sA 


entre s et À. Ces trois plans et le plan horizontal déterminent 
un tétraëdre SABC. 


Un cône, dont la directrice est une circonférence située dans le 





pERIE JL menés par SA, sont tangentes à un cercle de centre s 


et de rayon F _ FF 
par le côté ij opposé à un angle de 30° dans le triangle Au, 
rectangle en i); de même l'arête BC, trace horizontale du plan 


(ce rayon est représenté sur l’épure 


de pente + mené par S perpendiculairement au plan SsA est 
tangente au cercle s de rayon Li = 10, et par suite, est perpen- 
diculaire au milieu À de As. Le tétraèdre se trouve ainsi déterminé 
par sa projection horizontale sABC et la cote 20 du sommet S, 












a 





a. 
î 


En traçant ensuite de À comme centré un cercle de 149 de 
diamètre et en menant de À les déux tangentes à ce cercle, on 
a la projection horizontale du cône qui, avec la cote 10 du 
sommet 1, suffit à le déterminer. KE LEE 
Le létraèdre et le cône admettant le plan SsA comme plan de 
symétrie, nous pouvons nous borner à déterminer l'intersection 
située d’un seul côté de ce plan. 

Point courant de l'intersection et tangente en ce point. — Pour 
obtenir le point de rencontre d'une génératrice quelconque 
myi(10) avec la face SAB, on mène par m, et 1(10)les horizon- 
tales d’un plan passant par celte génératrice; si on les prend pa- 
rallèles à As, la face SAB est coupée suivant la droite A,h (10) ; 
l'intersection de 4 et moi fournit le point m, et, en joignant 
ce point au point { où la tangente en m, au cercle de base du 
cône coupe la trace horizontale AB du plan sécant, on a la tan- 
gente en » à l'intersection. 

Le plan auxiliaire mené par la génératrice moi (10) coupe de 
même la face SBC suivant la droite A,k (10) (4 étant le milieu 
de hi) qui fournit un autre point p de l'intersection. 

En appliquant la construction précédente à la génératrice de 
contour apparent d;i, on obtient les points de contact d et à de 
celte génératrice avec l'intersection. 

Pour les génératrices cl et fl situées dans le plan principal 
du cône, les deux horizontales du plan auxiliaire se confondent 
dans ce cas, et la construction précédente Lombe en défaut; on 
mène alors les horizontales d'un autre plan auxiliaire quelconque 
passant par l’une de ces génératrices ; on obtient ainsi les 
points e, € et f, et leurs tangentes (Dans l'épure, e a été obtenu 
par un plan auxiliaire perpendiculaire au plan AsS ete, f par 
un plan passant par B). 

Tangentes aux projections horizontales perpendiculaires à SA. — 
Ces tangentes sont Les projections des tangentes à l'intersection 
parallèles à un plan perpendiculaire à sA. Le plan perpendi- 
culaire à sA mené par s coupe la face SAB suivant la droite 
gos(20); en menant parallèlement à cette droite un plan tangent 
au cône, ce plan coupe le plan SAB suivant l'une des tangentes 
cherchées, Or le plan tangent est déterminé par la droite wo (10) 
parallèle à yos (20) (u étant le milieu de gi) et la tangente 07» 
au cercle de base ; on en déduit facilement ensuite la tangente np, 

Pour la face SBC, le plan perpendiculaire en s à sA coupe 
cette face suivant une parallèle à BC, et l’on est conduit à mener 
les plans (angents au cône parallèles à BC, ce qui fournit les 
points < et j, déjà obtenus plus haut. 

Tangentes aux projections horisontales parallèles à AB. — Ces 
tangentes sont les projections des tangentes à l'intersection 
parallèles à un plan vertical parallèle à AB, En menant ce plan 
vertical par le sommet $, il coupe la face SAB suivant l’hori- 
zontale sC {20) et la face SBC suivant l'arête SC. Le plan tan- 
gent au cône parallèle à l'horizontale «C a sa trace horizontale 
parallèle à sC et la génératrice de contact gol donne le point de 


contact g d'une tangenle parallèle à AB ; de même, le plan tan- , 


gent au cône parallèle à SC a pour trace horizontale la tan- 
gente vo issue du milieu v de Cs, d'où l’on déduit la généra- 
D 


trice de contact »l et le point de contact » d’une seconde tan- 
gente parallèle à AB. 


REMARQUE, — Au lieu de se servir uniquement des horizontales : 


de cotes 0 et 10 des divers plans considérés, on pouvait aussi 
déduire la projection horizontale du solide commun au moyen 


d'une projection verticale des deux solides faile sur le plan ASs. 


- (L. MESSENT.) 


(Ont envoyé des épures exactes : MM. 
neur, lycée du Mans.! 





re: œ 


À. Doué, lycée de Toulon : P. Letour-, 


” +5 + SSP RE: 3 PRET (ED Er Ne 
4778. — n étant un nombre quelconque, l'expression 
USERS TARA LE Gr ©, ULTRA TER 
est divisible par #3. | È HER 
Généraliser cette question en montrant que l'expression * a 
5 2n+1 n+2 T4) 
AN de de 
est toujours, n étant entier, divisible par R?+k+ 1. 


o 


Première solution. FO A à “ 
TH 772) = T(48 + 6} — m 448 + 76". ee” 

Tnti LE Gn+2 — in,43 + 7.6" + 6782 pee - 
= 0.43 + (1 + 36)67 = m.43: 


Par suite 


Plus généralement \ 4 
(RH APN = (RH A)I(R HAN = (4 HART + RM +R)" 4 
= m.(R+h +1) + (ka L 

















Par conséquent ja 
(A + API LE GRR ms (KR? 4 k + 1) HA 1) RARES 
= MUR+RkR+A), » 7 . 
Seconde solution. — Il suffit de montrer que si la divisibilité 
est vraie pour une certaine valeur de », elle l’est encorepour la 
valeur suivante n + 1. Formons en effet la différence des deux 
expressions ; On à 9 : 
(k ce HUE _e Rnt3 — [CA 2e pen + An+?] 
(AE A}nHT (A + 1} 2e 1} = kiFIUR LR 1) 2 
(k ue 1Pari0rs _e k +4 a he 1) ue Rat(R rs 1) E 
mm (AR? + k + 1) + (A —1)[(4 + A1) SPANEIN 
La quantité entre crochets étant par hypothèse multiple de, 
k+k+ 3, onen conclutque deux valeurs entières conséculives ÿ 
de cette quantité diffèrent toujours d'un multiple de Æ+%x +1. 
La divisibilité étant évidente pour n — 0, s'étend, d'après 


IA fl 


cela, de proche en proche, à n = 1,2, ...,n. > 
Remarque. — La divisibilité généralisée peut elle-même être 4 


regardée comme un cas particulier de la suivante . 
(k e jrs ie D'TTANE = M. (A4? ai kp + p?), 

en observant que pour p>1, la divisibilité n'existe que si … 

l'on aten >> 1. $ : ë 

(Davip LWOW, à Piatra.) + 

[Ont résolu cette question ; Me M. D. P. ; MM. H. Blanc 4 À: Delaire : G. 

Foucry ; M. Gondran , A. Gouirand ; J. Haag ; J.Maire ; A. Meynier ; M. 

Petit ; H. Pitrat ; P. Plisson ; Sinoquet; P. Valentin ; L. Artis ; E. audouin 4 

J. Bourrec ; Duvergé et Sainte-Laguë ; Germa ; Henry ; Lalescu ; Lecoutour ;s 

Legros ; Luquet ; Marx ; Passeron ; Pequignot ; Petitjean } f À à 

é L 

ALGÈBRE à 


—? 
: 


4752. — Etant donnée une sphère, on mène deux plans paral- 
lèles AB, A'B' également distants du centré. Soient C et C! les, 
pôles des cercles déterminés par. ces plans. . … nie 

Trouver le maximum du volume formé par le cylindre ABA'B' ve 
et les deux cônes CAB, C'A'B.. : CN TES 


. e He | ss 
Désignons par x la distance commune des deux plans AB, - 


A'B' au centre 0. j'es QuS 
Le volume considéré a pour ex- 


pression TES 
Se ; ‘9 LES 7 

V= rAL + Al CI 

ou, comme EN HRNEUS 

AÏ —R? -x? “et” CI 
R 


4 PONT 
V2 (hi 2) (ee), 


112959 FEU T LAN CS 
ni à —2?)(2x +R). cs 





Le maximum de V correspond à celui du produit variable 
— . 44 LE * es 


“ Le s : 







Ce produit sera évidemment maximum en même temps que le 


produit 
# Rx R +x 22+R 
moe br | 
a, 5, étant des coefficients numériques indéterminés. 
. Or on peut tixer ces coefficients de façon que la somme des 
trois facteurs soit constante quel que soit x, ce qui revient à 
écrire ; ; 
+ ; [l Î 2 
| 2 a Pr (1) 
ÿ Ÿ 
Cette condition remplie, le produit devient maximum lorsque 


ses trois facteurs sont égaux, ce qui donne 
R—x R+zx  x+2R 
one 1. 

La relation (1) étant homogène par rapport à %, 6, ÿ, on peut 
- y remplacer «, 6, y par les quantités proportionnelles R —.x, 

















, 


















R+x, æ+2R; on a ainsi l'équation 
à ! l 2 
Ro ton 0 
Bou 32° + Ræ — R? — 0, 
. d'où l'on tire, en négligeant la valeur négative de x, 
MONTE est 


_ Cette valeur de x portée dans V donne comme expression du 
maximum du volume considéré 


à mt 

L° Ë Va — 
# Ts le 

Remarque. — On peut encore obtenir la valeur de x qui cor- 
(respond au maximum de V en se rappelant que cette valeur 
annule la dérivée de la fonction 

, "y =(Ri—»)2r FR). 
D'eRrte fonction, one. s'écrit 
y = — 208 — Ra? + 2R2x + Pi, 

* sa Din est visiblement 
po ins y = — 62? — 2Rx + 2R?2. 
PrOn voit que l’ équation 
dérée plus haut. 


(9e LA). 




















y =0 est la même que celle consi- 


(J. LIMASSET, lycée de Laon.). 


E Em |. À J 
_ [Ont résolu la même ‘question : MM. d’Amphernet ; Arnaud ; Barberot ; 
-Billionnet ; Bouvaist ; Claudon; Damoiseau ; Delaire ; Durand ; Duver gé. ; 


Henry; Hugonnier- Ginet: J.-M.Jarrier; Lecoutour; Legros; Lehmann: Le Maigre; 
Limouzi ; M.B.,à M. Ÿ. AO Marie ; ; Mathé ; Mongin ; de Parseval ; Paucot ; 


Petit ; Pitrat ÿ Portalier : Raïüber à ; Sainte- Laguë ; de Saint-Gabriel ; Sandon ; 
Troin 3 5 Vannier.] 
+ ti &- : 

4774. —- Former l'équation générale du 4e degré ui les 


| racines sont ei 12 ogression «arithmétique de raison r. 


Soient a a+r, a+?r, a+3r les quatre racines en 
progression arithmétique de l'équation, Cette équation est de 
la forme : 


+ (t— a)(x — à — r)(x — a — 2r)(x — à — 3r) = 0, 
Du en posant pour abréger æ— 4 = y, 
| y(y — Try — ?r)(y —3r) = 0. 
En el pant convenablement cette dernière équation, il 
vient successivement 


< 


D nm rar) = 0, 
pu. 2 — 3ry) Fr AY — 3ry) = 0, 
ou. RATES y" — Gry$ + Mr — 6r5y — 0. 


_ Remplaçons maintenant les diverses puissances de y par leurs 
2 * d - ". “ - 


valeurs développées en fonction de + : nous aurons 
+ 0 — Las 2 ax? — 4 cm + at 
— rx + 18arx? — 18arx + Gar 
+ Lr2x? — 99ar?x + 11a?r? 
—. 67? æ + Gar° 


0: 


ou, en simplifiant, 
at — 2(2a + 3r)x + (Ga? + 18ar + 11r?)x° 
Lu Var + far? + 37 )e + at + Gañr + 11a?r? + Gar = 0, 
(Lous DEMOGUE.) 


Remarque. — On pouvait observer qu’en diminuant chacune 

des racines de leur moyenne arithmétique on obtenait une équa- 
37 r te 

Er, ES. el que réciproquement 


l'équation la plus générale se déduisait de cette équation 
bicarrée en y remplaçant x par m étant arbitraire. 


tion bicarrée de racines 


G— m, 


[Ont résolu cette question : MM. J. Haag, es de Pont-à-Mousson : 


P. Plisson. instituteur aux Brüleries (Yonne): Cagé; Corbin ; Duvergé el 
Sainte-Laguë ; Louys ; Paucot.! 
© 
GEOMETRIE 
4567. — Par un point M de la circonférence circonscrite à un 


triangle équilatéral, on mène des parallèles aux côtés 

19 Ces parallèles rencontrent les côtés en six points qui sont trois 
à trois sur deux droites. 

20 L’angle de ces deux droites est de 600. 

30 La droite MP qui joint M au point de concours P des 
droites ainsi tracées est perpendiculaire à la droite de Simson 
relative à M, 

40 Si MP rencontre en R la circonférence circonscrite à A BC, 
on a MR = 3MP. 


e, c! les points de rencontre des côtés 
du triangle ABC avec les pa- 
rallèles à ces côtés, issues 
de M. 

Pour établir que les trois 
points a,b,c par exemple, 
sont en ligne droite, il suffit 
de prouver que les angles 
Mbc et abc sont égaux. Or 
les trapèzes isocèles MbAc et 
MbaC donnent 
Moce — MAr,  abr = MCa; 
commeles anglesinserits MAc 
et MCa ont tous deux même 
mesure que la moitié de Farc MAB, ils sont égaux, et par suite 
Moc — abc. | 

On verrait de même que les trois points analogues a, b',c 
sont en ligne droite (*). 

20 Les triangles Maa’ et Mcc’ étant visiblement équilatéraux, 
les deux triangles Mac, Mac’, qui ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux, sont égaux. Par suite les côtés homolo- 
gues ac, a'c' se coupent sous le même angle que les côtés homo- 
logues Ma, Ma’, c’est-à-dire sous un angle de 60°. 

30 De ce qui précède, on conclut facilement que le point de 


LoESotent.a, af: b, b'; 





t 


(*) Si on faisait tourner d’un angle quelconque le système des droites 
Ma, Mb, Me, les points où ces droites rencontrent les côtés du triangle 
seraient encore sur une droite (Théorème de Simson généralisé). 





rencontre P des droites abc, a'b'c' appartient aux cercles cir- 
PP 


conscrits aux triangles Maa', Mbb', Mec’. La corde commune MP 
est donc perpendiculaire à la ligne des centres de ces cercles, et 
tout revient à montrer que cette ligne des centres est parallèle à 
la droite de Simson du point M. 

Soit A'B'C' la droite de Simson du point M (figure ci-contre). 
Le centre z du cercle circonscrit 
au triangle équilatéral Maa se 
trouve au point de concours des 
hauteurs et des médianes, c'est- 


M) 
à-dire aux ee de MA’ à partir 
de M; de même les centres des 


cercles Mb, Mec’ sontles points 
5, respectivement situés aux 


de MB’, MC, à partir de M. 





La ligne des centres afy est 
donc bien parallèle à la droite de 
Simson A'B'C’. 

40 Le point P est le symétrique de M par rapport à la ligne 


” des centres «£; prolongeons la droite MP jusqu'à sa rencontre 


en R avec le cercle O. Il faut prouver que MR = 3MP. 

D'après une propriété connue, la droite de Simson ABC 
coupe en son milieu la droite MO qui joint M à l’orthocentre 
du triangle; si l'on projette O en 1 sur MR, on voit qu'elle 
passe aussi par le ‘ilieu S de IM. On peut donc écrire 


MR = 4MS : 

de MS = © Me 2 Mb: 
+ 
donc ss =33MP: 


(ERNEST FOUCART, à Issy.) 


[Ont résolu la même question : MM. Aye at; R. Bazin; C. Billionnet ; Cassan : 
R. Cordier ; H. Debenest ; G. Foucry : H: Janois ; J. Lecaplain ; E. Le Maigre:; 
M. Oger ; ä. Tastet ; F. Vérot,.] 


4759. — Un tronc de prisme droit a pour base un hexagone 
régulier ABCDEF inscrit dans un cercle de rayon R. On donne 


les arêtes AA DR CTI? EE’ = 3h ; 
on demande : 
1° de déterminer les longueurs BB', DD', FF que le plan 
A'C'E' détermine sur les arêtes 
qui partent de B, D, F; 
2° de calculer le volume du 
tronc de prise. 
4° Soient I et l' les points 
de rencontre des diagonales AE 
et CF, A'E' et CF’. La:‘droite 
I’ étant perpendiculaire au plan 
de base du prisme comme inter- 
section de deux plans perpendi- 
culaires à cette base, est paral- 
lèle à CC’ où FF’; d’ailleurs, 
dans le trapèze AAEE, on a, 
en observant que 1 est le milieu 
de AE, 
1 — AA"+ EE° æ h+3h 
2 Re 
DORCARITES CC, E" c€ ‘TR 
montre que la figure CIC’ est un parallélogramme, d’où l’on 
conclut que FF = CORP E 
D'autre part, les quadrilatères AA'B'B et DEE'D' aÿant leurs 
côtés parallèles à ceux du parallélogramme CFF'C, sont éga- 






































lement des parallélogrammes, etlon a GE de 
BB. = AA' = h, DD'=EE = ah FAR EUR 

2 Les trois plans AAD'D, BBEE, CCF décomposent le 
tronc de prisme considéré en 6 troncs de prismes triangulaires 
de bases égales et ayant une arête latérale commune qe 2h. 


Le volume du tronc a peut pour expression À. 
y = MODE 00 AA BB CC DD 
Dre + pr) = Se ABCDE Lo) — sais 


6 

On peut aussi obtenir ce résultat en regardant le tronc de 
prisme comme équivalent au prisme droit de même base 
ABCDEF limité à un plan parallèle mené par CF’ (ces deux 
prismes ont eu effet une partie commune et deux parties super 
posables). 


(Davin LWOW, à Piatra (Roumanie).] : 


Remarque. — 1° On aurait pu remarquer que deux arôtes | 
opposées AA’, DD', par exemple, forment un trapèze tel que la 
demi-somme des bases est égale à 00"; on a donc 

200’ = AA + DD" = BB'+ EE’ = CC:+FF".. 4 

D'autre part, O et O0’ étant les centres de gravité de ACE, 

A'C'E', on a ; ! 

AA'+ CC'+ EE" = 300", ” 

d'où on déduit facilement les différentes arôtes. 
2° D'une facon générale, le volume d’un tronc de prisme > est 
équivalent à la section droite multipliée par la moyenne 
arithmétique des hauteurs, ou encore à un prisme ayant pour. 
base l’une des bases du tronc et pour arêtes des droités égales et, 
parallèles à la droite qui joint les centres de gravité des 'bases, 


10 


(Ont résolu la même question : MM. G. Amouroux; A. Aubert; H, Blanc:« 
Y. Collin; L.Curt; G.A.,lycée de Nimes; J. Haag ; Hugonnier-Ginet; H. Lefèvre : 
P, Marion : Mongin : H. Pitrat: s PE A. de Saint-Gabriel: Sinoquet : ss Thonet ; ; 
P, Valentin: F. Vérot: Vial : . Ollié ; KE: Szivessy.) : 

; #. 


# Tran 


4778. — Trouver les plans équidistants des quatre sommets 
d'un tétraèdre donné ABCD. 


Tout plan équidistant de deux sommets passe par le milieu de 
l’arête joignant ces sommets ou est parallèle à cette arête, suivant” 
que le plan sépare ou non les deux sommets considérés. 

Un plan équidistant des quatre sommets du tétraèdre ne pou- 
vant être parallèle à plus de trois arêtes doit nécessairement 

passer par les milieux d'au moins 

A trois des arêtes restantes. Ces trois 

arêles peuvent être communes à 
trois ou quatre faces du tétraèdre. 
Dans le premier cas, les trois 
arêtes aboutissent à un même som- 
met A et le plan mené par leurs 
milieux, parallèle à la face opposée, 
Drépond à la question. On obtient 
ainsi quatre plans correspondant 
aux quatre sommets. 
Dans le second cas, deux dot 
arètes telles que AB et DC aboutissent aux extrémités de la 
troisième, BC, et le plan MNP qui passse par leurs milieux. 
passe aussi par le milieu Q de AD et est parallèle aux deux 
dernières arètes opposées AC, BD. Aux trois couples d’arêtes 
opposées du tétraèdre correspondent ainsi trois nouveaux plans. 


Il y a donc en tout 7 plans qui répondent à la question. 3 


(Pa. PLISSON, instiluteur aux Brüleries.) 





[Ont résolu cette question : MM : Aubert; A. Gouirand : J. Haag ; D. Low È 
P. Thonet ; F.Clabault ; L, Cor bin ; ; Duvergé et sn Laguë. ] 





TRIGONOMÉTRIE 


LA 


_ À733.— Calculer les côtés et les angles d'un quadrilatère, 
Sachant : , 
D do qu'il est inscriptible ; 
‘« 20 qu'il est circomscriptible ; 


… 3° que son périmètre est 2p ; 

. 4° que le produit des diagonales est R?; 
0 que l'angle aigu des diagonales est «. 
- Désignons par x, y, +, w les quatre côtés. 


_ On sait (théorème de Ptolémée) que dans un quadrilatère 


nales est égal à la somme des pro- 
duits des côtés opposés, et que dans 
un quadrilatère circonscriptible, la 
somme de deux côtés opposés est 
égale à celle des deux autres. On 
peut donc écrire 
æ: + yu = k?, (1) 
Mb y+Fu— y. (2?) 
* D'autre part, la surface d’un quadrilatère à la fois inscriptible 





A T B 































Det circonscriptible étant LUE par yæysu, ona 
’ Vayst = = 5 AC. BD sin c, 

"8 ; ne 2: 
_ou ŒYIU — * : (3) 
… Les équations (1) et (3) montrent que æ: et yx vérilient 
_ l'équation 

| 2 sin? 0 

. X— Rx + #8 0: 
d'où l’on tire ù 
| æ3 )  k(1Æcosa) 


yuÿ 2 ; 


#. 


> À RU 
COS? — — sin? 
2 2 





ou, en remplaçant cos x par et supposant 


xs: > yu, ce qui est ERA 


$. 





æz = k? cos? — 


- D'après ces valeurs el les Pr (2), on conclut que x et :, 
-y et « sont les racines respectives des deux équations 


- 


ve 
= Alain? 
# ya = Rs 2 


X2— pX + k? cos? — «16, 
(4) 


X2— pX + k? sin? 20: 


Connaissant les quatre côtés, il est facile d’en déduire les angles. 
Si l'on considère par exemple l'angle A, on a, en égalant deux 
“expressions de BD’, 
a Hu? — Qau cos À = y? + ns cos À, 
g? Hu? — y? — 2° 
2{œu + y?) 
| Cette formule, écrite sous la forme 
(@ — 1)? + Dom — (y — 3) — 2ys 


d’où COS À — 


| cos. À — PAT RE TrTn MINI 
devient, en ayant égard à la première équation (2), 
A ue QU —Y3 
D | AE QU YE 
_ Discussion, — Pour que le problème soit possible, il faut et 


“il suffit que les valeurs de x, y, :, u soient réelles et positives ; 

en effet, dans ce cas, cos À est toujours visiblement moindre que 
1 en valeur absolue, de sorte que l'angle A existe toujours et 
définit complètement, avec les côtés, Les deux triangles ABD, 


inscriptible le produit des diago-. 


Les équations (4) auront chacune leurs racines positives si 
celles-ci sont réelles, c'est-à-dire si l’on a 


p°? — 4k? cos? — > 0, p? 


"#8 sin? + >, 0, 


9 ( 4 


L'angle « pouvant être supposé aigu, ona cos _ ES UE 





2 


et la seconde inégalité est comprise dans la première, qui EU 
aussi s’écrire 


Le 
p > 2k cos —-. 


: a ; ; 
Si p = 22 cos > les équations (4) donnent 





(3 y a _— 
TIR CO = COS — + æ); 
De 4 A (cos à + ÿcos 2): 
par suite 
1 — 1 0 
CU D PSY Vcope 
UHR Yy 2 
cos —- 


À ces valeurs correspond un trapèze isocèle circonscriptible. 
Pour %— 900, ce trapèze se réduit à un carré. 
(J, HAAG, collège de Pont-à-Mousson.) 


Remarque. — Si x — 90, p > 2k cos 45° — kÿ2 ; les deux 
équations (4) deviennent identiques : le quadrilatère est alors 
composé de deux triangles symétriques par rapport à la diagonale 
qui est leur côté commun; il est alors formé par les tangentes 
communes à deux cercles. 





(Ont complètement résolu la question : MM. C Bourvéau ; A ACULELICIE 
Duvergé et Sainte- Laguë ; Lefèvre ; M. B., à V.; Sinoquet ; P. Thonet : 
P. Zlatco : Billionuel Clabanlt : Delaire : Foucry ; ‘Henry : Remondet. 

Ont partielle ment, résolu la question : MM. R. Barthélemy : R. Bouvaist ; 
A. Lecoutour ; D. Lwow ; A. Vioix ; M Petit] 

D ———— —————————— 
PHYSIQUE 


4634. — Sur l'axe principal d'une lentille convergente L ayant 
pour distance focale f — 50%, on place un point lumineux P à 
une distance « de la lentille. Du côté opposé de la lentille on 
applique un miroir plan M perpendiculaire à l'axe principal de la 
lentille, la face réfléchissante tournée vers la lentille (celle-ci est 
supposée infiniment mince). Les rayons lumineux issus de P tra- 
versent une première fois la lentille, se réfléchissent contre le 
miroir plan, traversent une seconde fois la lentille et ressortent 
enfin pour converger en un point P' (réel ou virtuel) situé comme 
le point P sur l'axe principal. 

Calculer la distance a' de ce point P' 
a ellf, 

Etudier la variation de a quand on fait varier a de æ à 0, 

Trouver à quelle distance il faut placer le point P pour que le 
point P' coïncide avec lui. 

| (Bacc. lettres-math., 


à la lentille, connaissant 


Dijon, novembre 1898.) 


Marche des rayons. — Soient LL’, MM’ la lentille et le miroir, 
supposés confondus. Menons les plans focaux NF, N'F’. Un rayon 
quelconque PI rencontre le plan focal N’F’ au point A; en 
vertu des propriétés du plan focal, ce rayon, s’il n'y avait pas de 
miroir, se réfracterait suivant [P: parallèle à AC, Mais le miroir 
réfléchit le rayon IP; selon [P>, symétrique de 1P4 par rapport 
au miroir. Le prolongement de IP: rencontrant en B le plan 
focal NF, se réfracte suivant IP’ parallèle à BC. 


Calcul de a. — Posons CP, = CP: =». Ona 
| 1 1 Î 1 
D et —— += — 
BAT 7 ie DRE fe 


, A SET 
à ei F4 
à 2 À 2 di y Set be 


d’où, en éliminant pr, 


Cette relation montre que le système de Ja lentille L et du 





miroir M estéquivalent à un miroir concave de rayon f. On en tire 


af 
= ——. 1) 
ÿ 2a — f 
Variation de a' en fonction de a. — L'égalité précédente peut 
1 


ètre mise sous la forme a = ———. 
Di "A 
(4 


On en déduit facilement le tableau suivant : 








| Variations de à Variations correspondantes de a’ 








| ; 
| Th =>" (ee) a = = 95m | 
/ 2 | 
PNR DR De | 
5) 
TR a — sl= 33cm,33 
| 2 
| NE | SL SIT 
| CET HE === D 
Ce f<& 
G he ==. (|) 








Il résulte de ce tableau que la distance à laquelle il faut placer 
P pour que le point P' coïncide avec lui, c'est-à-dire pour que 
a = a, esttelleque a —7f. Cela est évident en tenant compte 
de la remarque faite plus haut que le système du miroir et de la 
lentille est équivalent à un miroir concave de rayon f. 

(E. FRAMBOISE.) 


Ont résolu la mème question : MM. Ardin-Delteil ; Foucry ; A. Lecoutour ; 
M Oger.] 
4780. — Dans une cloche en verre graduée à 0°, pleine de 


mercure et reposant sur la cuve à mercure, on introduit 05,75 
d’éther liquide. La température de la cloche étant portée à 80e, 
tout le liquide se vaporise et le volume occupé par la vapeur est 
de 366,48 ; le mercure s'élève dans la cloche à une hauteur de 
152mm,46, La pression extérieure ramenéeest à 0° 750, Quelleest 
àcettetempérature lo densite dela vapeur d’éther, par rapport à l'air ? 
On prendra 0,0000276 pour le coefficient de dilatation cubique du 
verre, 0,00013 pour celui du mercure, et 0,00367 pour celui des gas. 
(Bacc. lettres-math., Lille, juillet 1899.) 


On sait que la densité d'une vapeur non saturante est le rapport. 


entre les masses de deux volumes égaux de vapeur et d'air dans 
les mêmes conditions de température et de pression, On en 
déduit que la masse M d’un volume V de vapeur dont la densité 


est æ, la température ! et la force élastique /, est donnée par la 
relalion 


| - 

M = V X0,0012 £ ———. 

*<0,001298 X 2 XX (4) 

L »., Le ps 2, FAT 































P eur. 
366,48(1 + die 0 0000276) — = 367%, 289. at 


Cherchons maintenant la force élastique f. La hauteur de 
1520016 ramenée à 0° a pour valeur + 


':: 

2 Re ES : 
149 16 RE PE D 
is 1 +80 x 0,00013 | HAS 


On a donc re RSA NE 599mm,3. + 
Remplaçant M, V, f, t et « parleur AE dans la reltiion (0, 
il vient (7° AN GER 


; 599,3 Lire 2e 

0,75 — 367,289 >< 0 7 +80 >< 0,003670 + 
s >< 0,001293 XX xD ——— 7760 1 +80 NES 

d’où l’on tire æ — 2,59. 


(J. HAAG, à l’ont-à-Mousson.} 


[Ont résolu la même question : MM. À. Ageron : A. Aubert; L. Audoyer ; 
H. Blanc ; M. Brun ; J. RAR Duvergé et Sainte Laguë ; de ‘Saint-Gabriel® 
J. Germa : A. Jayer ; Lallier ; A. Lecoutour ; K. Limouzi ; A. Liger ; 
G. Luquet , A. Mabon ; J “Maire ; F. Mengailhou ; A. Meyer ; NAS ; 
M. Pelit ; R. Paucot ; L. Thirode : Touton.] 


= * 


“ 





QUESTIONS PROPOSÉES 





4789. — Si » et n sont des nombres entiers quelconques, le prete 
n(2n + 1)(3n + 1)(4n + 1)...(mi +1) _ 

est divisible par tous les nombres pr emiers inférieurs à m.. 

(ALerroP, à Madrid.) | 

4790. — Résoudre l'équation A 

té à + cotg x — tg 3x — cotg 3x = 4. 


4791. — Sur un diamètre AA d'un 
cercle on donne deux points B et C. Par 
le point C on mène une droite D per- 
pendiculaire à ce diamètre. On demande 
de déterminer un point M sur le cercle; 
tel que si l'on mène la perpendiculaire 
MP à la droite D, l'angle MBP soit droit 

Discussion. — Construction ae 
trique. 
(Baec. lellres-math., Clermont, novembre 1899. 1) 





4792. — On donne un triangle ABC et un point 0 situé sur BC en 
A dehors du segment déterminé par les sommets _B 

et C. On demande de mener par le point O0 une 

E  sécante telle que D et E désignant les intersec- 


D tions avec AB et AG ou avec leur prolongement; 
le rapport des aires des triangles ADE et ABC égale 
un nombre donné. — Discussion. | 

ÿ B (Bacc. lettres-math., Montpellier, mars 1900.) 
4793. — Construire un triangle connaissant là hauteur, la bisse 


trice issue du même sommet et le rayon du cercle des neuf points. 
(S.-N. Mira, lycée de Ploesti. }: 


4794. — Démontrer que si deux points A, B' divisent harmonique- 
ment un segment AB, et si 0 est le milieu dB ‘AB, 0’ le milieu de AB 


on à 4 00° AE AD! ANR 
te LaALEseU, à à Jassw. ka 


4795. — On mélange de l'air saturé d'humidité avec de l'hydrogène 
sec. Calculer l'état hygrométrique du mélange sachant que 100% 
introduits dans l’eudiomètre se réduisent à 10 après le passage de l'étin 
celle et que tout l'hydrogène a été brûlé. Quels est de plus la care 
sition du gaz résiduel ? 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, mars 1900.) 


4796. — On veut produire dans une canalisation électrique de résis- 
tance » un courant d'intensité [. On dispose pour cela d'une pile dont 
la force électromotrice et la résistance intérieure sont E et Ret du 
rhéostat, De quelles manières différentes peut-on disposer ce cost 
Quelles résistances doit-il alors présenter cf quelle el la disposition qui 


épuise le moins là pile? , 
(Bacc. letlres-sciences, Poitiers, “juillet 18997: 
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* VOLUME DE LA PYRAMIDE 


par M. G. Rech, professeur au lycée de Lons-le-Saunier. 





’ * 


* Remarquons d'abord que des définitions de la somme de deux 
j polyèdres convexes et du volume d'un polyèdre convexe (voir 
| pour ces définitions par exemple le Traité de géométrie de 

M. Gurcnarp) il résulte immédiatement que le volume de la 
somme des deux polyèdres est égal à la somme des volumes de 

ces polyèdres ; et conséquemment, si un polyèdre est la somme 
: de deux autres, son volume est 
, | plus grand que le volume de l'an 
d'eux. En particulier, le volume 
d’une pyramide est la somme des 
volumes des troncs de pyramide 
en lesquels on la décompose par 
des plans parallèles à la base, et 
le volume d’un tronc de pyramide 
triangulaire ABCA'B'C' est com- 
pris entre les volumes de deux 
prismestriangulaires À BCA'B:C:, 
A'B'C'AB'C{ ayant respective- 
ment pour bases la grande et la 
petite base du tronc de pyramide et dont l’une des arêtes latérales 
est AA’ pour chacun d’eux. 

Cela posé, considérons une pyramide triangulaire quelconque 
SABC dont nous désignerons l'aire de la base par B, la hauteur 
par H, le volume par V. 

Divisons la hauteur en # parties égales et par les points de 
division menons des plans parallèles à la base. Soit s, l'aire de 
la section A,B,C, de rang p à 
partir du sommet; la distance au 
sommet S de la pyramide du plan 



















de cette section est É : 
. On a donc 
Cu 
Sp CO Se 
ex Han" 
d’où 
p° 
MARS 


hs _ Le volume de la pyramide est 
# la somme des volumèés des troncs de pyramides déterminés par 
- les différentes sections. 

Désignons par v,:1 le volume. de celui ayant pour bases 
_ A,B,C» et A):1B;:1Cps1, il est compris entre le volume du 
_ prisme dont A,B,C, est la base et AA;:1 l’arête latérale de 
sommet À, et le volume du prisme dont A,:1B,:1C,., est la base 


pi RE 3: À ue ALI 1 re , CO. où L: 


et Ap1Ây l’arête latérale de sommet A,:1; or, les volumes de 
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. : H 
ces prismes sont respectivement s, >< + et Spr1 X rs 
c'est-à-dire 

n2 / \2 
BH 2- ct BH (RE 
: n° n° 
On a donc 
2 Se À 2 
BH P << Vp+1 << BH ILE #5 , 


n° 
En faisant successivement p= 0,1, 2,...(n—1) et faisant 
ensuite la somme membres à membres des inégalités obtenues, 
on à 
BH(1{2+2 LE ... — 1}? BH? +2+,,,+n 
BAGUETTES a ae Li) Wen PACE ER 


c'est-à-dire 
BHn(n + 1)(2n + 1) 


BH(n — 1}n(2n — 1) : 
Gn AS Gn° 


BH TROIE MUST IN 4) 
ou (ne) <v< (+) (+ : 


Faisons maintenant augmenter » indéfiniment d'une façon 
arbitraire ; le premier et le troisième membre de l'inégalité 


BH à , es 
——, le premier en croissant, le troisième en 


tendent vers 3 
décroissant constamment. 

À BH 
On a donc V = Ne 


On passe immédiatement par la méthode connue au volume 
d’une pyramide à base polygonale. 


ET  _ _— 


ÉCOLE NAVALE (1899) 


4592. — On donne une circonférence O et un point À situé 
à une distance OA = « du centre de cette circonférence. Mener 
par ce point une sécante ABC, telle que le carré de la corde BG 
augmenté de la sonvne des carrés des distances BD et CE de ses 
extrémités au diamètre OA soit égale à m fois le carré de la dis- 
tance OK du centre à cette sécante : 
BC BD 2 CE =" OUR. 


On prendra cette dernière distance comme inconnue, OK = 
— Discussion. 
En posant OB—=R, ona 


BC —4BK — &(R? — x) ; 
les triangles semblables ABD, AOK, 
ACE donnent d’ailleurs 
BD æ CE 


ABS œr ADS 
La condition du problème revient 








AB° + AC) == Mu: 





F—S 


Or AB + AC = 2AR = 2ÿa 2 1) 
et AB.AC — a? — R?, (2). 
d’où l'on déduit, en retranchant le double de (2) du carré de (4), 
AB° + AC — 4(a? — x?) — 9{a? — R?) — 2a? + 2R? — 4o?. 
L'équation du problème devient donc 
LR? — x?) + Q{a? + R?}x? — 4xt — ma°x?, 

ou kact — (2R? — 24? — ma)x? — 4ka?R? — 0. 

On vérifie aisément que cette équation subsiste lorsque le point 
A est à l’intérieur du cercle O. 


Discussion. — L'équation bicarrée précédente ayant ses 
termes extrêmes de signes différents, fournit pour x? deux 
valeurs réelles et de signes contraires. Pour que la valeur 
positive de &? convienne, il faut qu’elle soit inférieure ou égale 
à R? et à «&, afin que les radicaux figurant dans BC et AB+AC 
soient réels. Par suite R? et a? devant être supérieurs à la plus 
grande racine de l'équation en «?, rendent positifs le premier 
membre de cette équation, et vice versa, On doit ainsi avoir 

f(R?) = R?(2R? + ma? — 24?) > 0, 
f(@) = a(6a? + ma? — 6R?) > 0, 
c'est-à-dire 
; : 5 
hr 2(a° = R?) ne 6(R?2 er a?) 
a” a 

Suivant que a> ou <R, la première ou la seconde de ces 

deux limites de »#m comprend l’autre. 


(C. BROUTIN, lycée de Tourcoing.) 
[Ont complètement résolu cette question : MM. C. Bourvéau, à Quimperlé ; 
H. Pitrat, à Saint-Chamond. 

Ont partiellement résolu la question : MM. 
Besson ; L. Bois; A. Chapron ; H. Damoiseau ; P. 
Donnadieu-Mézin ; M. Gondran ; F. Ladevèze ; H. Lefèvre ; 
R. Turgis; Vien ] 


V. Barol ; R. Barthélemy ; A. 
Delolme ; R. Dickson ; 
S] N. à Châlons : 


4593. — Les dimensions d'un bassin tronconique, approchées 
par excès, sont : rayons des bases 6,3 et 32,1, hauteur 52,9, On 
demande à quelle approximation commune il faudrait mesurer ces 
dimensions pour que l’on püt en déduire le volume du bassin à un 
mètre cube près. 


cône étant inférieur à 


+3,1°+6,3>%< 3,1) <500, 


Le volume du tronc de 


1 re 
FX 5,9 (6,3 


il suffira d'obtenir pour le résultat une erreur relative inférieure 


de a ; : 
à ——. Or on sait que dans un produit l'erreur relative est la 


500 
somme des erreurs relatives des facteurs. 

Si on prend tous les nombres avec p décimales exactes, les 
erreurs relatives sur les termes de la parenthèse seront : 


2 4 

3 ox Pour le carré du rayon de la grande base, 
2 1 , 

10 1070 — — — petite base, 


1 Il { : 
- TE 1) Jo pour le produit des rayons, 


Donc l'erreur relative de la parenthèse sera can STE 
1010771 
l'erreur relative sur la hauteu RE 
uteur sera TT 
1 1 


l'erreur relative sur x sera Mryeex à 
31 A0?-! 


Donc l'erreur relative du produit sera inférieure à 


(rt 120 ( e0S AT { 1 
31 B9 ) 1071 — 1820 1071 << 1071 





On aura donc l’approximation voulue en prenant p telque 
| 171 # ape 
8 1077 500’ 
ou 8 >< 107-1 > 500. 
1 suffit donc de prendre p—3, c'est-à-dire d’avoir les 
diverses longueurs à 1 millimètre près, et x avec 3 décimales. 


[M. G. Foucry, école normale de Châlons-sur-Marne, à résolu la même 
question.] : 


4594. — Calculer les valeurs de x comprises entre zéro et 360c 
satisfaisant à l'équation 
sin (o + +) = tg? (620 — &),. 
pour les valeurs de © comprises entre zéro et 90° données .par 
l'équation 
sin 26 — tg?(228°12’21") cos* (315°4651”). 


+ 


I. — Calcul des valeurs de +. 
Réduisons d’abord les arcs donnés au premier quadrant; en 
observant que tga = tg(a—180°) et cos a — sin (a — 270°), 


on à 
tg 22801221" — tg48°12/21", 


cos 315°46/51” — sin 45°4651". 
En prenant les logarithmes des deux membres de la seconde 
équation, il vient alors 
log sin 20 — 2 log tg 4801221" +3 e sin 4504651". 
Les tables à 7 décimales donnent ensuite E 
log tg 4801221" — 0,0487013, 
log sin 45°46/81" — 1,8553236 ; 
donc Fe DUR Le 
log sin 26 — 2 x 0,0487013 + 3x 1,8553236 — 1,66337384. 

L'angle aigu 2e vérifiant cette équation est donné par 

2e — 27°25'45",2, 
© — 13°42/52",6. 

L'arc 29 étant déterminé par son sinus, son supplément cor- 
respond au même sinus, ce qui donne comme seconde valeur 
de v, 
= 900 — 1304252”,6 — 761 77744: 

IT, — Calcul des valeurs de x. 

La première valeur de + rendant l'arc 62° —+ supérieur à 
620— 4140 — 48°, tg(62°—%) est supérieur à 1 et ne peut repré- 
senter un sinus. À cette valeur de + ne correspond aucune 
valeur de x. 

De la seconde valeur de #', on déduit : 
tg (62° — ©) = —tg140177",4. F 
En posant 

sina = tg?14017'7",4, 
on a, en employant les tables, 


log sin a = 2logtg14°177",4 — 2 x 1, 4059014 = 2, 3,8118028, 
x — 3°43/2,35. ; 
Par suite - 
sin(g + x) = sina, £ 
d'où g'+x = hk.360 + à, : 
ou D + = (2% + 1)180° — à. HÉsrr 
L'are o'+x devant être compris entre 76° et 760 + 360°, 


on doit prendre 4 —1 et k'—0, ce qui donne les deux arcs 
œ = 3600 + a — © — 287025 54”,95 . , 

et a — 1800 — à — w — 99°59'0”,25. M 
(AnronIN BESSON, à Sardon.) , 


[Ont résolu la même question’: MM. L. Bois, école professionnelle de Vers, 
G. Foucry, école normale de Châlons. 












latéral, et la face ABC est un triangle isocèle 
de sommet A (AB = AC). On donne le côte 
i BC = 95mm 
du triangle équilatéral BCD et les deux angles 
B ABD — 50», ABC = 65°. 

D Construire les projections de ce tétraèdre, 
, C dont la base BCD est dans le plan horizontal 
de cote zéro, sur le plan horizontal et sur un 

plan vertical perpendiculaire à BC. 

Trouver le centre O de la sphère circonscrite. De ce point comme 
centre on décrit une sphère S tangente aux faces ABD, ADC : 
intersection de cette sphère avec la face ABC. Construire la tan- 
gente en un point de cette courbe d'intersection. Déterminer les 
points qui se trouvent en projection horisontale sur le contour 
apparent de la sphère. 

Dans le tracé graphique on supposera que le tétraèdre ABCD et 
la sphère S sont deux corps opaques se pénétrant mutuellement. 


Projections du tétraèdre. — Après avoir placé la base ABC, on 
construit le rabattement bcA, de la face ABC autour de BC, puis 
le rabattement de la face ABD autour de BD ; en relevant on a 





‘a, puis la cote de À en prenant sur la perpendiculaire en a à da 


le point A; tel que dA;— dA2. On a ainsi la projection hori- 
zontale abcd et la projection verticale a’b'c‘d' sur un plan vertical 
perpendiculaire en B à BC. 


Centre dela sphère circonscrite au tétraèdre. — Ce point se pro- 


| jette horizontalement au centre o du cercle abc et verticalement 


— Un baie ABCD a pour base BCD un Fuite équi-- «17 





sur la trace verticale du plan de bout perpendiculaire au milieu 
de l’arête AD. 


Sphère ayant son centre en O et tangente aux faces ABD, ADC. 

En menant par O un plan vertical perpendiculaire à cd, ce 
plan coupe la face ACD suivant une droite rabattue en ef; autour 
de la trace horizontale du plan ; le point O se rabat d’ailleurs en 
0, et en abaissant sur fi la perpendiculaire ok on a en vraie 
grandeur le rayon de la sphère considérée. On peut alors tracer 
les contours apparents de cette sphère. 


Intersection de la sphère avec la face ABC.—Un plan horizontal 
quelconque coupe la sphère suivant un petit cercle et la face 
ABC suivant une droite de bout ; l'intersection de ces deux lignes 
fournit un point (m”, m') de l'intersection, Cette intersection est 
d’ailleurs un petit cercle projeté verticalement suivant la droite 
p'q" et horizontalement suivant une ellipse ayant pg comme petit 
axe ; en traçant le grand axe qui passe par le milieu : de pq et 
est égal à p'q', on peut aussi déterminer directement cette ellipse. 


Tangente au point (m, in). — C'est l'intersection de la face 
ABC avec le plan tangent en (#7, m') à la sphère. Elevons en m 
à mo une perpendiculaire qui res le cercle o en g, puis 
menons la tangente en g jusqu'à son intersection À avec om pro- 
longé ; ce point À appartient visiblement à la trace horizontale 
du plan tangent sur le plan horizontal mené par 0 : la tangente 
cherchée passe donc par le point #, intersection des traces du 
plan tangent et de la face ABC sur le plan en question. 

Points de la projection horizontale situés sur le contour appa- 
rent horizontal de la sphère. — Ces points (r, r’) et (s, s’) s’ob- 
tiennent en considérant le plan horizontal mené par O, 

(R. DICKSON, à Angoulême.) 


[Ont envoyé de bonnes épures ; MM. C. Broutin, lycée de Tourcoing; 
A. Doué, lycée de Toulon ; H. Lefèvre; P. Letourneur, lycée du Mans; 
R. Turgis.| 


4597. — Démontrer que, sur la sphère, la condition nécessaire 
et suffisante pour que deux arcs de petit cercle soient normaux est 
que le plan de l’un passe par le sommet du cône circonscrit à la 
sphère le long de l’autre. 

En déduire que tous les petits cercles normaux à un petit cercle 
donné et passant par un point donné passent par un second point 
fixe. 

Mener, par une construction effectuée sur la sphère, un petit 
cercle normal à un petit cercle donné et passant par deux points 
donnés. 


Soient G et C’ deux cercles normaux, c’est-à-dire se coupant 

: en un point M tel que les tan- 
gentes MT, MT’ à ces cercles 
sont rectangulaires. 

Le plan TMT’ étant tangent à 
la sphère passe par le sommet S 
du cône circonscrit le long du 
cercle C; d’ailleurs la tangente 
MT" étant perpendiculaire à MT 
appartient au plan OMS per- 
pendiculaire à MT, et passe par 
suite au point S. Réciproque- 
ment, tout petit cercle C’ tan- 
gent à SM en M est normal au 
cercle C, puisque l'angle TMS 
est droit. 

Il en résulte que les cercles 
C! normaux au cercle G et passant par un point donné A passent 











en même temps par le second point de rencontre A de la droite 


ve 2 Ve à 


SA avec la sphère O. CSS 
Déterminons en particulier le cercle Ge 

qui passe par un second point donné B. 

A cet effet, on fait passer en A deux 
cercles normaux au cercle C et qui se 

P coupent en A’ (le pôle P de l’un de 
ces cercles s'obtient en prenant l’inter- 
section d'un grand cercle tangent en 
un point quelconque M du cercle C 
avec le grand cercle normal au milieu 


de MA). Il ne reste plus qu'à détermi- 
ner le pôle du cercle passant par trois - 


points donnés A, A’ et B, ce qu'on sait faire. 


{M. E. Foucart a complètement résolu la question ; MM. R. Dickson, M. 
Oger et R. Turgis l'ont partiellement résolue.] > 
4598.— Dans un cylindre creux de rayon KR = 0,11, ferme 


hermétiquement à sa partie inférieure 


AB, 
peul glisser un piston plein PQ du poids de 8xe 


É à qui le ferme hermétiquement à sa partie supé- 
P Q rieure. | 
Ce cylindre ABPQ plongé dans l'air est lui- 

même rempli d'air sec. 
Lorsque la température intérieure est de 0° 
À B et la pression extérieure de 1 atmosphère, la 


distance entre la base AB et la face inférieure 
supposé en équilibre sous l’action des pressions 
et extérieure, est de 25°, 


du piston PQ, 
intérieure 


Cela posé, si la pression extérieure était de 1+——  J'atmos- 


6 
phère et si la température intérieure était de 100°, la masse d'air 
comprise dans le cylindre restant la même, quelle serait La distance 
de la face inférieure du piston PQ à la base AB dans ces nouvelles 
conditions ? É 
Quel poids faudrait-il ajouter au piston pour que cette distance 
fût la même que dans les conditions primitives, c'est-à-dire égale à 
25cm ? 


On ne tiendra pas compte de la dilatation du cylindre. 


1° Etant donné le volume V occupé par une masse gazeuse à 
une température { et sous une pression H, on détermine le 
volume V' occupé par la même masse gazeuse à la température 
t’ et sous une pression H’ en appliquant la formule qui | résume 
les lois de Mariotte et de Gay-Lussac : 


VHL SVT 
lat  1+at 


Dans le cas du problème, 


VE Ta DES H = 1k6,033 + à 


a à t = 0; 
Tr >< 11 
(æ désignant la nouvelle distance de la face 


H'— 1,033-+-0,01033 + © — 


rx AT 


ETES 11 sd: 
inférieure du piston à la base AB); 
t = 1000. On a donc 


FX 261088 + | 
r XI 


rx D >< (1,038 4 0,01088 + —"—) 
#: TX 11 
2e 100 rs 
273 
D '5378) 





d'où l’on tire 


JE ES Tai 





poids à ajouter au piston, af Va 


RAR OS. 
1,033 eee — Re 
| r>x< 11 : ER. 
PA DR EE A | 
_P = 142,9. er 
(E. FOUCART, à [ssy.) 


MM. L. Bois; G. Foucry ; H. Lefèvre ; E. Le 1 
M. Oger ; Pichon ; J. Sallaude]} À 


d'où 



















{Ont résolu la mème question : 
Maigre ; G. Le Sage ; B. Mathé ; 


+ 


ARITHMÉTIQUE 
4 
4785. — Prouver que tout nombre premier supérieur à 5 a un 
multiple de la forme 11...11, le nombre de 1 étant inférieur au 


nombre lui-même. LT 


Soit p un nombre premier supérieur à 5. La fraction n j 


dont le dénominateur est premier avec 10, se réduit à une frac- 
tion décimale périodique simple, la période P ayant moins de Ps 


chiffres. On a alors ’ 
LR P 
PRMRUITERS 

ou D CUITE Dr 


p divisant le produit 9><(111...) et étant premier avec 9, 
divise le nombre 111..., composé de moins de p chiffres 1. 
(A. GOUIRAND, lycée de Nimes.) 


, 


Autre solution, — D'après le théorème de Fermat, 
10?-t—4 = mult.p, . 

ou (10 —1)(4107-2 + 1073 +... 414) = mult. p. 

Or p est premier avec 10—1 —9; donc il divise le nombre 

40024103 + .,,+1 forméde p—1 chiffres 1. s 

(G. DE FRANCE, à Versailles.) 


Remarque. — Le nombre de chiffres 4 peut être égal à p—1; cela 
se présente pour p—17. Il peut êtreinférieur à p—1 et dans ce cas 


; er: : 1 : 
c'est un diviseur de p—1, car la fraction ri donne une fraction 


périodique simple dont les chiffres se reproduisentde p—1 en p—i. 
Si la période est de moins de p—1 chiffres, l'ensemble de p—1 
chiffres consécutifs se décompose en groupes formant la période la plus 

simple, le nombre des chiffres de celle-ci est donc diviseur de p— 1. 


[Oat résolu la même question : MM. K. FRE Duvergé et Sainté-fe, ër, 
G. Foucry ; J. Haag ; J. Hébré; D. Rene ie . Lecoutour : D. Lwow; P, is: 
son.] MORT | a. NE ; x 


à ———————————— 


ALGÈBRE RSS 


4745, — 1° Construire un tr iangle ABC connaissant le côté 
BC= «a, l'angle B et le point D où la bissectrice de AE pes 
rencontre BC ; e* | 
2° Trouver Le rendre calculables par Rs les valeurs des ce] 
cotes INCONNUS ; ; 

3° Le point D peut- il occuper une position quelconque s sur HG. 
les autres données ne variant pas ? ; : 
| (Bacc. lettres-math., Rennes, juiltet 1809) 


1° En remarquant que les côtés AB et AC sont équitistei le. 





£ à la construction suivan te: 
Par le point B on mène la 
droite BX faisant avec le 
côté donné BC l’angle donné 
B, puis du point D comme 
centre on trace un cercle 
tangent en E à BX; en me- 
nant ensuite du point C la 
tangente CF au cercle D, on 
obtient le triangle cherché 
ABC. 

La seconde tangente CF’ 
u cercle D foutnit une seconde solution, également acceptable 
jourvu que cette tangente coupe la demi-droite BX. 
Discussion. — Le problème n'ést évidemment possible qu au- 
ant que le point C est extérieur au cercle D ou sur sa circon- 
érence. Cette condition s’ exprime par 





4 x É DC > DE, 

u, en posant BD = 4, 
pe » FE sin B, 
A CPR eme 1+ sin B DE sin B 


il Si l'angle B est aigu, la solution ABC convient I UE la 
olution A'BC ne peut convenir que lorsque 

4 ÉCP > B, 
u, en observant que les deux angles sont aigus, 


| sin BCF' > sin B. 

} VERMSERE 5 DE DE 

Pr | sin BORE—= Hot 
C2 d ni RE 

L'inégalité précédente devient donc 


1 1 
? 





L a—d 4 
ju, comme d< 4, 
En SNS Et 


Si PencleE B est droit, les Danbles ABC et A'BC étant symé- 
riques sont tous deux. acceptables. 
Si l'angle B est oblus, on 
doit avoir, pour que le pro- 
_ blème soit possible, 


RTS 
i PCF <180° — B, 
F ou, comme les deux angles 


sont aigus, 
sin DCF<sin(180°—B)=sin B. 


SX . ( 
er On a encore 
+ DE 


sin DCE = Fa 





* DE 
Hs T7; 
3 
Al 1 
4 dd 
loù on déduit … d<S 
La discussion se résume donc ainsi : 


) 


Lo s 


A 









900 d<, 1 solution: 


Pi 


























$ LR i 
B > 90 d< —_ 1 solution. 


C4 


On peut d’ailleurs remarquer que si le côté AB 


a. 


adjacent au plus petit segment de BC doit être inférieur à AC, 


done B<C ; ce dernier angle est par suite nécessairement 
aigu. mversement, si B>C, ce qui a toujours lieu si B > 90, 
(24 
da. 
7 
29Posons AB=æ et. AC = : On à 
x — 
UT ad’ 
ou, en remplaçant + et y par les quantités proportionnelles sin C 
et sin B, 


EH 





d sin B 

at à 
Cette formule logarithmique permet de calculer l'angle C si 

a > d({+sinB), car on doit avoir 

d sin B Le L, 


STD 





ES 


ce qui donne GE AN 5 + sin B), 
inégalités dont la deuxième entraine la première. 
Au moyen de la relation des sinus, on en déduit ensuite pour 
æ et y les expressions logarithmiques 
__ asinC a sin B 
Hide E Ch sin (B + C) 
30 D'après ce qu'on à vu au 1°, le point D ne peut varier 
qu'entre B et un certain point D’ tel que 
«a 
1 + sin B 


DÈE= 
HD si B est aigu, 


ou BD! — si B est obtus. 


| à 


Dans le premier cas, D’ correspond au triangle ABC rectangle 
en C ; et dans le second cas, D’ est le milieu de BC. 
(G. ARMAINGAUD.) 


Remarque. — Pour avoir AB et AC donnés par des formules 
logarithmiques, il y a avantage à prendre CG pour angle auxi- 
liaire, cet angle ayant une signification géométrique, plutôtque 
de chercher à rendre calculables par logarithmes les racines 
d'une équation du 2° degré, 


[Ont complètement résolu la question : MM. d'Amphernet ; L. Audoyer ; 
R. Barthélemy ; C. Billionnet ; R. Bouvaist ; M. Brun ; F. Clabault ; 
L. Corbin; Duvergé et Sainte- Laguë : G. Foucry; J. Haag ; J. Hébré; E. Hélary: 
J. Lamotte : Je Lehmann : Mengailhou ; R. Mouzon : Noël : L. Ollié; Portalier: 
L. de Praneuf: M. Royer; Szivessy; P. EEE P. Valentin. 

[Ont partiellement résolu la question : MM. J. Cabrol ; R. Desguin ; R. Henry: 
Jacquet; de Jarny; L. Karkowski; D. Lwow; N. BAS AV, : Ce Marie; L. Richard ; 
É Schwab ; Sinoquet; Vial.] 


4783. — Trouver la relation qui doit exister entre m et m 
pour que le maximum et le minimum de la fraction 
a? + 2mœ + 1 
a? + 2m +1 
soient égaux et de signes contraires. Quels sont-ils pour mm = 5 ? 
(Bacc. lettres-sciences, Paris, mars-avril 1900.) 


Egalons la fraction à y et chassons le dénominateur ; il vient 
(y — 1)? + Qm'y — mix + y —1 = 0. 
Pour qu'à une valeur donnée de y corresponde une valeur 
réelle de *, il faut et il suffit qu’on ait 
(ny — m}—{(y— 1} > 0, 








ou, en décomposant la différence de carrés du premier membre, 
[Cm — 14 )y — (on — 1) Jo + 1)y —(m + 1)] > 0. 
Le maximum et le minimum de y sont ainsi fournis par l’une 
des quantités 








M1 m + 1 
m1 et m+il 
La condition énoncée devient donc 
REP : m + 1 
mi m+1l 
ou, en simplifiant, 
nm 1. 
Pour m = 5, me — le maximum et le minimum de 


la fraction sont alors égaux à +5. 

On peut aussi obtenir immédiatement la relation précédente 
en écrivant que l’équation 

(m'y — te (y — 1} = 0, 
ou (02 — 1)y2 — 2{mm' — 1)y + mi — 1 =0 
a ses deux racines égales et de signes contraires, ce qui revient 
à annuler le coefficient de y. 
(E. ANZEMBERGER, lycée de Lyon.) 


{Ont résolu la même question : MM. me de PERTE H. Blanc ; 
M. Brun ; F. Clabault ; J. Crétinon ; A. Delaire ; G. Foucry ; G. de France ; 
J. Germa ; M. Gondran ; J. Hébré ; fug onnier- Cut ; de PAT D Lwow ; 


P. Marion ; L. Maubeck ; Mengailhou ; R. Mouzon ; R.Paucot ; J. Pendariès ; 


P. Plisson ; A. Sauvage on ; Sinoquet ; P. Zlatco ; KR. Barthélemy ; F. Boivin ; 
J. Haag ; R. Henry ; L. de Praneuf.] 
————_—h  — —— ———  —  —— — 
GÉOMÉTRIE 
4446. — On donne un point À, un cercle de centre O et une 


droite XY perpendiculaire à OA; on construit le pôle GC d’une 
sécante ABD par rapport au cercle O ; on projette enfin le point C 
sur XY en E, et on demande : 

1° Le lieu du point M, projection du point E sur la sécante 
variable ABD ; 

20 Le lieu du point P où la sécante ABD rencontre la droite OE; 

30 De discuter le lieu du point P ; 

40 De trouver la position que doit occuper la droite XY pour 
que le lieu du point M coïncide avec celui du point P. 


19 Le point C, pôle de la droite ABD, se trouve sur la polaire 





AY" du point A par rapport au cercle O0. En prolongeant EM 
jusqu'à sa rencontre en N avec AO, EM étant parallèle à OC, 
et CE à AO, OCEN est un parallélogramme et on a 

ON = CE ; 


ce qui niontte Quelle point N est fixe, de sorte ] 
est la circonférence de diamètre AN. k 
2% On voit aisément qu'à toute droite OE COTES une su 
sécante ABD, et réciproquement ; le point P, commun à ces 
deux droites, décrit donc une conique passant par les points fixes 
A et O etayant un de ses axes confondus avec AO par raison 
de symétrie. 
3° Pour connaitre la nature de cette conique, cherchons si elle 
admet des points à l'infini. Pour qu'il y en ait, il faut que la droite 
OE soit parallèle à ABD, c’est-à-dire perpendiculaire sur EN; 
l’angle OEN étant alors droit, le point E PPPATURS au cercle de 
diamètre ON. 
Pour que la droite XY coupe le cercle ON en | deux points E. 
il faut que cette droite soit placée du côté opposé à À par rapport, 
au point O ; lorsque cette condition, d’ailleurs suffisante, e 

remplie, la conique lieu de P est une hyperbole. 
Lorsque le point A et la droite XY sont d'un même côté par 
rapport à O, la conique est une ellipse. 
Enfin lorsque X'Y’ passe par O, A est à l'infini, et alors là 
conique n’ayant qu'un seul point à l'infini est une parabole 
admettant X'Y' comme tangente au sommet. (Nous ne supposo 
pas que XY passe par O, parce que dans ce cas OE se confondan (2 
avec XY, le lieu dégénère en une droite). 
4° Pour que les lieux des points M et P coïncident, il faut ques 
leurs axes AN et AO se confondent, cé qui exige que le 
segment ON = CE soit nul.La droite XY se confond alors avec 
la polaire X'Y' du point A, et les points M, P, confondus avec 
le milieu de la corde BD, décrivent le cercle de diamètre AO. 
(L. OLLIÉ, à Auch.) 
























[Ont résolu la même question : MM. H. Michel, lycée de Douai ; J. Moisson. 


« 


4734. — La formule de Brassine 
GVR = ÿofs — aa)(s — bb)(s — cc) 
aa’ Éd 
dans laquelle a et a', b et b', c et c' sont les couples d’arêtes 
opposées d'un tétraèdre, N le volume, R le rayon de la sphère 
circonscrite, peut se déduire par rayons vecteurs réponse de la 
formule S , 
= Vo TE « | 
{La formule de Brassine est l’analogue, pour l’espace, de la 
formule plane abc — 4RS.) 


Soient SABC un tétraèdre et SD le diamètre de la sphère 





circonscrite qui passe par S; faisons une inversion dé pôle $ 
et de puissance SD° — 4R?. Les points inverses de A, B, ( 
sont des points A’, B', C’ situés dans un plan perpendiculair! 






ss À 


SD en D. On sait que 






4R? a 


BC—BCx = ER = ae 4. 
SB.SG b'c  d'b'c' 


Il résulte de là que 


n 101 1 A! PDU 4R° ! ! r Eriite 
B'C' + C'A' + A'B' — gg \aa' + bb + cc} = ae 
k A! ‘RP! 1 4R? ) 4 
C'A' + A'B'—B'C = ——2(5 — aa’), 
\ a b'c' 


e sorte qu'on a 
} 4 + "Dit 16R* 
. Surf. A'B'C' — AS 
| . D'autre part, les tétraèdres SABC, SA'B'C' ayant un trièdre 
commun, on a 

Vol. SA'B'C' __ SA’.SB'.SC' __ (4R?} 
, * Vol. SABC — SASB.SC — a??? 


Vo(s — aa’)(s — bb')(s — cc). 

























21 R 6 
Vol. SA'BC' — Surf. A'BC'>x< 28 — v. SR. 
| 3 œbe" 
“ En remplaçant Surf. ABC par l'expression trouvée plus 
haut, et en simplifiant, on trouve immédiatement 


: Vats — aa’)(3 — 6b'){s — cc’) — 6VR. 


Remarque. — De même que la condition d'existence d'un 
triangle de côtés a, b, c est que les facteurs p—a, p—b, 
D—c qui figurent dans l'expression de la surface soient posi- 
tifs, la condition d'existence d'un tétraèdre d’arêtes a, a’, b, V!, 


0, c est que les facteurs o—aa, oœ—bb, o—cc soient 


. En particulier, si le tétraèdre est à arêtes opposées égales 
"a — a, b'—b, c'—c, les faces sont égales et elles ont tous 


4786. — Par l’orthocentre H d’un triangle ABC inscrit dans 
le cercle O, on mène des parallèles aux droites OA, OB, OC; 
ces parallèles rencontrent respectivement en a,Ë, 7 lescôtés opposés 


- Prolongeons les parallèles AO et Hx jusqu’à leurs rencontres 
en «' et P avec BC et La per- 
pendiculaire OI à BC. 

On sait que AH — 201]; 
d’ailleurs AH—OP comme 
côtés opposés d’un parallé- 
logramme; done 201 = OP, 
ce qui montre que I est le 
milieu de OP et par suite 
aussi de ax, à cause de la 
similitude des triangles Olx 
et Pa. 

On peut donc écrire 

aB __ «C 

ROUT Le BE 
En considérant les points de rencontre ’ et y de BO et CO 
avec les côtés CA et AB, on aurait de même 


| gc_ p'A 
«. FA FC’ 
’ Ya ÿB 
4 D FAT 
_ Ces trois égalités multipliées membre à membre donnent 
; a«B PG YA «GC G'A yB 


aC BA yB _ «B PC yA 


da : | 
Or en vertu du théorème de Céva appliqué aux droites concou- 

rantes Az’, B£, Cy', le second membre de l'égalité précédente est 

égal à —1; donc d'après la réciproque du même théorème, 

les droites Az, B5, C} sont concourantes. 

(AUBERT, lycée de Clermont-Ferrand.) 


(Ont résolu la même question : MM. H. Blanc: Duvergé et Sainte-Lagué ; 
E. Licope ; D. Lvow ; P. Plisson ; H. Rimbaud ; P. Thonel; P.Zlatco: J. Haag.] 


a 


TRIGONOMÉTRIE 


3886. — Dans un triangle ABC on inscrit un second triangle 
A'B'C' tel que les angles BA'C, CB'A', AC/B' sotent égaux ; 


démontrer que les deux triangles ABC, A'B'C': sont semblables et 
trouver le rapport de similitude connaissant l'angle  BA!C = 0. 


On à CAB = BAD’ — 0. 
Mais, dans le triangle A'B'C, l'angle BA'B', extérieur au 
triangle B'A'C, est égal à 4+C; 
donc 
CUP RC 0 - 
On démontrerait de même que 


ST S 
ABC A 
ST ES 
et BON GENE 





ce qui justifie la première partie, 

Calculons maintenant en fonction des angles A, B, G et 4 le 

rapport À des deux côtés homologues C'A' et BC. 

On a 

PL: CNUEE C'A' 

Li BCe e-cBA et AIC 
BA’ _ sin (B+6) 
CAPES sin B 

A'C sin 0 
et NES ren © 
A'B sin C 
Par suite 
C'A' 


Te CA sin (B+ 0) 
sin B 


Or 





A'B' sin 6 ? 
sin C 
ou, en observant que 

C'APRA? RE 
EU MAN 
L sin À 

” sinAsin(B+6) 

sin B 


sin À 
sin B | 


sin B sin 0 
sin C 
£ sin A sin B sin CG 
— sin A sin Csin(B+6)+sin? Bsin0 
(FITZ-PATRICK.) 
Remarque. — Le rapport de similitude doit évidemment être 
symétrique par rapport aux angles A, B, G. Le numérateur de 
k remplit cette condition. Cherchons donc à transformer le déno- 
minateur. On peut écrire 
sin À sin Csin (B + 6) + sin? B sin 0 
= sin 6 (sin A sin C cos B+ 2 sin? B) + cos 0 sin A sin BsinC. 
Or (voir Relations entre les éléments d'un triangle, p. 112). 
2 sin A sin C cos B = sin? A + sin? C — sin? B. 
Donc 2sin A sin C cos B + 2 sin? B = sin? À + sin? B + sin? C, 
et 


— sin 0 (sin? À + sin? B +sin? C) + cos 0 sin À sin B sim C 
[M. H. Mouchelet, lycée Condorcet, à résolu la même question.] 


D 











| = (arts À £ et e & — T125— # 4 es y Fi “x k: 
ME re 8 £ 5 TA > | : t… *: 4 7 = re Vas EACIE + “. 
PHYSIQUE La chaleur gagnée par l'eau estde DONS: AE 
AA © | 42(22 — 19) calories. - Vel 
Der Ne On a donc. NL PR 
4782. — Un vase fermé, dont on négligera la dilatation, a -20 x 0,03243 (@— 92) — 42 (22 — 12), 4 


une capacité de 1me, IE contient 9008 d'eau et 16008 d'oxygène, 
et sa température est de 00°. On demande quelle est en hilo- 
grammes, par centimètre carré, la pression à l'intérieur He cé 
vase, sachant qu'à cette température l’eau est entièrement réduite 
en vapeur. ) ; 

La vapeur d'eau et l'oxygène ont pour densités, par rapport à 
l'hydrogène, respectivement 9 et 16. La masse du litre d’hydro- 
gène à la température de 0° et sous la pression de 76% demercure 





est de 8 centigrammes. Coefficient de dilatation des gaz, TER 


Densité du mercure, 13,6. 
(Bacc. lettres-math., Paris, mars-avril 1900.) 


La force élastique F demandée est égale à la somme + 
des forces élastiques de l'oxygène et de la vapeur d’eau. 
La force élastique / de l'oxygène est donnée par la formule 


f À 
AD LES —— 
M=VXKdKax TR 1e 

: ii 1 We 
dans laquelle M—16006, V—1000it, a — EURE et t—5000. 
Calculons d>xX<a, c'est-à-dire la masse du litre d'oxygène à 0° 


et 76cm, La masse du litre d'hydrogène dans les mêmes conditions 

étant 0s',08, la masse de l'oxygène est 16 fois plus grande : 

0,08 :x< 16 = 16",28. On a donc 

1000 XX 1,28 <f >< 273 
76 (BU0 + 273) 

1600 >< 76 x< 773 


1 600 — 


u 


ot = — 268m,99, 
DU Ê— Tovos<1,285<273 — “8 
La force élastique /’ de la vapeur d’eau est donnée par la formule 
! le 1 
| ANS T : 
ME=VXdKkax se Creer ra 
{l 


dans laquelle M'— 9008, V—1 0001, 
et d''xXa—0,08%<9 — 08,72. Ona donc 
1000 X0,72X<f'>x 273 
76 (500 + 273) : 
900 X 16 PS ARE, — 2680099. 
1000 0,72 >< 273 
Par suite F = f+f" — 268,99 + 268,99 — 537em,98. 
Cette pression exprimée en kilogrammes a pour valeur 
537,98 x 13,6 
1 000 


“h— et é— 5000, 


249 
900 = 


d'où RE 


158,3 (0; 


(Léon THIRODE, à Dôle.} 


MM. L. Audoyer ; A. Bertagna ; H. Blanc : 
Germa ; M. Gondran ; J. Haag ; R. Henry; de 


[Ont résolu la même question : 
G. Claudon ; G. Foucry : J. 


Jarny ; A. Lecoutour ; Lemoyne ; D. Lwow : P. Marion ; À. Meynier ; Noël ; 
R. Paucot ; C. Tourneux ; P. Valentin.| 
4784. — Un morceau de platine pesant 208" est placé dans 


un four jusqu'à ce qu'il en ait pris la température, On le retire et 
on le plonge dans une masse d’eau dont le poids est de 428 et la 
température de 12 ; on constate que la température devient 22%. 
Quelle était la température du four ? 
On sait que la chaleur spécifique du platine est 0,03243. 
(Bacc. lettres-sciences, Paris, mars-avril 1900.) 


Soit æ la température du four. 


IL faut écrire que la quantité de chaleur perdue par le platine 


est égale à la quantité de chaleur gagnée par l’eau. 
Or, la chaleur perdue par le platine est de 
20 %< 0,03243 (x — 22) calories. 

























d'où l’on tire .æ = 669,54, 


(G. LALLIER, à Nantes.) 


[Ont résolu la même question :-Mle: R: Campana ; G. Oddos ; MM. Aube 
E. Anzemberger ; L. Audoyer ; E. Baudoin ; A. Bertagna ; H. Blanc ; F. Boïv 
M. Brun; G. Claudon ; E. Cognet ; J. Crétinon ; A. Cunin ;*A. Delaire 
H. Dobryzniak ; G. Foucry ; J. Germa ; - M. Gondran ; J. Haag ; J. Hébré 
R. Henry; J. Lamotte ; À. Lecoutour ; T. Lemoyne ; D. L:wow ; P. Marior 
Mengailhou; A, Meynier ; R. Mouzon ; Noël; R. Paucot ; Pendariès ; E. Roi 
caglia ; M. Royer ; A. Sauvageon ; L. Thirode ; C. Tôurneux ; P. Valentin 
L. Vige ; E+Pagé.] DT F 5 0 
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4797. — Si deux nombres sont premiers avec 3, la différence d 
leurs sixièmes puissances est un multiple de 9. 4 ITEN E 
4798. — Résoudre le système d'équations  … n 


= (ae 8h}, | 


e 


QU HE — y} + — 2y)(x — y)(x + y)(e + dy) 
a? — 2? — a? — 8b°. . 


4799. — Dans un triangle ABC, on joint par une droite, le som mé 
A au point D qui est au quart de BC. Connaissant AB = €, AC—=1 
AD = IE SAR 

19 Construire géométriquement le triangle ; $ ée 4 

2° Calculer le troisième côté BC. Er 42 é 
(H. JuLIEN, à Origny-en-Thiérache.) 

. PE . 
4800. — Soit afy le triangle formé par les droites symétrique 


d'une transversale abc par rapport aux trois côtés d'un triangle ABC." 
1° Démontrer que, quelle que soit la position de la transversale, 


triangle af conserve une forme constante, Re 
2° Trouver les lieux géométriques des points +, B, y quand Ja trans 
versale se déplace parallèlement à elle-même. | een 224 


3 Prouver que si ABC à tous ses angles aigus, le centre du cerel 
inscrit au triangle «$y est sur la circonférence ABC. Considérer le 
où ABC est obtusangle. À 
(H. Prrrar, à Givors.) 
4801. — Former l'équation qui donne cos + connaissant cos a. 


> 
on pose cos? < 2% et CosSa— A, on a une équation du 4e degré 


Démontrer que cette équation ne change pas lorsqu'on change x er 
1—2x; en déduire un moyen de ramener la résolution de cette équatio: 
à celle d'équations du 2° degré. Résoudre et discuter l'équation. 

- 


4802. — Si l'on prend la résultante R de deux forces P et Q, pui 
la résultante S des forces P et R, et enfin la résultante T des forces € 
etR,ona | 

S+ T2 — P? + (? + 4R?2. 


4803. — Un baromètre, dont la cuvette est assez large pour qu'or 
puisse y considérer les dénivellations du mercure comme négligeables 
a une Chambre dans laquelle a pénétré une certaine quantité d'air. Oi 
veut néanmoins s'en servir pour déterminer la pression atmosphérique 

Une expérience préliminaire a montré que, la température étant 0 
et la pression effective 760mm, le baromètre marquait 740u et Le 
chambre barométrique avait une longueur de 25cm, .… + 

On demande quelle est la pression quand, à la température de 35, ll 
baromètre marque 745m%, On sait que le coefficient de dilatation cu 

: MR ji 
CET 
On négligera d'ailleurs la dilatation du verre. L 
(Bacc. lettres-math., Caen, avril 1898.) . 


480%. — Etant donné un gaz combustible de densité 0,39, qui dégagé 
en brûlant 11 000 calories par kilogramme et qui coûte 0fr,30 le mètr 
cube, combien coûterait, à l'aide d'un brûleur alimenté par ce gaz, li 
production de 100000 calories, et quel poids d’eau à 10° pourrait-01 
transformer en vapeur à 100 en utilisant 65 o/, de cette quantité dé 
chaleur? ° 


: 1 , 4: 
bique du mercure est 550 , Celui de l'air 


(Bacc. lettres-sciences, Grenoble, avril 1898.) 
» : 





Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Directeur. ‘4 ; E 
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Tous les Abonnements partant du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 


l’on souscrive, on reçoit tous les numeros parus depuis cette date. 


CONCOURS GÉNÉRAL DE SECONDE MODERNE (1899) 


Physique et Chimie (Paris). 


Solulion par M. F. Grandjean, élève du collège Chaptal, 
lauréat du concours (4° prix). 





4697. — On veut projeter 
objet lumineux au moyen d'un système de deux lentilles d'épais- 
seurs négligeables, de même axe, l’une convergente et l'autre 
divergente; de distances focales 3m et 2°, distantes de 4,02. La 
distance de l’objet à la lentille convergenteëtant de 6%, quelle devra 
être la distance de l'écran à l’objet ? Quel sera le rapport des gran- 
deurs linéaires de l’image et de l'objet ? Construire cette image. 


sur un écran l’image d'un pelit 


Soient C et D les centres optiques des deux lentilles, et AB 
l’objet que nous supposerons réduit à une dimension linéaire 
perpendiculaire à l’axe principal. Cherchons l’image donnée par 
la lentille L. Un rayon issu de A et passant par F, foyer prin- 
cipal de la lentille, rencontre cette lentille en G et se réfracte 








VAI 


suivant une direction parallèle à l'axe principal. Le rayon AC, 
non dévié, rencontre cette direction en A’. A' est par suite le 
foyer conjugué de A, et B’A’, perpendiculaire à l’axe principal, 
_ l'image de AB. Les deux triangles ABF et FCG étant égaux, on 
‘a CG— AB et CG = AB, d'où B'A— AB. On voit aussi 
que CB'—CB par suite de l'égalité des triangles ABC et CA’B’. 
Mais l'image B'A' ne se formera pas car les rayons sont 
réfractés par la lentille L/. Le rayon GA’ rencontre la lentille en 
H et prend une direction telle que son prolongement passe par 
F', foyer de cette lentille. Donc l’image de A sera sur cette di- 
rection ; elle sera aussi sur la direction DA’ et par suite en A”, 
leur intersection. B'A", perpendiculaire à l’axe principal, sera donc 
l'image de AB. Cette image B’A” est réelle, droite, plus grande 
que la droite virtuelle B'A’. 
Posons DR 9»; DB = ». 


C2 


La formule dire des len- 


tilles donne 
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Rédaction . Boulevard Saint-Germain, 63, à Paris. 


Abonnements... Librairie Nony et Cie, Boul‘ St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en- 
voyer des mandats. Q 


Or. BD =UB CD 64,02 —:14°n0,98: Donc'on a 
l RL 
ANJOU, 2. 
il 

d’où ia TE F4 

p 1,98 2 
et p'=/198m" 

BB” = DB" + CD + CB = 198&+ 4,02 + 6 = 208°%,02. 
198 

Le rapport de l’image à l'objet, — = 7,98 100 


Il en résulte que l'écran devra être placé à 208°%,02 de l’objet. 
L'image obtenue sur l'écran sera 100 fois plus grande que l'objet. 


Ont résolu la même question : MY. MERB: os GC. Billionnet, ; H. Blanc ; 
E. Bon ; J. Chemineau ; A. Croze ; M. Cry ; A. de Saint- Gabriel ; ; J. Haag ; 
Jacquet ; H. Julien ; David Lwow ; A. Lecoutour ; d. Lajouanine ; G. Luquel; 
H.Miconnet; A. Péquignot; H. Rimbaud ; M. Royer ; A.Sauvageon ; T.Lemoyne.! 

a 
ARITHMÉTIQUE 

4789. — Si m et n sont des nombres entiers quelconques, le 

produit 


n(Qn + 1)(3n + 1)(4n +1)...(mn +1) 


est divisible par tous les nombres premiers inférieurs à m. 


Soit p un nombre premier inférieur à #. Si p divise le 
premier facteur » du produit, la divisibilité de ce produit par » 
devient évidente, Dans le cas où le nombre premier p ne divise 
pas », il est premier avec n, et divise alors l’un des p facteurs 


du produit suivant 

(an + 1)(3n + 1)...[(p + 1)n +1]. (1) 
En effet, si l'on divise par p chacun des p facteurs du pro- 
duit (1), on obtient p restes qui sont tous différents, car si deux 


facteurs an+1 et Bn+1i donnaient un même reste r, on 


aurait 


an + À = pq +, bn +1 = pq +r, 


et en retranchant 
(a — Bjr = p(g — q'); 


a — À, 


donc p, premier avec #, diviserait ce qui est RIRE 


puisque + est au plus égal à p+1 et $ au moins égal à 2 
Les p restes en question étant tous différents et inférieurs à p 


sont forcément représentés par l’un des p nombres 
(, HARAS Un OP de ES TRS à 
Un des facteurs du produit (1) est donc divisible par p. 
Cette démonstration supposant seulement le nombre premier p 
inférieur à », on en conclut que le produit 


DOME 5-2 à D ue ; = VF he * 
bre SUD are DE Où PER EUR NE ON SC NES TR 
Re L'SAETS " LL £ 


n(2n . an + ® S (mn fe 1 
est divisible par tous les nombres premiers inférieurs À È m. 
(P. THONET, athénée royal d'Anvers). 





[Ont résolu la même question . MM. Aletrop à Madrid; M. Bayor; G. Foucry; 
J. Haag , D. Lwow ; J. Maire ; Michel Pappà ; Duvergé et Sainte-Laguë ; 
J. Hébré ; D. Kônig.] 
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ALGÈBRE 


- 4746. — Soient AD et BE Les bissectrices des angles extérieurs 
en ‘A et B d’un triangle ABC, ces bissectrices étant limitées aux 
côtés opposés. 

io Ces bissectrices peuvent être égales sans que le triangle soit 
isocèle ; la longueur du côté c est comprise entre les longueurs des 
On a alors 
"1 SAR  — 0. 

c—b 


ab 
(b <c), 


côtés a et b. 


C— a 
20 Siun donne b et c on trouve pour à une valeur 
acceptable et une seule. 


3° Sion donne b et c qu'arrive-t-\il ? 


(bc), 


1o Évaluons les bissectrices AD et BE en fonction des côtés 
a, b, c. Deux théorèmes 
connus donnent 


d’où, en éliminant DB 
et DC, 


\E 
VS AD? — DB.DC— be, 
\ DB. DC Ne 
\ 6! db TOR) 
\ 
\ 


Tate a?bc 
AD = (cd al 


On aurait de même 





PF 2 
Re PuSsr 
(a — c}? 
Ea égalant ces deux valeurs, il vient 
à > PE 2 ue he 
PQ (0e SR RG RO 
e— 5} a 


ou, en supprimant le facteur commun toujours positif c(a +-b —c), 


ba+c—b) _ a(b—a+c) 
(c — b}? (a — ce}? 


ce qui peut s'écrire 


1 l a b 
dl 
ab[a?—b?—2{a— ble] c(a — b) 
TE TA OT Mae pe 
En divisant les deux membres par le facteur commun 
a — b 
gle isocèle), et il reste l'équation 
ab(a + b — 2c) 
(c — b)(c — a) 
qui peut aussi se meltre sous la forme énoncée, 
{ Î c 
in 7 ANR 
2° L’équation précédente, ordonnée par rapport à a, devient 
fa) = ba? — [bc — (c — b}?]a — (e — be? = 0. 
Dans Phypothèse admise (2 <c), cette équation a ses deux 
‘ermes extrêmes de signes contraires ; elle admet par conséquent 


ou 
» On écarte la solution évidente a — b 


(trian- 


TS 





j [Ont résolu les deux pin parties de la CURE MM. Delahaye ; 
Destouches ; Duvergé ; J. Hébré ; ; G. Marcellin ; C. Reboul ; P. Tone] 
: SRE 
ci LS à À à 





une seule racine positive réelle, Cette “ts Br ’ on 'est ac ep- 
table qu'autant qu’elle est comprise entre Cr t et. b+ ce 
c'est-à-dire qu’on a 


fe — b).f(b + 0) < 0. Li CR 
Or comme fe — b) = — 2b(c? — b?) ; OE 
et fe + 6) = 2bà, NT : 


cette inégalité est toujours vérifiée, ce qui justifie la seconde à 
partie. 

3° Supposons 
donne a devient 

f{a) = ka? + (k2 — 3h + lac + (k — je 9 
d'après ce qui précède. Il est évident que si 

1 340, 
l’équation ne peut avoir de racines positives ; par suite il ne au 
y avoir de solution que si “ 
he ne a ” : 4) 


b>c, et posons b—ck. L'équation quis 


, De à 


. 


Cherchons si cette condition est suffisante. La condition deréalité 
des racines de l'équation en a peut s’écrire 
QE) = (R— SR 1) — ERA — 1) | 
= ki GR + T7R —2k +1 > 0. (2) 
o(k) n'ayant pas de facteurs qu’il soit facile d'apercevoir, consi- 
dérons les autres conditions. Pour qu’une racine de fa) = 0: 


. 
Ce 


donne une solution, il faut et il suffit que * 
k—t)e <a <(k+1)c; 
ou fl(k—1)e] = 2c%(k — 1), - 


._ fL(R + 1)e] = 24808. 
Ces résultats étant positifs, il n’y a pas de solution ou bien il 
yen a deux. Pour qu'il y en ait deux, il faut et il suffit que la 
demi-somme des racines de l'équation f{(a) = 0 soit comprise 4 


entre (k—1)e et (k+1)c, autrement dit que 5 
du pa PNR RTE 


2kR 

L'inégalité de droite se ramène à 

SR Rire 
inégalité toujours vérifiée ; et celle de gauche, à’ 
3k2—5k + 1 <O, 

ce qui donne, comme kX>1, et comme 1 est entre les racines 
de ce trinome, | “ru 
PE a 23 D ee | (3) « 

La limite k' fournie par cette inégalité est inférieure à celle 
que donne l'inégalité (1) ; or en divisant o(k) par 342—5k4+14, 
on à | \ 

Yo(k) — (342 — 5h + 1)(942 = 394 — 5) — 8(5%k — 4); 
donc 2To(k") = — (5x7 — 4) 
et o(k') est négatif. Donc 9(x) s ‘annule pour une valeur k; com- 
prise entre 1 et X’; o{(k) ne s’annule qu'une fois, car sa dérivée 
est 
Q(R) = 4RŸ — 18h? + L4R — 2 — 2k(R —1)(24 7) 2, 

elle est évidemment négative pou 41 <X <k!, donc o(x) dé 
croit constamment dans cet intervalle. Donc si 41 < A < kr 
l'équation fa) = 0 a ses racines réelles et comprises entre 
c{k—1) et c(k+1). On a alors deux solutions. 
Fan 
ee 


En résumé, si il y à une solution ; 


ù DER + Ê 
si he ne ki, il y a deux solutions ; 


: b Se ; 
si Aie PE il n’y a pas de solution. 
















4: FE 


. ; Far 
_ donne z soit au plus égale à — 
# A 


2" FER 





…'. 2784. PM Éituler les côtés de l'angle droit d'un triangle rec- 
‘ | tangle connaissant l'hypoténuse a et la somme p des côtés de l’an- 
gle droit et de la hauteur issue du sommèt de l'angle droit. — 
_ «Discussion. : 


(Bacc. lettres-math., Paris, mars-avril 1900.) 


: 


. Désignons par x, y les deux côtés inconnus et par : la hauteur 


. relative à l’hypoténuse. 


Les trois équations du problème sont 


D+y+s—p, (1) 
. a 09; (2) 
a? + y? — a?, (3) 


* On en déduit 
(a? + y?) + 2ay = (x + y) = «2 + Vas, 
ou, en tenant compte de (1), 
(p — 23)? = a? + 2as, 

ou 83 —"2(p + a)3+ p° — a? — 0. (4) 

Connaissant z, les équations (1) et (2) déterminent æ+% et 
æy; par suite æ et y sont les racines de l'équation 

" X2—(p — :)X + as —0. (5) 

Discussion. — Pour que les valeurs de x et y conviennent, 
il faut et il suffit qu’elles soient réelles et positives, car l'équation 
(3) montre qu’elles sont alors les côtés de l’angle droit d’un tri- 


angle rectangle d’hypoténuse a. 
La condition de réalité des racines de l’équation (5) est 


(p — 3)? — 4kasz Z 0, 





_ ou, en remplaçant (p—:)? parson égal a? + 2uz, 


ES & — 213 > 0, 


La 


ou ; 5 » nn 


. 


Les racines de (5) ayant leur produit «z positif seront positives 
en même Dr: que leur somme, c’est-à-dire lorsque 


5 <p. 
Orla substitution de p à z dans le premier membre de (4) donne 


f(p) = — ap — 0 ; 


. ce résultat négatif indique que p sépare les deux valeurs de :, 
: qui sont dès lors toujours réelles, l’une d'elles étant inférieure à p. 


La plus petite valeur de 3 peut donc seule convenir à condition 


. qu'elle soit positive, ce.qui entraine la condition évidente p > 4. 


D'après la condition de réalité de # et y, il faut que la racine qui 


a 
et comme 5 <a<p, cette 


# à SCO 
condition exige que 3 soit compris entre les deux valeurs de 3, 


- c’est-à-dire qu’on ait 


(5) = 4p?— kap — Ta? < 0, 
oA # 


Le premier membre de cette inégalité s’annule pour deux va- 
leurs de p réelles et de signes contraires. Par suite les valeurs 
de » supérieures à a satisfaisant à l'inégalité sont 


a<p<(1+2V2). 


% Lorsque He 0: X2— aX —0; 
Mc —0 où a et y = a ou O0 (Solution limite). 
Lorsque P=S (4+2ÿ2), 3 = — ; 











. 2 


le triangle rectangle devient isocèle. 
(A. LECOUTOUR, école primaire supérieure de Saint-Lô.) 
{Ont résolu la même question : MM. R. Barthélemy; Bayor ; Bertagna ; 
Bourvéau ; M. Brun; F. Glabault; G. Claudon ; J. Crétinon ; :Démogue ; 


G. Foucry ; J, Germa ; M. Gondran ; J. Haag ; Hugonnier-Ginet ; D. Lwow ; 
P. Marion ; R. Mouzon ; Raynaud ; P. Thonet ; P, Valentin,] 


4792. — On donne un triangle ABC et un point O situé sur 
BC en dehors du segment déterminé par les sommets B et C. On 
demande de mener par le point O une sécante telle que Det E 
désignant les intersections avec AB et AC ou avec leur prolonge- 
ment, le rapport des aires des triangles ADE et ABC égale un 
nombre donne. — Discussion. 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, mars 1900.) 


Soient a, b, c les côtés du triangle, d la distance OB et k le 
; nombrè donné. 
Un théorème 
donne 
ADE  AD.AE 
ABC | [ec ci 


ou, êén posant AD = x 
et AE = y, 
œy =ÿ0ck. Ut) 
D'ailleurs, en appliquant 
le théorème de Ménélaüs, 


connu 




















on à 
DA.» + EC OB Li 
BRU EAU OC 0 
ou TRE = 1, 
C —=® y d+a 


ou, en simplifiant, 
axy + bdæ — c{d + a)y = 0. ( 
Par l'élimination de y, le système des équations (1) et (2) se 
ramène au suivant : 


kbe 
æ 





, 


y — 
dx? + kacx — (d + a)? = 0. 


Discussion. — Les équations (1) et (2) étant absolument géné- 
rales, toute valeur réelle de + ou de y fournit une solution du 
problème. 

L'équation du second degré en x ayant ses deux termés extrè- 
mesde signes contraires, a ses deux racines réelles et de signes con- 
traires. A ces racines correspondent deux points D situés de part 
et d'autre de A. L'un de ces points ëst d’ailleurs entre À et B 
lorsque À <1; ce fait, évident « priori, peut être vérifié direc- 
tement en comparant AB —c aux deux racines. 

Ainsi dans le cas de figure énoncé, le problème comporte tou- 


jours deux solutions. R 


Examen du cas où O tombeentre B et CG. — Ce cas rentre dans 
le précédent en regardant d comme négatif et supérieur à — a. 
Dans ce cas, les deux valeurs de æ ne sont réelles qu’autant 
qu'on à 

ka?c? + 4d(d + a)e? > 0, 


. . — kd(d + 
ou ARE Le car 





“ je [a ha Lo - Pa LS Es à D + je ë | 
+ Ne CRE 7 PRES PR NN 

Le rapport X prend alors une valeur absolue minimum lorsque CNBEN EMA EST PAR ve 
kac Re LA : ae er TS OR RRECES 

+ " ” AGE 6 — 1,22185 ANUS 
(R. CATTIN, à Mont-de-Marsan.) colog 3 1416 — 130285 * 5 ê ei 

Le Te Lu « ne" 

« LL 

{Ont résolu la même question : MM. J. Arnaud; A. Aubert; M. Bayor: = _ P 
H. Blanc; Duvergé et Sainte-Laguë : M. Gondran; J. Haag; J. Hébré : F9. colog 3 = 1,16144 | | 
H. Janois; A. Lecoutour; E. Licope; D..Lwow; E. Pagé;-P: Mhonet; A ” Fr ! 
G. Titre ; Vial ; P. Zlatco; ke Jarrier ; M. Royer.] - \ 3 log a = à, 2243 2 RE UTS eu LIN 

















log a —1,40811, a — 250m,59. 
20 La droite OH étant perpendiculaire au milieu M de BG, 





















on a . Ke me 
GÉOMÉTRIE - BH° = 6° + MR... 
Or : è c: 
4729. -- L'tant donné un hexagone régulier ABCDEF de côté a, BM= . et MA = OH — OM ; 
de centre O, sur le prolongement du d’ailleurslequadrilatère inscriptible MCGH 
rayon OG on prend une longueur donne 
CG = a, etyar le point G on mène la + OH.0M = AC.0C —222 
perpendiculaire æy à OG : 46ù ae 6 ‘ 
1° Trouver l'expression V du voluine : AE La _: ka En 
engendré par l'hexagone entournant au- où — 7 RE: &. 
tour de æy, et calculer par logarithmes b 
le côté a sachant que NV = 0%t,547238; : , E 
, 2° Du centre (À on abaisse la perpen- PARUS ee he 120 . 
diculaire sur le côté BC jusqu'à son BH? — ere) us 21a? Le à 
intersection Il avec. xy, et on joint le point H au sommet B ; 5 PERLE x 
calculer en fonction de a la lonqueur BK ; mettre tous Les calculs. #3 pb ay2t ” 


(École des Beaux-Arts, 1899, section d'Architecture.) 











1° En prolongeant AB jusqu’à sa rencontre en K avec xy, le 
volume V engendré par l'hexagone 
est visiblement le double de la difré- 
rence des volumes des troncs de 


cônes engendrés par les trapèzes 
AFGK et BCGK. Donc 








2 ——— 
V = —rGK(AK° 
3 
— DK 
Or GK 
h 
AK = ALHIK = + +2a = La, FG 
BR —IK—IB— 9%, CG 
En remplaçant dans V, il vient 
À 15 9 
VE A (Enr 9a°? +Te— n 


ou, après réduction, 
V = 6zaÿ3. 


(Ce dernier résultat se déduit immédiatement de l'application 


du théorème de Guldin, car 


a 
Y = ARCDE SSD ee : 





Application dogarithmique. — 
unité de longueur, on peut écrire 


Gray 3 — 541238, 
3 /F15099@ 
d’où . “À ES 
6ry 3 
et par suite 


log a 


+ FG? + AK.EG 


1 S 
T (log 547238 + colog 6 + colog + + : colog 3), 





3 
a — a — 7%) ; 


XX 4TA = Gray 3 3. ) 


En prenant le centimètre pour 


LA 





D 


En remplaçant « ou loga par la valeur obtenue plus haut, on 
trouve EU 


log BH — log « ++ log 21 + colog 3 # 4,59 21000 
s ou 


+ 


BH = 39em,09: + + : 
(H. DAMOISEAU, école primaire supérieure de Bar-sur-Seine.) 


et 


[Ont résolu complètement la question : 
À. Arcizet ; L. Barberot ; GC. Billionnet ; 
F. Clabault ; G. Cleusiou ; E. Cognet ; 
Foucher ; G. Foucry ; J. Haag ; 
J. Lehmann: A. Le Moal ; 
Noël; J. Pendariès; 


MM. Antoine ; E. Anzemberger : 
C. Bouscau ; M. Brun ; E. Cha ere 
Delaire: L. Demogue ; Deslandes ; 
J. Hébré: R. Henry ; de Jarny; A. Lecoutour : 
Cr: RAIUÉE D. tas H. Ménielle; A. Meynier ; 
A. Pequignot; J Picart ; J. Reynaud ; E. Roncaglia ; 
A. de Saint-Gabriel:; P. Sandon ; A. Sauvageon ; G. Sinoquet * H. Taton ; 
PaThonets Pl: Valentin : ; N. Vaslin ; F. Vérot ; A. Vioix. 

Ont résolu partiellement la question : MM. Baroux : R. SE J. Cougnoux;: | 


L. Gurt; Duvergé et Sainte-Laguë ; H. Julien ; G. Lallier; E. Le Maigre ; 
Méléard ; P, Pille : : P. Saintin ; 4 Thiébert.] + 
… # r 

4760. — Construire un triangle” ABC connaissant la hauteur À 


h issue du sommet C, la médiane mi issue du sommet B et la 








différence a?—b?, a et b étant les côtés opposés aux angles 
* 4 
A et B. ai 
à LH ï: . 
Première solution. — En appelant m, la médiane issue 
de À, on a les relations re ” 
* p? 1418 : 
a? + SE | * 
à HAS si DR TO DU 
b? m ce? — = 2m? + COR : ; L -+ s 
d'où l’on déduit par soustraction, S':4à 
b? — a? COR 
a? — D? = 2m — 2m + DT p En Ce 
é - 
et, en posant a — PE, q » 74e 
" Am? — Lim? — 3R?, à 7 &) 


Cette relation montre que la longueur 2m, est représentée 
géomélriquement par le côté d’un triangle rectangle dont l'hypo- 


r« 








2 NE ARE pee, RU T1 | SE POSE 
énuse serait 2», el l'autre côté. kÿ3 (ce dernier côté est lui- 
même représenté par la hauteur d’un triangle équilatéral de 
côté 2k). | : 
. On est'alors ramené à construire le triangle ABC connaissant 
Ja hauteur CH et les médianes AD et BE. 





LE. : —#/ PO 
: PE à l B 


- Pour cela, supposons le problème résolu, et menons par C 
une parallèle à AB qui coupe AD et BE prolongés en D’ et E', 
-puisen H' et D; les parallèles à CH et AD’ issues de B. Le tri- 
angle BED; étant déterminé par la hauteur et les deux côtés 
issus de B peut être facilement construit. En remarquant ensuite 


2 
-que AD rencontre EB aux + à partir de B, on en déduit A en 


: Fu 1 ; 
menant par le point G situé au gs de BE’ à partir de B une 


TER TT 


| parallèle à BD; ; enfin on obtient C en joignant À au milieu E 
de BE’. Comme il existe deux triangles BE’D;, le problème 
comporte deux solutions. : 

Pour que cette construction soit possible, il faut et il suffit que 
le triangle BE'D; existe, ce qui exige 

2m, > he et 2m >'he; 

comme d’après (1) on a m,> my, la première inégalité est 
vérifiée en même temps que la seconde, qui peut s'écrire 


ENV TU, 


POP VENT CU 


| Em —3kR > hi, 

| ou - BR? < LS : 

4 & (F. CLABAULT, instituteur à Rosières.) 

| Remarque. — On pouvait chercher à construire le triangle 


Bb] 





AGB dans lequel on avait BG — MAUN AGE = m,; la 


LU 
e- 


hauteur partant de G était + h. AGB étant construit, on avait 


_C en joignant le milieu de AB à G eten prolongeant cette droite 
d’une longueur double. 


… Seconde solution. — La condition 
Fe BC — GA = #° 
peut s’écrire BC — 4CE° = A2. 
Or on sait qu'en général le lieu des points C tels que 
y mBC — nCE = k? 


est un cercle ayant son centre en un point O tel que oi LE 10 


. + OE m 
et pour rayon _ 


(in — n)k? + mnBE 
(m — n}? 


OZ 


Dans Le cas actuel, le cercle qui contient C à son centre en un 
: point O de BE prolongée 
tel que OB—40E (ce 
point est visiblement le 
symétrique de G par rap- 
port à E); le rayon du 
cercle a pour valeur 
ace OT es 3k? À 








Fax 


7 En traçant le cercle O, sa rencontre avec le côté E'H' du tri- 
angle connu BE’ détermine C et par suite le triangle, 


Pour que le cercle rencontre EH, on doit avoir 


OC > OI, 
ou, en observant que _ = nes = _ , 
ou R? < ae D le 


Lorsque cette condition est remplie, il existe deux points C, et 
par suite deux solutions. 
[Davip LWOW, à Pia'ra (Ronmanic).] 
{Ont résolu la même question : MM. C. Billionnet; H. Blanc ; A. Gouirand ; 


M. Gondran ; J. Haag ; R. Henry ; H. Janois ; A. Lecoutour ; P. Le Verrier ; 
Mongin ; L. Ollié ; E. Szivessy ; P. Thonet ; J. Valentin ; Ch. Vallot ; P. Zlatco.] 


4777. — Etant donnés trois segments AA, BB/, CC’ dans un 
plan, construire un cercle qui les divise harmoniquement tous les 
trois. 


Considérons le cercle O qui divise harmoniquement aux 
points 4, a’ le segment AA’. 

En menant du milieu M 
de AA’ la tangente MT au 
cercle O, on a 





/ MT° = Mu.Me' = MA’, 
L ce qui montre que le cercle O 
A 





coupe orthogonalementen T 
le cercle de diamètre AA’. 

Tout revient donc à construire un cercle O qui coupe ortho- 
gonalement les trois cercles décrits sur AA’, BB’, CC’ comme 
diamètres, 

Or on sait que les cercles orthogonaux à deux cercles ont leurs 
centres sur l’axe radical des deux cercles. Le centre du cercle 
cherché s'obtient donc en prenant l'intersection (centre radical) 
des axes radicaux des cercles AA’, BB', CC’, pris deux à deux. En 
menant ensuite de ce point une tangente à l’un des cercles, son 
point de contact détermine un point du cercle cherché. 

Cette construction ne fournit de solution qu'autant que les axes 
radicaux des trois cercles ne sont pas parallèles et se coupent à 
l'extérieur des trois cercles. La première condition est toujours 
remplie lorsque les milieux des segments AA’, BB’, GC ne sont 
pas en ligne droite. 

(J.-R. ASTALEY-PICIER, collège Chaptal.} 


Clabault ; A. Delaire : 


[Ont résolu cette question : MM. H. Blanc ; F. 
Legros ; R. Mouzon ; 


Duvergé et Sainte-Laguë ; A. Gouirand ; J. Haag ; A. 
A. Pequignot ; M. Pelitjean ; P. Plisson ; P, Thonet.] 


4794. — Démontrer que si deux points A', B' divisent harmo- 
niquemant un segment AB, et si O est le milieu de AB, O' le mi- 
lieu de A'B', on a 





Première solution. — On sait que les points A’, B', conjugués 
harmoniques par rapport à A,B, et le milieu O de AB sont liés 








È CP" Lo - . 2 à : * + , ze 134 
RS SUR OUE PINCE à 
, par la relation OÀ* =.O0À'.OB:. HN 
: LÉ ip Rs 
A OA, CF B OA = 00 — A0! 
0B = 00’ + 0; 
donc OA? — (00 — À°0')(00’ + O'B:), 
UE TE PR 
ou, en observantque OA—=—— el ADE=OES Es 
ADD APTE 
= 00. : ", 
4 4 
ou & 00° — AB° + AB” CG. q.f. d. 
Deuxième solution. — Décrivons le cercle 0’ de diamètre 


de AB menons la tangente OC à ce cer- 
cle, On a successivement 


A'B' et par le milieu O0 











Troisième solution. — Elle consiste à montrer que le carré 

construit sur 00" comme côté équivaut à la somme des deux 
carrés de côtés OB et O'A' 
ou, ce qui revient au 

” même, que le carré OBFE 
est la somme des deux rec- 
tangles OA'IC et GIDH. 
En effet 


OA'".OC + GIGH 

— 0A/.00’ + OA’.A'0 
OA'(00' + O'B) * 
— 0A'.0B! = OB. 


(3. HAAG, collège de Pont-à-Mousson ) 





[Ont résolu la même question +: Mie M. D. P. ; MM. J. Arnaud ; Aubert ; M. 
3ayor ; H. Blanc ; J. Bourrece; R. Caitin ; E. Cognet : A: Delaire ; H. Dobryz- 
iak: Duvers gé et Sainte-Laguë ; G. Foucry; M. Gondrañ; J. Hébré; H. Janoïis ;. 
T. Laleseu ; A. Larue : T. Lemoyne : H. Lévy ; D. Lwow ; A. Meyer ; R, Mou- 
zon : Noël ; P. Petit ; Petitjean ; H. Pitrat ; P. Plisson ; R. Rives ; À. Sauva- 
geon ; H. Sebah ; P. Valentin.] 

RL RU 
TRIGONOMETRIE 

4679. -- On donne une demi-circonférence de diamètre 
AB=2R. Par l'extrémité À et le centre O,. on mène deux 
droites, AC, OD, parallèles et faisant avec le diamètre AB un 


angle æ. Elles rencontrent la demi-circonférence en deux points 
C et D. On joint l'autre extrémité B à G et à D, ainsi que C et 
D. On a alors le trapèse AODC et le triangle BCD. Déter miner 
l'angle æ pour que l'on ait : | 
1° Aire du trapèse AODC + aire" du triangle DCD:= 54 
; Discuter et trouver la valeur maxima de S?, 
AODC = 2 fois l’aire du triangle BCD : 
3° Aire du triangle BCD — 2 fois l'aire du trapèse AODC. 
(Bacc. lettres-math., 


F* 2° Aire du trapèze 


Montpellier, novembre 1898.) 


esl ÉnE 
. BC en son milieu... 
© On'a dès lors 


aire AOPDC — 












æ \ aire BCD = +-BC. DE. 4 


A _0 B 
Or AC —2Rcosx, BC = 2 Sinæ 2 
CE = EB = R sin, DE = R(1 — cos x). à 
En remplaçant, il vient “. 


é 5 
ie R2(1 Eee æ) sin æ 
Re sin æ({ — cos x). 


? 


aire BCD 
» 


1° Écrivons que la somme de ces deux expressions est S; * Où 

obtient, après réductions, j , j 
3R?sinx — 25, 

sin A he i + 

3R2 Fe 

Pour que cette valeur positive réponde au sinus d'un arc réel, 

il faut qu'elle soit inférieure ou SEA A 1,et cela suffit puisque 


d'où l’on tire 


+: 


æ peut varier de0 à =: É 
722 
2 3 po 4 

35 <1 ou S< + R?. 


# 


Le maximum de $? est : F2; il correspond à « — 900, ce. 


. donne le cas de figure ci-contres 


À 20 On doit avoir » £ 
. 9 LA 
R?sinæ (1 +2 cosæ) _ 2Résina(l—cos 2), 
€ à | 
EN 0 B ou, en supprimant le facteur commun 
PP 
R2 sin +, qui ne peut être nul, ” A 
1+2cosæ = 4(1— cos 2), 3 | 
L + Le 
d’où cos © — _ et œ& = 600: 
Cette solution répond à la figure ci- à 
MP contre, où ACDB est un derni-hexa- ; 
er gone régulier. | 
& 3° La troisième bi se traduit 
l'équation j 
A 0 B Rs tr 
R? sin (1 — cos æ) = R?(1 +2 cos æ) sinæ. 
ou, après suppression du facteur commun, . à 
ra _ > 
1 — cosæ = 1 +2 cos x, ; . 
d'où cos æ — Q. et œ— 40 


On retrouve ainsi le cas de figure du maximum de. se. 
(D'AMPHERNET, école Saint-Chario, Saint-Brieuc.) 


[Ont e la même question : yes H. André ; "Ne Barol ; G. Billionnet ; 





E. Bon; E. Brandhoff; J. Cabrol; A. Chapron ; L. Curt; Destouches ; Dnnotien 
H. É Duvergé ; G. Foucry : E. Fourmon : Le Gautier : Gillard ; 
M. sn, J. Haag ; R. ne H. Julien ; Lajouanine ; A: Larcher 5 
D. Lwow ; G. Maries L, Ollié ; Patin ; A. Pequignot ; A. de Sans 
LE. re & Soulas : fsb FÉGnete BAVien GR: Bouvaist. | 
F * 

4775. — Soient a et 5 deux arcs, d'entrémasèé différentes, vé= 

rifiant l'équation à S 
- a cos æ+bsinæ—c. LE * : 


_ 


Ponibter cos (4 + B), sin (a+ p) et ig + p. 








8 vé érifiant "équation, c on | peut écrire 





tte solution ne diffère pas au fond de la précédente, puisque 





Dee , M + | œ J 
| acosa+bsna—ce= a cos “ b sin f, s | tgo ettg = à ont les mêmes valeurs. 
F: L ” : 
où * Cosa--cosf$ D ; 





sin ÿ — sin a =; 


0! , en transformant en produits les différences du premier mem- 
L2 
bre, Te 








: .&æ + À ei OE 
1 2 sin 3 sin 


à ce + sin Pl: E 








1# £ ; …. a — ES 
etenfin, en supprimant le facteur commun sin a diffé- 


rent de zéro par hypothèse, 








= dep 
ig 2 =, pr 
1 : +8  . TRE AR 
Cennaissant 8 —; » ilest facile d'en déduire cos (x +), 
Sin (a+ 6) et” g(a+ 6), au moyen des formules connues 
LÉ EEE 2 tga 
COS 24 — —— 2, Di De 
ne à 1+tga É sin 2a — 1+tg a 
< _ 2tga 
Riga 
On trouve ainsi 
Y a? — p? 2ab 
cos en Rene 
(a + 6) PR sin (x +6) — PERTE CÉ 
2ab 


tg(a+p) — Fest TR 
(Lucren MAUBECK, Saint-Etienne-Valbenoîte.) 


. 
Remarque. — On sait qu'on peut résoudre J'équation proposée en 


exprimant cos æ et sin x au moyen de tg me ; On à ainsi une équation 


LA L % () 


du 2e degré dont les racines sont ‘tg FE tg ai de sorte qu'on 





peut calculer Re _ au moyen de fonctions symétriques des 


racines; et par suite Fa lignes trigonométriques de l'arc (x + 8). 


Mutre solution, — 
M 


" On sait que l'équation 
a COS x +b sin x = c 


l'équation devient alors 


se résout en posant b — atgo; 


sin vo sin 
a(cose + 2) =, 


cos ? 













LL Me 
cos (x — ©) rs HO 


Si y désigne l’un des arcs ayant pour cosinus “. cos ®, tous 
les arcs vérifiant l'équation précédente sont compris dans la 
Double formule | 

3 œ — @ = Dh E . 

Les valeurs x et 8 de l’arc æ étant deux arcs d'extrémités dif- 
érentes, on peut donc écrire 


h = Ah + + 9 
F B=2AT—-y+0,, 
foù, en ajoutant, 
$ a+ = 2/7 + 20. 
Par suite 
+ cos(a +f) — cos 2, 
t&(a+ À) 


sin (4 +) = sin 2e, 
= tg 20. 


OPA Libé rs) me Ep tal 


(David LWOW, à Piatra.) 


[Ont résolu cette questions MM. Aubert : R. Barthélemy ; H. Blane ; 
ses à gé et Sainte-Laguë ; À. Gouirand ; 
P. Plisson ; P. Zlatco.| 


Boivin ; 
M. Gondran ; J. Haag ; R. Mouzon : 





MÉCANIQUE 


4404. — Soient O le centre du cercle circonscrit à un tre: 
angle ABC; H Ze point de rencontre des hauteurs; D,E, F Les 
milieux des côtés. Aux points O et H on applique six forces 
représentées en grandeur et en direction par OD, OE, OF, HA, 
HB, HC. 

Déterminer l'intensité et la direction 
système. 

Dans quel cas ces forces se font-elles équilibre ? 


de la résultante du 


Cherchons d’abord la résultante des trois forces appliquées 





en O. Joignons E et F au milieu I de AH. On sait que 
OF — ; d’ailleurs, dans le triangle AHC,. IE — Din : 
“. donc les droites OF, IE sont égales 


et parallèles. La figure OËEIF est 
donc un parallélogramme, de sorte 
F que OI représente la résultante des 
deux forces OE, OF. 
EN De même, comme 
en | OD = D = LU: 


B D € 


la figure ODHI est également un parallélogramme dans le- 
quel OH représente la résultante des deux forces OD, OI, c’est- 
à-dire la résultante des trois forces OD, OE, OF. 

Les trois forces appliquées en H étant respectivement le dou- 
ble des forces appliquées en O, et dirigées en sens contraire de 
ces dernières, admettent une résultante égale au double de la 
résultante OH et dirigée en sens contraire, ou de H vers O, 

En composant ces deux résultantes, on voit que la résultante 
finale est égale à OH et dirigée suivant HO; on peut d’ailleurs 
la supposer appliquée en un point quelconque de OH. 

Pour que l'équilibre des six forces considérées existe, il faut et 
il suffit que leur résultante OH soit nulle, c'est-à-dire que les 
points O et H se confondent ou, autrement dit, que le triangle 
ABC soit équilatéral. 

(E. SINTUREL, collège de Cusset.) 


Remarque. — 11 peut être bon de signaler le théorème suivant : 

Si un point M est soumis à des forces MAs, MA:,..., MA,, et si G est 
le centre des moyennes distances de A1, As, ..., A,, la résultante est di- 
rigée suivant MG ef représentée par nMG. 

Dans le cas actuel, le centre des moyennes distances de À, B, C est le 
point de rencontre G des médianes du triangle, et le triangle DEF admet 
pour médianes les médianes de ABC. Donc les systèmes de forces appli- 
quées en 0 et H ont des résultantes représentées, en grandeur et di- 
rection, par 3 0G et 3 HG; el on conclut facilement, 


(Ont résolu la même question: MM. Boutry ; L. Guilhem, 


à Saô Paulo (Brésil) 
G. Hiernaux, à Vouziers ; L. Magne ; M. Rebeix.] ù 











> + v Rs: ee 
3 5x =. EE 4 36 nr" z Fr AE / 
| “4 > = \ re 2 LEA dé EP HE 2 # 
PHYSIQUE *é ss d'où aa SE el: TT see : ce es 
RAT j ; Lt RENTE c EYE Ta ER 
É Remplaçant |’ par sa valeur trouvée précédemment, il vient. 
4795. — On mélange de l'air saturé d'humidité avec de l'hy- | f * DE D Ey ve + 
drogène sec. Calculer l'état hygrométrique du mélange Sachant que l Fy Er AUTOS 
100c introduits dans l’eudiomètre se réduisent à 70 après le pas- B T+Y k se 
sage de l'étincelle et que tout l'hydrogène a été brûlé. Quelle est 1R> 


de plus la composition du gas résiduel ? 
(Bace. lettres-math., Montpellier, mars 1900.) 


Le mélange introduit dans l'éprouvette est composé d'azote, 
d'oxygène et d'hydrogène. 

Sur 106% de ce mélange, 30 ont disparu après le passage de 
l'étincelle. Ces 30% étaient formés de 20° d'hydrogène et 
10c d'oxygène. Puisque tout l'hydrogène a été brûlé, il y avait 
80c d'air dans les 100: de mélange. 

Les 80c d’air étaient saturés d'humidité ; l’état hygrométrique 


ù 4 
du mélange est donc représenté par -—=— 100 © U—: 
B0SS 40 
100 


— 161,8 d'oxygène. Comme 10€c d'oxygène ont disparu, 


80tc d'air sont composés de — 63v,2 d'azote el, 


80 x 21 
100 
on voit que les 70°-qui restent après l’étincelle sont formés de 

63cc,2 d'azote et de 6,8 d'oxygène. 
(VIAL. ) 


[Ont résolu la même question : MM. Aubert; G. Foucry ; J.Janier, de Jarny; 


J. Haag ; T. Lemoyne.] 


4796. — On veut produire dans une canalisation électrique de 
résistance r un courant d'intensité 1. On dispose pour cela d'une 
pile dont la force électromotrice et la résistance intérieure sont E 
et R et d'un rhéostat. De quelles manières différentes peut-on 
disposer ce rhostat ? Quelles résistances doit-il alors présenter et 
quelle est la disposition qui épuise le moins La pile ? 

(Base. lettres-sciences, Poitiers, juillet 1899.) 


On peut associer le rhéostat avec le conducteur donné soit en 
série, soit en dérivation. 

Dans la première disposition, la résistance extérieure du circuit 
est égale à r+x, x désignant la résistance du rhéostat. Par 
suite, on a, d’après la loi d'Ohm, 


E 
R+r+x 
d’où æ — SRE 


Dans la seconde disposition, on sait que le système des deux 
fils de dérivation se comporte comme un conducteur unique de 
ry 
Tr + ; 
rhéostat. Or la dérivation élant nécessairement produite entre les 

Ty 
Par 


résistance y étant la résistance que possède alors le 





deux pôles de la pile, représente la résistance extérieure 


de la pile. Par suite, si l’on représente par L’ l'intensité du cou- 
rant à l’intérieur de la pile, on a 





HE k 
= a 
R + reg 
Mais on a aussi l'—1[+4, à étant l'intensité du courant qui 


passe dans le rhéostat; et comme les intensités sont inversement 


proportionnelles aux résistances, on a 
Ï y 
Er Ed) 
LU F3 































d'où l’on tire YÉ= ER +9 * n. 


Quant à la disposition qui épuise le moins la pile, c'est évideni- 
ment la première, puisque dans ce cas la pile fournit par seconde 
une quantité d'électricité égale à I, tandis qu'avec la seconde 


disposition, elle débite 142 dans le même temps. 
(3. HAAG.) 


[A résolu la même question: M. J. Arnaud.] 








QUESTIONS PROPOSÉES 


4805. — En divisant un multiple de 67 par 10, on obtient le. que 
tient g et le reste 7. PDémontr er que q — A rest divisible par 67. 


4806. — Résoudre l'équation > 
(a? — x +1) — 10 à? (a? — x +1} +9 x —=0. 
( J, Devonr.) 


4807. — Etudier les variations de la fraction 
+ 4 AA 
22 +2% 


4808. — On donne deux circonférences 0 et 0’ se coupant ortho 
gonalement. D'un point P pris sur O0 on mène à 0’ les tangentes PX 
et PN ; on joint les points de contact. La droite MN rencontre le cercle 
0 en deux points A et B. Démontrer que PA et PB passent chacun! 


par un point fixe. ; À 
(AUBERT.) . 

4809. — On donne une ellipse et une hyperbole homofocales de foyer 
fixes F et F'. La somme des rayons vecteurs relatifs à un point de 
l'ellipse est 2a ; la différence des rayons vecteurs relatifs à un.point de 


l'hyperbole est 24’. Sachant que le rapport 2 est constant, Sue 


lieu des points d'intersection de l’ellipse et & l'hyperbole. 
QE Rereix) | 


4810. — Eliminer l'angle ® entre les deux équations 
a+btg ? +cos 29 (ctgo — d)=0, 
atg® — b + cos 20 (c+d tg #) = 0. 


(A. Prrrar.) 


AS1A1. — Un corps, de densité égale à 2, placé dans l’un des plateau 
d'une balance parfaitement juste, est équilibré par 1008" de poids mar: 
qués placés dans l’autre plateau. Sachant que la matière qui constitu 
ces poids marqués à une densité égale à 8, et que la pesée est faite dan: 
l'air sec à la pression de 74m de mercure et à 30°, on demande quel 
surcharge on devrait mettre dans le second plateau pour que ji équilibr 
eût lieu dans le vide. 

Poids normal du litre d'air. . . A8r,8. . 
Coefficient de dilatation de l'air. . . 0,003617. 
(Bacc. mod. lettres-math., Marseille, mars 1899.) 


A4S12. — 1005" de cuivre à 400°, plongés dans 5008"d'eau à 5°,1, or 
porté la température de cette masse liquide à 6°,8. La même expérience 
étant répétée avec 8008r d'essence de térébenthine à 6°, la températur 
de l'essence s'est élevée à 8°,5. On demande quelle est la chaleur spé 
cifique de l'essence, " 
(Bacc. lettres-math., Lyon, avril 1898.) 


HENRY VUIBERT 
Bar-le-Duc, — Imprimerie Comte-Jacquet. Facdouel, Directeur. 


Le Rédacteur-Gérant : 





» chu 







Pas, 1 15 Juin 1900. 


MATHÉMATIQUES de 


Paraissant le 1°" et le 15 de chaque mois, du 1°* octobre au 15 juillet inclusivement. 








3 Paris et Départements. | Étranger. 

PRIX DU NUMÉRO ............... He 0130 | 0135 

- ABONNEMENT ANNUEL............... b » 6 » 
x Tous les Abonnements partant du 1+ Octobre, à quelque époque de l’année que 


£ l'on souscrive on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 


Rédaction .... 
Abonnements... 


Boulevard Saint-Germain, 63, à Paris. 


Librairie Nony et Cie, Boul* St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d'en- 
voyer des mandats. 


- 
mm qe 





ARITHMÉTIQUE 


4797. — Si deux nombres sont premiers avec 3, la différence 


de leurs sixièmes puissances est un multiple de 9. 


- Un nombre entier & premier avec 3 l’est aussi avec 9, el par 
suile ne peut être que de l’une des formes 
_Om+El 9m + 2, 9m + 4. 
La sixième puissance de a équivaut donc à un multiple de 9 
augmenté de l’un des trois nombres 1, 25, 45 ou de leur reste 
commun 4 par rapport au diviseur 9. On peut donc écrire 
as = mult.9 +1, 

En considérant un second nombre b premier avec 3, on aurait 

de même 


æ 


EE oO PAPE NOR ie 


b5 = mult. 9+1. 
On déduit de là a$ — bô — mult, 9. 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 
Remarque. — Si « et b sont premiers avec 3, on à 
- a? = mult, 3 +1, bp = mult. 3 +1. 
ë 15 — p6 — (a? mé b?)(u* + a?b? + b*), 
et chacune des parenthèses est mulliple de 3. 


E. Baudouin : 
G. Claudon ; 


Ageron : Aubert ; 

F,. Clabault ; 
H. Dobryzniak ; Duvergé et 
J: Haag ; J. Hébré; 
(DE Lwow ; 


[Ont résolu la même question : MM. A. 
pret A, Bertrand ; Hblancs Bourrec ; 
lin ; Consolin ; A. Cotton ! À. Delaire ; 
Sainte-Laguë ; A. Koy; L. Giboin; M. Gondran: Guinand ; 
KR. Henry ; Jacquet ; ; Janois ; D. Konig ; A. Lecoutour ; Luquet : 
J, Maire : Ménéchal ; R. Mouzon ; Noël; P. E., à Bonneval ; M. Pappà ; 
R. Paucot ; Pendariès ; E. Perdu : P. Petit : Rives ; : M. Royer ; A. de Saint- 
Gabriel ; G. Saintville ; L. Thiébert ; R. Simon ; Sinoquet; P. Valentin ;. Ch. 
Vallot ; Vérot ; P. Sauveau.] 


M ET CREME 


, ALGÈBRE 





4215. - — — On donne un angle POQ de 60°, et sur l’un des côtés 
OP on porte à la suite l'une de l’autre deux 
longueurs égales entre elles OA = AP — a; 
on demande de trouver sur l’autre côté OQ 
un point M tel que le périmètre du triangle 
MAP ait une valeur donnée. 

On prendra si l’on veut pour inconnue 
ON —=.x;, 
(Bacc. lettres-math., Oran, juillet 1897.) 


Le triangle OMA donne 


D uMA: 
de même 





— 0? + à? — 2ax cos 60° — a? + x? — ax ; 


MP° = 40? + x? — 2ax. 
L'équation du problème est donc 





Qué + 9(a2 — y?)y? + (ae —2y)(o — y}(e + y} +2) = 


a + Var + a? — ax + V4? + x? — 


Isolons l’un des radicaux et élevons ensuite au carré ; il vient 
(a moPEE Va? + x? — ax)? —= 4a? + æ&? — 
ou 2{(a — p}ÿa? + &2 — ax = — ax + Ia? — (a — p}?, 


HD D: 
24%, 


ou, en élevant de nouveau au carré et simplifiant, 
(2p — a)(2p — 3a)a? — 6ap(p — 2a)e — p(p — 4a)(p°? — 4a°) = 0. 

La condition de réalité est 

Oap?{p — 2a)? + plp — ka)(p° — 4a?)(2p — a)(2p — 3a) Z 0, 
ou iplp — 2a)(p — a)(p? — 2ap — 6) > 0. 

Comme » doit être évidemment supérieur à 2a, cette condition 

se réduit à 
p> a{{+ÿ7). 

Si p>4a, les racines sont de signes contraires. 

Si a(l+y7) <p<#%a, elles sont toutes deux positives. 

Il est d’ailleurs facile de voir géométriquement que dans le 
premier cas on obtient deux points M situés de part et d'autre 
de O et dans le second deux points situés sur 0. 

En effet, le point M est sur une ellipse de foyers A et P, de 
grand axe p—a; pour détermi- 
ner les points de cette ellipse situés 
sur OQ ou sur son prolongement, 
il suffit de prendre A’ symétrique 
de À par rapport à OQ et de cons- 
truire un cercle passant par À et À 
et tangent au cercle de centre P et 
de rayon pÿ —a. 

Pour que cette construction soit possible, il faut et il suffit que 





PA<p—a. Or AA'= aÿ3 .et 
PA — AP?-+ AA” + 2AA’.AP. cos 300 
— & + 34 as .a. LE = JE 


ce qui donne we 
PZa+ aÿ7 , 
Le point M correspondant au minimum de p, le point M' 
est situé sur PA’. 
MA—+MP augmente quand M s’éloigne de M’. 
Si M vienten O0, MA+MP—3a et p— %a. 
Si M vient au-dessous de 0, MA+MP>3a et p>#%4a. 


[Ont résolu la même question : MM. J. Bordas, à Tulle; G. Hiernaux. 
école normale de Châlons ; P. Le Hénaff, école normale de Saint-Brieuc.] 


4798. — Résoudre le système d'équations 
(a? + 8b?}, 


x? — 9y? = a? — 8b*°. | 
| (E. PÉGORIER.) 





La première équation peut s’écrire FRERES 
ay? + (a? — y?)(a? —4y?) = (a? + 8b2}?, 
ou at + 4e? + y — (a? + 8b°)?, 
ou, en extrayant les racines carrées des deux membres, 


a? + 2y? = + (a? + 8b?). 
On est ainsi ramené à l’un des deux systèmes 
(a+ 2 — a? + 8h, \ a? Qu? — — a? — 8b?, 
la? — 9? — a? — 80? ; À à? — 2y? = a — 8b?, ‘ 


. Le second système ne peut avoir de solutions réelles ; le pre- 
mier donne, en ajoutant et retranchant les équations membre 
à membre, 


| = 0, 

| on = 4? ; è 
et enfin 

| æ pau o 7) 

| MERE x 


Chaque valeur de æ pouvant être combinée avec l’une des 
deux valeurs correspondantes de y, on voit que le système pro- 
posé admet quatre systèmes de solutions réelles. 

(A. BERTRAND, à Azillanet.) 


[Ont résolu la même question: MM. Aubert; E. Baudouin; Bertagna; H. Blanc; 
F. Boivin; FE. C labault ; G. Claudon ; E. Cognet ;; Y. Collin ; L. Corbin ; 





AC otton ; : A. Delaire ; Duvergé et Sainte-Laguë ; G. Foucry ; A. Foy ; M.Gon- 
Trans tA: Gorce à Guinand : J. Haag ; J. Hébré; R. Henry ; A. Huet ; Janois ; 
J. Jarrier ; D. Konig ; Lacreuse ; Luquet ; D. Lwow; R. Mouzon; Noël ; 
F. Pégorier ; P. Petit ; H. Pitrat *G. Pruvot ; M. Royer ; P. Saintin,; R.Si- 
mon ; Sinoquet ; L. Thiébert ; D. Tuïssuzian ; A. Vachon ; A. Vannier ; 
Vérot ; Pa«Zlatco.; 
8 —————————————— 
GÉOMÉTRIE 
4577. — Les symétriques d'une droite quelconque À du plan 


d'un triangle ABC par rapport aux côtés de ce triangle forment 
un triangle A'B'C'. 
io AA’, BB" et CC’ concourent en un point M. Lieu du point M. 
20 Le point M est le centre d'un cercle tangent aux côtes du tri- 
angle A'B'C' : le rayon de ce cercle a pour valeur la distance de 
l'orthocentre du triangle ABCG à La droite À. 


Soient x, 8,y les points où A coupe les côtés du triangle ABC, 
Aa, Ar, À, les symétriques de cette droite A par rapport aux 
côtés. Ces trois droites forment un triangle A'BC'. 

1° Le théorème des triangles homologiques appliqué aux tri- 
angles ABC, A'B'C' résout immédiatement la première question ; 








ces deux triangles ont en eflet À comme axe d'homologie ; done 


los trois droites AA’, BB’, CC’ concourent en un point M. 
Mais la solution suivante est préférable. 


triangle A'B'C’ décrivent des limaçons de Pascal et l'enveloppe 4 





elles se ee en 0; ces droites forment avec les côtés AC et 
AB l'ensemble des quatre bissectrices des angles de A avecäet A. 

Donc les deux points O et A sont sur la bissectrice intérieure | 
de l'angle A' de A et A:. La droite AA’ est donc la bissectrice 
intérieure de l’angle en A’ du triangle A’B'C'. : 

On montrerait de même que les deux autrés iris nté 
rieures du triangle A'B'C' sont les droites BB’ et CC’. Dès ei 
les trois droites AA’, BB’, CC se coupent en un même point M, 
qui est le centre du cercle inscrit au triangle ABC. 

Cherchons le lieu du point M quand A varie. 

Je vais montrer tout d’abord que les angles du triangle A’ po. x 
sont les suppléments des doubles des angles du triangle ABC. 

En effet, on a par pee 


rs TPS 

F'AT — Aya — A'ba 
— 3Bya — (180° — FAG)) 

SRE Pr 

— 2 (A5 + ABy) — 180° 4 
2(180°—A)—180 , | 
— 1809 — 2A, | + 
Une démonstration analogue s'appliquerait aux deux autres. 
angles du triangle A'B'C'. ! | A 
Or si nous considérons l'angle AMB, il est égal à 


A'+ B' 1800 — 2A +180 —2B . 
Fe Gr ST ESS C. Ê 
Ce point M est donc sur le cercle circonscrit au triangle ABC. 
20 Je vais montrer que le rayon du cercle inscrit au triangle 
A'B'C' est égal à la distance de l'orthocentre H du triangle ABC 
à A. er , 3 
Soit H’ le symétrique de H par rapport à BC; ce point H' est 
sur le cercle circonscrit au triangle ABG. La distance du point . 
H à A est égale à la distance de H' à PAR : à 
+ le rayon du cercle inscrit à A’B'C est la distance de M à 
. Pour démontrer le théorème il suffit donc de montrer que | 
NE est parallèle à A. + - 
Pour montrer ce parallélisme, je vais établir l'égalité des deux 
angles BMH' et BB'C'. & 
BMH' étant inscrit au cercle circonscerit à ABC, on a 


EMIT — 1800 — FAR 6 
2 4890 — (90° — B) + 
= 90° + B. 15 à 








_ 


. 
A 


Il 


$ ÿ 1802 — 2 
Mais ÉB'C — 1800 — D = 1800 — OR = pps B. 2 


2 
Donc EMA — 6BC. ® Gaq.f.d. 


Remarques. — 1° La droite de Simson du point M stres 
lèle à À. 

2° Si A tourne autour de l’orthocentre du triangle. ABC, 10 
trois droites Aa, A», A. concourent en un même point du cercle 4 
circonscrit à ABC. : 

Si A enveloppe un cercle de centre H, le triangle A'B'C' a une. 
grandeur invariable, et ses trois sommets décrivent chacun un 
limaçon de Pascal . 2 

Si l'on s’appuie sur ce théorème : Le lieu des Sommets desan- 
gles constants circonscrits à deux cercles se comjose de deux lima- … 
çons de Pascal, on peut démontrer que : 

Si A enveloppe un cercle quelconque, les trois sommets du 


des côtés se compose de trois cercles. 
En particulier, si A tourne autour d’un point fixe, les sommets 
du triangle A’B'C' décrivent trois cercles. x 
(M. REBEIX, à Clermont} 


[Ont résolu la même question : MM. À. -D., à Castres ; E. Foucart ; M. Oger ; 
PeuLribier.i É 






CR AMEN ne : e: *U e à : « 

_ 4764. — Un cône de révolution est 
DES or RSR « * 4 J 
tangentes extérieurement., Démontrer que le volume compris 







partie extérieure au cône de la sphère qui passe par les deux 
. cercles de contact du cône et des sphères considérées. 


Nous établirons d'abord le lemme suivant : 


TA, TB et qu'on fasse tourner la figure 
autour du diamètre passant par A, le 
triangle mixtiligne TAMB engendre un 


par le triangle TAC, C étant la projec- 
tion de B sur OA. 

En effet, en considérant le volume 
en question comme la différence entre 
le tronc de cône et le segment sphé- 
rique à une base engendrés respecti- 

. vement par le trapèze ACBT et le seg- 
ment AMBC, on à 








314 rs TEL rt 
V — Te BE RAREO) — cata x, Le : 
‘+ he TAC, ,—> : 2) 
ou  V— —— (2AT + 2AT-BG — BC — AC’). 


_  Or,en prolongeant BC jusqu'en D, les triangles isocèles sem- 
_ blables TAB, ABD donnent 
+ | TA _ AB 
; ETPRNNE 
ou BAT, = AB — BC -+.CA’. 
À L'expression de V devient alors 
| Es 2AT — + AT*.AC. 

; CE quite 
- Considérons maintenant les deux demi-cereles O0, 0’, tan- 
ES. gents en À, et leur 
[ tangente commune ex- 
térieure BG; traçcons 
lé demi-cercle w ayant 
son centre sur O0 et 
passant par B et C. Il 
s'agit de montrer que 
le volume engendré 
par le triangle mixtili- 
: : : gne ABC est la moitié 
du volume engendré par le segment BMC. 
_ Menons la tangente commune en A. D'après le lemme précé- 
_ dent, le volume engendré par le triangle mixtiligne ABC équi- 
vaut au volume engendré par le triangle TB'C'; son expression 
est donc 





| AT {AB + AC) = <AT.BC. 
_ D'ailleurs le segment BMC engendre un anneau sphérique 
_ dont le volume s'exprime par 

4 _+EC.BC, 

ou, puisque BC — 2AT, 
ee rate 


LD 








_ Remarque. — On peut facilement calculer l’un des volumes 
considérés, en fonction des rayons R, R’ des cercles 0,0’. Si 
_ l'on mène eneffet CDE parallèle à O0’, le triangle rectangle 
BEC donne | 
E  : BC — CD.CE 

C CE —BE — BC.00!, 


L] 






circonscrit à deux sphères Ÿ 
i | d'où B 


_ entre le cône et les deux sphères est la moitié du volume de la 


Si d’un point extérieur à un cercle O on mène les tangerites | 


volume équivalent au cône engendré 


A EL a. co LL LS 


—- 4RR' 4##  R?R7?2 
et PE AD OP RAA in et 
3 RES 3 LE RLR 3 R+K 


(GsonGes DELAHAYE, à Roye.) 


[Ont résolu la même question : MM. C. Billionnet ; D. Lwow.] 


4769. — On donne un cercle de rayon KR, Sur une corde MN 
de ce cercle on construit, dans un plan perpendiculaire àw plan 
du cercle Q, un segment S capable d'un ‘angle constant x. En 
supposant que la corde variable MN se déplace parallèlement à 
elle-même, on demande les lieux géométriques : 

1° Du centre du cercle S ; 
20 Des points de contact destangentes au cercle S parallèles à MN ; 
3° Des points de contact des tangentes au cercle S perpendicu- 
laires à MN. 
19 Lieu du centre S. — Le triangle MIS donne 
SI = MI tg (90° — a), 
SI 
MI 
Le rapport des ordonnées 
des points S et M, prises par 
rapport au diamètre fixe AB 
perpendiculaire aux cordes 
parallèles MN étant constant, 
le lieu de S est une ellipse 
dont l’un des axes est AB et 
dont l’autre est dirigé suivant 
la perpendiculaire en O au 


ou — colg «: 


R cotg «. 
Suivant que cotg a ou >1 
ou « >ou <45°, AB repré- 
È sente le grand ou le pelit axe 
de l’ellipse. Pour «x = 45°, 
l’ellipse se réduit à un cercle de diamètre AB; pour x — 9°, 
S se confond avec I et décrit AB. 
20 Lieux des points de contact C, C' des tangentes parallèles à 
MN.—Ona 





CI = MI cotgC, 
ou ANR cotg —- 
MI 2 

Le lieu de C est donc aussi une ellipse située dans le même 
plan que l’ellipse précédente et ayant avec elle un axe commun 
AB, l’autre étant égal à R cotg — 

Suivant que & est aigu où obtus, AB représente le petit ou le 
grand axé de l’ellipse. Pour « = 90°, l’ellipse devient un cercle 
de diamètre AB. 

En remarquant que 
. GT — {so 54 
MX 2% 
on voit que C’ décrit une autre ellipse dont l’un des axes est 
AB et dont l’autre est égal à R tg = + Suivant que « est aigu 


ou obtus, AB est le plus grand ou le plus petit axe. 

30 Lieux des points. de contact D, D’ des tangentes perpendicu- 
laires à MN. — Ces deux lieux étant symétriques par rapport au 
plan ABC, il suffit de connaître l’un d’eux. 

En posant SDI—+, on a 
EN SL S MTS 
tg © = tg SDI — SD = SN — COS &. 


plan du cercle O et égal à 


MT TE, 








É AFS PS ARE BE 


ef 


2: r F Tr 4 “ £ LE ven a: 
: ME ES FA ne Ce 
is + F 140 hs $ 
À x Le Li p. La É sd REP EPA Ve EE s « 
La droile DI appartient donc au plan mené par AB et faisant condition de possibilité, RTS Lire 


un angle connu avec le plan du cercle 0 D: ailleurs A 
DT sin 6 = St= MI cotg a, 





ve DI':"cotga 
Fo WT = sme 
b t A 
ou encore, en observant que sin o RE 
LE TA VT- + cos ?4 
MIS sinx “ 
Le rapport Le étant constant, on en conclut que le lieu de 
D est une ellipse analogue aux précédentes et située dans le plan 
SN DALTE à 
défini plus haut.Comme ici di > 1, AB est toujours le petit 


axe. u 
(H. LEFÈVRE.) 


(Ont résolu Ja même question : MM. Bouvaist ; C.D., lycée de Lille; L. Char- 
pentier ; Delaire; Duvergé et Sainte- Laguë sud, Haag ; D. Lwow; "L, Olié : 
A. Pequignot : P. Plisson ; X. Clabault ; G. Foucry ; J. Hébré. — M. Noël l'a 
résolue partiellcnent.] 


4793. 


— Construire un triangle connaïssant la hauteur, la bis- 


sectrice issue du même sommet et le rayon du cercle des neuf 


points. 

Le rayon du cercle des neuf points étant la moitié du rayon 
du cercle circonscrit, on est 
ramené à construire un tri- 


angle dont on connait la 
hauteur AH —h, la bis- 
sectrice. AD = 7 etle rayon 


R du cercle circonserit 0. 

Le triangle AHD est déter- 
miné par un côté et l'hypo- 
ténuse. D'ailleurs la bissec- 
trice AD prolongée passe par 
le milieu E de Parc BG et 
OE est perpendiculaire au 
milieu de BC ou parallèle 
à AH ; donc 

AE = XEO0 = AO, 

e qui montre que AD est 
De là te construction : 
k et Z, on construit le triangle AHD ; on 
mène la droite AK symétrique de AH par rapport à AD, et de A 
comme centre, avec un rayon égal à R, on décrit un cercle qui 
coupe AK au point O, 

I ne reste plus qu'à tracer le cercle, qui rencontre généra- 
lement HD en deux points B et C. 

Pour que la construction précédente conduise à une solution, 
il faut d'abord que le triangle AHD existe, ce qui suppose 
h < 1: il faut ensuite que le rayon R du cercle O surpasse le 
rayon O’A du cercle limite O’ tangent en D à HD. Or O’ se pro- 
jetant au milieu de AD, on a 





bissectrice de l’anglé HAO. 
Avec les longueurs 


AO'Cos DAT EE 
; k 
ou, comme cos OAE = cos DAH — T” 
2 
AO ES 
> 2h 


La condition R> AO’ revient done à 


Fo) * & 


. Cn la rapprochant de la condition hk<°4 on a la double 


œ 4 
sin À’ ès : 
d'ob 22 PES ENSRRRE ERP 
a(p — a) a(p — a)bc  - abc R 
on verrait de même que ; 
À a? y . 
hs " 
r' étant le rayon du cercle exinscrit dans l'angle A. ’ 
(L.J.B.,à Lille) 
SRE 5438 
- 4 Hé à at } 





PR << E is 2) OS NE re 

ces deux limites de 2 ne sont d'ailleurs compatibles qu'en 1 sup- 4 
posant À < 2R. 
(JACQUET, à Uchizy.) 


* . 
[Ont résolu la même question : Mie M. D. P.; MM. Bayor ; H. Blanc ;nG:: 
Foucry ; J. Haag ; J. Hébré ; H. Janois ; D. Konig : E. Licope ; D. Lwow ; S-N. 
Mirea ; R. Mouzon : Noël ; M. Petitjean : H_ Pitrat : P, Plisson ; Tuissuzian ; 32 
Duvergé et Sainte- -Lagué ; L. Gihoin.| 


a 0 


TRIGONOMÉTRIE 


4779. — Soit ABC un triangle, soit A'B'C' Ze triangle formé 
par les points de contact des côtés avec le cercle inscrit ; sion appelle 
a, P, y les côtés de A'B'C', a; b, c ceux de ABC; . 2p le périmètre . 
d2 ce dernier triangle, on a 











PL g2 ÿ “2 
a(p—a) = b(p—b)  *e(p—c) 
La relation des sinus appliquée au triangle A'B'C’ donne 
à '! SEA PRE 
À . sin À ‘sin B 57 sin Qi (4) : 
Ja Sa 
CIATATESS sin À’ — sin 800 
1 ARR AMENER 
= RS ES S 
B mn Ed S V 1 vor Me | 


en remplaçant cos À par sa valeur tirée de la relation 


a = b?+c—2bccos A, il vient 
on (bc) _ plp—a). 
2 — == ” 
sim A — Re Pre 
On aurait de même 
_ 
sin? B' — Rip 8R 25 sin? C! — pe ; 
ca ab 
Les relations ({) s'écrivent alors 
abc Paca UNE CRaE x 
EE CR . 
pp— a) pp—bt)  pp—0 Ë 
ou,en multipliant chaque membre haut et bas, rÉRpOALT PRES 
par a, b, c, CNE : 
a? Lie pe Le F (2) 
a(p—a)  b(p—b) - (p—c) er AS 


En considérant le triangle analogue à A'B'C° ayant pour 
sommets les points de contact A”, B", C” des côtés de ABC avec 
le cercle exinscrit dans l'angle A, on obtiendrait de même, en 
appelant «', f/, y les côtés du triangle, À 

DA ST RAS 
ap, 7 bip) 4e : 

Remarque, — On peut montrer que les rapport égaux (2) repré- 


272 
( 


sentent la valeur 


vu Ar) . - 
R du rapport des rayons des cercles inscrit 


et circonscrit du triangle ABC. En effet, on a 











LRO ES F: EE < ; Là Lee ne 





1468 Ga = are À Cu. 
Le. à kr?p(p — a) &r?p me 
" ? 2 nur EN AN ele 2 ke 
pd'où A PTE alp— à) Be — a(p — a RE 
F- : | | + = afp — «u) F ; 
d'où enfin 
ie ÿ 4e _ a? ” 2 PE VAN Le ÿ? 
% 6 | a(p —— a) b(p — b) c{p — 6) 
Solution géométrique, — On a 
e. : ABC rs A'B'C! AB’C 
is RPC ARTARCAEC 


Or les triangles ABC et ABC 
ont respectivement les angles en 
A’ et B' égaux ; donc 





PAR LE ENT a D PUS 
AB'C' = a.AB'" afp — a) 
de même 
ARS SAAB TAC: : (pra 
ABC: be RE bc 
Par suite 
Le 
Un. A'B'C' _ Py(p— a) 
É s ABC abc 
- Par analogie 
à ABC + ya(p—b) 
“4 En 4 MOOLST bca À 
ne" e | A'B'C' _ aBfp—c) 
F INISURCTET LEE 
On peut donc écrire 
E- | Fupe.9) — yap—8) _ af(p—0c) 
RDC AE Bca œ yab 


et, en multipliant chaque membre haut et bas respectivement 

a aa, bP, cy, 

| ap—a) __ b(p—b) _ cp—c) 

2 + NUE UE 
Æ nec P* Ps 
Fe LECOUTOUR, école primaire supérieure de Saint-Lô.) 

[Ont résolu la même question : MM. A. Aubert ; R. Barthélemy ; H. Blanc ; 

A, Delaire ; G Delahaye ; G Foucry ; G. A. ques de Nimes: J. Haag: D. Lwow ; 

A. Meyer; H. Pitrat; P. Plisson, Sinoquet ; . Thonet ; P. Zlatco; F. Ciabault; 


 Duvergé et Sainte- Laguë ; R. Henry ; A. Legros T. Lemoyne; E. Licope ; 
LE: Luquet ; ; À. Martrou ; Marx ; KR. Mouzon : A. de Saint-Gabriel. ] 


4790. — Résoudre l'équation 











: tg æ + cotg æ— tg 3x — cotg 3 — 4. 
En remarquant que 
Er. D cher sinæ | cosæ 
L CosSæ. sin 
; M sinèæ + cos x 2 
| DA Cos à sin@ 10 06 sin 2x 
ré équation proposée peut s’écrire 
4 LR, En SRE 
à sin 2x Si So © À 
où sin 6x — sin 2 = 2 sin 2 sin 6%, 


ou, en transformant le premier membre en produit, 
& L 2 sin 2x cos 4x — 2 sin 2x sin 6%. 
En supprimant le facteur commun 2sin 2, qui donnerait 


= AT et par suite des valeurs infinies pour deux des termes 











A 
du HUE membre, il “ent 
cos 4x — sin6x, 
| 4 \ 
ou COS 4x — cos (5 7 CE : 
Tous les arcs ayant même cosinus étant compris dans la 
formule 24r + «, on satisfait à l’équalion précédente en posant 





2kT € 4x — De Gr: 
on tire de là 
T [re RUE 
10e" Ar Le ou Men psiet à à 
T T 
et 2% — — 9kT + 3 ou 15 Bee ot ET. 


Les ares vérifiant la première formule ont leurs extrémités 
terminées aux sommets d'un décagone régulier inserit ; ceux de 
la seconde sont terminés aux extrémités d’un mème diamètre 


(Raourz MOUZON, collège de Fontenay.) 


Remarque. — Pour k' = 1, la première formule donne 
T T r (+4) T 
D = = = = — 
20 3 20 Fe 


de sorte que les solutions données par la seconde formule rentrent 
dans celles que donnent la première. 


[Ont résolu la même question : MM.Aubert;C.Berthoux ; H. Blanc ; G. Ducroux; . 
J. Haag ; À. Joyer : D. Kônig ; A: Larue ; D. Lwow; Noël ; A.Sauvageon; 
P> Thonet ;: P. Valentin A 4 Zlaieo. | 


MÉCANIQUE 


4802. — Si l'on prend la résultante R de deux forces P et Q, 
puis la résultante S des forces Pet KR, et enfin la résultante T 
des forces Q et R, on a 


DATE CP (4 RE. 


La résultante S des forces Pet R s'exprime au moyen des 
deux composantes et de leur angle x, par la formule connue 


S2 = P? R2+ 2PR cos a ; 


de même TD = (2 + R?+2QR cos f, 
& désignant l'angle des forces Q et R. 
Par suite 


S? + T? = P?2 + Q + 2R2+ 2R(P cos x + Q cos), 
ou, en observant que Pcosa+Qco:£ =: R, 
S2 +T? = P2 + Q2+ 4h? 

Démonstration géométrique, — Les résultantes R, S, T sont 
représentées géométri- 
quement par les diagonales 
OR, OS, OT de trois parallé- 
logrammes. 

Comme QREe= OPERS, 
OR est médiane du triangle 
OQS et l’on a 


OS + 0Q — 20R +2RS , 
u S2+ (2 = 2R?2+ 2P2. (1) 
De même, en remarquant 
que OR est également médiane du triangle OPT, on a 
T2 + P2 = 2R? + 20°. (2) 
L'addition des égalités (1) et (2) fournit la relation proposée. 
(Hexrr PITRAT, à Givors.) 
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0 P 











; ci . 3 PR 
Fe AIT - Au 
5 47 Les A8) La 
; | k + 5% . 4142. Re nv 5. NES < LR: 
de fé e p » PAS “ De < STE EL hs % 
. ; Re vie Te ts. RE. 
[Ont résolu la même question : MM. Aubert : Avocal ; Bortagna ;  H. Blanc: Le nombre de calories par mètre cube que ce gaz dégage è 
R. Cattin ; G. Claudon ; E, Cognet : Y. Collin ; A. Delaire ; H. Dobryzniak : ; Te OM Ÿ 
Duvergé et Sainte-Laguë ; G. Foucry: A. Foy: A. Gaumer ; Gaumont : br LES 41000 >< 504,27 BB£GCAl 97 e 
L. Giboin ; M. Gondran : J. Haag ; J. Hébré ; R: Henry-; Jacquet ; Janois ; rulan + PR FO ae D FAT PRES 
J.-M. Lagarde ; À. Lar ue ; A, L ecoutour ; E. Licope ; K. Limouzi ; Lionnet : ‘ à a < Û 
Luquet ; D. Low : J. Maire ; L. Maubeck : À. Meyer : ; P. Millet; R. Mou- La production de 100000 calories coûtera donc 2 
zon : Noël ; P. E., à Bonnéval; M. LE E. Perdu ; L. de Praneuf ; G. Pru- ' PSE 
volt : R. Rives ; ae de Saint-Gabriel ; G. Saintville ; À “Sauvageon : Sinoquet ; 0,30 >< 100 000 ; 0% 
L. Thiébert ; A. Vachon ; P. Valentin ; A. Vannier ; Vérot ; À. Sauvea. —_——"—  ——— = bfr,40. £:: * 
5546,97 | +0) 
TR se Appelons æ le poids de l’eau que l’on pourra transformer en 
vapeur. La chaleur de vaporisation de: l'eau étant 537cal, les xs 
PHYSIQUE d’eau, pour s'élever de 10° à 100° et pour se vaporiser, absorbe= | 
ront (100 — 10)x + 537 calories: et comme on n'utilise que les 
65 °/, des 100000 calories, on a FRS D. 
3. — Un baromètre, dont la cuvette est assez large pour 100 000 ><65 Éthe 
"es PAS NE LU A (100 — 10}æ + 537æ = CAS 
qu'on puisse y considérer les dénivellations du mercure comme 100 r. 
’ ’ , « ? ex, 
négligeables, a une chambre dans laquelle a pénétré une certaine | d'où œ = 103%5,67. 


quantité d'air. On veut néanmoins s'en servir pour déterminer la 
pression atmosphérique. 

Une expérience préliminaire a montré que, la température étant 
0° et la pression effective 760%, le baromètre marquait 7408 et 
la chambre barométrique avait une longueur de 25°, 

On demande quelle est la pression quand, à la température de 
35°, Le baromèire marque 745®m. On sait que le coefficient de 


£ % 1 
». celui de l'air ——:. 


dilatation cubique du mercure est VE 





1 
5550 
On négligera d'ailleurs la dilatation du verre. 

(Bacc. lellres-math., Caen, avril 1898.) 


Dans l'expérience préliminaire, l'air contenu dans la chambre 
barométrique occupait un volume de 25x35 (s étant la section 
du tube) sous une pression de 760 — 740 — 20wm à la tempéra- 
ture dé? 

Dans la seconde expérience, la même masse d’air occupe un 
volume de (74 +25 — 74,5)s ou 24,5s à la température de 35° 
ee LUN ‘pe 


et sous la pression de X désignant la 


pression atmosphérique et étant la hauteur du mer- 


29 
1+ 


5550 





cure ramenée à 0°. 
En appliquant l'équation qui réunit les lois de Mariotte et de 
Gay-Lussae, il vient 








9455 
28s >< 20 — 25 X— —"*— 
JD) 5 
1 + - À + 
270 5550 


\ 
X = 7632m,3. 
(E. COGNET, à Saint-Etienne.) 
MM. A, Ageron; 


d’où l’on tire 


(Ont résolu la même NAN A. Bertagna; A. Beckerich; 


F, Boivin ; R. Cattin ; G. Chamberand : s G: Claudon : L. Corbin : A. Cotton 
et Desrehoulles ; Delaire ; Dobryzniak Duvergé et Sainte-Laguë: P. E., à 
3onneval ; A. Foucry; M. Gondran; J. Haag : R. Henry : J. Jarrier ; 
H. Janois; T. Lemoyne; F, Limouzy; J. Maire; L. Maubeck : A. Meyer ; 
R. Mouzon ; Noël: R. Paucot; de Praneuf; G. Pruvot ; M. Royer: A. Sauva- 
geon ; Sinoquet : R. Simon { D. Tuissuzian; A. Vannier. ] 





4804. — Etant donné un gas combustible de densité 0,39, qui 
dégage en brülunt 11 000 calories par kilogramme et qui coûte 
0f°,30 le mètre cube, combien coûter ait, à l'aide d'un brileur 
alimenté par ce gas, la production de 100 000 calories, et quel 
poids d'euw à 10° pourrait-on transformer en vapeur à 100° en 
utilisant 65 °/, de cette quantité de chaleur ? 

(Bacc. lelires-sciences, Grenoble, avril 1898.) 


Un mètre cube du gaz donné pèse. 8 
129387 >< 0,30 — 504,27, 



































(F. LIMOUZL.) 


DUO PA là même question : MM. F. Boivin ; R. Cattin ; G. Claudon : 

Cognet ; L. Corbin ; A. Cotton; A. Delaire; Dobryzuiak ; Duvergé et Saint. 
Laguer P. EM à Bonnéval ; G. Foucry ; A. de Saint-Gabriel ; L. Gaumont ; 
J. Germa ; L. ‘Giboin : A Gorce ; J. Haag ; R. Henry ; J. Jarrier ; H. Janois : 
G. Lallier ; A. Lecoutour: L- Lemoyne; L. Lionnet: David Lwow ; G.Luquet ; 
A. Meyer ; Noël ; R. Paucot ; J, Pendariès ; G. Pruvot ; M. Royer ; G. Saint” 
ville ; A: Sauvageon ; Sinoquet : Thiébault ; D. Tuissuzian ; M. “del. veles +1 
P. Valentin ; A. FVannier. ] 
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CONCOURS DE 1900 
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ÉCOLE NAVALE 





- Arithmétique et Algèbre. 


1. — Une série à termes positifs est convergente lorsque, à-partir d'un. 
Un+1 : . 

Un 

fixe plus petit lui-même que l'unité. 





certain rang, ou Y”w, restent plus petits qu'un nombre 


* : 


I. — 4813. — On donne une droite AB, de longueur 2a; on demande . 
de déterminer sur la perpendiculaire *0Z élevée . 
au milieu 0 de cette droite deux points X et Y 
tels que, si l'on fait passer par chacun d'eux et 


4 ue les extrémités de AB deux arcs de cercles : : 

1° le volume lenticulaire engendré par la surface 
x AXBY, comprise entre ces deux arcs, en tournant 

autour de 0Z soit dans un rapport p avec.le cylin- 

Fo dre ayant pour hauteur XY et pour diamètre de 
A À B base la longueur AB ; 2° la surface de cette len- 


tille ait pour valeur 9rm°.(0X = x, OYŸ = VER 


I. — 481%. — La durée de l'oscillation d'un 
pendule simple de longueur ! est donnée par la” 


L | + D 
formule t = V+ ; calculer à Te de seconde près la durée d'os- 


cillation d'un UT de 300 mètres, sachant que g — 9,8094 
prenant le mètre et la seconde comme unités. 


(30 mai, de 7 h. à 10 h. 2722 24 


en. 


Géométrie descriptive. 


4815. — Deux cônes de révolution ont leur sommet commun 0. 
situé dans le plan horizontal de cote zéro. Ils ont même demi-angle 
au sommet 300. L'axe 

du premierest la demi- 

A droite verticale OA di- 

rigée vers le haut; 
l'axe du second est le 
demi-droite horizon- 
_ tale OB dirigée verse 
la droite. 3 
On considère un Cy=. 
lindre oblique à base 
circulaire horizontale 
dont l’axe OC, situé 
dans le plan OAB, est 

: incliné de 45° sur l'ho- 
rizon et disposé par rapport à OA et OB comme l'indique la figure. Sa 









ntal de cote zéro our rayo 





( cote LUS à + 73m. 
Construire les courbes d'intersection de ce cylindre et des deux cônes 
Éd représenter la partie solide du cylindre extérieure aux deux eûnes. 

On effectuera cette représentation sur le plan horizontal de cote zéro, 
sur le plan vertical OAB, et sur un second plan vertical perpendieu- 
. laire à OB et distant de O de 60mm à droite. 

D « Don déterminera la tangente en un point des courbes d’intersection. 


ù «4 (91 mai, dé 7h. 4 10 h. 112.) 








N 


_ Géométrie et Géométrie.analytique. 


4. on Toutes les figures symétriques d'une même figure soit par rap- 


_ port à un point, soit par ner à un plan, sont superposables. 


JE, 7 4816. + ABAR est un trapèze inscriptible et circonscrip- 
# tible : il est nécessairement iso- 
cèle. 

Soient O et I les centres res- 
pectifs des cercles cireonserit et 
inserit ; M le point de contact de 
AB et de la circonférence ins- 
crite ; OR la perpendiculaire 
abaissée de O0 sur AB; MQ la 
perpendiculaire abaissée de M 
sur OI, et P son point de ren- 
contre avec OR ; T le point de 
rencontre de AB et de O1. 

: Démontrer les propriétés sui- 
vantes : 
Ë F 1° La circonférence décrite sur 
. AB comme diamètre est tangente 
en I à OI, et le point T est d'égale puissance par rapport au point 1 et 
à la circonférence 0; 
20 Les quatre points A, M, B, T forment une division harmonique ; 


$ RIT — OR x IM et l'angle OAP est droit. 
Appliquer ces propriétés à la construction d’un trapèze inscriptible 
_et circonscriptible connaissant : 
10 son périmètre et le rayon du cerele circonscrit : 
… 2° la distance OI des centres des cercles inscrit et circonserit et le 
rayon du cercle eirconscrit ; 
3° les “Rungis des eercles inscrit et circonscrit. 





HE —. y sont deux axes rectangulaires ; BB’ une droite parallèle à 


l'axe des x ; 0B — b. 

On joint un point M{x, y) au point 
-0, et on considère sur cette droite 
Je point N(x', y’) tel qu'en abaïissant 
les perpendiculaires MP et NQ sur 
la droite BB, on ait la relation seg- 
mentaire | : 

MP .NQ =-0B . 

1° Exprimer les coordonnées #',y' 
du point N en fonction des coordon- 
nées æ, y du point M. 

20 Lieu du point N lorsque lepoint 

M décrit une circonférence de rayon; 
à tangente en 0 à l'axe des y. Ce 
la rapporter à ses axes de symétrie ; 








lieu est une conique ; la discuter ; 
équations de ses axes. 

_ 8° Prendre eomme nouveaux axes de coordonnées les bissectrices des 
axes primitifs, et construire le lieu des sommets des axes de cette conique 
quand b restant fixe, le rayon & varie (*). 

E (ts juin, de 7 h. à 40 h. 1/2.) 


* Calcul trigonométrique. 


4817. — Calculer les valeurs de LoRp es entre zéro et 90° satis- 


ki isant à la formule 
cos (89 ns #87) sin? 139019'28 


tes te” (2 + 840%) = c0S 2181925 


sachant que l'on à 





two — (0,94732) tg 13101918", 
. : (4er juin, de 2.h.-.à 3 Rx) 





€) Cette question est traitée re la Revue de Mathématiques spéciales. 






3 A : 
. Sa base supérieure est dans fe plan horizontal de | 


trouve sur le côté CD. 





Preis et te 


LE — Comment ere on une PERS au moyen du ther- 
momètre à poids? Théorie, 


H. — 4818. — Deux tubes verticaux À et B cylindriques, de même 
section et “ même hauteur, communiquent à leur partie inférieure par 

‘ un tube horizontal et sont fermés à leur 
partie supérieure. [ls contiennent du mer- 
cure etde l'air sec. 

Lorsque les deux tubes sont à la même 
température, le niveau est le même dans 
les deux tubes, et la partie occupée par 
l'air a une hauteur de 50cm, 

La température du tube A étant mainte- 
nue à 0° et celle du tube B à 100°, on cons- 
tate que le niveau du mercure dans le tube B baisse de 3em, Quelle est 
à un centimètre près, la pression de l'air contenu dans l’un et l’autre 
tube lorsque leur température commune est de 0°? 

On ne tiendra pas compte de la dilatation du mercure ni de celle de 
l'enveloppe. 





IT. — Le chlore. Propriétés et préparation. 
(2 juin, de 7 h. à 10 h. 1/2.) 


 BACCALAURÉATS 


SESSION D'AVRIL 1900 


Lettres-Mathématiques. 
AIX 


mobile sans frottement sur une ellipse, est attiré 
vers les foyers F et F° par des forces 
proportionnelles aux rayons vecteurs MF 
B m et MF’. 

En quels points de la courbe le mobile 
M doit-il être placé, sans vitesse initiale, 
pour qu'il y demeure en équilibre? 

IH, — Trouver trois nombres en progres- 
- sion géométrique, sachant que leur somme 
B est égale à 741 et que le troisième surpasse 
le premier de 624. 


LE — Un point M, 








1, — On mélange par parties égales de l'eau et de l'alcool absolu 
dont la densité par rapport à l’eau est 0,19. On constate qu'il se pro- 


: 1 
duit par le mélange une contraction de ut du volume total. 


On demande quel degré marquera ce mélange : 4° à l'alcoomètre 
centésimal; 2° au pèse-liqueur de Baumé (pour les liquides plus légers 
que l’eau), sachant que ce dernier marque 0% dans une dissolution de 
densité 1,075 et 10a dans l'eau. On négligera l'influence de Ia capil- 


larité. 
IH. — 1% sujet. — Piles à courants constants. 
IL, — 2e sujet. — Solénoïdes; leurs propriétés. 
I. -- 3e sujet. — Induction électrique; expériences fondamentales, 
BORDEAUX 
1. — 1° sujet. — Construction des tangentes à l’ellipse parallèles à 


une droite donnée. 


I. — 2e sujet. — Construction de la tangente à la parabole parallèle 
à une droite donnée. 


Ï. — 3° sujet. — Déterminer dans la parabole la relation qui existe 
entre le carré d’une corde perpendiculaire à l'axe et sa distance au 
sommet. . 


LU. — Un triangle équilatéral MNP a ses sommets sur trois des 
côtés d’un carré ABCD. Le sommet M est sur le côté AB; on désigne 
par @ le côté du carré, par ? la longueur AM. 

Trouver l'expression du côté du triangle équilatéral. 

Examiner d’abord le cas où les sommets Net P sont situés sur les 
deux côtés AD et BC, puis celui où l’un des sommets N. ou P se 

















de gs | LA ee ME TES PRES En on vi 
. “+ : Ur: d CRT CU PRE L à A  - er va EVE Le 
1. — Pour comparer les forces électromotrices E, et E de deux Lu” QUESTION _ PROPOS ES te 
piles, de résistances intérieures 7, et 7; inconnues, on les met en cir- AO VS 


cuit avec un galvanomètre de résistance g également inconnue. 

Dans une première expérience, les piles sont réunies par ‘deux pôles 
contraires, et on Jit la déviation D du galvanomètre. Dans une seconde 
expérience, elles sont réunies par deux pôles de même nom, c’est-à- 
dire mises en opposition, et on lit la déviation d. En admettant la pro 
portionnalité des intensités aux déviations, on demande le rapport des 
deux forces électromotrices. : 


Cas particulier : D = 56 divisions, d = 8 divisions. 


11. — 1er sujel.— Énoncer les lois d'Ohm et de Joule ; les expliquer 
sur un exemple. 
11. — 2e sujet. — Décrire le galvanomètre sensible que vous con- 


naissez le mieux : 
intensité, 


l'appliquer à la mesure d’un courant de grande 


1. — 3e sujet. — Courants thermo-électriques. 
CAEN 
J. — Etant donnée Ja fraction décimale périodique 0,43 537587 537, 


montrer qu'elle a une limite quand le nombre de périodes croit indéfi- 
niment et trouver cette limite. 

I. — Etablir une formule permettant de calculer les angles B et C 
d'un triangle ABC quand on connaît la différence B—C et les 
côtés bet c du triangle, Effectuer les calculs dans le cas où lon «à 
B — C — 58923 30", . 

log b — 3,42816, log c — 3; 00088. 


I. — Galvanomètres. 

11, — Un projectile est lancé avec une vitesse initiale V, suivant une 
direction inclinée de 45° au-dessus du sol supposé horizontal. On de- 
mande à quelle distance de son point de départ il retombera sur le sol. 
On ne tiendra pas compte de la résistance de l’air. 


Application : Vo — 200 par seconde. 
DIJON : 
1. — 1 sujel. — Projections stéréographiques. 
1. — 2e sujet. — Expliquer l'inégalité des jours et. des nuits. 
11. — Sur deux des arêtes d'un trièdre trirectangle de sommet O0, on 





donne O0B —b, OC—c et on demande la position sur la troisième 
arête d'un point M qui soit le sommet d’un angle plan BMC de valeur 
donnée «. 


[. — 1 sujet. — Téléphone. 

I. — 2c sujet. — Télégraphe. 

IL. — Combien de temps faut-il à un corps tombant dans le vide, à 
partir de l'instant où il est abandonné, pour qu'il ait une vitesse de 
20m par seconde, en supposant qu’à l'endroit où se produit cette chute 
le pendule simple qui effectue une oscillation simple par seconde ait 
une longueur de 99cm ? 


LILLE 
1. — 10 sujet. — Lieu géométrique des points dont le rapport dés 
distances à deux points fixes est constant. 
I. — 2° sujel. — Division d'une droite en moyenne et extrèmeraison. 
l.— 3° sujel. — Inscription du pentadécagone régulier dans la 
circonférence. 
IL, — Trouver les systèmes des valeurs de x, y, z déterminées par 


es équations 
VE +Yy +2 = A; 2x + +®—= 0b, TY+L+Y—=C. 
Discuter la réalité et les signes de ces valeurs et les comparer entre 
élles. - 


. — 1er sujet. — Force élastique maximum de la vapeur d'eau à 


diverses températures. 
J. — 2° sujet. — Mélange des gaz et des vapeurs. 
[, — 3e sujet. — Chaleur de vaporisation. 
IE. — Un point lumineux se trouve sur l'axe d’une lentille conver- 


gente de 500% de distance focale à 25cm de Ja lentille. Après avoir 
traversé Ja lentille, les rayons se réfléchissent sur un miroir plan 
perpendiculaire à l'axe de la lentille et distant de la lentille de 25em, 


Après cette réflexion, les rayons traversent de nouveau la lentille con- ” 


vergente. Où se forme l’image définitive ? d 


—— 4 — 


‘la paroi a 3m d'épaisseur en métal dont la densité est 10 à 4°. On veut 





4819.— Démontrer que si £ est la fraction génératrice d’une frac- | 


tion périodique ayant à chiffres irréguliers et p chiffres périodiques, 
: 

B? , É 

irréguliers, le nombre des chiffres périodiques étant un multiple de p. 


est la fraction génératrice d’une fraction périodique ayant 22 chiffres 


4820. — Etant donnée une demi-sphère de rayon R, calculer le rayon 
O'A' d'une section parallèle à la base AB de l'hémisphère et telle que 
le rapport du volume du tronc de cône ABA'B' à celui de la sphère qui 
a pour diamètre la distance 00’ des deux plans parallèlés soit égal à un 
nombre donné #.— Discuter. eee 7 

Application: R—5", m—3. Calculer O'A' à 1/2 centimètre près. 

{Bacc. lettres-math., Nancy, mars 1900.) 



















4821. — Sur l'axe d’une parabole donnée on considère un point À 
situé par rapport au sommet du même côté que le foyer, à une distance | 
du sommet triple de la distance du foyer à la directrice. D'un point M 
de la parabole, on abaisse sur l'axe la perpendiculaire MP. Quand le 
point M se déplace, chercher comment varie la surface totale du cylindre . 
engendré par la révolution autour de PA du rectangle ayant “pour 
deux de ses côtés les droites MP et PA. 

(Bacc. lettres-sciences, Caen, mars 1900.) 

4822.— On donne une demi-circonférence de rayon R et sur le 
diamètre AB un point P, situé à une distance « du centre 0. # 

1° Par le point P on mène une sécante PCD faisant avec AP un angle 

donné «. Calculer les. tangentes des. 

D angles x et y que forment les cordes 
AC et AD avec le diamètre AB. Montrer 
que le produit tgx .tgy est indépendant . 
de l'angle «. L RS 

20 Mener par le point P la sécante PCD 
de manière .que le produit des cordes 
AC et AD soit éga à une quantité donnée m2. : 

(Bacc. lettres-math., Bordeaux, novembre 1899.) 


4823. — Un triangle rectangle a un côté OB dé l'angle droit, hori- 
zontal, tandis que l’autre OA, de longueur a, est vertical et dirigé 
vers le haut, Un point matériel pesant, de masse #, descend sans 

vitesse initiale et sans frottement, à partir 

A de A, le long de l'hypoténuse AB. Ce 

point matériel est, en outre, repoussé par 

le sommet A avec une force constante 

LT a . égale à mk >< ABt, k désignant une cons- 
tante positive et « un exposant entier et 

positif. c'es ÿ AS 

FL 0 1° Calculer le temps que met le mobile 

pour arriver en B. 2 

2° En supposant que la descente du même point s'effectue successi-. 
vement sur les hypoténusés AB, AB', AB", de différents triangles, quel est 
celui de ces triangles qui donnera le temps de descente minimum, dans 
chacun des deux cas particuliers où x =1 et a = 37? ja 

(Bacc. lettres-math., Lille, mars 1899.) 


PR B 


4824. — On donne une sphère de 10 de diamètre intérieur et dont 


qu'elle reste en équilibre indifférent quand elle*est entièrement dans. 
de l'eau à 4°. On demande à quelle pression on doit comprimer de l'azote 
dans la boule. Densité de l'azote, 0,97. . F1 

L'équilibre étant obtenu à 4°, on demande ce qui se passera si l’on 
chauffe on si l’on refroidit le système. 

(Bacc. lettres-math., Toulouse, mars 1900.) 

4825. — On considère un manomètre à air comprimé dont le tube. 
est cylindrique et qui contient une colonne d'air de 80" de hauteur | 
sous la pression extérieure de 75°» de mercure. A quelle distance du 
sommet se fixe Le niveau du liquide lorsque la pression exercée sur le 
mercure de la cuvette devient égale à375cm ? On négligera l'abaissement 
du niveau du mercure dans la cuvette. | PRES 
= (Bacc. lettres-sciences, Rennes, mars 1900.) 


e . - 
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4791. — Sur un diamètre AA' d’un cercle on donne deux 
points B et C. Par le point Q on mène une droite D perpendi- 
» culaire à ce diamètre. On demande de déterminer un point M sur 
» Le cercle, tel que si l’on mène la perpendiculaire MP à la droite 
BD, not MBP soit droit. 
Discussion. — Construction géométrique. 

{Bacc. leltres-math., Clermont, novembre 1899.) 


Menons MN perpendi- 
culaire à AA’ et posons 


; 0B — b, OC — c, 
ON = x. 
Les triangles semblables 
MNB, BCP donnent 
MN _ BC 
NB CP”? 
D ou, comme 
GP: MN; 
MN° = NB. BC, 
ou R2— &? — (b — x)(c — b), (1) 


ou fa) = 2? —(c— bjx + be — b)— R?— 0. 


* Discussion. — Pour qu’à une valeur de x réponde un point M, 
il faut et il suffit que cette valeur soit réelle et comprise entre 
À —R et +R. Or d’après (1), æ sera compris entre — R et +R 
si æ <b, puisque c—b > 0, C n'étant pas compris entre O et 
B. 
Cas d'une solution. — Dans ce cas, » sépare les deux racines, 

etd'on a 

+ f\b) = b? — R? <0, 
ou : —R<B<+R,. 

» Le ur B est alors intérieur au cercle O. 


Cas de deux solutions. — On doit avoir à la fois 
= (c —d) — 4b(c —b)+ 4R? > 0, 

fo) = b—R?> 0, AT 

La condition à > 0 revient à prendre : 

soit c—b<2(b—ÿ/5?—F), 

| soit * o—b>2(0+ V6 — F5). 


E-- Celte. dernière hypothèse se trouve exclue par la condition 
€ — b < 2b. Il reste alors 


D. b>R et 0<c=8<2(b— JR). 
Ainsi lorsque B est extérieur au cercle O, il y a deux solutions 
si  » LC be (b— JET), 
\ b<c<3b—2Y/ BR 


< 





out 
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Construction géométrique des racines. 
truire deux longueurs #’ et x” telles que 


m'+ x" = c—b, œ'x" — b(c— Bb) — R2, 


— Il s’agit de cons- 





JS Pour cela, prenons sur OC | 
ET ju la longueur OI égale à l’or- ‘ 
Frs \ donnée BB'— ÿ%{c—3) du 
f | \ cercle de diamètre OC. En 
— À ES RES menant de I une langente au 





\ cercle O (ou bien une ordon- 
née perpendiculaire à OC si 
FRS I tombe entre A’ et A), on a 
T° = 10° — R? = b(c — b) — R2 = wx". 
. Connaissant la somme (ou la différence) BC des deux longueurs 
et leur produit TT*, on les obtient facilement par l’une des cons. 
tructions connues, 
(Jean-François DÉBIERRE, lycée de Moulins.) 
N.-B. —: Dans quelques solutions, M est déterminé par l’inter- 
section de deux coniques ou bien d’une parabole et d'un cercle : 
or, ainsi compris, le problème n’est pas résolu par la règle et le 
compas. 


[Ontwésolu cette question : MM, A. Gorce ; J. Haag ; J. Jarrier ; M, Royer; 


P, Thonet.; 
4807. — Etudier les variations de la fraction 
mé + a? + 1 
2x3 +2 
++ 4a? +1 
Posons ——————  — — 
2x + 2% 


el cherchons les valeurs réelles de x correspondant à une valeur 
donnée de y. 
Ces valeurs sont données par l'équation réciproque 
D — Qya? + 4a? — Dyx +1 — 0, 
Pour résoudre cette équation, on l'écrit sous la forme 


in l 5 ( e , 
Mie Verte Dre +4 = 0; 


CAPE 
æ 


1 
Œ+ — — 329 
K2 


on pose alors 


d'où l’on déduit 


) 
et, en remplaçant dans l'équation, 
fe) = 5° — 2ys +2 (1) 
Gonnaissant 3, On aura x erl Frs F re 
dc? — 30 + = 0. 

Pour que x soit réel, il faut et il suffit que l'équation (1) donne 

des racines telles que 
8 —k4 > 0, 

3 < —?2, ou 


C Se 


Re D 





+3 


FSU PNA D PRES 


PR. Ur : 


FLE $ es EN 
L'équation ({) ne donne de valeurs réelles pour 3 que si 
pPZ2. 

Comparons les racines de celte équation à — 2 et +2. Ona 
f(—2) = 6 +49, 
OR ENT 

Si Poe f(— 2) est négatifet. f(42) positif; on à 
DD Le 0) 

d: 3 3 L Le 

Si — g LS 3° f(—2) et (+2) sont positifs; on a 
DS se Di 

3 Et : 

DL CÉ fi—2) est positif et (42) négatif; on a 


nr SL QE À 
EE < | 3 3 
Ainsi æ n'est réel que lorsque y < Us et V> 3 
fournit un maximum et un minimum relatifs pour y. 
En remarquant d’ailleurs que la fonction y n'est jamais nulle, 
son liuimérateur élant toujours positif; — qu'elle devient infinie 
pour æ =, valeur qui annule son dénominateur, on déduit 


ce qui 


- de là le tableau des variations de y, représentées par la courbe 


figuralive ci-dessous. ; 
ECO 





&œ À — 21 0 A 
Ft 3 AE E NT 3 i 
y | —< croit Fe, CCR =ELARUeCR FT croit + 
ax Min. 


La fonction restant 
la même en valeur ab- 
solue lorsque æ change 
de signe, on voit que la 
courbe admet l’origine 
pour centre. 

(J. HAAG, 
Pont-à-Mousson.) 


collège de 


Autre solution (par 
les dérivées). — Pre- 
nons la dérivée de la 
fonction ; on trouve 
(x + 4a? + 1)(6x? + 2) 

(2x° + 2x)° 
2(&%6— xt +? — 1) _ (xt +1)(x2— 1) 
(223 + 2x)? TT A ANUS 

y" prend le signede æ?—1; par suite y’ est positif ety croît 
pour toute valeur de æ non comprise entre —1 et +1. 
Pour toute autre valeur de x, y est négatif et y décroit, On 
conclut facilement de là les résultats obtenus plus haut. 


(R. HENRY, instituteur à Troyes.) 





mien (423 + 8x)(22% + 2x) — 


‘Ont résolu cette (question : MM. M. B: ayor; H. Blanc; F, Clabault: A. Delaire; 
Duvergé el A. Sainte Lagu® ; G. Foucry ; M. Gondran ; A. Huet ; Laurence ; 
PMilets D: Tuissuzian ; Aubert : Janois.] 


—————# 


GÉOMÉTRIE 





4606. — Etant données deux circonférences 0 et ©', dans un 
même plan, tracer une droite qui les coupe respectivement sous 


des angles donnés « et a!. 


# 4 


Discuter la solution et calculer les segments interceptés Pa les 
deux circonférences sur la droite, en désignant par » et r' les 
rayons et par d la déstance des centres. 

























On rappelle que l'angle de deux sr en un poinee leur 
est commun est celui de leurs tangentes en cè point. 
(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1898: 


Supposons le DRDIARE résolu : soit ABA'B’ la droite bortnent 
des angles à et a avec les tangentes en A, A aux deux 
cercles O, 0’. 





L'angle TAB = x ayant même mesure que la moitié de 
l'arc AB, cet arc a une longueur connue ; par suite, la corde 
AB a aussi une longueur connue et se {rouve à une distance 
connue du centre 0 (facile à obtenir, soit géométriquement, soit 
par le calcul). Le problème revient donc à mener une tangente 
commune à deux cercles de centres 0, 0’ et de rayons données - 
problème classique. bs 


Discussion. — La seule condition de possibiiies est que les 
petits cercles O, 0’, de rayons 7 cos a, r cos ne soient pas 
intérieurs l’un à l'autre, condition Remplie lorsque 

d > |rcosa—7r cos a |. 

Suivant que les petits cercles O, 0’ sont sécants ou extérieurs, 


c'est-à-dire selon que F 
- d <rCosa<+7r cos &, 


ou d'> r cos a +7 cos«/, +’ 
le problème comporte deux : AQUE solutions distinctes. ji 
Lorsque d —|7cosa—+" cos 4’ |, les deux solutions du cas 


général se confondent en une seule. Lorsque .d = rcosa+r'cosa!, 
deux des quatre solutions du cas général coïncident, ce qui 
réduit le nombre des solutions à trois. 


Calcul des sara AB, BA’, A'B' déterminés sur la droite pa 
les cercles 0,0". — Ona .\ 
AB = 24A1=2rsnmat 
A'B' = 2A=2A jee 
puis 
BA' = Il —1B AT: 
Pour calculer Il, menons 0’ 
parallèle à IF: | 


= KO’ = V/4° — OK 
= /d—(rcosa 7 cosx) 





par suite 


BA' — ÿæ 


LU 


— (r cos a — 1 cos & }? — (r sin a +’ sin a’). 
En considérant une tangente commune intérieure, la valeur 
de BA’ devient * 4 
BA Pme Te ee CS (“sina+r' sin). 

| | (A. PROCOURT, à Dourdan.) 


s# V. Barol, école primaire sypérenre de 


[Ont résolu la même question : 
H. Debenest, instituteur ; C. Marie.] 


Lorgues ; 


D à 


4770. — On donne deux cercles O et C, et un point à Déter- 
miner le cercle qui coupe orthoyonalement le cercle G et qui admei 
avec le cercle O le point S pour centre d’homothétie. 







SE La ; 


[1 








er 
YA PES 


| Nous dan deux à cas Drincipaux suivant que le Dont Sa 
est extérieur ou intérieur au UE 0. 
1 S est extérieur au cercle O. — Dans ce cas, on peut mener 


de S la tangente SA au cercle O et le problème revient à déter- 
. miner un cercle O’ ayant son-centre sur SO, tangent en B à SA 





n 


et coupant orthogonalement en D le cercle GC. Or si I est le 
point de rencontre de SA avec la perpendiculaire CH à SO, le 
- cercle de centre I et de rayon IB est aussi orthogonal en B au 
cercle 0", de sorte que les cercles 1 et C admettent la droite SO 
comme axe radical. IL en résulte que le cercle I est orthogonal à 
tout cercle ayant son centre sur SO et orthogonal au cercle C; 
en particulier dans le cas où H est extérieur au cercle C {cas de 
Ja figure), on peut prendre H comme centre de ce cercle, et en 
menant alors la tangente IF au cercle H, on a le rayon IF du 
cèrcle 1, ce qui détermine le point B et par suite le cercle O0’. 
Comme :il y a deux points B, le problème comporte deux solu- 
tions. 
Lorsque H est intérieur au cercle C, ce cercle coupe SO en 
deux points qui appartiennent au cercle I, qui se trouve immé- 
diatement connu. 
Pour que la construction soit possible, il faut et il suffit que 
le cercle 1 existe, condition toujours remplie dans le dernier cas. 
Dans le cas de la figure, ce cercle n'existe qu’autant que le rayon 
HE du cercle H ne surpasse pas HI, condition qui dépend uni- 
quement de la grandeur et dé la position du cercle C relative- 
_ ment aux points H et I. 


20 Svest intérieur au cercle O. — Dans ce cas on remplace la 
| Fe tangente SAB du cas 
précédent par la per- 
pendiculaire SAB à SO, 
et l’on remarque que 
la tangente en B étant 
“par hypothèse parallèle 
à la tangente au point 
homologue A du cer- 
cle O, sa direction est 
connue ; sa longueur 
BI est d'ailleurs égale 
au segment AK de la 
tangente en A com- 
pris entre les paral- 
lèles connues SA et 
HC. On.voit qu’il s’agit ici de trouver le centre du cercle 1, au 
lieu de son rayon comme dans le cas précédent. Pour cela, on 
remarque que HI est l’hypoténuse d’un triangle rectangle HIF 
dont. les deux côtés de l'angle droit sont égaux aux longueurs 
connues HE et AK. Le point L obtenu, on mène IB parallèle à 


+ 










SR UT, COS ARS TS Fe RU EL 11-ORE CT 


AK et BO' perpendiculaire à AK, ce qui détermine complètement 

s le cercle O’. Au second point 
d’intersection de SA avec le 
cercle [ répond une seconde 
solution. 

Dans le cas de la figure, 
H est supposé extérieur au 
cercle C, et le cercle [ existe 
toujours, et par suite aussi le 
cercle O’. 

En examinant le cas où le 
point H est intérieur au cer- 
cle O, on a la figure ci-contre, qui montre que le point I 
n'existe qu'autant qu'on a 
MI ou AK > MH. 

(X..., lycée de Marseille.) 





Seconde solution. — On sait que la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un cercle soit orthogonal à C est qu'il divise 
harmoniquement un diamètre de G. D'autre part, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'un cercle soit homothétique d'un 
cercle O par rapport à un point S est qu'il soit inverse de ce 
cercle O par rapport à S pris comme pôle d’inversion. 

Soient À et B les points 
où SC coupe le cercle O, 
A’, B' Les points où un cercle w 
répondant à la question coupe SC. 

Soit X la puissance de S par rapport à O ; soit & la puissance 
d'inversion qui transforme © en w ; et enfin R le rayon de C. 
On a 


S & À US ET 























SA.SB = x, 
SASA — SB.SB = y, 
CAICBIERT 
Or 
SA 
MU PAUSE u 
CB CPS: 
SB 
donc 
(Es + es eh 
SA SB 
y? TE SA + SB —— 
— { TRE el SHESRA 
F + u.CS ps -t- À 


Si on appelle I le pied de la perpendiculaire abaissée de O sur 
SG, on a SA +SB—9SI et ue précédente devient 

u2 + 2% XC SI. CSu + ACS" = 4R2. 

Dans cette équation qui s'applique à tous les cas de figure, 
n’entrent comme éléments connus que des grandeurs toujours 
réelles, Cette équation détermine les puissances d’inversion qu’il 
faut employer pour déduire du cercle O par une inversion de 
pôle S les cercles cherchés, | 


[Ont résolu partiellement la question: MM. H. Blanc, lycée de Clermont; Duver- 
gé et Sainte- Laguë. lycée de Bordeaux ; D. Lwow à Piatra; P. Thonet. athénée 
d'Anvers: ; L. Trapinaud, institution Turgot, Limoges ; D. Tuïssuzian, lycée de 
Versailles.] 


4787. — On considère un triangle isocèle ABC de sommet À 
et le cercle circonserit de centre 0, 

1° Par le sommet À on mène une droite quelconque rencon- 
trant le cercle O en D et la base BG en E. Démontrer que les 
cercles, de centres O1 et O2, circonscrits aux triangles BDE et CDE 


sont respectivement tangents en B et C aux côtés AB et AC. 


“ sd É { 
Je ot 
rod se à 





20 Frouver l'enveloppe de la ligne descentres O0 des ce reles: pré- 
cédents et les tangentes communes à cette enveloppe 2 ce cercle 0. 


10 Les angles inscrits ABC et BDA sous- tendant dans le. cercle 
O des cordes égales sont égaux; par suite, l'angle ABE est égal 
à l'angle BDE inscrit dans le cercle 0; et AB est tangente au 











cercle O1. On verrait de même que AC est tangente au cercle O:. 

20 D'après ce qui précède, les points O1 et O2 sont situés sur 
les droites BA’, CA’ qui joignent B et C au point A' diamétrale- 
ment opposé à A. D'ailleurs la figure O,A'O2E est un parallélo- 
gramme, Car les triangles BO,E, BA'C, EO:C étant isocèles, O,E 
est parallèle à AC et EO: à A'B; les diagonales 0:02 et EA' se 
coupent donc mutuellement en leur milieu P. Or PO joignant 
dans le triangle AA'E les milieux de deux côtés est parallèle au 
troisième AE, c'est-à-dire perpendiculaire sur 010:. La projec- 
tion P de O sur 0:02 est ainsi le milieu de A’E et comme telle 
décrit une parallèle fixe P;P2 équidistante de BC et de A’. On 
conclut de là que la droite 0:02 enveloppe une parabole de foyer 
O et admettant la droite P;P; pour tangente au sommet. Cette 
parabole est tangente aux droites BA’ et A’C qui sont des posi- 
tions particulières de la droite 0:10», 

Pour qu'une tangente au cercle O soit en même temps tangente 
à la parabole, il faut et il suffit que son point de contact tombe 
sur la {angente au sommet de la parabole, ce qui donne les deux 


points de contact P; et P; du cercle O0 avec les tangentes cher- 
chées. 
(A. AUBERT, lycée de Clermont-Férrand.) 


[Ont complè Ut résolu EL question : MM. Bayor ; H. Blanc ; F. Clabault ; 

. De France Foucry ; J. Haag ; D. Lwow ; Noël ; J. Pendariès; P. Tho- 
Pr D. Dorian 

Ont partiellement résolu la question : MM. R. Henry et R. Mouzon.] 

4800.— Soit 


15 le triungle formé par les droites symétriques 
d’une transver sale de Par rapport auæ trois côtés d’un triangle 
ABC. 


1° Démontrer que, quelle que soit La position de la transversale, 


le ee ay conserve une forme constante. 
° Trouverles h'eux géométriques des points a, 6, y 
transversale se déplace parallèlement à elle-même. 
3° Prouver que si ABC atouss 
cercle inscrit au tr ap 


le ay est sur Ta circonférence ABC. Con- 
sidérer le cas où ABC 


est obtusangle. 


+ 





Donc 


quand la 


es angles aigus, le centre du 


” ee qe On cs T4 TPE 2% 

jules 7} ee E 
UE — ac@, 

Or ia us Sabe = as = Abe, 


FAMES _ 1800 — — SA cd. 
- Donc 
































RER EL. | 4 
72 bac — 2(Abc+ Acb) — 1800 
— 24180 CAS 1800 
— 1809 — 24. à 

A 


Lorsque A est droit, 
cette valeur montre ra 
l'angle B+y devient nul ; & 
est alors rejeté à l'infini, 
, la figure ci-dessous donne . | 


Lorsque A est obtus 


lire Ales De 
bac = axba — aca. 
Or aba — 1800 —= SAbe, ca — 2Âcb. 


bar = 180° — 2{A bc + Acd 
— 180°—2(180° — A) — 2A — 4800, 
Ainsi, pour A aigu 
ou obtus, on a 
ER + 
bac— | 1800—2A |, 
et, par analogie, 
7 ;, 
ac = | 180°—2B |, 
TS . 5 
bya = | 180°—2C | 
Le triangle 28 
reste doncsemblable | 
à lui- même quelle 
que soit la position 


de la transversale 
abc. ; 





2° Quand la transversale abc se déplace parallèlement à elle- 
même, il en est de même de ses symétriques ac,«b par rapport 
aux côtés fixes AB, AC. Par suite, les diverses positions du trian: 
gle «bc sont homothétiques par rapport au sommet AY el le lieu 
de est une droite fixe passant par A. 

De même, £ et y décrivent respectivement deux droites fes 
passant par B et C. * È 


3° Dans le cas de la première figure (A aigu), Je point À; 
tersection des bissectrices extérieures des angles b,c du me 
gle «bc est situé sur la bissectrice intérieure de l'angle b4c. On 
verrait de même que les droites B£ et Cy sont les Bistro 
intérieures des angles £ et y. 

Les trois droites Az, Bf, A se coupent donc au centre t du 
cercle inscrit au triangle aÿy. 4 

Pour établir que le 
point « appartient au cer 
cle circonscrit ABC, dé- 


montrons que Ko — B 


En effet, ona ER. 
“1,04 ax - 
AQU 4 
__ 1800—2A + 180° —20 


2 610 

= 1800 — A CB" 19 
. En considérant le cas de 
la seconde figure (A obtus) 
œ r on voit facilement que 

dans le triangle +Ëy, 4A, est une bissectrice intérieure et £B, y 
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exinscrit dans l'angle «. 
On a, comme plus haut, 


Éd a 
2 2 
__ 1809—2C  2A — 1800 
DRNTARE ARR ET 


1800 C—A — F: 


Il résulte de là que le 
point «w’ se trouve égale- 
ment sur la circonférence 
ABC. 


(Denis KONIG, à Budapest.) 





[Ont résolu [a même question : MM. H. Blanc ; F. Clabault : Duvergé et 


l Fouery ; Z. Giboin ; Guinand ; J. Haag ; R. Henry; H. Ja- 
nois ; T. Lemoyne ; E. Licope ; J. Pendariès ; H. Pitrat.] 


» 4809. — On donne une ellipse et une hyperbole homofocales 
de foyers fixes F et F. La somme des rayons vecteurs relatifs 
à un point de l'ellipse est 2a; la différence des rayons vecteurs 
relatifs à un point de l'hyperbole est 2a'. Sachant que le rapport 


a : ; + : ; 
7 est constant, trouver le lieu des points d'intersrcetion de l'el- 


lipse et de l'hyperbole. 


Soit M l’un des points communs à l’ellipse et à l’hyperbole. 
. : On à par définition 

MF + MF = 2a, 

MF — ME = 24, 
d'où, par addition et 


soustraction, 
MF = a+ a, 
ME" = a — a’, 


On déduit de là, en 
désignant par z le rap- 





- port constant TE 


ME __a+a __k+1 
MR Ga +: = 10 


Le Le lieu de M est donc la circonférence dont le diamètre AB 





divise harmoniquement le segment FF’ dans le rapport connu 
k +4 ; 
k—1 
à la seconde branche de l’hyperbole, on obtient une seconde 
circonférence symétrique de la précédente par rapport au milieu 
de AB. : AÉPERE 

On peut remarquer que chacune des droites MA et MB est à 
Ja fois tangente à l’une des deux coniques et normale à l’autre. 


(Maxime GONDRAN, à Caen.) 


[Ontsrésolu la même question : MM. Aubert; V: Barol; R. Barthélemy; 
M. Bayor ; H. Blanc; F. Clabault ; L. Corbin; Duverxéet Sainte-Lagué ; 
G. Foucry; J. Haag ; F. Licope ; Mouzon ; Noël; M. Reheix ; D. Tuïssuzian |] 


» 





: En considérant l'un des points communs à l'ellipse el 


: © TRIGONOMÉTRIE 





; ; FR a ; 
4801. — Former l'équation qui donne cos Le connaissant COS «. 


: $ a , : 
Si on pose cos? & Tri cosa— A, on a une équation du 
s e , s 
e- 4e degré. | | 


La 








de sorte que les trois droites. ps 
Au, B5,Cy se coupent ici 
| au centre w du cercle 


 Démontrer que cette équation ne change pas lorsqu'on cha, ye æ 
en 1—x; en déduire un moyen de ramener la résolution de 
cette équation à celle d'équations du 2° degré. Résoudre et discu- 
ter l'équation. ; 
Appliquons successivement la formule générale 
cos 2a — 2 cos? a — 1, 
a 


; a 
Il vient cos — — 2 cos? —— 
4 8 


1 = 2x — 1, 


a 
cos = 2(20 — 1}? — 1 — 8x? —_ 8x + 1, 


cos a — 2(8x%?— 8x +1}? — 1, 
En développant cette dernière équation, on trouve 
128%+ — 256& + 160%? — 32% + 1 — À — 0. ; 
Pour établir que cette équation ne change pas lorsqu'on rem- 


place æ par 1—x, reprenons l'équation non développée sous 
la forme 


2[8æ(a —21) +1}? — 1 — À —0, 
et opérons la substitution ; nous aurons 
AB(L — æ{ — x) +1} —1— A — 0, 
équation identique à la précédente. 
Cette remarque conduit à poser 
al — x) = y, 
y étant déterminé par l'équation 
2(— 8y + 1)? — 1 — À — 0, 
1282 — 32y + 1 — À — 0. 
On en déduit ensuite x par l'équation 
D? — x + y = 0 
DE VIRE 
D 


Discussion. — Ces deux valeurs de æ sont réeles lorsque 
17 LE 
Dr Eu dans ce cas, pour des valeurs positives de y elles 


sont visiblement positives et inférieures à 1 et fournissent ainsi 


ou 


qui donne 


deux valeurs acceptables pour cos? re : 
Nous allons d’ailleurs montrer que les deux valeurs de y sont 


toujours réelles, positives et inférieures à 


En effet, la con- 
dition de réalité 
16 — 12841 — A) — 198(1 + A) > 0 

est vérifiée, puisque A >—1. De plus, comme A<1, les 
deux valeurs de y sont positives et, par suite, inférieures à leur 
32 1 

ÉCR CE 

Aux deux valeurs de y correspondent donc pour x quatre 


somme 


: GR. x 
valeurs acceptables, ce qui donne pour cos x huit valeurs égales 


deux à deux et de signes contraires. Ces valeurs ont pour expres- 
sion générale 








| Va + EVA ca), 


ai 


a 
cos = = 
(G. FOUCRY, école normale dé Châlons-sur-Marne.) 
Remarque. — Si x est un are tel que cos «A, on trouve pour 
expression de — 


a 2kT 
SRE © NN EC NA 


8 8 8 


triques par rapport au diamètre qui passe par l’origine des arcs ; de 
sorte qu'il suffit de considérer un seul de ces octogones pour avoir 
tous les cosinus, Or comme 
0° 
COS? æ + COS" (x = =)= ils 

on voit que les carrés des 8 cosinus ont deux à deux pour somme Fe 

Ont résolu la même question; MM. A. Aubert ; Bertagna ; H. Blanc; 
r l@jabautt : E. Cognet; Duvergé et Sainte-Laguë ; J. Haag ; D. Konig : 
D. Lwow ; R. Mouzon ; Noël ; P, Saintin.] L 


Les extrémités des ares sont les sommets de deux octogones symé-. 











, ta F DE Vi ile . | 
Se D A 
MÉCANIQUE RC PHYSIQUE M 
, ; dis ren Ë 
4625. — Sur AB comme hypoténuse, on construit un Piangle 4811. — Un corps, de densité égale à 2, placé dans l’un des . 


rectangle isocèle ABC ; sur BC comme hypoténuse, on construit, 
extérieurement au précédent, un triangle rectangle isocèle BCC,, 
et ainsi de suite. Soit Cn le dernier point obtenu. On demande : 
e 10 La longueur de la ligne brisée ACG:C:...C ; 

20 La somme des aires des triangles que l’on a construits ; ; 

30 En considérant les droites AC, CCi, CC, .…., Cn1On comme 
représentant des forces en grandeur et direction, de réduire ce 
système de forces à un couple et à une force passant par B. 

(Bacc. lettres-math., Toulouse, novembre 1898.) 


4° Posons AB = a. On a successivement 








G G AC = a V2 
? 
| Re La 
5 2 
| CG CAC? = a ee 
| 4 2 
> V2? + / V2 \° 
A B Cs ME =CC on a (4e) 


Es D \n+!l 
CA IQER 
2 2 

Les diverses parties de la ligne brisée ACC: C:... Cn forment 
ainsi les termes d’une progression géométrique décroissante 
a VE F0 

2 Ar cetteligne 





Cn-102 = Cn_5Cn-1 





dont le premier terme est et la raison 


3 
a donc pour longueur 











Ir < sa 
e 5] 
[= V3 
2 
Lorsque x croit indéfiniment, L a pour limite 


, , A a 


L' — = ee ls) 


2° Chacun des n + 1 triangles formés à une surface moitié 


moindre que le précédent. Comme la surface du premier est 
a? : s 
TR la somme de ces +1 triangles est égale à 


1 n+1 
(=) Ls 4 1 
a? 2 & 


Re 1 
TR on RUES 


Es : NT 
Pour n infini, cette somme a pour limite LES 


3° La ligne polygonale ACC:... C, est celle que l'on obtient 


en composant les forces, de sorte que AC; est la résultante du 


système. On peut considérer AG, comme la résultante de forces 
représentées par AB et BC, ; BC, étant égal à C,_,C», tend vers 
0 lorsque x augmente indéfiniment, et la résultante du système 
tend vers la force représentée en grandeur et direction par AB. 


Si on transporte les forces en B, on a une résultante de transla- 


üon ayant même grandeur et même direction que AC». 

Le moment du couple corréspondant est égal à la.somme des 
moments des forces par rapport à B, ou au double de là somme 
des surfaces des triangles BAC, BCC:, Ce moment a donc pour 
limite a?, ’ 


{Ont partiellement résolu la question : MM. 


E, Ardin-Delteil ; 
À. Larue.] 


H. Dodier ; 


mme. 





“D: Tüissuzian ; Es 


_ gagnée par l'essence. Nous obtenons ainsi les deux équations 


plateaux d'une balance parfaïtement juste, est équilibré pars 
1005 de poids marqués placés dans l’autre plateau. Sachant que. 
la matière qui constitue ces poids marqués a une densité égale 
à 8,et que la pesée est faite dans l'air sec à la pression de Then 
de mercure et à 30°, on demande quelle surcharge on devrait 
mettre dans le second plateau pour que l'équilibre eût lieu dans. 
le vide. | ET 
Poids normal du litre d'air. . . . 18,3. 
Coefficient de dilatation de l'air. . . , . 0,00367 


(Bacc. mod. lettres-math., Marseille, mars 1899.) 

















La balance étant parfaitement juste, les poids apparents des 
corps placés dans chaque plateau sont égaux lorsqu'il y a équi- 
libre. | 

Dans la première expérience, le Did réel du corps placé | 
dans le premier plateau est2 Vsf, V étant son volume en centi- 
mètres cubes. La poussée qu’il RE de la part de l’air envi- 
ronnant est égale à 


D 


14 1 





V 1 CR RE ee 
AE TA UT ST 0 
Son poids apparent est donc de ‘ 
= 0,0013 >x< 74 : 
EX (2— 76 x 1,110! ) 

En remplaçant dans cette formule V par : , volume 
des poids marqués en centimètres cubes, et 2 par 8, densité de . 
ces poids, on a aussi 

p.300 f, 00013 x 7% «| 
CERSS 16><4,1101 


puisque les poids apparents du corps et des poids marqués sont 
égaux au moment considéré. Egalant ces deux valeurs de P;il 


vient 
V = 50cc,0214. k 


Si l’on opère ensuite dans le vide, les poussées ne se produi- 
sent plus. Le poids réel du corps est 50,0214 >< 2 — 1008r,0428 ; 
le poids réel des poids marqués est 10085. Pour que ét es 
existe, il faut donc placer dans le second plateau une sur-. 
charge de : 

1008r,0428 — 1005 — 06',0428. 
(J. HAAG, à Pont-à-Mousson.) 


MM. R. Cattin; E. Cognet; L. Corbin ; 
R. Henry : 
Laurence ; 
‘A. Sauwageon ; . 


[Ont résolu la même question : 

Chamberaud; A. Cotton ; Duvergé et Sainte- Laguë ; G. ROUCrY à 

de Saint-Gabriel; M. Gondran; de Jarny; dJarrier;, M. 

E. Liger; Lecoutour ; L. Maubeck; Le Maigre; M. Royer, 
Thirode ; P. Valentin; L, Vige.] 


- 


4812. — 100: de cuivre à 1000, plonges dans 3008" d'eau 
à 59,1, ont porté la température de cette masse liquide à 6°,8. La 
même expérience étant répêtée avec 8008 d'essence de térében- 
thine à 6°, la température de l'essence s'est élevée à 89,5. On 
demande quelle est la chaleur spécifique de l'essence. ; 


(Bacc. lettres- math. Lyon, avril 1898. ) 
Soient æ et c les chaleurs spécifiques de l'essence et du cuivre. | 


Exprimons d'abord que la chaleur perdue par le cuivre est gagnée 
par l’eau et, ensuite, que la chaleur perdue par le cuivre est 


» 


100 c (100 — 6,8) — 500 (6,8— 5,1), 
100 c(100 — 8,5) — 800 x (8,5 — 6), 
qui donnent, après division membre à membre pour éliminer c, à 




















100 6,8  5B(6,8—5,1) 
| MOD RS TUNIS SE +7 6) | ‘ 
_ d'où. æ— 0,417. 


CONCOURS GÉNÉRAUX 


(M. GONDRAN, à Caen.) 


- [Ont résolu la même question : MM. R. Bazin; H. Blanc; F. Boivin; Bour- 
rec; R.Cattin ;J. Chemineau; E. Cognet; L. Corbin; Delaire; Duveérgé et 
Sainte-Laguë; H. Durand; Foy; E. Foucry ; A. de Saint-Gabriel; C. Godard; 
Je Haag; R. Henry; de Jarny, J. Jarrier;, M. Laurence; Ta» Lemoyne ; 
A. Le Maigre ; J'Maire; Mauheck; E. Pagé; A. Ranc; L. Richard ; M. Royer; 
- P Saintin, A. Sauvageon PE: Szivessy; P. Thonet; D. Tuïssuzian; Merced 
del Valle; A. Vannier; P. Valéntin; 9. Vige.; 


Classe de Mathématiques élémentaires. 


Mathématiques (Paris et Départements.) 


L. — 4829. — Soient, sur un cercle donné, un point fixe À et deux 
points variables P, Q, extrémités d'une corde de longueur donnée. Sur 
les cordes AP, PQ on construit un parallélogramme APQR. Prouver 
qu'il y à sur le cercle donné un point fixe B, tel que le triangle BQR 
reste semblable à lui-même en se déplaçant. Trouver le lieu du point 
qui partage QR dans un rapport donné. 


Po 
Le 
. CONCOURS DE 1900 (Suite) ; 4 Fe 4830. 73 Démontrer le théorème suivant ; SA 
A C Je our que quatre forces appliquées aux quatre sommets d'un tétraèdre 
d solide, suivant les hauteurs de ce tétraèdre, se fassent équilibre, il faut 
et il suffit que ces forces soient respectivement proportionnelles aux 
.aires des faces auxquelles elles Sont perpendiculaires et qu'elles soient 
toutes dirigées du sommet vers la face opposée, ou toutes dans le sens 
contraire. 
|, On pourra s'appuyer sur les deux lemmes suivants : 

1° Six forces appliquées à un tétraèdre solide suivant les arêtes de ce 
tétraèdre doivent être nulles pour se faire équilibre ; 

20 Soit ABCD æn tétraèdre ; soient Az, B£ les perpendiculaires me- 
nées respectivement par les sommets A, B aux faces ACD, BCD et 
limitées respectivement aux faces BCD, ACD ; on a 

Aa surf. ACD 


É ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 





LA 


Mathématiques. 


L — 4826. — Un particulier achète un terrain à bâtir et un champ 
contigu, qui ont ensemble une süperficie de { hectare 56 ares. Le 
ferrain à bâtir coûte 4800fr et'le champ 3500fr, et le prix d'un mètre 

, carré du terrain surpasse de 2fr,15 le prix d’un mètre carré du champ. 
Quels sont les prix du mètre carré du terrain et de l'hectare du 
champ ? : . 


IL. — 4827. — On donne deux demi-droites orthogonales AX et BY, 
* dont AB — 24 est, en position et en gran- 
deur, la plus courte distance. On prend sur 
elles deux longueurs variables AP = x | 
BD 7 telles: query 210, 14e 
étant une constante donnée : 
1° Quel est le minimum de PQ ? 
2° Quelle valeur faut-il donner à k°? pour 
que l’on ait, en outre, constamment 
æ+y = PQ? 
-3° Montrer que, lorsqu'il en est ainsi, 
PQ reste tangente à la sphère décrite sur 
AB comme diamètre. 
. 4° Montrer que le lieu géométrique du point de contact de PQ et de 
cette sphère «est la demi-circonférence de grand cercle située dans le 
plan bissecteur.du dièdre XABY. | 
(7.Juins de 7 h:1/20 10 h412:) 


BS surf. BCD 
N.-B. — La vérité du premier lemme apparaît immédiatement en com- 
posant d’une part trois des forces appliquées à un même sommet, d'autre 
part les trois forces situées dans la face opposée. IL est inutile d’en repro 
duire la démonstration, dont il ne sera pas tenu compte, 


(14 juin, de 8 h. 1/2 à 2h. 1/2.) 





Classe de Première Sciences. 
Physique et Climie (Paris et Départements). 


I. — Spectroscope. Spectres des diverses sources lumineuses. Analyse 
spectrale. 





IT. — Acides formique, acétique, oxalique, tartrique. 
IL — 4831. — On partage en deux parties égales 6 volumes d’un 


mélange de deux hydrocarbures gazeux. La première partie est traitée 
par le brome qui absorbe 1 volume. Après élimination du brome en 
excès, on ajoute au gaz restant 5 volumes d'oxygène, puis on fait 
passer l’étincelle. Le volume total se trouve alors ramené à 3 volumes 
dont 2 sont absorbables par la potasse et le dernier volume par le phos- 
phore. La deuxième partie additionnée de 8 volumes d'oxygène donne 
5 volumes après le passage de l’étincelle. La potasse absorbe # volumes 
et abandonne un résidu complètement absorbable par le phosphore. 

On demande d'établir les formules moléculaires des deux composants 
du mélange. 


- Calcul logarithmique. 


: 


* 


Résoudre un triangle, connaissant les trois côtés : 
a 8915, b — 7132, c = 5349, 
; … (7 juin, de d h. 112 à 2h. 412.) 


Epure. (14 juin, de S h. 1/2 à 2h. 1/2.) 


4828. — Placer la feuille de manière que l'en-tête soit à droite. 
Sur une droite parallèle au bord inférieur de la feuille et située à 
44cm de ce bord, marquer les points À et b, À à 12cm et b à 29cm du 

bord de gauche. ä 

_A est le centre d'une sphère de 10°% de rayon et b est le point de 

_ «contact avec Je plan de comparaison (plan de la feuille) d'une sphère 

de 40cm de diamètre, dont le centre est B. 

_ » Soit I le point où la droite AB perce le plan horizontal tangent à la 
fois à ces deux sphères, et soit C le point de cote maxima de lPinter- 
section de ces mêmes sphères ; soit enfin P le plan qui a IC pour ligne 
de plus grande pente. 

Représenter a projection horizontale de l'ensemble des portions des 

_ surfaces sphériques qui est compris entre le plan de comparaison et le 
plan P. On supposera le plan P transparent, les surfaces sphériques 
opaques, «et on supposera enlevée la portion de chaque surface sphé- 
rique comprise dans l’autre sphère. 

Construire les projections horizontales des tangentes menées de I aux 
sections faites. dans Jes sphères par le plan P. Inscrire des :cotes du 
point J,.des points. de contact des tangentes précédentes, et des points 
de contact des tangentes menées aux deux sections planes : 40 paral- 
lèlement au plan horizontal ; 2° parallèlement au plan vertical conte- 
nant des centres des sphères. ' - 


(8 juin, de 7 h. 112 à 10 h. 1/2.) 
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SESSION D'AVRIL 1900 


Lettres-Mathématiques (/). 


LYON 


Étant donnés les côtés a et b d’un triangle et l'angle G compris entre 
ces côtés, calculer le côté €, les angles A et B et la surface S. On dis- 
cutera les formules obtenues toutes les fois qu'élles donneront lieu à 
plusieurs solutions. 

Lips er UT hex à 41929 A = 910471 44",8, 

- Calculer :B, :C, €, S. 










I. — 1er sujet. — Chaleur spécifique. 

[.— 2e sujet. — Dilatation des gaz par la chaleur. 

1. — On demande le volume d'un aérostat rempli d'hydrogène capa- 
4 ble d'enlever 1 2350kg avec une force ascensionnelle de 10*8. Le poids du 


à e 
» . 


- _ 
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litre d'air à 0° et sous la pression de 76m de mercure est 18r,293, La I. — Dans un récipient dont le volume intérieur est invariable et. 


densité de l'hydrogène par rapport à l'air est 0,0693. On négligera le 
volume de l'enveloppe et celui de la nacelle. 


NANCY 


1. — Étant donnée une demi-sphère de rayon R, calculer le rayon 
O'A' d’une section parallèle à la base AB de l'hémisphère et telle que 
le rapport du volume du tronc de cône ABA'B' à celui de la sphère qui 
a pour diamètre la distance 00’ des deux plans parallèles soi égal à 
un nombre donné m. Discuter. 


Application : R—5"%, m—3. Calculer O'A à 1/2 centimètre 
près. : 
11. — 1er sujet. — Le plus petit commun multiple de deux 


nombres est égal au produit de ces deux nombres divisé par leur plus 
grand commun diviseur. 


II. — 2e sujet. — Extraire, en exposant la théorie, la racine du plus 
grand carré contenu dans le nombre 5376. 





FL. — 1e sujet. — Lois fondamentales des courants. 

I. — 2e sujet. — Effets calorifiques et lumineux des courants. Arc 
voltaique. Lampes à incandescence. 

IL. — Un ballon en verre argenté ayant à 0° une capacité de 4lit est 


mis enrelation avec un réservoir contenant de l'oxygène à une pression 
que l'on maintient constante et égale à 76°» de mercure. On refroidit 
le ballon à — 180°. On demande le poids d'oxygène qu'il contient. 
Densité de l'oxygène, d = 1,1056; 
Poids du litre d'air à 0° et 76cm, 18r,3 ; 





Coefficient de dilatation de l'oxygène, « — 0,003 : 
Coefficient de dilatation cubique du verre, k = "180000 ‘ 
POITIERS 

1. — 1e sujet. — La tangente en un point d'une parabole fait des 
angles égaux avec le rayon vecteur et la parallèle à l'axe. 

1, — 2e sujet. — Mener à l’ellipse une tangente parallèle à une 
droite donnée. 

I. — 3e sujet. — La sous-normale à la parabole est constante. Peut- 
on dire quelque chose sur la sous-tangente ? 

II. — 1° Calculer le troisième côté d’un triangle dont les deux autres 
côtés ont pour S NUE V2 et V3, l'angle compris A étant donné par 
la formule tg © — — =. 2° Trouver en degrés, minutes les 
angles du triangle. 

I. — 1° sujet. — Photométrie. 

I. — 2e sujet. — Propriétés des miroirs concaves. 

I. — 3e sujet. — Microscope composé. 

If. — Un vase cylindrique convenablement lesté flotte verticalement 


dans un liquide. A 00, la longueur immergée est h. Que deviendra- 
t-elle lorsqu'on portera tout le système à la température £ ? On désignera 
par ®» le coefficient de dilatation cubique du liquide et par k le coeffi- 
cient de dilatation linéaire du vase. 


RENNES 
I. — 1% sujet. — Formule des intérêts composés. Discussion. Cas 
de placement pendant un nombre fractionnaire d'années. 
IL, — 2e sujet. — Quelle somme faut-il verser chaque année pendant 


n années consécutives pour amortir un emprunt de Af en tenant 
compte des intérêts composés au taux de 1007 °/,? Examiner les cas 
OÙ = etoùu,r — 10: 

[. — 3e sujet. — Démontrer que les puissances successives d'un 
nombre plus grand que l'unité vont sans cesse en croissant et peuvent 
dépasser toute limite donnée, tandis que celles d’un nombre plus petit 
que l'unité vont en décroissant et tendent vers zéro. Quelle est la 
limite de l'expression /a lorsqu'on fait tendre "” vers l'infini, a dési- 
gnant un nombre positif quelconque ? 


I. — Trouver les limites entre lesquelles peut varier l'expression 
tg(t+a)—tgx 
tg (x + a) : 
dans laquelle x désigne un angle positif donné et æ une variable 
réelle, ainsi que les valeurs correspondantes de æ. 





L. — 1e' sujet. — Condensation électrique. 
L. — 2° sujet. — Effets Calorifiques et lumineux des courants. 
I. — 3° sujet. — Bobine d'induction. 





égal à 251it se trouve une masse d'air de 398. 
19 Calculer la pression que cet air ‘exerce sur les parois à 0e, 
2° On demande à quelle température cette pression deviendrait “égale $ 
à deux atmosphères, le volume du récipient restant fixe. EX “> 
Calcul et raisonnement. 


Masse du litre d'air à 0° et à la pression 760 ... 18",3; coefficient de 


1 . 

dilatation de Due + : 

ilatation des gaz 37 H 

x TOULOUSE | 

{.-- 107 sujet.— Fractions périodiques simples et fractions périodiques! | 
mixtes. ° 

I. — 2e sujet — Inscription du décagone régulier dans une circon- 
férence. 


Il. — 3e sujet. — Quand un arc est ae petit que 90°, la différence. 
entre l'arc et son sinus est moindre que le quart du cube de l'arc. 


Il. — Couper une sphère de rayon R par un plan de manière que le 
segment sphérique CAD ait avec le secteur sphérique correspondant 
CADO un rapport donné, ’#. Discussion. 





I. — Lois des vibrations transversales des cordes. Expériences à l'appui. 
I. — On donne une sphère de 10° de diamètre intérieur et dont la 
paroi à 3mm d'épaisseur en métal dont la densité est 10 à 4. On veut . 
qu'elle reste en équilibre indifférent quand elle est entièrement dans 


de l’eau à 4°. On demande à quelle pressiôn on doit comprimer des. 
l'azote dans la boule. Densité de l'azote, 0,97. 


L'équilibre étant obtenu à 4°, on demande ce qui se passera si l'on … 
chauffe ou si l'on refroidit le système 


———————————— 4} — 


QUESTIONS PROPOSÉES | 


4832. — Démontrer que sip est un nombre IE absolu, le seul 
















+1 
carré dont l1 différence avec p soit un carré est : 


4833. — On donne un tétraèdre régulier 
ABCD dont le côté est a. Sur les côtés DA, CA 
on prend deux longueurs DF, CE égales à x ; 
sur les côtés DB, CB, des longueurs DH, CG 
égales à y. On demande de déterminer x et y 
de telle sorte que le trapèze EFGH soit cir- 
conscrit à un cercle de rayon R. Discussion, 
Evaluer ensuite le volume du polyèdre = 
EFDCGH. É 


(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1899.) 








4834. 
l'angle AMB on inscrit un cercle tangent en G, D aux côtés MA, "MB et 
touchant également le cercle 0. 


Enveloppe de la droite CD lorsque les Ar A, B restant fixes, le point ? 
M d'crit le cercle O. 


— On considère un cercle O et deux cordes MA, MB ; dans ” 


C 4835. — On donne un triangle ABC, rectangle 
en A, isocèle et homogène, et l'on demande de 
couper ce triangle par une parallèle MN au côté 

M AB de manière que le centre de gravité G du tra- 

1 pèze AMNB ainsi formé soit à une distance donnée 


G d du côté AB. Discussion. On pourra prendre pour 
| 
d inconnue la longueur AM. 
AND Fa" (Bacc. lettres- math. Lille, novembre 1899.) 


4836. — Un projectile est lancé avec une vitesse initiale ®, suivant 
une direction inclinée de 45° au-dessus du sol supposé horizontal. On 
demande à quelle distance de son point de départ il retombera sur le sol. 

On ne tiendra pas compte de la résistance de l'air. 

Application : v,-— 200® par seconde. 

(Bacc. lettres-math., Caen, mars 19007 


4837. — Un point lumineux se trouve sur l'axe d'une lentille 
convergente de 50cm de distance focale à 25cm de la lentille. Après avoirs 
traversé la lentille, les rayons se réfléchissent sur un miroir plan per- 
pendiculaire à l'axe de la lentille et distant de la lentille de 25cm, 
Après cette réflexion, les rayons traversent de nouveau la lentille 
convergente. Où se forme l’image définitive ? + 
(Bacc. lettres-sciences, Lille, mars 1900.) 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT, & 
Bar-le-Duc. — Imprimerie Comte-lacquet. Facdauel, Directeur. 
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NOTE SUR LA MÉTHODE INDIRECTE APPLIQUÉE | étuation qui se réduit à PSE 1 4 
A L'ÉTUDE DES VARIATIONS DE LA FONCTION (a — dy + (b— ya + e — c'y=0, 


p(y)= (D — by} — 4e — c'y)(a — a'y), 





ax? + 0x + c ou en ordonnant 
; LL DRE cl (y) =(b'?— 4ka/'c')y? + 2{(2ca' + 2ac! — bb'}y + D? — Lac. é 
par M. G. Fleury, licencié ès sciences mathématiques, | P(y) est un trinome du 2° degré en y, donc continu. 
F répétiteur au lycée Henri IV. Considérons le réalisant de l'équation 
à Te eriés : o(y) = 0. 
, Rappel de quelques définitions et théorèmes. . s'écrit (2ac'-@ca'— bb} — (0? — kac)(b?— ue!) 
Définitions. — I. Une fonction flæ) est continue pour une = 4{(ac — ca} — (ab — babe" — cb')] 
valeur x finie et délerminée de la variable lorsque : = 4R, 
10 f(x) a une valeur finie et bien déterminée ; en désignant par R le résultant des deux équations 
+20 f(x) a pour limile f(x) quand æ tend vers #1. ai + bx+c—0, 
II. Une fonction est continue dans un intervalle fixé par deux d'a + bæ+c—=0. 
À valeufs de la variable quand elle est continue pour toutes les Nous supposerons que les deux termes de la fraction F{x) n'ont 
_ valeurs de x comprises dans l'intervalle. pas de racine commune, car alors F{x) se réduirait à une frac- 


Théorèmes. — Le trinome du second degré est continu pour tion rationnelle du 1°" degré que l’on sait étudier. 


toutes les valeurs de la variable. Donc nous supposerons R 0. 


tion ne peut être un maximum que si cette valeur y, correspond 











_ La fraction rationnelle du 2 degré 


_ continue pour toutes les valeurs de x, sauf pour celles qui annu- 
. lent le dénominateur, sans annuler le numérateur, 


tervalles où elles sont continues, 


pour une valeur x, finie et déterminée, si l’on peut trouver des 
. nombres positifs « et $ tels que: x croissant. de 1 — x à 
- et de 21 à z1+ 6, les valeurs correspondantes de y croissent 
- de f{ai — x) à f(x.) et décroissent de f(x) jusqu'à f{ai +6) (*). 


croissante pour æ<x, et décroissante pour x2>%,; elle passe. 
o x 4 ou # f : . . 
par un #inimum si après avoir"été décroissante elle devient croissante. 


a +bæ+c De IL en résulte que p(y) n’est jamais un carré parfait, ou, ce qui 
d'a? + b'æ+c! a revient au même, que p(y) —0 a toujours, ou ses racines wna- 


ginaires, ou ses racines réelles et distinctes, 


Théorème. — Toute valeur maximum ou minimum de y 


Nous ne considérerons désormais les fonctions que dans les in- s J 
annule nécessairement p(1). 


Lemme. -= Dans une équalion du 2e degré Ax? + Bx + C—=0 
à coefficients variables, le premier n'étant ni nul ni infini, pour 
que la différence entre les deux racines devienne aussi petite 
que l’on veut, en valeur absolue, il faut et il suffit que le réali- 
sant puisse devenir, en valeur absolue, plus petit que toute quan- 
tité donnée. 

Cela résulte évidemment de l'égalité 


“Définition. — Une fonction y—/f{x) passe par un maximum, 


REmarque. — D'après la définition, une valeur y, d’une fonc- 








; $ É L ; s 3 — 4AC 
._ à une valeur æ1 finie et déterminée de la variable. fa 2m = 2 É 
Définition et remarque analogues pour le minimum. _ ES fe. 
Soit maintenant y, une valeur maximum ou minimum de 
Le pie ax? + br + c F(æ) atteinte pour æ—%1 (ai étant fini et bien déterminé). 

Variation de F(x) S dr? +brc! \ Alors on pourra toujours trouver à partir d'un certain moment 
b é , des nombres positifs « et Ê aussi petits que l’on voudra, et tels 
À PA 1 ‘4 1 D ns h À . x 2 . 
- Nous appellerons p(y) le réalisant de l'équation du 2e degré que & eroissantde aæ1—4x à a+, lafonction F(x) parte de 
en x F(æ) = y, : yye etrevienne à +: en passant par 71, | © | élant aussi 
_ (*) On peut dire aussi qu'une fonction /(r) qui reste finie et continue petit qu'on veul (Définition du maximum) ns 
_ Jorsque æ varie de a à b est croissante, si pour des valeurs x, 244 Si donc on considère l'équation du ?° degré 
_(h> 0) comprises dans l'intervalle (a, b), on à flæ) = yi + 5, 


NL 0: elle aura deux racines réelles aæi—x et x +6  dontla 


la fonction est décroissante si - ss LE MR 
PR + fr Eh} fr) < 0. différence 8<+x peut devenir aussi petite que l’on veut. 
Alors une fonction passe par un maximum pour æ—%, si elle est Le résultant p(yi ++) à donc pour limite 0. 


D’autre part o(y, +=) a pour limites p(y1), puisque le tri-, 


Il y à done maximum où minimum quand le sens de variation chan- | OM e(y) est continu. Donc | 1 
ge ; les deux cas-se distinguent par le mode de changement. :, plyi) = 0. CS: fer de 


L: 








Mie TRE Me dé G bis ÿ Ve î LS cr 7 = ' 
e + PRE mel 4 Lie nu FAX éd 
À cé Da 154 NES) ne Ta 
se s du. : à : E | * LSTR à Se L 
ù | ce < : Fe 154 ee ER LE à ; ee à es FINE 
es Ù ” = s "À 4.7 
Conséquence, — Dans les intervalles limités par les racines de R<O e(y) 
e(y) = 0, la fonction croît constamment ou décroit constam- RSPSTACIUSSIMARIDEUSS SN 
t " ni minimum 
ment. , æ : à .* 
; 5: : : b—4a'c'7"0 | a 2 racines réelles dis- | 2 max. ou min. 
Pour s’assurer s'il y a maximum ou non, il suffira de compa- b'—ba'0 tinctes É 
rer à y: les valeurs de y correspondant à deux valeurs de x si- b?—4a'c—0 | a 1 racine réelle finie 1 max. 00 min 
tuées de part et d'autre de 1. R>0 | b?-4a'c'70 | 2 racines réelles dont | À max. ou min. 
: Le 1e a ; : 
Théorème. — Toute valeur y1, atteinte pour une valeur x: l’une est _. 
se 2 dr 3 (Ales, PT LENS 1] 
finie et déterminée, et pour laquelle o(y) change de signe, est un QÙ'—bA'=0 pre _ gare —0 | 1 seuleracine finie égale | 0 max. ou min. 
maximum ou-un minimum de F(x). NRA 
PA 
Lemme. — h et k étant des nombres positifs assez petits, les s : : < 
équation P P ) L'étude complète des diverses formes de la courbe y= Fix), 
e € S 3 c 
à relève m 
F(æ) = y: — 4, e maintenant de problèmes connus. . 
x (22 F1. 
F(æ) = y + A Nous aurons en effet à comparer — aux valeurs maximum 
l a . 
ne peuvent avoir ensemble de racines réelles. où minimum yet y" de F(x), c’est-à-dire aux racines de 


En effet pfyi — h) et p(y1 + k) 

Faisons croître maintenant æ de 
riera de y, +e à Yi +". 

£z et » seront, en valeur absolue, aussi petits qu'on le désirera 
grâce à la continuilé de F{x). 

Les équations 


sont de signes contraires. 
à a+; y va- 


EUR x 


F(æ) = y +e, F(x) =y+n 
vérifiées l’une pour x —«, l'autre pour* x; +, ont en- 
semble des racines réelles. Donc <: et r sont de même 
signe, en vertu du lemme; et y +: et y1+n sont des 


nombres ou tous deux supérieurs à 71 ou tous deux inférieurs. 
Dans le premier cas, il y a minimum; dans le deuxième il y a 
maximum. CHATS 


— L'équation p(y) — 0 dans notre hypothèse 


n’a jamais de racines égales; p(y) change donc toujours de signe 
en s’annulant. 


REMARQUE. 


Conséquence. — Les racines de p(y) = 0 sont les maximum 
et minimum de F{x) quand elles correspondent à des valeurs 


de x finies. 


REMARQUE. — Pour qu’une racine y, de ply}=0 soit un ma- 
ximum ou un minimum de F(x), il faut qu'à y correspondent 
des valeurs de x finies et bien déterminées. 


Or pour & =, 


a! 


: (a ; : . 
F(æ) = rs et d’ailleurs l'équation F{+) — 
n’est vérifiée par aucune valeur finie de x. 

Donc toute racine de p{(y) — 0 représentera un maximum ouun 


minimum de F{x), à moins que cette racine ne soit précisément 
& 


a 
a à ; | 

Or pour que (Er) — 0, il faut et il suffit évidemment que 

a b 


= %5Tr OÙ 
(a 


7 ab' 
} 


— ba = 0. 


REMARQUE. — L’équation p{y) = 0 n'ayant jamais ses racines 


égales, a toujours au moins une racine différente de Æ . 
«a 


Conséquence. — Si  ab'— ba' — 0, laracine de o(y) = 0 dif- 


; a : AL 
férente de 7 st un maximum ou un minimum de F(x). 


iEMARQUE. — Pour qu'une racine y; de p(y)—=0 soit un 
maximum ou un minimum de F{x), il faut que y soit fini. 

Conséquence. — Si ag == 0) 
nimum de F{x) disparait. 


On peut alors au pointe vue des maximum et minimum de la 


fonction F(x) résumer tous les cas possibles dans le petit tableau 
suivant : 


un maximum ou un mi- 











27 * 


p {y = 0:. 
Il faudra également ranger par ordre de grandeur croissante 


les nombres qui rendent F(x) discontinue et les nombres qui la 


rendent maximum ou minimum, 
Les premiers sont donnés par les racines de l’équation 
d'a + bx+c =0; 
les seconds, par les racines de 
(ab! — ba'})r? + 2{ac' — ca) + bc — 


ch =0” 


Il s’agit donc de comparer les racines de deux équations du - 


2e degré : problème particulier connu que nous ne traiterons pas, 
puisqu'il est complètement indépendant de la question de maxi- 
mum,. *, Fe 


———————— ——— ï 
ARITHMÉTIQUE 


= 
% 


4805. — En divisant un multiple de 67 par 10, on obtient le 


quotient q et le reste r. Démontrer que q — ?20r est divisible À 


par 67. © 2 
Par hypothèse, on a , 
6m = 10q9+r; © : 
on en déduit . 
r = 6Tm—10q, 
et g — 207 = q — 20(67m — 10gq) 


2019 — 20 >< 67m = 67(3q — 20m). 
(ET PR ms 
(G: FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 


[Ont résolu la même question : Me M. D. P.;, MM. A. Amblard ; V. Barol; 
M. Bayor; H. Blanc; F. Clabault; L. Corbin; A: Cotton; A Delaire 
Duvergé et Sainte-Laguë ; M. Gondran : : J.sHaags: 2R. CHenryé D AKoni 


X. Lacreuse; A. Larue; M. Laurence; A. Lecoutour ; J. Maire; W. Méléär 


L. Richard ; M. Royer ; P#Saintin; C. Vallot; E: Baudouin : Be 
Guinand ; H. Janois: R. Mouzon; Noël; M. Pappà : L. Patin ; Pendariès ; 
A.-Pichon ;xF. Vérot,] 

4819. — Démontrer que si — est la fraction génératrice d'une 


B 


fraction périodique ayant à chiffres irréguliers et p chiffres pério- 


2 


; A 4 « Res - ; AUS 
diques, FE est la fraction génératrice d'une fraction périodique 1 


ayant ?i chiffres irréguliers, le nombre des chiffres Hériodiquess 


étant un multiple de p. : , 
» 


Nous pouvons supposer À et B premiers entre eux ; pour que 


+ 
B. 


liers, il faut et il suffit que B contienne, avec des facteurs 
‘premiers avec 10, l'un des facteurs 2 ou 5 avec un exposant égal 


à t, l’autre pouvant figurer avec un exposant inférieur ou égal à 1. 


Alors B? aura l’un des facteurs 2 ou 5 avec un exposant égal ; 





donne une fraction périodique mixte ayant ? chiffres irrégu- i 





# 






à à ue facteurs Preis avec 10, Donc la Rae = — don- 


L. nera naissance à une fraction périodique mixte ayant 2 chiffres 
irréguliers. 
Soit p' le nombre des né dique : on doit pouvoir 
écrire 


FE pédale 


AE N 
D BB  10*%(10” —1) 


et si on appelle B’ Le nombre obtenu en supprimant dans. B 
les facteurs 2 ou 5, B'? divisant 102107 — 1) et étant premier 
avec 10, divise 107 —1. 
A fortiori B' divise 107 —1 et on peut écrire 
Ar N’ 
B 7 10107" — 1) 
“ce qui exprime que les chiffres périodiques se reproduisent de p 
en p'. v 
Mais il se FAT on le voit facilement sur des exemples, qu'un 
ensemble de p' chiffres comprenne plusieurs périodes, de sorte 
que le nombre p des chiffres d’une période irréductible est un 
. diviseur de p’. 
A #4 
ne. _ ALGÈBRE 


< " 
+ 


À 





[: 


4767. — Calculer les bases d'un trapèze isocèle inscrit dans un 
cercle de rayon R, connaissant la longueur commune a des côtés 
* non parallèles et la surface m°. 


Désignons par « et y les demi-bases cherchées et par : la 
. hauteur du trapèze. On a d’abord 

(x +y)s = m?; (1) 
le triangle rectangle BHC donne 
ensuite 


L4 





(&@—y} += a; (2) 
puis, en considérant R comme le 


rayon du cercle circonserit au 
B triangle ABC, 


a.,AC° = 2R3, 








* ou ay (a + y}? + 3° = 2R:. 
En élevant au carré, on a 
4R°?2? 
CEE EEE (3) 
2 
en remplaçant &æ+y par — dans l'équation (3), on trouve 
am 
RAC LEP 


m? 
p+y=", 


_ + On peut aussi retrancher membre à Hire les équations (3) 
et (2), ce qui donne 
; LR? 

a? 


» | 4@Yy —= =— a?, 


Ca 





. En se reportant à la figure, on voit qu'on peut construire un 
es connaissant 3; la figure montre qu’on doit avoir pour 
. . cela 3 <a. On a donc à exprimer : 









1° la condition de réalité 4R?>> 4, condition évidente 
_ géométriquement ; 
; . 20 la condition : < a, qui donne 
4 2m 
Œ am de < at, . 
ou, comme 4R?2— a? > 0, 
Li À .m® & MER. 





- Mais pour qu'on ait un trapèze proprement dit, il faut en outre 
que x et y soient tous deux positifs, ce qui exige que 


4 
a* 
_ 2 2. 


7 ER? 
am? a* 
ou M RE 
VAR? — a? 7 ER? 
c’est-à-dire 

Fa >2 > 
LV&R?— a? 
m2 > a VER? — a? 


CORNE 
Si m?—= aÿaR?— &, x — y; le trapèze devient un rectan- 
gle de côtés a ; 2/4R? — à. 


- TE VER? — aÿ, 
trapèze devient un triangle isocèle ayant « pour côtés égaux. 
(HUGONNIER- GINET, école normale d'Albertville.) 
Solution géométrique. — Supposons AD placé. La corde BC 
étant connue, un premier 
lieu de son milieu E est un 


cercle O derayon Vue 


Pour obtenir un second 
lieu de E, on remarque qu'en 
abaissant EH  perpendiou- 
laire sur AD, on a . 

m? = AD.EH, 


SL Mie m+y=ax—y où y + 0x1 le 





d'où EH = 
œ 

Ge second lieu est donc 
une parallèle XY à AD. La 
connaissance du point E entraine celle du trapèze; on peut 
observer que les trapèzes correspondants aux deux points d’inter- 
section de la droite et du cercle étant symétriques, fournissent 
la même solution. 

Pour que XY coupe le petit cercle O, il faut et il suffit qu'on ait 


EH = ca/r-T 2 — 7’ 


ou M? aÿ4R? — a? — a; 
il faut en outre que E ne dépasse pas la Éoetiotl E’ pour laquelle 
BG se confond avec B'D, ce qui entraîne 





? 1EN 

EH ou —- > ee 
u 2 

Or B'D-B'A}='2R°B1/;, 
+ RAR A 
d’où B'H etre 7 


d’ailleurs le théorème de Ptolémée appliqué au quadrilatère ins- 








crit ADB'D’ (D! étant symétrique de 
D D par rapport à 0) donne 
AB'.2R = 24a.AD’, 
ay4R? — a? 
DORE Bi Es 
B' 
2 /4R2 = a 
donc BH = — ; 
2R 
8 à Le ARTE 
D et Ma PTE : 
(G. BOURVÉAU, à Quimperlé.) 
Remarque. — On pourrait aussi considérer BG comme connu; 


AD ‘serait alors la tangente commune au petit cercle O et au 


cercle de centre E et de rayon EH. 
-(DUVERGÉ et A. SAINTE-LAGUE, lycée de Bordeaux.) 


MM. d'Amphernet; M. Gondran ; A, Gorce ; 


question : 
Thonet.] 


[Ont résolu cette 
A. Pequignot ; P. 


J. Haag ; H. Lefèvre ; 























+ 






4806. 


— Résoudre l'équation * 7 
(@? — x + 1)* — 10x(a?— x +1)? Fr = 
Posons æ?—x<+1— y. L'équation s'écrit 

y — 10x°y? + 9xt — 0, 
d'où l'on tire 


2 


= Get Vient = | 7 


2 
y = € 3x, 
On est ramené à résoudre l’une des quatre équations 
a? —"ù + À = 3x, a — x +A = =— 3x, 
a?— x + 1 —=\œ, D — m+1 = — x. 
Les trois premières seules ont leurs racines réelles; ces 
racines sont 


NU =) 


Dry 2 2 + 1, 
les deux dernières racines étant doubles. 


(G. FOUCRY, école normale de Châlons.) 


Remarque. — L'équation proposée est réciproque ; si on divise 

tous les termes par æ', on a 

15e f Re 

LT — 1-4 4 — 10{œ — ! a Se 0; 
œ æ 
e 7 l L # 4 4 
et en posant x+— —7z, on trouve 3 par l'équation 
T 
(3 — rase 1} +9 — 0 

qui donne (gs —1P—=5 + V25 — (] 
d'où om déduit z—1—+1 et A ES, 


æ est alors donné par les équations trouvées dans la solution précédente. 


(Ont résolu la même question : MM. A. Amblard ; V. Barol ; M: Bayor : 
J. Chapron ; E. Cognet; L. Corbin: A Cotton ; A. Delaire ; J. Delpont ; 

. de Sn Gabriel ;” Duve rgé et Sainte-Laguë ; Foy; CG. Godard pe M. Gon- 
Ne ; J. Haag ; R. Henry; A. Huet; M. Laurence : A. Lecoutour ; Le Dee 
gre ; J. Maire * WW. Méléard ; is Millet Re Picou ; L. Richard ; M. Res 
Saintain ; À. Sauvageon ; P Thonet ; Tuïssuzian : P. Valentin : G. UE: 
EF. Velardi ; A. Vidalenc ; P. Zlatco; FETE Bazin ; Janois ; Mouzon : Pen- 
dariès ; Pichon ; Vérot.) 


4820. — Etant donnée une demi-sphère de rayon R, calculer le 
rayon O'A' d'une section parallèle à la base AB de l'hémisphère 
et telle que le rapport du volume du tronc de cône ABA'B! à celui 
de la sphère qui a pour diamètre la distance O0" des deux plans 
parallèles soit égal à un nombre donné m. — Discuter. 

Application : R — 5", m = 3. Calculer O'A' à 1/2 centimètre 
près. 

(Bacc. lettres-math., Nancy, mars 1900.) 

Posons O'A' = x. On doit avoir 


1 
3 7 OO(R? LE 1 


Fa 00" mn, 


ou 2%R2+ + Rx) = mO0O (1) 


x? +R GR —- 





2 
ou,enremplaçant O0" par R?-—x2 
et ordonnant, ; 

f(x) = (m + 2)x? + 2Rx 
— (m — 2)R?2 = 0: 
Discussion. — Pour qu'une valeur de + convienne au problème 
posé, il faut et il suffit qu’elle soit réelle et comprise entre 0 et R. 
Les deux racines ne peuvent être. positives’ à la fois, les coeffi- 
cients de +? et de æ étant de même signe; on ne peut donc avoir 
qu'une solution au plus, ce qui a lieu Sr 








f(0). FR) < 
ou — (m —2)R?. un 
ou m2, 


Si m—2, ona æ = 0, et le troncde cône devient un cône 
dont la hauteur est égale au rayon de.base R. 

Lorsque m <[2, les deux valeurs de x sont toutes deux né- 
gatives ou bien imaginaires, et ne peuvent convenir, 


Remarque, — En se reportant à la condition (1), on voit facile- 


eut s'interpréter e cons 


ment qu'une valeur négative de peu 
dérant le tronc de cône ABA'B" comme de*seconde espèce, 
Application. — Pour R—=5" et m—3, on trouve . 
VA = REA +N6— 1m,45 à Ocm, 5 près par excès, + 

U. HAAG, collège de Pont-àa-Mousson.) 


(Ont résolu cette question; MM. E. Anzemberger ; J. Chemineau ; E. Cognet; 
L. Corbin ; A. Delaire ; ; rs Foy ; C. Godard ; M. Gondran ; Janois; G. Lallier ; 
D. Lwow; L. Maubeck ; G. Oberlin ; P. Thonet ; EP: Valentin.] 
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4824. — Sur l'axe d'une parabole donnée on considère un point 
À situé par rapport au sommet du même côté que le foyer, à une M 
distance du sommet triple de la distance du foyer à la directrice. 
D'un point M de la parabole, on abaisse sur l'axe la perben die 
laire MP: Quand le point M se déplace, chercher comment varie « 
la surface totale du cylindre engendré par la révolution autour \ 
de PA du rectangle ayant pour deux de ses côtés les droîtes MP 
1 . (Bacc. letires-sciences, Caen, mars 1900.) 

En posant SP —x et MP — y, on a la relation connue 

Vi RpPrN 28 (1):304 

Le cylindre a pour rayon de base y et pour hauteur 3p=— x si 
P est à gauche de A, ou x —3p* si. 
P est à droite de A. La surface totale a. 
donc pour expression 1 

© Dry? + 2ry (3p — x) 
che de A, 

ou 2ryÿ?+2ry (x — 3p) si P est à 
droite de A. + 

En remplaçant + par sa valeur tirée 
de l'équation (1), on a 


si P est à gau-« 


(9 9] 


UE 
. (pi? + 6p°y — y), 





où (+4 — Gr ne 


On peut remarquer que ces deux expressions ne diffèrent que 
par le signe de y. 
La première expression représente la surface totale du cylindre 2 
lorsque y varie de 0 à py6 ; la seconde représente la surface totale 


lorsque y est supérieur à pV6. "DATE CE - ; 
4er Cas. — Pour étudier les variations de la première expres- 
sion, il suffit d'étudier celles de 1 
es F(y) = 2py? + 6p?y — y; 
la dérivée est 
F'{y) = 4py + 6p? — 3y°. 
Celle-ci s’annule pour une valeur positive de y  * 
*  e p2 +12) 
RES PRIT PO) … " 
J 
qui est inférieure à pv6. à Se, 


La dérivée F{y) étant positive lorsque y varie de 0 à y, et 
négative lorsque y varie de 41 à pÿ6, la fonction a un maximum 


pour y — 7: AE me. 
EPS | Un 12 Hs 1 PVO 
E(y) (ED) croit F(y:) décroit 12p° 


2e Cas. — Pour étudier les variations de la Seconde fonction S 
Fay) = 2py? + y? — 6p°y, 

prenons la dérivée __ | | Le 
: 1 Y) = 4py + 3? — 6p; | 7 
la racine positive de Fi{y) est inférieure à pv6, de sorte que la É 
fonction Fi(y) crottconstamment lorsque y varie de PV6 6 à et: 
Donc la surface totale du cylindre croit constamment lorsque S. 

Gi 










. PA | La 


en 
y 





le point +0 É: droite sé A; ce qui était d'ailleurs évident à. 
Borne | 

[M. G. Foucry, école normale de Châlons, a résolu la même question.] 
. 






. 
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* 


4465. — Deux cercles, decentres 0, 0, sont tangents extérieu- 
rement en C. Soient A, Bueurs points de contact respectifs avec 
l'une de leurs tangentes communes. 

1° On suppose que la figure tourne autour de:la ligne O0" et 
l'on demande de calculer le volume engendré par l'aire qui est 
limitée par la droite AB et les arcs de cercle AC, BC. 

20 On suppose que les rayons des cercles varient, leur somme 
restant constante, et l’on demande de trouver les valeurs des 
rayons pour lesquelles le volume précédent est maximum. 

30 On suppose que les rayons varient, . leur produit restant 
constant, et l’on demande d'étudier la variation du volume et 
d'en. indiquer la réprésentation graphique. 

(Bacc. lettres-math.; Montpellier, juillet 1898.) 


lo Menons la tangente commune CP. Le volume engendré 
par le triangle mixtiligne AMCNB est égal au volume engendré 
par le triangle ABC moins les anneaux sphériques engendrés 


* 





_par les segments circulaires AMC et BNC. On a donc, en abais- 
| sant CD SET à AB, 


br V=; surf. AB. CD — 5 AC. CA'— EE". CB! 


+ 


FR RU Ha AB = 2rCP. AB — rAB, CB'— CA, 
et AC° + DEAR + 0 
puisque, comme il est facile de le voir, ACB = 1 droit, 


V= rar (en 5ca). 


* Galeulons AB, CD et Le en fonction de R et R’. Si on mène 
QUE parallèle à AB, le triangle rectangle OO'E donne 
AB = = E0’ = Y(R +R} —{R —R'? = 2VRF' ; 


en comparant le, triangle CPD au triangle semblable O'OE, on 
obtient 


ACDA UE AB _ 2RR 
ere ed ne 
ATEN IENNRette RAR ER) CNE 
_ D'ailleurs, on a : . 
ke CA’.CP = 2 surf, ACP = ABC — À ÀB.Cp, 
- à - M - n 7 0 ! ” à 
ou, comme CP — 3 AB, 
CA'— CD. ” 
En remplaçant dans V, il vient " 
| TUE =" RE : 
. = = TÀ EEE Eee 
ne”. ‘ » 3 B ; — 1 3 FRER 


o Cette valeur montre que lorsqu'on suppose R+R' constant, 





c'est-à-dire pour R=R., 


Fv. ‘atteint son maximum en même temps que le produit RR’ 
Dans ce cas, le volume V devient 


D) 
égal à a rR° et représente la moitié du volume de la sphère 


engendrée par l’un des cercles égaux 0, 0 

30 Supposons maintenant le pro- 
duit RR' constant et égal à 2. V 
est alors inversement proportionnel 
à la somme R+R': or comme 
RR'= x?, cette somme devient mi- 

0 k R nimumpour R=R =}#k, et V 
9 passe par un maximum, égal à 
3 rh*, En remarquant que V s'annule pour R=—0 et R=, 








on en déduit aisément la variation de V, figurée par la courbe 


ci-contre. 
(L. A. BLANC, à Clérmont-Ferrand), 


[Ont résolu cette question : MM. E, Ardin-Delteil ; L. UE Bourvéau; Bouzy; 


B. Carrière ; R. Coural ; P. Delolme ; J. Delpont : . Fabia ; A. Fadeuille ; 
J. Fiton; KE. Gernez; R. Henry ; R. HUE AT GJullian: E.'Le 
Maigre ; G. Le Sage ; A. Lescure ; Lorcerie ; P. Macherey ;: M. Maigret : C. 


Marie ; B. Meheust ; J. Moisson ; G. Nazare : M. Oger ; F. Pégorier ; Pou- 
de ; L. Rausch ; Remondet ; G. Schoonbheere ; R. Thomas : P. Tribier.| 


4776. — Trouver dans le plan d'un triangle le point tel que la 
somme de ses distances aux trois sommets du triangle soit mini- 
mum (solution géométrique). 


Soit P un point quelconque du plan du triangle. Faisons tour- 
ner l'angle BCP de 60° autour de C; soit B'CP’ sa nouvelle 
position. Le triangle CPP’ est équila- 
téral; on a PP’ — PC, et par suite 


PA + PB + PC = PA + P'B' + PP’, 

La somme considérée est ainsi 
représentée par la longueur de la ligne 
brisée APP'B. 

Or cette ligne alteint évidemment son 
minimum lorsque P et P’ viennent sur 
la droite connue AB’. Dans ce cas 
l'angle B'PC étant égal à l'angle: P'PC 
ou à son égal BC, les points P et B 
font partie d’un même segment capable 
de base B'C. 

Le point demandé 0 est donc l’inter- 
section du cercle circonscrit au triangle 
équilatéral BCB' avec la droite AB. 

Cette solution suppose le sommet A 
en dehors du cercle BCB'; elle tombe donc en défaut lorsque 
l'angle À est égal ou supérieur à l’angle BOC — 120°. 

Nous allons montrer que dans ce cas particulier, le sommet A 
lui-même FH au minimum de la somme. 


DA..,71 





= 0 
Tr 


B' ; PM 
LEMME PRÉLIMINAIRE. — Se un angle RAQ inscrit dans le cercle 
O est supérieur à 1200, on a 
AR + AQ< AP, 


“ 





«! 


Ë 
A 











AP étant le diamètre du cercle. ” US VERTE 

En effet, considérons l'angle RAQ' égal à 120°; en supposant 

AR > AQ, on voit facilement que AQ < AQ': donc 
AR + AQ < AR + AQ". : 

Or si M est le milieu de l'arc RPQ', on sait que la somme des 
distances du point À à deux sommt®ts du triangle équilatéral 
RMQ' est égale à la distance au troisième sommet, done 

AR +AQ'— AM; 
par suite AR + AQ <AM ou AP « fortiori, (*) 

Cela posé, considérons le triangle ABC où l'angle A est supé- 
rieur à 120e. 

Je dis que pour un point intérieur quelconque P (seul cas à 





B GC 


examiner), la somme PA + PB + PC estsupérieureà AB + AC. 
En effet, si l’on abaisse les perpendiculaires PR et PQ sur AB, 
AC on a (lemme précédent) 
PA > AR +AQ. 

PB> PR, 

PC > QC. 
En ajoutant membre à membre ces inégalités de même sens, 


D'autre part, 


il vient PA + PB + PC > AR + RP + AQ + QC, 
ou PA + PB + PC > AB + AC. Cdt. 
(1. MOISSON, à Versailles.) 
(Ont résolu la même question : MM. A. Delaire ; Duvergé et Sainte-Laguë ; 
G. A., lycée de Nimes ; C. Marie ; E. Péguet ;-H. Pitrat; À, de Saïnt-Gabriel ; 


P, Thonet ; T. Lemoyne ; P. Zlatco.] 


4799. — Dans un triangle ABC, on joint par une droite le 
sommet À au point D qui est au quart de BC. Connaissant 
AD = CAS? VADERZS 

1° Construire géométriquement le triangle ; 

20 Calculer le troisième côté BC. 

1° Menons par le point D une parallèle à AB qui coupé AC 
en E. On'a 


AD DES 2 NL 


4 4 

Le triangle ADE est ainsi déterminé par ses trois côtés. En le 
construisant, il ne reste plus qu’à 
prolonger AE d’une longueur 
EC=— 3AE, à tirer CD et à mener 
par À une parallèle à ED qui ren- 
contre CD en B, 

La seule condition de possibilité 
est que le triangle ADE existe, c'est- 
à-dire qu'on ait 





B h CS ! 
2 BE 3 |3c—bh<I< x (3e +0), 
2° Traçons la médiane AM du triangle ABC et remarquons 
que AD est aussi médiane du triangle ABM. En appliquant la 
relation connue, on obtient, en posant BC= x, 





à 2 
b? + cc =2AM + (=): (4) 
+ AM — 22 + 2( =). (2) 








(") On peut remarquer aussi que la somme des distances d’un point d’un are 
quelconque aux extrémités de la corde est maxima quand le point est au milieu 
de l'arc ; donc AR + AQ' est inférieur au double de la corde qui sous-tend 
la moilié de l'arc, corde qui est égale au rayon, 






















se F. + DE sa g 4 2 pr Si Os le ds se ce Le 
a nr en 
Pour éliminer AM, ajoutons à (1) le double de (2) ; il vient 
J E CE æ + + : . 
D IC aR + — +R  —; PE 
2 4 FT 
NP ETGEALE à 
dons r=2\/ REPÈRE 


(H. BLANC, lycée de Clermont.) 
Remarque. — Si on écrit que : : 


(b— ch < a? < (b+c}!, 2 
on retrouve les conditions de possibilité trouvées en discutant la cons 
truction. k v. 


LA 

[Ont résolu cette question : MM. 4. Ageron : Aubert : E. Baudouin ; As Ber 
agua ; R. Cattin ; G. Chamberaud ; K. Clabault: L. Corbin ; A. Cotton. 
A. Delaire ; Duvergé et Sainte-Laguë ; G. Foucry ; A. Foy ; L. Giboiïn. 
G. Guinand ; J. Haag ; E. Hélary : R. Henry ; A. Huet ; Jaèquet ; H. Janoïis ! 
H. Julien ; X. Lacreuse ; A. Lecoutour : E. Licope ; G. Luquet ; D. Lwow. 
J. Maire; G. Marquet ; P. Millet : R. Mouzon ;" Noël ; P. E., à Bonneväll 
J. Pendariès ; P. Petit ; H. Pitrat ; A. de Saint-Gabriel ; A. Séclet ; R. Simon 
Sinoquet ; D. Tuïssuzian ; G. Vachet ; C. Vallot: F. Vérot\ 


. 
. 


4808. — On donne deux circonférences O et 0’ se coupant 
orthogonalement, D'un point P pris sur O on mène à O! les tan- 
gentes PM et PN ; on joint les points de contact. La droite MN 
rencontre le cercle O en deux points À et B. Démontrer que PA 
et PB passent chacune par un point fixe. k d Ê 


Nous allons faire voir que le point A se confond avec le point 
d’intersection A’ de la droite PO’ avec le cercle O. 

En effet, le cercle O' étant 
orthogonal au cercle O, 
Ds + j 

OA’.0P = OT — OM, 
ce qui montre que le point 
A’ appartient à la polaire 
MN du point P par rap 
port au cercle 0’, de sorte 
que A et A’ se confondent 
en un seul point. 

Ainsi la droite PA passe 
par le point fixe O', et la 
droite PB, diamètre du cercle O puisque PAB= 1 droit, passe 
par le point fixe 0. cr, 24 





(D. TUISSUZIAN, lycée de Versailles.) 
(Ont résolu cette question : MM. À, Amblärd; Aubert; M. Bayor: 


H. Blanc ;J. Chapron ; F.Clabault ; Duvergé et A. Sainte-Laguë ; G. Foucry : 
J. Haag ; R. Henry ; T. Lemoyne ; P. Thonet; P. Valentin.| » 





TRIGONOMÉTRIE 
3543. — Résoudre l'équation h 
séc 2 + sin 3x — Coséc 3x + cos 2x. 
Cette équation s'écrit : à 
1 1 ëé 
PS RE 9% — » 
cos 2% . singe — COS #7 Fa » a - DER 
2 rs Ï rl = - 2 
ou (cos 2x — sin 3) — 2x sin 3e +1) 0 
Sous cette dernière forme, on voit que l'équation se dédoubl 
en deux autres : cos 2x — sin 3x THEMES 
et COS 2#:8iD 3% EL v. ; 
La première, qui peut s’écrire . = 
T LL * 
cos 2œ — cos (5-32). . 
est vérifiée pour ” 
; T ro 
22—2Ar + (53%), 
d’où = ; + * 
T T 
MR IS e=îhr +: 
: Fe È Pat 














] es extrémités des ares donnés par la première duos for 
ment un pentagone régulier, dont l’un des sommets correspond 
aussi à la seconde solution. 


La seconde équation exige qu'on ait, 


soit  cos2x — —1 et Sin 8æ — 1, 
oit CODE Le d'et . Sin 3x — — |. 
Dans le premier cas, on doit avoir 
2x = 2kT nu T* et an = = + 22/7, 
leurs compatibles si - | 
__(2k+ ir __ (4k + 1)x 
— 2 — 5 PA TP 


ce qui suppose 4k' +1 — 3(2k+ 1), où 2k'—3kx — 1. 
Cette équation peut s’écrire 


Q{k' —2) — 3(k—1), 


‘ou EE se PUR 
REG 
les solutions entières sont donc données par k — 3p+? 
k = 9p + 1. 
Dans le second cas,.on doit avoir 
2% — 2kr et 3x — 7 ir 
Pour que. ces valeurs fussent compatibles, il faudrait que 
kr = ner > 
‘ CT 
ou 6k = 3+4k. 


Or 6% et 4%’ étant pairs et 3 étant impair, cette équation n’a 
Des de solutions entières. ” 
[Ont suis celte question : MM. F. Pégorier ; 


Bertière ; E. Läpenne ; 


L. Tronchon 


= 


4822: — On donne uñe demi- er de rayon R et sur 
le diamètre AB un point P, situé à une distance a du centre 0. 

1° Par le point P on mène une sécante PCD faisant avec AP 
un angle donné x. Calculer les tangentes des angles æ el y que 
forment les cordes AG et AD avec le diamètre AB. Montrer que 
le produit \g x. tgy est indépendant de l'angle à 
… 2° Mener par le point P la sécante PCD de manière que le 
produit des cordes AC et AD soit éjal à une quantité donnée me, 

DPücc. lettres-math., ‘ Bordeaux, novembre 1899.) 

1° Projetons A et O en M et I sur PD, puis 0 en N sur AM. AM. 

On a CDB —= x comme ayant même mesure, et DAM — CDB 





comme ayant leurs côtés perpendiculaires ; donc 


MD 
MA 
or DR NON DD Roose = VAT creme 
© MA = AP sina = (a+R)sina. 
R cos à — VR? — a? sin? « 
(a + R)sin «x 


» TT, 
tree = tg DORE ea 


Pi tre 
Un calcul analogue donne 
R cos a + VR? — a? sin? & 





(AE (a + R) sin « EE: 
On déduit de là _ se 
ss n = R?cos° a (R?— a? sin? a) "æ—R 
teu.tgy — (a + R) sin? ER 


ce qui montre que de produit tgx.tgy est indépendant de 





l'angle a. 


a <R, 





2° On doit avoir AC.AD = m?. ; 

Or ACG.AD — 2R.AM (théorème connu) et AM—(a+Rjsin z, 
m? 

T2RG+R) 

L'angle à étant au plus égal à l’angle formé par PO avec la 


Donc sin & — 


R 
tangente au cercle issue de P, son sinus ne peut surpasser —, 
(42 


ce qui donne la condition 


m? R o — 2R°(a +R) 
2R(a +R) < a’ ou RAR SES 


Dans ce qui précède on suppose implicitement a > R. Si 
les valeurs de tgx et tgy restent les mêmes pourvu 
qu'on regarde l’angle x qui a changé de sens comme négatif. 
Quant à l'angle x qui détermine la sécante PCD, il peut 
prendre une valeur quelconque lorsqu'on trouve pour sinz une 


valeur acceptable, ce qui suppose m? < 2R(a+R). 


(SAINT-BERTIN, à Saint-Omer.) 


[Ont résolu la même question : MM. R. Barthélemy ; F. Clabault ; 


Delaire; 





Foucry ; Haag ; Janois ; L egros ; Oberlin ; Szivessy ; Thonet : Zlatco.] 
& 
———- 
PHYSIQUE 
4825. — On considère un manomètre à air comprime dont le 


tube est cylindrique et qui contient une colonne d'air de 80% de 
hauteur sous la pression extérieure de 75tm de mercure. À quelle 
distance du sommet se fixe le niveau du liquide lorsque la pression 
exercée sur le mercure de la cuvette devient égale à 375°m ? On 
négligera l'abaissement du niveau du mercure dans la cuvette, 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, murs 1900.) 
Sous la pression extérieure de 7°", le mercure a le même 
niveau dans le tube et dans la cuvette. 
_ Soient s la section du tube, x la distance demandée. Lorsque 
la pression de 375% s'exerce sur le mercure de la cuvette, le 








mercure occupe dans le tube une hauteur de (80 —zxjem et la 
force élastique de l'air comprimé est de 
319 — (80 — x) = 295 + x. 
Appliquant la loi de Mariotte, il vient 
805 >< 75 = æs(295 + x), 
d’où 2? + 295 x — 6000 — 0. 
La racine positive convient seule et l’on a 
æ —= 19cm, 1 (E. COGNET ..) 
Ont résolu la même question : MM. R. Gattin ; L. Corbin ; A. Delaire; 
M. Gondran ; Godard ; J.Jarrier ; J. Haag ; R. Henry ; Navid Lwow ; A. P:1- 
chon; R. Simon ;.A. V., à Chaource ; P. V Valentin ; ; C. Baudouin ; H. Dobryz- 
niak ; G. Foucry ; À. Foy d'Orches ; A. de Saint-Gabriel ; G. Lallier ; Noël el 
Mouzon ; G. Tourneux.] 
+ 
= ES en 0 
CONCOURS DE 1900 {Surte). 
Mathématiques. 
I. — 4838. Déterminer toutes les valeurs de æ qui vérifient l'iné- ° 
galité 32? — 4m +1 S 2. 
a? — 5x + 6 


IL — 4839. Soient ABC un triangle et P le point où la bissectrice 


intérieure de l'angle A rencontre la perpendiculaire élevée sur BG en 


B+AC 


son milieu ; démontrer que le rapport dE est égal au rapport Diet 


Comment doit-on modifier cette proposition lorsque l'on remplace P 
par le point P” d'intersection de la bissectrice extérieure de l'angle A 
avec la perpendiculaire élevée sur BC en son milieu ? 

(11 juin. — Durée : 3 heures.) 


Physique et Chimie. 


I. — Principe de la pile de Volta ; polarisation ; piles à courant 


constant. 





eme) À 





PATES Fa. £ tués 
RTE ee ST RS Fr À 
sir ce Sc 460 Ness PÉTER Se 
| - * ns ee ; | FT 2 Le paf. A Er POP TN 
- II, — 4840. Dans une presse hydraulique, on exerce uné pression 14 RTINNS PROPOSÉES 
totale de 50%8 sur le petit piston, qui a un diamètre de 25mm ; quel dia- eo QUESTIONS PROPOSEES VE Ne 
mètre faut-il donner au grand piston, en millimètres, pour qu'il exerce ed L'ÉTAT dé. - 
une pression totale de 2500Ke ? 4844. — Démontrer que a; —u est toujours divisible par 42, , 
IL. — Propriétés générales des azotates, sulfates, carbonates. 4845. — Trouver les plus petits nombres entiers æ et y tels que … 
(14 juin. — Durée : 3 heures.) DT UNSE Mob : | 
- 2 s - 
Sciences naturelles. Foy 17 }e 


1. — Structure et fonctions de l'estomac chez l'Homme et chez les 
principaux Mammifères. 

IT. — Le grain de pollen : sa structure ; ses modifications et son rôle 
dans la fécondation. Comparaison avec les spores des Cryptogames 
vasculaires. (12 juin. — Durée : 3 heures.) 


Epure. 


4841. — La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille, x étant 
à gauche. Dans le plan horizontal se trouve un triangle isocèle «y, dont 
le sommet à est sur le grand axe de la feuille, à 10m en avant de x, 
et dont la base fy coïncide avec xy, $ étant à gauche. 

. La droite «8 est la trace horizontale d’un plan P dont la partie supé- 
rieure fait un angle de 300 avec la partie du plan horizontal qui 
contient y. 

Dans le plan P se trouve un octogone régulier de 5m de rayon, dont 
le centre se projette horizontalement au point milieu de ay;. de plus 
l’une des diagonales qui passent par deux sommets opposés de cet oc- 
togone est horizontale. Cet octogone est la base d’une pyramide régu- 
lière située au-dessus du plan P, ayant 10°% de hauteur. 

Représenter cette pyramide par $es deux projections, ainsi que la 
circonférence circonscrite à l’octogone de base. 

On fera la distinction des parties vues et cachées en supposant la 
pyramide pleine et opaque. (13 juin. — Durée : 3 heures.) 


CONCOURS GÉNÉRAUX 


Classe de Mathématiques élémentaires. 
Physique et Chimie (Paris). 
[. — Condensateur, — Bouteille de Leyde. — Batteries. 


I,— 4842. Deux prismes de même angle A et d'indices » et n' 
sont placés à la suite l’un de l’autre de manière que les faces en regard 
soient parallèles et laissent entre elles une mince lame d’air. 

On fait tomber sur le premier prisme un rayon de lumière suivant 
la normale et on mesure la déviation totale e qu'il a subie après avoir 
traversé les deux prismes. 

On demande de chercher l'expression de l'indice » du premier prisme 
en fonction de l'indice »' du second et des deux angles A et e. 


HE. — Anhydride carbonique et oxyde de carbone. 


AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 





Mathématiques élémentaires. 


4843. — O0 et 0’ étant les points d'intersection des côtés opposés 
d'un quadrilatère Q, on considere le quadrilatère ()" formé par les bis- 
sectrices des angles du quadrilatère Q, de telle sorte que deux côtés 
opposés de (Q’ soient les bissectrices de deux angles opposés de Q. 

1° Soit 1 le point d’intersection des diagonales du quadrilatère (; 
quel est le lieu géométrique du point 1 lorsque le quadrilatère Q se 
déforme de façon que, O et 0’ restant fixes, deux sommets opposés de 
ce quadrilatère décrivent, respectivement, deux cercles fixes passant 
chacun par les deux points 0 et 0’ ? 

2° Les trois points O0, 0’ et I restant fixes, et l’un des sommets du 
quadrilatère Q décrivant une droite A, quels sont les lieux géométri- 
ques décrits par les trois autres sommets de ce quadrilatère ? 

Discuter la nature de chacun de ces lieux suivant la position de la 
droite À dans le plan. 

3° Calculer les angles et les côtés du quadrilatère Q', connaissant les 
angles et les côtés du quadrilatère Q. 

Montrer que si l’on désigne par A} B, C, D les angles du quadrila- 
tère Q, et par à’, b', c', d' les longueurs des côtés de Q' qui sont, respec- 
tivement, les bissectrices de ces angles, on à la relation 


C 
— = D sin — RON =" 
5 —Ù sin +4 sin — 


(2 juillet, de 7 h. à 2 h.) 


’ : A 1 "& AU 
a sin man sin 
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4846. — Résoudre le système d'équations 
L — aY+ y = 0, Y? — xy — 4x = 0. 


” 


4847. — Simplifier l'expression. F À 
k a+x EVE FE à 
A RE RER D 
dt — yNX —2)  YYS— Ly—2z) 2(2— x) 2 y) 


4848. — Etant données une circonférence de centre O et une droite 

OX, trouver sur la circonférence un point M tel que ‘si on mène par « 

. ce point Ja tangenté, qu'on prolonge jus- 

qu'à sa rencontre en T avec la droite OX, 

l'aire du triangle OMT soit dans un rap-. 

port donné k avec l'aire du carré ayant 

x pour côté la perpendiculaire MP ‘âbaissée 

du point M sur la droite OX. On déter- 

minera le point M par la distance OP = x 

de sa projection P sur OX, au céntre de la circonférence.— Discussion. 
(Bacc. lettres-sciences, Lyon, juillet 1899.) 


4849. — Si les angles d’un triangle sont en progression arithmétique 
etles hauteurs en progression géométrique, le triangle est équilatéral. 
SALLAUD . ) 

4850. — Construire un triangle connaissant un côté, la hauteur 
correspondante et sachant en outre que le produit des trôïs côtés est 
égal à quatre fois le cube de la hauteur donnée. . 


AS51. — Sur les côtés d'un angle on prend 
deux longueurs OA, :0B quelconques ; au milieu , 
A' de OA on élève A'C perpendiculaire sur 04 ; 
au miliéu B' de OB on eve B'D perpendiculaire 
sur OB ; ces droites se coupent en E. US. 
. Démontrer que A, B, G, D, E sont sur un 
cercle. ‘ 






; .. 4852. —Surle côté BA prolongé d'un triangle 
0 B C B ABC rectangle en A on prend un point M tel que | 
les triangles MBO et BAC soient équivalents O étant le centre du cer- 
cle circonserit au triangle. Les droites AC, OM se coupent en E. On - 





, BH 
mène BE et on prend sur cette droite un point H tel que s DE = MN, an 
étant un nombre donné. On demande le lieu du point H lorsque Îe 


point A décrit la circonférence de diamètre BG. (Victor Baro.) 


4853. — Dans un triangle ABC, soit 0 le point de rencontre des 
perpendiculaires élevées sur chaque côté en son milieu et soit & le . 
pied de la perpendiculaire abaissée du sommet A sur BC On prend : 
sur Az un point A' tel que ,Ax.zxA" — Ba.aG en grandeur ét en - 
signe. De même, sur les hauteurs B$ et Cy on prend les points B' et C’ 


tels que 
B$. 8B'— CS. PA, CY. yC = AY, 
1° Démontrer que les points A, B, C, A’, B', C’ sont sur une même 
circonférence. 
20 Exprimer les hauteurs Az, B8, 
triangle ABC et de la longueur A 
30 Démontrer.que la somme : : 
AA Fe BR "200! 
A ARE | 
est constante ou indépendante du triangle ABG considéré. Trouverfla 
valeur de cette somme. Examiner le cas où l’anglé C est obtus. 
40 Etablir la formule sin 2A + sin 2B sin 20 = #sinA sinB sinC. 
(Concours général de 1900 entre les élèves des institutions libres du : 
Nord el du Pas-de-Calais.) 3 


4854. — Combien de temps faut-il à un corps tombant dans le vide, 
à partir de l'instant où il est abandonné, pour quil aitune vitesse de. 
20% par seconde, en supposant qu’à l'endroit où se produit cette chute 
le pendule simple qui effectue une oscillation simple par seconde ait 
une longueur de 99m ?  (Bacc. lettres-math., Dijon, mars 1900.) 


4855. — Un courant électrique traverse un voltamètre contenant de 
l'eau acidulée de densité d ; au bout de n secondes, le volumede lhy- 
drogène recueilli dans l'éprouvette est V à la température {°. La hauteur 
du liquide acidulé dans léprouvette est X. H étant la pression. 
atmosphérique et Tla tension de la vapeur d'eau au-dessus de l’eau 
acidulée, quelle est en ampères l'intensité [ du courant ? On sait d’ail- 
leurs qu'un coulomb libère une quantité d'hydrogène à 0e, sous la pres- 
sion 76m, égale à 0cc,1158. EC de 

AUDUCAUION MINE MESSE M0") 
ne 35m108, d'=11,D=adtmn,T, 2 

(Bace. leltres-sciences, Lille, novembre 1899.) 


* 


Cy en fonction des angles du 


H,= 162mn, in, 4 
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766 Résolution du système 


5 Si a+ bic, 


2 + y —= us 


Décomposition de  5(&? + y? + 2?) — k(xy + x: + 3y) 
en ME SOMME LURALTONST CATTÉS. 0: LP, 
(& + y + 2) 
GR E UV 
(a + b + c)(b Pl La 
= La2b? 
Si m+y+z=a a+ y? + a + yè 
+ 33 —3ai, on a (x—y)} +... = 3(xt 2 gs + 24), 
Discussion des racines de l'équation 
D — me +QmEmMm—6—= 0; 
Cas où l’ équation ax? + bx + Cd x?+- b'x + c! ir | 


Décomposition en facteurs de 
(ra mie 
on à 


Fe --  e 





a ses racines égales . , . 
Résolution de l'équation 
Ve — 2 + Vie — IP = Ve —2){x —3). 
(x? — ù + 1)* — 102? (x? — x + 1)? + Yxi = 0 
Formation de l'équation du 4e degré ayant ses racines 
en progression arithmétique. : : 
Résolution du système 
Gi + AY + y = a’, a? + xy + y? = 1. 
Discussion du système a? + y? — Moy, 
de + ay + D + œUYS + yt = mt, 
Résolution des systèmes 
œ?— y? = b:?, D+Yy = C . 
Cd mr NE a æ—y _b—c 
À + ay. DE CES ea 
{ 


1 
RRTRCRE Dao RE 


Note sur la PAR 4603. ë 

Système de deux équations à résoudre . EME 

Vlogs tx l08 y; ww 

Variations de deux fractions du 2e degre.— Maximum 
et minimum . . 

Fraction du 2e degré dont le max. est égal et de signe 
contraire au min. — Cas particulier MA 

gi + 4? + À 

On donne un angle de 60°, deux points et le péri- 
mètre d'un triangle. — Problème : 

Triangle rectangle ayant un angle de 60° et cercle 
tangent à un côté. — Problème. 

Côtés d’un triangle rectangle en fonction du ray on du 
cercle inscrit et de la bissectrice de l’ angle droit. 


ÿ Résolution de l A 














res 
y 


Variations de la fraction 


Côtés d’un triangle rectangle connaissant 4 et 
A PO ANA ren L'Art, 

Id. a+h—=m et b—c—=R., 

Id at ét DH oh —=p. 


Triangle déterminé par deux côtés et un segment. _ 
Calcul du 3: côté . 

5 Triangle rectangle et carrés construits sur les côtés | 
— Côtés en fonction du périmètre et d'une surface. 
Max. et min. 

; Triangle isocèle et cercles inscrit, ‘circonscrit et exins- 


crits. — Problème. Minimum . 

Triangle ayant pour côtés 10x?+ 5x, 8? Hat, 
Ga? + 7 12 + 1, — Propriétés . . à 

2 Triangle et sécante; rapport donné de deux aires. — 
Problème. 


Triangle déterminé par deux côtés et une bissectrice. 
__ Condition d'existence et surface . . 

ÿ Carré et sommes donnés. — Problème. 

Trapèze de périmètre et de surface connus et ayant les 
côtés en progression arithmétique. 


Trapèze isocèle déterminé par les côtés non par allèles, 
le rayon du cercle circonserit et la surface. — Cal- 
- cul des bases . 


Quadrilatère circonscriptble à diagonales rectangu- 
laires. — Calcul des côtés connaissant leur somme 
et celle de leurs carrés. — Maximum de la surface. 


ÿ Cercles orthogonaux inscrits dans un angle droit — 


Problème. 


(@y qe 
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Triangle, cerele € ir C onscrit et tangen tes aux sommets . 


” L'< di =, LL, L 0.) 














Division en deux parties égales par le CoRpes seul. 
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I. — 4829. Soient, sur un cercle donné, un point fixe À et 
dèux points variables P, Q, extrémités d’une corde de longueur 
donnée. Sur les cordes AP, PQ on construit un parallélogramme 
APQR. Prouverqu'il y.a sur le cercle donné un point fixe B, tel 

"que le triangle BQR reste semblable à lui-même en se déplaçant. 
Trouver le lieu du point qui partage QR dans un rapport donné, 


__ 1o Soient AP4QR,, AP:Q2R5 deux “positions quelconques du 
’ pärallélogramme APQR, Le côté AR de ce parallélogramme 
_ restera constamment égal au côté opposé PQ, c'est-à-dire à la 


longueur donnée. Donc pour toutes les positions du parallélo- 













gramme, le point R sera un point d’une circonférence de centre 
A et de rayon égal à PQ. 

. Soit B l’un des points d'intersection de cette circonférence avec 
la circonférence donnée. Joignons ce point aux points À, Q , Ri, 
(M, R2, Les cordes égales AB et P:Q: sous-tendent des arcs 
égaux : 
arc AB = arc PQ. 

. A ces deux arcs ajoutons l'arc BP:, Il vient 
e arc ABP, — arc BPiQu. 


(*} Dans la comparaison entre les copies classées de Paris el celles des dé« 
partements, M, Guillaume a oblenu le premier rang. ’ 
" . 
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Ces deux arcs étant égaux, les cordes qui les sous-tendent 
sont égales : 
BOR=TAPr = OR; ; 
donc le triangle BQIR; est isocèle. On verrait de même que le 
triangle BQ2R> l'est aussi. 
« Menons AQ:. Les triangles ABQ:;et AR:Q: ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux. Par suite, on a 


ris Pl er Tr FAR 
BAQ: = R1AQ:, ou BAR: = 2 BAQ:. 


Or dans la circonférence A, l'angle BAR, a même mesure que 
l'arc BR; ; dans la circonférence O,. l'angle BAQ; a même me- 
sure que la moitié de l'arc BQ:. Donc l'arc BR: de {a circonfé- 
rence À et l'arc BQ, de la circonférence O0 correspondent au 
même nombre de degrés. On verrait de même que les arcs BRs 
et BQ2 ont le même nombre de degrés. Par suite, il en est de 


même des arcs (BR1 — BR>2) et (BQ1 — Bb), c’est-à-dire des 


arcs RiR2 et Q1Q2. Donc les angles RiBR: et QiBQ:, qui ont 
même mesure que les moitiés de ces arcs, sont égaux : 

ARRETE LT Pru 

RBR2 = Q,BQ2. 
Aux deux membres de cette égalité, ajoutons l'angle R2BQ:; il 
vient 


R.BO, = R:BQù, 


Les deux triangles RiBQ: et R2BQ2: ont donc un angle égal ; 
en outre, ils sont isocèles : donc ils sont semblables. Le point B 
est donc tel que le triangle BQR reste semblable à lui-même en 
se déplaçant. CG.saft. ds 


2° Les droites QiR;, Q2R2 concourent au point K, qui est le 
deuxième point d'intersection des deux circonférences. En effet, 
l'angle de ces deux droites est égal à l'angle P;AP2 puisque ces 
deux angles ont leurs côtés parallèles et de même sens. L’angle 
PAP: a même mesure que la moitié de l'arc P:P>, et par suite 
même mesure que la moitié de l'arc Q1Q:2. L'angle Q,KQ: doit 
done avoir même mesure que la moitié de l'arc Q1Q2 compris 
entre ses côtés. Donc le point K est un point de la circonférence 
0. En outre, puisque l'angle Q1KQ: a même mesure que la 
moitié de l'arc Q,Q2 de la circonférence O0, il a aussi même 
mesure que l'arc RiR2 de la circonférence À, qui a le même 
nombre de degrés. Or ses côtés passent par les extrémités de cet 
arc ; donc le sommet K de l'angle est sur la circonférence A. Il 
est donc à l'intersection des deux circonférences. 

Considérons maintenant un point M qui divise QR.dans le 


rapport de m» à n. Soient M; sa position sur Q,R;, M: sa position 


sur Q2R2. Menons BM:, BM2. Les triangles MiBR:, MBR> sont 

semblables. En effet, ils ont un angle égal (ERiM, = ER°M.) 

compris entre côtés homologues proportionnels, puisque l’on a 
Mia QiRi _ BR: 

Ces deux triangles étant semblables, il en résulle que l'angle 
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BMR ou BMK est constant, et que d'un point quelconque du lieu 
-on voit la droite BK sous un angle constant. Le lieu cherché est 
donc l'arc d'un segment capable de l'angle BMR, décrit sur la 
corde BK, et à droite de BK. 

Pour certaines positions du parallélogramme, le point M se 
trouvera à gauche du point K. Il.est facile de voir que, dans ce 
cas, l'angle sous lequel, du point M, on verra la droite BK, ne 
sera plus l'angle BMR, mais son supplément BMQ. Le lieu sera 
alors l'arc d’un segment capable du supplément de BMR, décrit 
sur la corde BK, et à gauche de BK. Ce sera par conséquent le 
reste de la circonférence dont faisait partie le lieu dans le pre- 
mier cas. Le lieu du point M se compose donc de toute Ja cir- 
conférence. 

Le centre de cette circonférence est le point N qui divise la 
droite AO dans le rapport donné. En effet, les triangles BQR 
et AOK sont isocèles; ils ont un angle égal (BQk = —= AOK 
comme ayant tous deux même mesure que la moitié de Parc 
BAK) ; ils sont donc semblables. Par suite, les triangles BM;R: 
et ANK le sont aussi. L'angle ANK est donc égal à l’angle BMK. 
En outre, le point N, étant sur AO, est équidistant des points B 
et K. Il est donc le centre d'une circonférence de rayon NB 
dans laquelle la corde BK détermine deux segments capables, 
l'un de l'angle BMR, l’autre de son supplément. 


[Ont résolu Ja mème question : MM. Anzemberger , F. Clabault ; 
E, Licope ; D. Lwow; R. Manen; Noël et Mouzon; R. .Paucot.] 


J. Haag 
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Il. — 4830. Démontrer le théorème suivant : 

Pour que quatre forces appliquées aux quatre sommets d'un 
tétraèdre solide, suivant les hauteurs de ce tétraèdre, se fassent 
équilibre, il faut et il suffit que ces forces soient respectivement 
proportionnelles aux aires des faces auxquelles elles sont perpen- 
diculaires, et qu'elles soient.toutes dirigées du sommet vers la face 
opposée, ou toutes dans le sens contraire. 

On pourra s'appuyer sur les deux lemmes suivants : 

10 Six forces appliquées à un tétraèdre solide suivant les arêtes 
de ce tétraèdre doivent être nulles pour se faire équilibre ; 

2 Soit ABCD un tétraèdre ; soient Aa, BS Les perpendiculaires 
menées respectivement par les sommets À, B aux faces ACD, BCD 
et limitées respectivement aux faces BCD, ACD ; on a 





Ax _ surf. ACD 
B8- surf. BCD 
N.-B. — La vérité du premier lemme apparail immédiutement en 


composant d'une part trois des forces appliquées à un même sommet, 
d'autre part les trois forces situées dans la face opposée. Il est inutile 
d'en reproduire la démonstration, dont il ne sera pas tenu compte. 


19 Démonstration du second lemme. — Dans le tétraèdre 
ABCD, menons les hauteurs AH, BH’. Les triangles rectangles 


Alle, BH'$ ont un angle aigu égal ; donc ils sont semblables, et 
l’on à 





AE TRPAUS 
Bs — BW (1) 
Le volume du tétraèdre est 
; 4 
V=  BOD x AH = 3 ACD x BH. 
Ant AT EN CD 
On peut donc écrire BH — BCD * 
Portons cette valeur dans l'égalité (1). 11 vient . 
Aa A ACRS \ 
ho = Gene qui, 0: 
2° Démonstration du théorème, — a) Les conditions sont 
suffis antes, c'est-à-dire que si l'on a À 
P e Q DE SU TT 
BCD Le ABD ABC 
RE r ; àGs « Le + Ré 










































(P,Q,S,T déerce Dr pliée respouttvot ee ux 
sommets A, B, C, D) et si toutes ces forces sont dirigées : du 
sommet vers la face opposée, ou toutes en sens contraire, il Y 
aura équilibre. 


. Pr 

En effet, si l’on a ECD — AC) 
; Ps BCD 
: D RACDIS RES " 


on peut choisir, pour représenter les forces, une échelle telle que 
- P soit représentée par . 

une longueur égale à. 
B8, et Q par une lon 
gueur égale à As. Dé-. 
composons alors P en. 
trois. forces , agissant … 
suivant les arêtes is-. 
sues de A. La compo-. 
sante qui agira NES 
AB s'obtiendra en me- 
nant par l'extrémité de. 
P un plan parallèle au. 
plan ACD, et par con-. 
séquent ilest facile de 
voir que cette com-. 
posante sera représentée par la longueur AB. De même, sf on 
décomposait Q en trois forces agissant suivant les arêtes issues 
de B, la composante qui agira suivant AB sera représentée ‘en 
intensité par une longueur égale à AB. | 
Supposons que les forces agissent toutes du*sommet vers la 
face opposée. Alors le plan mené par l'extrémité de P parallèle= 
ment au plan ACD rencontrera AB au point B, c’est-à-dire que, 
la composante de P agira dans le sens AB . Au contraire, la 
composante de‘ agira suivant BA; car le plan mené par l'ex- 
trémité de Q parallèlement au plan BCD rencontrera AB au point 
A. Supposons au contraire que les forces P et Q agissent, des 
sommets À et B vers l'extérieur du tétraèdre. Les forces étant 
changées de sens par rapport au cas précédent, leurs cOMpo= 
santes le seront aussi. La composante de P agira alors dans le 
sens BA, et celle de Q dans le sens AB. Dans ces deux cas, aux 
extrémités À et B de "l'arête AB sont appliquées deux forces 
égales et directement opposées. Ces deux forces se détruisent 
donc. En décomposant les forces S, T, on verrait de même que 
les composantes des 4 forces se détruisent deux à deux. Il y a 
donc équilibre. Donc les conditions"sont suffisantes. E 





ü 


b) Les conditions sont nécessaires, c'est-à-dire que s'il y à équi- 
libre, on a 
LË — Q — —— = 


BCD - ACD+ * ABD AB: 
et les forces P, Q, S, T sont toutes dirigées du sommet vers la 
face opposée, ou toutes en sens contraire. ® 

En effet, décomposons chacune des forces en 3 autres agissant 
suivant les arêles du tétraèdre ; on aura ainsi 12 forces qui, en se 
composant deux à deux, peuvent se réduire à 6. D'après le pre: 
mier lemme, puisqu'il y a équilibre, ces 6 forces doivent êtr 
nulles. Donc les composantes des forces P, OUS,808SE détruisell n 
deux à deux. A 

Considérons par exemple la composante de P et celle de Q, qui 
agissent suivant l'arête AB. Puisqu'elles se détruisent, c'es 
qu’elles sont égales et directement opposées. On peut donc choisit 
pour représenter les forces une échelle telle que ces deux com: 
posantes soient représentées l'une et l’autre par une longueut 

égale à AB. Pour construire la force P, on eonnait les direction 
des 3 composantes et l'intensité de l’une d'elles. | | 


S L 





exe) iple qu ac 
va LAB, et dans le sens AB. Pour construire P, parle point B 
je mène un plan parallèle au plan ACD ; ce plan coupe la droite 
AH en un point P. Les droites AP et B£ sont des parallèles com- 

prises entre plans parallèles. Donc la force P sera représentée 
. par une longueur égale à B£. On verrait de même que la force 
- ( serait représentée par une longueur égale à Az. On a done 
vi RAP RE SBCD : 

[ Fr OA TU 4 
quelle que soit d’ailleurs l'échelle choisie, puisque le rapport . 
ne dépend pas de la manière dont on représente les forces. 

_ En outre, si la composante de P agit dans le sens AB, la com- 

. posante de Q agit dans le sens BA, et par conséquent les deux 
forces agissent du sommet vers la face opposée. Si la composante 
de P agit suivant BA, la composante de Q agit suivant AB; 


ç'est-à-dire que les deux forces agissent vers l’extérieur du 
tétraèdre. 








Pise on 
BCD  ACD” 
les composantes de S, T, on verrait que l’on peut écrire 
DÉMO SE Te 
BCD - AUD ABD ABC 
et que les 4 forces agissent toutes vers l’intérieur du tétraèdre, 
ou toutes vers l'extérieur: Cast e 


N. Ollier’ 


_ L'égalité (2) peut s’écrire et, si l'on considérait 


[Ont résolu la même question : R. Paucot ; 


MM. Anzemberger ; 
… P. Valéntin.]| 


—— ————# ——— ——  — 
+F ARITHMÉTIQUE 
4832. — Démontrer que si p est un nombre premier absolu, 


_ le seul carré entier dont la différence avec p soit un carré est 


Prnd ) 
k Da & 
_ Soit æ? un carré entier tel que la différence æ?—p repré- 
sente aussi un carré entier.y?. On a 
m— p—= y? 
où Ke — y + y) = 
_  pétant premier absolu n’admet d'autre facteur entier que lui- 
._ même ou l'unité. On doit donc avoir 


my = À, ° 
* 7 &G+Yy—=Pp, 
d’où, par addition et soustraction, 
| : M p+ 1 - p—1 
Cie RTE , y — 4 


. 2 
Pourtoutnombre premier p supérieur à 2,le carré (+) est 


entier et est le seul répondant à la question. | 
(P. THONET, athénée royal d'Anvers.) 


Remarque. — Si p n'était pas premier, on pourrait le décom- 
poser, au moins d'une façon, en un produit de facteurs tous deux 
- différents de 1, soit 








DUR b. 
L’équation 
E: e QD = y? 
admet évidemment la tte 
E a . = nu __a—b 
En . z TETE NEA: 
_ Or, on a identiquement ; 





kab = (a +0} —(p—1}, 





— (a— D? = (p +1} 





posante connue agisse sui- “1 





‘ona ‘a PPT et par suite, 





etcomme à Sn re 


en vertu de l'égalité précédente, 
| 


‘a+b <p+1. 
On déduit facilement de Ià que l’on peut affirmer qu’un nom- 
bre p(p 72) est premier si aŸ—p n'est jamais carré pour 


gens 4 1 
les valeurs de x inférieures à PE 





On a ainsi un procédé permettant de reconnaitre si un nom- 


bre est premier. 
MM. H. Belbenoit, instituteur à Auxon; 
F. Clabault, instituteur à Rosières ; J. Haag, collège de Pont-à-Mousson; 
R. Henry, instituteur à Troyes ; De Künig, à Budapest; E. Licope, à Mons; 
ha Limasset, lycée de Laon ; D. Lwow, à Piatra ; P. Valentin, à Briançon ; 
Hugonnier-Ginet.] 


————————————— #7 ——— 
ALGÈBRE 


[Ont résolu la même question : 


4846. — Résoudre le système d'équations 


2? — ay + «y = 0, Y? — «y — kx = 0. 


De la première équation on déduit 








PES 
Y = x — a ? (4) 
en portant cette valeur dans la seconde équation, il vient 
æ 2 
(æ— a)  x— a? ne mi 
ou 2% — 2%(x — a?) — 4x(x — a}? — 0, 
ou aa — &o(x — a?) = 0, 
ou enfin  æ{ax — 2{(x — a?)|| ax + 2x — &)] = 0. 
On tire de là les trois racines 
2a° 2e 
DS 0, L= — STE ŒL== a+ : à 
les valeurs correspondantes de y fournies par la formule (1) sont 
4a 4a 
Re ee dt PSM TT: 


Tant que les valeurs précédentes de x et y demeurent finies, 
elles vérifient le système d'équations proposé, Examinons ce qui 
arrive pour des valeurs infinies de + et y. 

Dans ce cas,ona a—æ+2; le système d'équations devient 


D? — œy + 4ky = 0, 
et n'’admet alors que les deux solutions 


Y? — «y — kx = 0, 


CRETE NE pi y = —2. 
Anzemberger, lycée de Lyon ; 


[Ont résolu la même question : MM. 
Clabault, instituteur à Rosières ; 


R. Bellencourt, à Pierrepont ; Bouzy ; F. 
H. Dobryzniak, instituteur à Argentan ; G. Foucry, école normale de 
Châlons ; H. Guillaud, école primaire supérieure. de Chantonnay ; G. Gui- 
nand ; H. Janois, instituteur à Saint-Calais ; D. Künig ; A. Lecoutour, à 
Saint-Malo ; J. Lehmann, instituteur à Boufarik (Algérie) ; D. Lwow, à 
Piatra ; J. Ménéchal, instituteur au Bugue; EL. Minjoz, école normale d’Albert- 
ville ; R. Mouzon, collège de Fontenay ; Noël: P. Saintin, lycée de Versailles; 
E. Sautreau, collège Chaptal ; Sinoquet ; . Sol, à Saint- Antonin ; a. Tellier, 
lycée de Charleville : P. Zlatco, à Éd G. de France,] 


4847. — Simplifier l'expression 
a+ | a + y dE 
(a — y — 3)  yy—aæ{y—23) 35 — x) — y) 





Réduisons les trois fractions au même dénominateur en 
prenant pour plus petit dénominateur commun le produit 
æyz(oe — y}(y— 3): — x) ; il vient 























(a+ wys(s — y) + (a+ yhes(e 2) + (a + sage) 

œy sa — ylly — 3) — x) as 

ay y)+es(e—5) ya) ho ys (ay tas y à) 

Es aya(æ — y)(y — 5)(3 — &) | 
A(y 32 — y?3 + d?3 — 58° + xy° — a?) 

a 











LC] 


FTTÉ (J. HAAG, collège de Pont-à-Mousson.) 


Remarque. — Il n'était pas nécessaire de développer les termes 


de la fraction obtenue. On pouvait voir que le numérateur deve- 
nait nul lorsque deux des lettres +, y, : prenaient la même valeur; 


on en déduisait la possibilité de supprimer les facteurs æ—, 
y—2, 3—ax aux deux termes, : 
(Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger, lycée de Lyon ; 
H. Pelbenoit, à Arras ; G. Foucry, école normale de Châlons ; R. Henry, 
instituteur à Troyes: H. Janois, instituteur à Saint-Calais ; A, Legros ; 
D. Lwow, à Piatra (Roumanie); R. Mouzon, collège de Fontenay ; Noël ; 
L: Palin, instituteur à Arvillers ; Sinoquet ; F.*Kol, à Saint-Antonin ; P. Tho- 
net, athénée royal d'Anvers ; H. Varennes, à Deux-Chaises ; P. Zlatco, à 
Bucarest ; G. de France; F. Pégorier. ” 
4848. — Etant données une circonférence de centre O et une 


droite OX, trouver sur la circonférence un point M tel que si on 
mène pur ce point la tangente, qu'on prolonge jusqu’à sa rencontre 
en T avec la droite OX, l'aire du triangle OMT soit dans un 
rapport donné hk avec l'aire du carré ayant pour côté la perpen- 
diculaire MP abaissée du point M sur la droite OX. On déter- 
minera le point M par la distance OP — x de sa projection P 
sur OX, au centre de la circonférence. — Discussion. 
(Bace. lettres-sciences, Lyon, juillet 1899.) 


La condition imposée s'exprime par 

re KT 

M 7 OT.MP =.k.MP';, 
Os "22 "MP : 


FD eu. 
er 





T X% Où ME VR— OP? — VR — 53 
R? R? 
( re 
; de OPA 
L'équation du problème est donc 
2 
Pre — 2k/R°? = me 
à 


2 


ou, en élevant au carré et ordonnant, 
4Rk2at — 4&R2R 2%? + Rt — 0. 


Discussion. — Une valeur de x ne peut -convenir que si elle 
est réelle et comprise entre 0 et R. 


La somme des deux valeurs de x? étant R2? etleur produit 


n 
4 


\ ur A  - 
Ts? ces valeurs seront toutes deux posilives et inférieures à BR? 
LR2 


si elles sont réelles, ce qui suppose 
4RRE — 47 R4 > 0, 
he A, 
puisque le rapport k est essentiellement positif. 
Ainsi, lorsque k 1, le problème admet toujours deux solu- 


ou simplement 


tions, qui se confondent en une seule pour 4 — L,. d'ours 
LS 
mue 9 OU #—-7; dans ce cas particulier, le triangle 


A 


OMP est rectangle isocèle, 
: (A. LEGROS, lycée de Rouen.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger, lycée de Lyon :% 
Bouzÿ ; F. Clabault, instituteur à Rosières :, H. Dobryzniak, instituteur 4 
Argentan ; G&. Foucry, école normale de Châlons ; H. Guillaud, école primaire 
supérieure de Chantontay ; J. Haag, collège de Pont-à-Mousson : H. Janoïs 
instituteur à Saint-Calais ; ‘de Jaruy ; J. Lamotte, à Noirmoutier: J. Lehmann, 
instituteur à Boufarik (Algérie) ; D. Lwow, à Piatra { oumanie} ; Merced del 


-rieurement à O, et situés dans l'angle AMB; les droites C'D’ et CD sont 





Noël ; P: Saintin, lycée S t 
lycée de Charleville ; Tourneux ; P. Valentin, à Briançon ; A. 
Chaource ; P. Zlatco, à Bucarest.] Far ar HT 


e % . où Lt 


= ñ v.r" A 


- à GÉOMÉTRIE - 


So ‘ ain ; Te [lie 
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4834, — On considère un cercle O et deux cordes. MA, MB; 
dans l'angle AMB on inscrit un cercle tangent en C, D aux côtés 
MA, MB et touchant également le cercle O. "ÉE 6 

Enveloppe de la droite CD lorsque les points À, B restant : 
lixes, le point M décrit le cercle O. % 2 


La droite M qui joint le point M au centre du cercle inscrit 
dans le triangle mixtiligne 
MAB passe par le milieu. I de 
CD etle milieu P de AB. Dé ! 
plus, elle est perpendiculaire 
à CD. Je dis que PI estcons- … 
tant. : <9ns 
En effet, la valeur absolue 
de la puissance de w parrap- 
port au cercle O peut s'ex- 
primer par : <: 4 
Pw.wM = 0E? — Ov” ; 

or, dans le triangle MoD, 
wl.wM = wD°. LS 


En ajoutant ces deux éga- … 





lités, il vient 
PL.wM = OE°+wD—O0w, . * 

ou, comme Ow = OE — wD, 
PI,wM = 20E.wD. > 
D'autre part, OE— OP, et les triangles wDM, PBP’ étant « 
semblables puisqu'ils sont rectangles et que M=P, ona 4 
wD ED Se A 
PS TR LA 
La droite CD enveloppe ainsi un cercle de centre P etde 
rayon PB ou PA, Cr 1 
On conclut aisément de là que le point 1 se confond avec le. 
centre du cercle inscrit au triangle ABC. | 4 
L'arc AB du cercle enveloppe compris dans le cercle O corres- 4 
pond à des cercles w tangents intérieurement au cercle 0 ; l'arc 
restant correspond aux cercles w' tangents extérieurement (Ye 
En prenant le point M sur l'arc APB, on obtiendrait de même 
un second cercle enveloppe de centre P', ne 1146 
(P. THONET, athénée royal d'Anvers.) 


[Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoit, instituteur à Auxon 
J. Chapron, commis des Postes à Lyon.] £ ; 


PI. — 20P: 





4 0 La 

ds ee 2 =, . 
. 48514. — Sur les côtés d'un angle on prend deux longueurs * 
OA; OB quelconques : au milieu A'°de OA on élève A'C perpen- 
diculaire sur OA; au milieu B' de OB on élève B'D perpendi- 
culaire sur OB ; ces droites se coupent en E,. $ de 
Démontrer que À, B, C, D, E sont sur un cercle. _" … *È 





Première solution. — Pour démontrer que les quatre points 





ÿ 
“4 


(*) Soient w et w’ deux cercles langents l'un intérieurement, l'autre exté- 


évidemment parallèles, de sorte que l'enveloppe des cordes correspondant aux 
cercles w' compris dans l'angle AMB est l’arc de cercle symétrique de AB. 
Æ - + | … 


- + n 
- L 2 








St he î L suffit d'établir be sante 
O4 .0D — 0B.00, + 
OCT | 










7 peut 
OBS. OD; 
Or, comme OA = 204, OB'=°08P 





celte dernière proportion résulte immédiate- 
ment de la similitude des triangles rectangles 
oh Ge .B OA'C, OB’D, qui ont un angle commun. 

On démontre de même que les quatre points À, D,C, E sont 
sur un même cercle en remarquant que la relation 


A'A.A'D — A'C.A'E, 









8 AO _A'E 

4 : AG AD’ 

_ résulte immédiatement de la similitude des triangles A'OC, 

| A'ED. ” 
: (Hexn: TELLIER, lycée de Charleville.) 


a 


— Merons les droites AC et BD. Les 
triangles OAC et OBD 
étant isocèles, on a 
OAG = 100 = 06, 

ce qui montre que les 
points À et B appartien- 
nent à un segment de base 
CD et capable de l'angle 
AOB. D'ailleurs, comme 


Seconde solution, 





B'C B 
CD — ÀEE — 180° — 40B, le point E se trouve aussi sur le 
_ cercle défini par ce segment, 


(Hexrt PITRAT, à Givors.) 


[Ont résolu la même question : Mie M. D. P.; MM. Anzemberger, lycée de 

. Lyon ; P. Bancillon, école normale de Montbrison ; R. Bazin ; H. Belbenoit ; 

_ A. Berthou, école spéciale de Travaux publics ; ; G. Boissonnet ; C. Broutin ; 

DR Clabault : G. Foucry ; G. Guinand ; J. Haag, collège de Pont-à- Mousson ; ; 

R. Henry ; ; H. Janois ; D. Ron: A. Lecoutour ; À. Legros ; J. Lehmann ; 
A Licope ; ; D. Liwow ; R. Manen, petit séminaire de Massals ; J. Ménanale 


D, Meynier ; L. Minjoz ; R. Mouzon, collège de Fonténay ; Noël Ollié ; 
L. Patin; I. de la Perrelle OT Sautreau, collège Chaplal ; Roue: 
HASol CC PAPRORAEES P. Valentin ; A. Vannier ; H. Varennes ; P.Zlatco ; 


 G. de France.] 


LA 


- 


4852. — Sur le côté BA prolongé d'un triangle ABC rectangle 
en À on prend un point M tel que les triangles MBO et BAC soient 
_ équivalents, O étant le centre du cercle circonscrit au triangle. Les 
. droites AC, OM se coupent en K. On mène BE et on-prend sur 


3 : BE ; 
_ cette droîte un point H tel que TE =" " étant un nombre 
donné. On demande le lieu du point H lorsque le point À décrit 
* La'circon/érence de diomètre BG. ” 


_ Les triangles MBÔ, ABC ayant un angle commun B sont entre 
eux comme les produits des côtés 
comprenant cet angle ; ces triangles 
devant être équivalents, on a 

à BM.BO — BA.RC, 
ou, comme BC = 2B0, 

BM = 2BA,. 

Le point E est donc l'intersection 
des médianes AC, OM du ‘triangle 
BMC; ce point E est alors au tiers 
de AC à partir de A, de sorte que le 
lieu de E est un cercle homothétique 
du cercle de diamètre BC décrit par A, 














Éc étant le centre et 2 — z le rapport d'homothétie. 


De même, les piste H et H’ qui divisent BE dans le rapport m 
3 décrivent respectivement | deux cercles homothétiques du cercle 













la: ere: par E, B étant i ici le Réntre et” cer AC rap: 
Horr d'homothétie. _ 


Remarque. — Les résultats précédents peuvent être facile- % 
ment généralisés en supposant que le point fixe O est un point : 
quelconque du côté BC, et en supposant que A décrit un cercle 
passant par B et C sans que BC soit un diamètre. 

(L. OLLIÉ,"à Auch.) 


MM. V. Barol, école primaire supérieure de - 
Lorgues ; G. Boissonnet ; Bouzy ; C. Broutin ; K. Clabault, instituteur à 
Rosières ; G. Foucry ; L Haag, collège de Pont-à-Mousson ; H, Janois ; 
D. Konig ; J. Lehmann ; A. Legros ; E. Licope ; D. Lwow ; R. Manen ; 
L. Minjoz ; H. de la Perrelle ; "H. Pitrat ; H. Tellier, lycée de Charleville ; 
P. Thonet, athénée royal d'Anvers ; G. de France.] 


[Ont résolu la même question : 


EN 





PHYSIQUE 
" 4836. — Un projectile est lancé avec une vitesse inilialé % 
suivant une direction inclinée de 459 au-dessus du sol supposé 
horizontal. On demande à quelle distance de son point de départ . 


“il retombera sur le sol. 
On ne tiendra pas compte de la résistance de l'air. 
Application : v5 — 200% par seconde. 

(Bacc. lettres-math., Caen, mars 1900.) 


Si le projectile n'était pas soumis à l’action de la pesanteur, il 
#2 


suivrait la direction Oy d'un mouvement 

uniforme puisqu'on. néglige la résistance 

de l'air. Mais la pesanteur sollicite le pro- 

jectile à se déplacer de haut en bas d’un 
mouvement uniformément accéléré et, au 2 
bout d’un {temps #, le projectile touche le 2 
sol en un certain point P. Sans la pesan- | 
teur, le projectile serait à ce même mo- ‘ 
ment en un point M, tel que l’on ait 

OMeS 

en désignant par v sa vitesse initiale, 





(0) es 


et à une hauteur 

MP = OMsin 450 = wot sin 45°, 
On a évidemment è 
[l 2 6 
vol sin LOUE FJÈ, 
dis jrs 2v0 sin 45° ê 
49 | 

D'un autre côté, on a 


OP = OM cos 45° = vot cos 45° 
En remplaçant dans cette équation t par sa valeur, il vient 


2vi sin 45° cos 45° 


OP= 
! 3 s< 
Application. — v5 = UE parseconde.Enprenant g = 9,81, 
on trouve 
OP — 4077n,4, 
(A. VANNIER, à Chaource.) 


{Ontrésolu la même question : MM. Anzemberger ; 
: SA d'Orches ; R. Henry, instituteur à Troyes ; 
Valentin ; Hugonnier-Ginet. | 


H. Belbenoit ; L. Demogue ; 
A, Legros ; D. Maubeck ; 





4837. — Un point lumineux se trouve sur l'axe d'une lentille 
convergente de 50°% de distance focale à 25°% de la lentille. Après 
avoir traversé la lentille, les rayons se réfléchissent sur un miroir 
plan perpendiculaire à l’axe de la lentille et distant.de la len- 
tille de 25°, Après cette réflexion, les rayons traversent de nou- 
veau la lentille convergente. Où se forme l'image définitive ? 


{Bacc. lettres-sciences, Lille, mars 1900.) 1 












re 


OS. 


Densité du mercure, 13, 6. 





daire DO ; en A il se réfléchit et revient en B. Le rayon BA 
prolongé coupe l'axe principal en E ; tout se passe comme si la 
lumière venait de ce point; il faut donc en déterminer la 
position. On a ANSE CAT RU Nes Pa 
BAG'= GAL:= IFO0 =.AERG: 
Le triangle AFE est donc isocèle et GE = GF; donc 
EO = GE + GO = 100cm, 
Le point E se trouvant à une distance de la lentille double de 
la distance focale, son image P' se trouvera à la même distance 


de l’autre côté de la lentille. ( 
(A. MEYNIER, à Sciez.) 
[Ont résolu la même question: MM. Anzemberger , E. Baudouin; H. Belbenoil ; 
R. Cattin ; E. Cognet ; A. Delaire ; L. Demogue ; R. Henry ; F. Limouzi ; 
L. Maubeck ; M. Royer ; P, Thonet ; A. Vannier.] 


——————————— hr ——— 


BACCALAURÉATS 


SESSION DE JUILLET 4900 
PARIS 
Lettres-Sciences. 





Mathématiques. 


I. — 4856, On donne une parabole de paramètre p. De son sommet 
A comme centre, avec un rayon égal à 2py2, on décrit une circonfé- 
rence qui coupe la parabole en deux points M et M’. On demande d’ex- 
primer en fonction de p la surface du segment commun à la parabole 
et au cercle, et de calculer le rapport de cette surface à celle du triangle 
MTM' obtenu en menant à la parabole les tangentes aux points M et M. 
(On sait que la surface d'un segment de parabole, compris entre le 


sommet et une perpendiculaire à l'axe, vaut les ÿ du rectangle ayant 


pour dimensions cette corde et la distance de cette corde au sommet de 
la parabole.) 


I. — 1e sujet. -- Centre de gravité. Sa recherche dans quelques 
cas simples : triangle, trapèze, quadrilatère, pyramide. 

1, — 2° sujet, — Mouvement uniformément varié. — Loi des espaces. 
Lois des vitesses. 

IL — 3e sujet. — Notions sur les résistances passives. — Frottement ; 
ses lois, 

Physique. 
Ie— 4857. Un corps de pompe reçoit de la vapeur d'eau à la tem- 


pérature dé 20Ùe et à la LINE de onze atmosphères, Sur la face 
opposée du piston s'exerce la pression atmosphérique. 
Le travail résultant d'un coup de piston est de 10 000 kilogrammètres. 
Quel est le volume du corps de pompe ? 
Quelle masse de vapeur reçoit-il à chaque coup de piston ? 


Densité de la vapeur d'eau par rapport à l'air, 0,622. Masse normale 
du litre d'air, 18",293. 


Coefficient de dilatation des gaz, Ta: 






I. — 2e Share _ Ér de Newton. 
I, — 3e sujet. — Lunette astronomique. 


Lettres-Mathématiques. 


Mathématiques . 


— 4858. Un triangle équilatéral ABC de côté a tourne autou 
d'un axe XX’ situé dans son plan et passant. 














































C B par son sommet A. 
‘ Déterminer l'angle G—BAX’ de telle façon 
que la surface totale engendrée par le péri- 
() mètre du triangle soit égale à rm°. [ 
I, — 1er sujet. — Géométrie descriptive: 
X À angle de deux plans. 3 
IT, — 2° sujet. — Descriptive : angle d'une droite et d'un plan. 4 
I, — 3e sujet. — Descriptive: distance d’un point à un plan. 
Physique. 
1. — 4857. (Noir plus haut.) \ 


11, — 1e sujet. — Lunette de Galilée. 
Il. — 2° sujet. — Télescope de Newton: 
II. — 3° sujet. — Lunette astronomique. M 
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Mathématiques. 


[.— 4859. Étant donné un hexagone régulier ABCDEF inscrit 
dans une circonférence de rayon R, du. 
sommet C comme centre, avec CE pour 
rayon, on décrit l'arc de cercle AE, et on. 
considère la portion du plan limitée par 
l'arc AE etles côtés AB, BC, CD, DE (partie 
ombrée). 1° Trouver l'aire s de la partie 
ombrée. 2° Trouver le volume V .et l'aire 
S du solide engendré par la partie ombrée . 
en tournant autour de CD. 3° Calculer 
par logarithmes le rayon R sachant que 
V—711,2158; mettre tous les calculs. 


I. — 1860. Former, résoudre, puis discuter suivant les valeurs - 
de m l'équation qui donne les valeurs de æ qui satisfont aux trois équa- Ù 
tions aux trois inconnues #, y, 2 : 

y + 23 = (m + 1)x — 4m, 
y+z= mx —=2m—A, 
Y° — 22 + Dry — ù3 — © — 2y + 8m? — 8m — 2 = 0; 
mettre tous les calculs. : ; 


A 14 





C D 


(17e session, 1° mai. — Durée : 2 heures.) 


Géométrie descriptive. 7 cr 


F 


PROJECTIONS D'UNE GRO sé 


Une croix de pierre est donnée pâr son élévation, par son plan ABCD, 
et par la coupe diagonale sur son centre ; la face principale et les faces 
latérales sont moulurées; la face postérieure est plane. EN EN 

Établir ses deux projections, en supposant : 

1° Que l'arête postérieure de la croix, qui est verticale sur l'étéva tons 
et qui correspond au point B de la coupe plane, a pour projection hori- 
zontale la droite marquée B'N; le point inférieur de cette arête venant. 
au point Bb, qui est ainsi la trace horizontale de l'arête projetée sui- 
vant BüN ; : ÿ 

20 Que cette arête, ainsi projetée baton Men suivant BuN, fait. 
avec le plan horizontal un angle de 22 degrés et demi (1/4 d'un angle 
droit); 

30 Que la croix a subi Rte de cette arête un mouvement de td 
tion tel que par un de ses points elle est venue en contact avec le 
plan horizontal, du-côté gauche de la feuille; 
4° Que le plan vertical de projection, dont la trace sur le plan honi- 
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zontal de projection est parallèle 
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On cherchera ensuite Les ombres propres de la croix ainsi projetée, 
et les ombres portées sur le plan horizontal et sur le plan vertical de 
projection ; ombres à 45°. 

Ligne de terre parallèle au petit côté de la feuille. 

. Nora. — Les candidats sont invités expressément à tracer sur l’épure 


toutes les lignes de construction au moyen desquelles ils ont obtenu les 
deux projections de la croix, ainsi que les ombres demandées. 


a (1r° session, 30 avril. — Durée : 8 heures.) 
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= CONCOURS GÉNÉRAUX 


| Classe de Seconde moderne. 
ù Mathématiques (Paris et départements). 


_  L — 4861. Étant donnés un cercle de rayon R ét l'un de ses 


diamètres AO’, on trace une corde MM’ qui rencontre en P ce dia- 
mètre ; trouver l’angle que doit faire cette corde avec AA’ pour que la 
somme des carrés des segments PM, PM’ soit indépendante de la posi- 
tion du point P sur le diamètre donné. 

Il. — 4862. Un plan P partage le volume d'une sphère en deux par- 
ties V, V', et détermine sur la surface deux caloltes .sphériques $, S’ 
(S correspond à V) : « 

19 On donne le rapport # de S à S', et l'on propose d'évaluer le rap- 


port h de Và V'; 


0 


LL. 





2° Comparer h à k. 

HT. — 4863. On donne un hexagone régulier dont les sommets 
successifs sont à, b, c, d, e, f, quand on parcourt le polygone toujours 
dans le même sens ; le quadrilatère bede est la base d'une pyramide 
située dans le plan de figure; a est la projection sur ce plan du sommet 
À de la pyramide : 

1° Construire la cote du sommet A, sachant que les deux faces Ade, 
Abc sont perpendiculaires entre elles ; 

2° Construire la projection, sur le plan de figure, de la section du 
solide par le plan passant par le point F, projeté en f et dont la cote 
est leravon de l'hexagone, et tel que la section soit un parallélogramme. 


_ (28 juin, de 8 h. 1/2 à 1 h. 1/2.) 
Physique et Chimie (Paris).  - 


TI: — Galvanomètre. Fi 
Il, — Aluminium, Alumine. Aluns, : 


La! 30 D ie = ; 

DAur. — 486%. Au centre d'un ballon sphérique en verre, on place un 
| petit objet lumineux dont l'image est projetée sur un écran par une 
lentille convenablement située entre l'écran et le ballon actuellement 


ct avec l’un 





élémentaires de l'électrostatique, mesurer :} 


# See ar EC: SR réunies DE CE 


plein d'air. * 

On mesure la grandeur linéaire de l’image réelle, Puis on remplit le 
ballon d'un liquide réfringent. 

1° Faudra-t-il déplacer la lentille pour maintenir sur l'écran une 
image nelte de l'objet? 

2° L'indice de réfraction du liquide étant n, quel sera a priori le 


rapport de la grandeur linéaire de cette seconde image à celle de la 


première ? 
3° A quelles applications pourront conduire les résultats de ces ExXpÉ» 
riences ? 
(n'y à pas lieu de tenir compte des effets optiques de la paroi de 
verre du ballon.) dé 
(10 juillet, de 8 h. 1/2 à 1h. 1/2) 


. Classe de Première-Sciencés. 
Mathématiques (Paris et Départements). 

4865. — 19 On donne dans un plan un quadrilatère ABCD, formé 

de quatre tiges rigides de longueurs invariables, savoir : 
PA =, BOB DEA DA = d. 
Ces tiges sont articulées entre elles aux sommets A, B, C, D du quadri- 
latère, en sorte que celui-ci, sans 
sortir de son plan, tout en con- 
servant les mêmes côtés, peut 
se déformer librement par suite 
de la variation de ses angles. On 
démontrera que la relation 
a + €? = D? + d° 

est nécessaire et suffisante pour 
que les diagonales AG et BD du 
quadrilatère restent rectafigulaires au cours de la déformation. 

2° Supposons cette condition remplie; on place le quadrilatère arti- 
culé dans un plan vertical, de façon qu'il repose par ses deux sôm- 
mets À et B sur une horizontale fixe XY de ce plan, sur laquelle ces 
sommets sont libres de glisser : on attache en B un poids P ; en D un 
poids Q. De plus on exerce en A et C des efforts dirigés suivant l'hori- 
zontale XY, que Fon désignera respectivement par T et T’, ces forces 
Tet T' étant comptées positivement dans le sens XY et négativement 
dans le sens opposé. 

Calculer T et T' de manière qu'il y ait équilibre. Discuter les valeurs 
trouvées, Examiner le cas où T, T’ pourraient être nuls. 

3° Calculer les pressions verticales exercées en A et C sur Fhorizon* 
tale XY. 

On négligera le poids des tiges, ainsi que les frottements. 

(27% juin, de SUR. "1/2 47214172) 





ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES 





Arilhmétique et Géométrie. 

I. — 4866. Déterminer tous les entiers dont le carré à 5 chiffres et 
est divisible par 54. 

Il. — 4867, On construit un polygone convexe de 2n côtés dont 
ous les angles sont égaux et dont tous les côtés, de rang impair sont 
tégaux ainsi que les côtés de rang pair. 

4° Démontrer qu'un tel polygone est inscriptible dans une circonfé- 
rence. 

2 Étant donnée la valeur a des côtés de rang pair et la valeur b des 
côtés de rang impair, calculer, en supposant l’entier n égal à 3, le rayon 
de la circonférence circonscrite. 

HT. — 4868. Déterminer dans l'espace le lieu des points tels que les 
carrés de leurs-distances à trois points donnés A, B, C aient des diffé- 
rences données. » 


IV. — 4869. Deux points mobiles se meuvent respectivement sur 
deux droites concourantes. Leurs mouvements sont uniformes, mais 


aceomplis avec des vitesses qui ne sont pas nécessairement égales. Lieu 


du milieu de la droite qui joint à chaque instant les deux mobiles. 
| (18 juin, de 8 h. à" midi.) 


Physique et. Chimie. . 1? 
I. — Comment peut-on, en s'appuyant sur les lois et les phénomènes 






























1° La nantité d'électricité contenue sur un. | corps cor 
rique de très petit rayon ; Fra 

2° La charge totale répandue sur un conducteur de dimensions no- 
tables. 

3° La quantité d'électricité que possède un diélectrique élegfrisé. 


Il, — 4870. Un miroir plan est appliqué contre un axe qui repose 
sur des coussinets fixes ; le miroir et son axe sont parallèles à Ja ligne 
des pôles. Un moteur fait tourner le système avec une vitesse uniforme 
d'un tour en quarante-huit heures dans le sens du mouvement des 
étoiles. 

Démontrer que l'image d’une étoile quelconque dans le miroir est 
fixe. On sait que toutes les étoiles paraissent décrire en vingt-quatre 
heures des circonférences dont les plans sont perpendiculaires à la ligne 
des pôles, et les centres sont sur cette ligne. 


I, — Azote. — Composition de l'air. 
(19 juin, de 8 h. à midi.) 
Histoire naturelle, 


1. — Les Mammifères ; comparaison de leur organisation avec celle de 
l'Homme. — Modifications principales des membres et des dents. — 
Classification. 

11. — Comparer la structure primaire de la racine, de la tige et de la 

feuille. 
(22 juin, de 8 h. à midi.) 


ae a 


QUESTIONS PROPOSEES (‘) 


4871. — Quelle est la plus haute puissance de 13 contenue dans le 
produit des 10 000 premiers nombres entiers ? 
(A. Bexoir, lycée d'Avignon.) 


4872. — Trouver combien il y a de fractions irréductibles inférieures 
à 1 pouvant donner naissance à une fraction périodique mixte ayantun 
chiffre irrégulier et deux*chiffres périodiques. 


4873. — Trouver quatre nombres entiers dont la somme est égale 
à 100, sachant en outre que les trois premiers sont en progression 


géométrique et que le quatrième est égal au produit des deux premiers 
ainsi qu'à la somme du deuxième et du troisième. 
(F. Devize, pensionnat Valbenoîte, Saint-Etienne.) 
4874. — Vérifier que le polynome 
D + px — q 
devient nul quand on remplace æ par 


OR ON EATONO) 


(L. Faure, à Montauban.) 











4875. — Déterminer a et b de façon que 
/ "+ ax + ba? + 8x + 4 
soit un carré. 
4876. — Soient &' et x" les racines de l'équation 
a px +q—= 0. 


Former et discuter l’équationquiapour racines æ{1— x), x"{1—x"), 





4877. — Résoudre l'équation 
DT + 321 LE 3272 EE 373 + Bat — 363: 
(J. Baiicy, à Nevers.) 
4878. — Résoudre l'équation 
Va—xr+vVr-t \/£=5, 
Va—x—Vrz—db Vzx—b 
Ê D 4879. — On donne un demi-cerele de diamètre 
AB; mener une corde CD parallèle à AB «de facon 
que si on fait tourner la figure autour de AB, le 
+ ; trapèze ACDB engendre un volume équivalent à 


celui de la demi-sphère de diamètre AB. 





(*) Les questions précédées d'un numéro impair seront résolues dans là 
numéro du 15 octobre ; les autres, dans le numéro du 4 novembre, 











© 4880. — Sont r de tavt Sd 
inscrit 2e un triangle “rectangle : 
ABC, le rayon du cercle tangent 
à l'ypoténuse et aux prolongements 
des côtés de l'angle droit. 

Etant donnés l'hypoténuse BC— a, < 















le rapport de ces deux 4 





r' 
M —= — 
v 





rayons, Calculer les deux côtés de l'an 
gle droit. — Discuter. 
(Bacc. lettres-math., Lille, juillet 1900.) 







































LA 


A881.— Calculer le rayon du cercle inscrit dans un triangle de péri 
mètre 2p, sachant que la différence entre la surface du triangleet celle 
du cercle inscrit est maxima. L'EP 


4882. — Dans un triangle ABC, mener une _sécante DE rencontrant 
les côtés AB et AC respectivement en Det E, telle que l'on ait 
BD DE _ EC 
Ne ML 
(A. Picuon, lycée de Niort.) 
4883. — Construire un triangle connaissant deux côtés et le pro= … 
duit du troisième côté par la projection sur ce dernier de l’un des deux 


autres côtés, 
(Burcar, école normale d’Albertville.) 


ASS. 
mets À et B, 


— Construire un quadrilatère ABCD connaissant les som- 


BC 
et sachant en outre que les sommets C et D se trouvent sur deux cers 
cles donnés. = ‘ e: 


AD 
la différence des angles en À et B, lerapport —, 
La 


4885. — Démontrer par la géométrie que dans un triangle rectan- 
gle dont les angles aigus sont 15° et 75°, le produit des côtés de l'angle … 
dr oit est équivalent au carré de la moitié de l'hypoténuse. . : + #0 

(E. Baricue, collège de Château-Thierry.)  : 


4886. — Des extrémités À et B du diamètre d'une demi-circonfé-: 
rence, on mène deux cordes AC, BD se coupant en un point I. Démontrer :: = 
1° que la somme AC.AI+ BD.BI est constante quelles que soient les 
cordes ; 2° que si K est le pied de la perpendiculaire abaissée de LE sur 
AB, IK est bissectrice de l'angle CKD. w- > 

(H. Prrrar, à Saint. Chamond.) 


4887. — Etant donnés deux points fixes À et 0, on fait tourner 
autour de O un angle tonstant XOY et on projette le point A sur OX. 
et OY en B et C. Lieu du milieu de BC. Lieux des points de concours 
des médianes et des hauteurs du triangle OBC. 5 

(R. Guizrenix, collège Rollin. ) $ 


4888. — On donne un cercle fixe et un point M du cercle ; on mène. 
des droites MP, MQ parallèles à des directions fixes. Trouver le lieu des 
centres des cercles inscrits dans les triangles MPQ lorsque M décritle 
cercle donné. 


0 


4889. — Un vase en verre est pesé dans les deux conditions suis … 

vantes : : 
1° Après qu'on l’a rempli d'air sec à 0 ; te 
20 Après qu'on l'a rempli d'une certaine vapeur à 200° et sous la 

même pression que précédemment. 
On constate que son poids n'a pas changé. Quelle est la densité de lé , 

vapeur par rapport à l'air ? : ne 
Coefficient de dilatation cubique du verre, 0,060025. 

des gaz, 0,003665. 

(Bacc. leltres-math., Poiliers, mars 1899. \ 


4890. — On donne un prisme triangulaire ABCA'B'C' en verre, SS 
dont la face latérale AA'BB' est perpendiculaire à la face latérale AA'CC 
tandis qu'elle fait un angle de 6%° avec la troisième face BB'CC'; l'indicede : 
réfraction du verre est égal à V2. Un rayon lumineux perpendiculaire 
à la face AA'BB', pénètre à l'intérieur du prisme en traversant cette … 
face ; déterminer sa marche Nisnienre et calculer sa déviation après “2 
sa sortie du prisme. 


is 


(Bacc. “letires-math., Caen, juillet 1900.) FR 
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SUR CERTAINES ÉQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ 


par M. Ch. Bioche. 


4. Abel a démontré qu’on ne pouvait pas obtenir de formules 
- algébriques donnant les racines de l'équation générale du me 
- degré lorsque "” dépasse 4. Même lorsque m est égal à 3 ou à 
» k, les formules qu'on pourrait écrire seraient ordinairement inu- 
1 tilisables à cause de leur complication. IL y a donc grand inté- 
- rêt à étudier les cas dans lesquels la résolution d’une équation 
| peut se ramener à la résolution d'équations du second degré. 
» Ces cas se présentent en particulier pour des équations du 
‘quatrième degré appartenant à des types qu’on rencontre fré- 
 quemment dans les applications; telles sont les équations sui- 





























gt + px? + q = 0, équation bicarrée; 


a + ax + ba? + ax +1 = 0, équation réciproque de {"° espèce; 
at + ax + ba? — ax +1 — 0, équation réciproque de 2° espèce. 
Les procédés de résolution de ces équations sont classiques ; 
‘mais il me semble utile d'appeler l’attention sur les raisons pour 
- lesquelles ces équations peuvent être résolues au moyen d'équa- 
tions du second degré seulement. Ces raisons ont une portée 
très grande, de sorte que ce que je vais dire peut être considéré 
comme une introduction très élémentaire à des notions d’une 
- grande importance (*).D'ailleurs, à un point de vue plus modeste, 
« cela peut donner de l'intérêt à des questions de calcul algébri- 


- que qui semblent un peu arides au premier abord, 


2. Les trois types d'équations que je viens de rappeler pos- 
-sèdent une propriété commune ; en effet, si on change x en 


CE * ” . ‘| 
—X dans la première équation, en + dans la seconde, en 


X 

1 SEA Ë ; DE : 
25 dans la troisième, on retombe à chaque fois sur l'équation 
d'où on était parti. C’est ce qu'on exprime en disant qu'il y a 
pour chacune de ces équutions une substilution qui la transforme 
en elle-même. 

Il résulte de là que la fonction y — zx? ne prend que deux 
aleurs lorsqu'on remplace x successivement par les quatre 
racines de l'équation bicarrée. 

De même, la fonction 


1 
y = & + — 

æœ 
ne prend que deux valeurs lorsqu'on remplace x successivement 
(*) A ceux de nos lecteurs qui voudraient approfondir la théorie des 


équations algébriques, nous ne saurions trop recommander l'étude des 
econs sur la résolution algébrique des équations de M. Voar (Lib. Nony.) 


par les quatre racines de l'équation réciproque de première 
espèce. 
Et enfin la fonction 


= Lo — 
y Fe 


ne. prend que deux valeurs lorsqu'on remplace æ successivement 
par les quatre racines de l'équation réciproque de seconde 
espèce. 

On est donc conduit à former pour chaque équation l'équation 
en y correspondante ; cette équation est du second degré, et con- 
naissant une de ses racines, on obtient les deux racines de l’équa- 
tion en x, qui lui correspondent, en résolvant une équation du 
second degré. 

Le calcul à faire, dans chaque cas, est trop connu pour que je 
le reproduise. 


3. On peut employer une autre méthode, en partant de consi- 
dérations relatives à l'équation générale du quatrième degré. 
Si on appelle x1, æ&, x, æ, les racines d’une équation du qua- 
trième degré, le premier membre de cette équation peut s’écrire 
fe) = (x 
La résolution de l’équation f(x) — 0 dépend de la décomposi- 
tion de f(x) en un produit de deux facteurs du second degré. Or 
il y a trois façons de grouper les quatre facteurs du premier 
degré en deux facteurs du second degré, car on peut associer le 
facteur æ—x, à chacun des trois autres, comme on le voit 
par le tableau des décompositions : 
Le — a,)(x —2)1X [(& — &e)(x — x), 
[a -— æy)(x — &3)] D<[(@ — 2)(x — x) |, 


[(@ — œi)(e — XX {x — x2)(x — x) |. 





3)(æ — 22)(@ — æ3)(x — vi). 


On conçoit alors comment il se fait que les diverses méthodes 
classiques de résolution de l'équation du quatrième degré cop- 
duisent à résoudre d’abord une équation du troisième degré. Je 
n’insiste pas sur ce point, en renvoyant mes lecteurs aux traités 
d’algèbre de mathématiques spéciales, et j'en reviens aux équa- 
tions particulières déjà considérées. 


4. Les racines de ces équations se correspondent deux à deux 
de telle façon que : 

1° pour l’équation bicarrée, la somme de deux racines corres- 
pondantes soit 0 ; 

2° pour les équations réciproques, le produit de deux racines 


correspondantes soit +1ou —1, suivant l'espèce de l’équa- 
tion. 


On peut donc chercher à décomposer le premier membre de 
l'équation donnée en un produit de facteurs du second degré, 
tels que les racines de chacun d'eux forment un couple de raci- 
nes correspondantes; ce qui particularise le mode de décompo- 
sition. 


Par exemple, si on considère l'équation réciproque de pre- 
mière espèce, on peut chercher à déterminer p et y’ de façon 
que l’on ait, quel que soit », 

di aa + bat + a + A = (x? + pa + 1x? + pa +1). 

L'identification donne facilement 

p+p = a, 

pp = b—?; 
on à alors p et p comme racines d’une équation du second 
degré. Soit p une des racines de cette équation ; le couple de 
valeurs correspondantes de x est donné par 


a? + px +1 = 0, 
Cette équation peut s’écrire 


ps ( £ 
P— — Da 0)? 


de sorte que » et p’ ne sont autre chose queles valeurs de la 


fonction —#7 mise en évidence par la première méthode. 


5. Ce qui précède n'est pas spécial aux types d'équations dont 
j'ai parlé. [lest clair, par exemple, que la dernière marche sui- 
vie s'applique immédiatement au cas où on aurait à considérer 
une équation dont les racines auraient deux à deux même pro- 
duit sans que ce produit fût 1; ou au cas où les racines 
auraient deux à deux même somme sans que cette somme fût 0. 

Je ferai remarquer d’ailleurs, en passant, que ces équations se 
ramèneraient facilement à des équations rentrant dans l’un des 
types particuliers que j'ai considérés tout d’abord. Mais il peut y 
avoir avantage à les traiter directement sans les ramener à ces 
types. 

11 serait facile aussi de résoudre, en s'inspirant de ce que je 
viens de dire, des équations du quatrième degré dont les racines 
seraient liées deux à deux par une relation involutive 

ax" + Pa" + &") + y = 0. 

Ce cas comprend, comme cas particuliers, tous ceux dont j'ai 

parlé. 








—— 
ARITHMÉTIQUE 
4844.— Démontrer que a—a est toujours divisible par 42. 


Nous allons montrer que l'expression proposée, qui peut 

s'écrire 

a(ai — 1), 
est divisible par chacun des nombres premiers 2, 3, 7 et par suite 
par leur produit 42. 

La divisibilité étant évidente lorsque «a contient l'un des fac- 
teurs 2, 3, 7, on peut supposer a premier avec chacun des 
facteurs 2, 3 et 7. 

Divisibilité par 2. af — 1 


— a étant impair, est pair. 


Divisibilité par 3. — Tout nombre «a non divisible par 3 est de 


l’une des formes m.3 +1, Par suite 
ai — A = (m3 EAP —A = m3 +1 — 1 = m.3. 
Divisibilité par 7. — Tout nombre à non divisible par 7 est de 
l’une des formes 
14108 Ale met De OP a Les re à AE. 3, 
Dès lors, af — 1 = (m.17 AY — 14 mt + À — 1 = m7, 


we 
Qi Mn, TE Em EU GE 1 — HR 
HE 3) —1 —=m.T1+ 729 —1 — m.1. 


a$— 1 —=(m.7 

























Remarque. — La divisibilité de af—1 par 7 lorsque a est 


premier avec 7 est un cas particulier du théorème de Fermat. 
(A. VANNIER, à Chaource.} FM 


{Ont résolu la même question : Mie E. Lazare, institutrice à Piatra (Rou- 
manie); MM. Anzemberger, lycée de Lyon ; P. Bancillon. école normale de 
Montbrison ; H. Belbenoit : G. Boissonnet ; A. Caillet, instituteur à Gordes :» 
F. Clabault ; G. Foucry, école normale de Châlons ; J. Gauthier, instituteur. 
à Ecoche ; G. Guinand ; J. Haag, collège de Pont-à-Mousson ; R. Henry, 
instituteur à Troyes ; H. Janois, instituteur à Saint-Calais ; D. Künig, à Buda- 
pest ; J. Lamotte ; A. Lecoutour: J. Lehmann ; E. Licope, à Mons, 
D. Lwow, à Piatra ; R. Manen, petit séminaire de Massals ; J. Ménéchal ;" 
A. Meynier ; L. Minjoz, école normale-d’Albertville ; R. Mouzon, collège de 
Fontenay ; Noël; L. Patin ; H. Pitrat; E. Roncaglia, à Modène ; M. Royer, 
instituteur à Saint-Vincent ; Sinoquet ; C. Tourneux; P. Valentin ; H. Va 
rennes ; N. Vaslin ; P. Zlatco, lycée de Bucarest; G. de France; L. Guilhem 
Hugonnier-Ginet ; F. Pégorier.] 


4871. — Quelle est la plus haute puissance de 13 contenue dans 
le produit des 10000 premiers nombres entiers ? 


La plus haute puissance cherchée est évidemment contenue! 
dans le produit de tous les multiples de 13 non supérieurs à 10000.) 


Ces multiples sont 
13% 1, 13 X2, 43 SCENE 


et leur nombre est au plus égal au quotient entier de 10000 par 
13, soit 769 ; le produit de tous ces multiples peut donc s'écrire 


1312 XX... >< 7169. A 
On est alors ramené à chercher le produit de tous les multiples” 


de 13 compris entre 1 et 769. En opérant comme plus haut, on 

voit que ce produit est représenté par | | 

LIPSC EC PEUT ENRE | 1 

De même, le produit des multiples de 143 compris entre { et 59 

est 4 

1 XI2XIX 4. D, 

Comme de 1 à 4, il n'existe aucun multiple de 13, on en con- 
clut que la plus haute puissance cherchée est 


769 + 59 + 4 — 832. | 
(C. GOUGNEAUD et H. VARENNES, à Deux-Chaises.) * 


Généralisation. — Proposons-nous de trouver la plus haute 
puissance d’un nombre premier p contenue dans le produit des, 
n premiers nombres entiers. :. 4 

D'après le raisonnement précédent, cette plus haute puissance 
est égale à la somme des nombres de multiples de p, p?, p°, . 
compris entre 1 et ». Or ces divers nombres de multiples sont 
les quotients entiers q,, q, de # par p, p°?, ..., de sorte 
que le nombre cherché est À 

di+ +... + ee 
qn correspondant au quotient de x par la plus haute puissance 
de p contenue dans n. Chacun des nombres 9», gs, .… est le quo: 


tient entier du précédent par p. 

(H. PITRAT, à Givors.) 

[Ont résolu la même question : Miles À, Madonne, à Bordeaux ; &. Oddos 

à Bordeaux ; MM. Benoit, à Avignon ; Durand, instituteur à Salernes ; E 

Hiernaux, école normale de Châlons ; D. Kœnig, à Budapest ; J. Lehmann 
instituteur à Boufarik.| 24 


16 


2 
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ALGÈBRE 


4835. — On donne un triangle ABC, rectangle en À, isocèl 
et homogène, et l'on démande de couper ce triangle par une pa 
lèle MN au côté AB de manière que le centre de gravité € 







du trapèze AMNB ainsi formé soit à une distance donnée d du 
côté AB. Discussion. On pourra prendre pour inconnue la lon- 
gueur AM. ; 


donc l'équation 
Œ— à 2a MN 


> (Bacc. lettres-math., Lille, novembre 1899.) 

- On sait que dans un trapèze, le rapport des distances du centre 

| C de gravité G aux bases MN et AB est égal à 
2AB + MN 

| AB + 2MN° 

| M En posant AB—a et AM—x, ona 

| 





DA 2 B d a+2MN 
ou, en observant que MN—MC— a— x, 
æ— d 34 — 
FI CT ce 


et après avoir ordonné, 
f(&) = 2x? — 3(a + d)x + 6ad — 0. 


Discussion. — Pour qu’une valeur de x convienne, il faut et 
il suffit qu’elle soit réelle, positive et au plus égale à a. Une telle 
valeur rendant d'ailleurs positif le second membre de (1), on 
AUTA MT d. 

La condition de réalité est 

9(a + d)? — 48ad >> 0, 


ESS TT NU ON ON CONS OT POST 


ou 3d? — 10ad + 3a? >> 0. 
Le premier membre de cette inégalité s’'annule pour d — — 
et d—3a; comme d <a, l'inégalité est donc vérifiée pour 
1 (24 
Re 


On a d’ailleurs 
f{a) = a(3d ee a), 
résultat négatif d’après ce qui précède. 
Donc a sépare les deux valeurs de x, et la plus petite, qui est 
positive, convient au problème. 


mme de. ne ds à nt CSS Ut. di OS A ré GR 


Cas limite. — Lorsque d = Fe on à 
019 ( GR SL, 
OS TAN LI DE ) U% 


résultat qu’on pouvait prévoir, puisque dans ce cas le centre de 
gravité du trapèze coïncide avec celui du triangle. 

Et dans le cas général, il était clair que G devait être plus voi- 
sin de AB que le centre de gravité du triangle; on pouvait donc 
prévoir la condition 


d 


| #\ 
| 


(NOEL et Raour MOUZON.) 


[Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoït, instituteur à Auxon ; 
R. Cattin, à Mont-de-Marsan ; A. Foy, à Orches ; A. Delaire; L. Demogne ; 
R. Henry, instituteur à Troyes ; A. Lecoutour ; D. Lwow, à Piatra(Roumanie); 
A, Vannier, à Chaource; Hugonnier-Ginet.] 


4845. — Trouver les plus petits nombres entiers æ et y tels 


que 
Lau 
m+y . \17/ 


La fraction du second membre étant irréductible, on doit avoir 





am — y = 7%.k, y 1108 


d’où, en ajoutant et retranchant, 


k 
x? — 3 (49 + 289) — 169%, 


x 
y = = (289— 49) — 4204. 





Fe ; 

Comme 169 — 13, les plus petites valeurs de +? et y s’ob- 

tiennent en faisant k = 1, ce qui donne 
m—= 13 et = 420% 
(SINOQUET.) 

[Ont résolu lamême question: MM.P.Bancillon, école normale de Montbrison: 
H. Belbenoit: R. Bellencourt ; G. Boissonnet; Bouzy: Gaillet, instituteur à 
Gordes ; &. Clabault; G. Foucry, école normale de Châlons ; G. Guinand ; 
R. Henry, instituteur à Troyes ; H. Janois, instituteur à Saint-Calais ; 
D. Künig; A. Lecoutour ; A. Legros ; A. Lehmann; D. Lwow, à Piatra ; 
R. Manen, petit séminaire de Massals ; J. Ménéchal, instituteur au Bugue ; 
A. Meynier;, L. Minjoz, école normale d'Albertville ; R. Mouzon, collège de 
Fontenay ; Koël : H, Pitrat; M. Royer ; F. Sol ; GC. Tourneux ; P. Valentin ; 
A. Vannier ; H. Varennes : P. Zlatco, à Bucarest; G. de Krance; L.Guilhem; 
É. Hugonnier-Ginel; F. Pégorier.l 


4873. — Trouver quatre nombres entiers dont la somme est 
égale à 100, sachant en outre que les trois premiers sont en pro-- 
gression géométrique et que le quatrième est égal au produit des 
deux premiers ainsi qu'à la somme du deuxième et du troisième. 

Soient x, y, +, t les quatre nombres entiers demandés. On 
doit avoir 


æ+y+s+t= 100, (1) 
Cp AS (2) 

y + 
DER y Z. (3) 


En remplaçant dans (1), : et # par leurs valeurs tirées de (3), 

il vient 
œ + y + y —y+axy = 100, 
ou œ(A + 2y) —= 100. 

D'après cette dernière égalité, tout revient à décomposer 100 
en un produit de deux nombres entiers dont l'un, 1+2y, est 
impair et supérieur à {, ce qui n’est possible qu’en prenant 
soit 1+2y — 5, soit 1+2y —= 25. 

Dans le premier cas, on a 





J'NE, Design 20; t=40; z = 40—2 = 38, 
et, dans le second cas, 

100 L Ee 
y | =ME; Ge + ==be) t — 48, z = 48 — 12 — 36. 


La seconde solution vérifiant seule la condition (2), est seule 


acceptable. A | PEU - 
(G. GOUGNEAUD et H. VARENNES, à Deux-Chaises.) 


Mile A. Madonne; MM. E. Anzemberger, lycée de 
Lyon ; H. Cazaux, lycée de Tarbes ; F. Deville, pensionnat Valbenoïile, 
Saint-Etienne : H. Dobryzniak ; Durand, instituteur à Salernes ; Gr. Esladieu ; 
L. Geoffroy; V. Herzenberg, lycée de Jassy ; E. Hiernaux, école normale 
de Châlons ; Hugonnier-Ginet ; D. Kœænig, à Budapest ; A. Legros ; J. Mé- 
néchal'; A. Meynier ; P. Saintin, lycée de Versailles ; J. Tastet, lycée de 
Pau : P.Valentin ; P. Zlatco, à Bucarest; Beaudouin, J. Lehmann; Noël; 
L. Périno; M. Petit; A. Pichon.] 


[Ont résolu la question : 


4877. — Résoudre l'équation 
32 re 921 ne 3z—2 2 323 1e 32—# — 363. 
324 — y, l'équation s'écrit 

3'y + Sy + 3y + 3y + y = 363, 


En posant 


d'où l’on tire 





u 363 SLR 
RSI TERRA LE MALE 
On est ainsi ramené à l'équation 
nt Los 
visiblement vérifiée pour æ—#4—=1 où x — 5. 


(Henri PITRAT, à Givors.) 


Rémarque. — On peut constater aussi que le premier membre 
s'écrit 


Tv ar UMTS 7 LE NÉRLL nt diet ET, OT OR ee sn ete 
L € ER "= ME 09- 








} : 
1 — ; : 
1 j 35 SN 
T == Rs RER == FRS RE PRESS = Dons cereereiees Te De, 
ARS +) ; 1 — Se 0 TU 
1 —— 
3 
se “k 81 TA 
d’où SU EN EH 0010 


E. Anzemberger ; J. 
H. Belbenoit ; 


AmMOuroux ; 


[Ont résolu la même question : MM. G. 
M. Bégué ; 


Bailly ; P. Bancillon ; L. Barberot ; E. Baudouin ; 


À. Botlin ; .Cazaux ; Daure ; Durand ; G. Estadieu ; L. Geoffroy Vo Her- 
zenberg ; E. Hiernaux ; L. Hostier ; E. Hugonnier-Ginet ; À. Jouart ; 
D. Kæœnig ; D. Laurent ; M. Laurence ; A. Legros ; J. Lehmann; J. Méné- 
chal ; Noël; L. 'Ollié ;"L.- Périnos. M\.#Peéltits À.-Pichon; "MPOpPESCUE un . 
Thébault ; P. Thonet ; P. Valentin ; Ch. Vallot ; IH. Varennes ; P. Zlatco.] 
4879 .— On donne un demii-cercle de diamètre AB; mener uné 


corde CD parallèle à AB de façon que si on fait tourner la figure 
autour de AB, le trapèse ACDB engendre un volume équivalent 
à celui de la demi-sphère de diamètre AB. 


Soient C’ et D' les projections de C et D sur AB. En tournant 
autour de AB, le trapèze ACDB 
engendre un volume composé du 
cylindre engendré par le rectangle 
CDD'C' el des deux cônes égaux 
engendrés par chacun des triangles 
ACC", BDD’. 

En posant 
UA= et OC OLD: 
le cylindre et l’un des cônes ont pour rayon de base commun 





CC = YR°— x? et pour hauteurs respectives CD'—2x et 
AC —=R—%x. L'équation du problème est donc 
D 
R(R° — &°)2% + m TR? — à°)(R — x) — À TR, 
ou (R?— 2°) (R + 2x) = R;, 


ou enfin a(2a° + Rx — 2R°) = 0. 

La solution x — 0 correspond au cas où la corde CD est 

tangente en M au cercle AB; le triangle 

M MAB engendre alors un volume égal à la 

demi-sphère, comme on s’en assure facilement. 
L'équation restante 


22° + Ra — 2R° = 0, 





À. N B ayant ses deux termes extrêmes de signes 
contraires, admet deux racines réelles et de 
signes contraires. Pour que la racine positive, seule acceptable 
ici, convienne, il faut qu’elle soit inférieure à R. Or, en substi- 
tuant R à x dans le premier membre de l'équation, on obtient 
2R° + R°— 2R? — RE 
ce résultat, positif ou de même signe que le coefficient du terme 
en æ*, montre que R est extérieur aux racines, du côté de la 
racine positive. Cette racine, 
ë =? (—1+ Ti), 
fournit ainsi une seconde solution du problème. 

(P. SAINTIN, 
même HUE : Mie G. Oddos, à Bordeaux : MM. Anzem- 
berger ; P. Bancillon: Barol ; L. Bordron; A. AUS R. Cattin ; Cazaux ; 
L. Colombey ; Don MIA. Duittoz ; Durand ; Guillaud ; E. Hiernaux ; 
E. Hugonnier- -Ginet'; D. Kœænig ; A. Legros : A. HS ; J. Motte; Noël; 


L. Ollié ; L. Périno ; M. Petit ; F. Rottier G. Salaun ; ; J. Tastet; Ch. Vallot; 
H. Varennes ; P. Zlatco.] 





lycée de Versailles.) 


[Ont résolu Ja 


4881. — Calculer le rayon du cercle inscrit dans un triangle 
de périmètre 2p, sachant que la différence entre la surface du 
triangle et celle du cercle inscrit est maxima. 





En désignant par & le rayon du cercle Nr la différence 3 
considérée s'exprime par 
px — nx?, 


ou, en mettant le facteur rx en évidence, 


A) 


Sous cette dernière forme, on voit que la différence dépend du 


produit de deux facteurs variables, x et _ — «, dont la somme 


L est constante; ce produit est, comme on sait, maxima lorsque 
TC 


les deux facteurs sont égaux à leur demi-somme, ce qui donne 


P 
D ose MP, — - 
ME D ou RE 

Avant d'accepter cette valeur, il convient de s'assurer qu’elle 
est inférieure au maximum du rayon du cercle inscrit dans un 


triangle de périmètre 2p. Ce dernier rayon, égal à celui du cercle 





ral RAIN 
inscrit dans un triangle équilatéral de côté Le. a pour valeur 
Hpps] VE 
Jr ee a 3 
Orona 
2r > 33, car r > 3 et 2e 


donc la valeur trouvée est acceptable. 
(Vicror BAROL, timonier breveté, instructeur sur la Couronne.) 
[Ont ét la même question : MM. . Anzemberger ; P. Bancillon ; H. 
Cazaux ; Colombey ; Daure ; DÉeAaREe tr: Geoffroy ; E. Hugonnier-Ginet ; 
1} Kuies D. Laurent ; A. Legros ; À E. ’Licope ; ; L. Ollié; H. de la Perrelle; 


M. Petit © A. Pichon ; E. Sautreau; D. Tuïssuzian ; F. Valentin ; P. Vallée ; 
H. Varennes.] 


ER CE 


GÉOMÉTRIE 


4476. — On donne deux circonférences O et O' se coupant en 
A et B. On mène par À une sécante variable DAE, rencontrant 
ces circonférences en D et E. On trace BK coupant l'autre cercle 
en un second point C. 

Trouver 

1° le lieu géométrique du centre de gravité du triangle BDC ; 

2° le lieu géométrique du centre de gravité du triangle BDE ; 
3° le lieu géométrique du centre du cercle circonscrit au triangle 
EDC, lorsqu'on fait tourner la sécante DAE autour du point A. 


1° Le centre de gravité du triangle BDC se trouve aux + 


de la médiane BM 
à partir de B. Or 
l’angle inscrit CBD 
étant la somme 
des angles constants 
ADB et AEB est 
constant ; la corde 
CD interceptée par 
cet angle est donc 
aussi constante et 
son milieu M décrit 
un cercle concen- 
trique au cercle O. Par suite, le lieu de G est un cercle homothé- 





9 
tique O1, B étant le centre et <Æ le rapport d'homothétie. 


2° Les angles D et F étant constants, le triangle BDE reste 





_ semblable à lui-même. Les médianes DM et EN font alors des 
angles constants avec 
le côté DE ; ces angles 
étant inscrits, l’un dans 
le cercle 0’ et l’autre 
dans le cercle O, inter- 
ceplent sur ces cercles 
es arcs constants AM’, 
AN’, de sorte que AM 
el AN passent par les 
points fixes M'et N'. 
Je dis que le lieu du 
point de rencontre K des médianes AM et AN est le cercle 
BM'N'. En effet, le quadrilatère BM'KN'’ est inscriptible comme 
ayant les angles opposés M’ et N’ respectivement égaux aux 
angles supplémentaires BAD et BAE. 

3° Le cercle circonscrit au triangle CDE s'obtient en décrivant 
sur la corde constante CD un 
segment capable de l'angle cons- 
tant AEB. 

Il en résulte que le rayon ID 
de ce cercle est invariable. Par 
suite, le triangle rectangle DIM 
ayant deux côtés DI et DM cons- 
tants, le troisième MI l’est aussi ; 
d’ailleurs la constance de MI et 
MO entraine celle de OI, et le 
point | décrit un cercle concentrique au cercle 0. 

(G, SCHOONHEERE, école professionnelle de Vierzon.) 


[Ont résolu la même question : MM. Aycat ; H. Carpentier ; J.-M. Chalvin ; 
C. H. G. B.; F. Clabault, instituteur à Rosières ; Debrun ; Decoudun, école 
J.-B. Say ; P. Delolme, instituteur au Puy ; L. Ecoffard, école primaire supé- 
rieure.de Dôle ; E. Garry, école J.-B: Say ; G. H. D. O0. G. Marquet ; 
H. Michel, lycée de Douai ; M. Oger, école normale de Poitiers ; M. Rivière ; 
P. Tribier ; E. Vaunac ; Vial.] 




















4850. — Construire un triangle connaissant un côté, la hau- 
teur correspondante et sachant en outre que le produit des trois 
côtés est égal à quatre fois le cube de la hauteur donnée. 


Soit BC — «a le côté donné. Un premier lieu du sommet A 
est la parallèle MN à BC 
menée à une distance égale 
à la hauteur donnée A. 

D'autre part, en dési- 
gnant par b et c les deux 
côtés inconnus du triangle, 
on à par hypothèse 


P 


abc, ='A4R: 
or on sait que bc = 2R4, 
R étant le rayon du cercle 








circonscrit. 
Par suite 
2aRh = 4h, 
2h? 
d'où R=— 3 
a 


Connaissant R (sur la figure R est représenté géométrique- 
ment par le segment IE du triangle rectangle BDE tel que 


= et DI—h), 


BI = — 
: 2 
un cercle de rayon R et de centre O ou 0’; on obtient ainsi un 
second lieu de A. 

Nous allons montrer que lorsque les cercles O et O’ existent, 
l’un d’eux rencontre toujours la droite MN et l’autre ne la coupe 


on peut faire passer par les points B, C 


En effet, pour que les cercles 0 et 0’ existent, il faut et il 
suffit qu'on ait 


Œ 
R > Loi 
RCE: 
ou ds 
x “ É & 
c'est-à-dire h> —. (1) 


Pour que {a droite MN rencontre l’un des cercles O ou O”, il 
faut et il suffit que L soit respectivement inférieur à l’un des 
segments IP ou IP’ du diamètre perpendiculaire à BG. Or 
comme 








2 Er: 2 
PHP = 2R = © et IN IPS pra 
IP et IP’ sont les racines de l'équation 
4h? a? 
| = y : — —= 0 
f{u) u = u + z 
En formant f{(h), on trouve 
4h a? 
rip r ir. a Es 
FRET à + à 
_ + 4ah? — 167 
à ka 
__ (a —2h)(a? + 2ah + 8/À) 
à 4a 


Le trinome a? +24h+ 8h? ne s'annulant pour aucune va- 
leur réelle de À est positif, et (2) prend le signe de a —2}, 
c'est-à-dire est négatif, d’après (1). 

k est donc compris entre IP et IP’ et le cercle O seul déter- 
mine deux triangles ABC, A'BC, symétriques par rapport à PP”. 

Ainsi, lorsque k > _ le problème comporte toujours une 


solution distincte et une seule dans laquelle l’angle A est aigu. 
(H. VARENNES, à Deux-Chaises.) 





Remarque, — On peut éviter la décomposition d’un polynome 
du 3e degré en facteurs si on observe : 
a? a 
1° que,comme 1IP.1P' = —-, on à IP > EE IP’, 
ce qui montre que > IP'; 
212 
20 que IB=REOEZ=—- + OI. 
(e 
2h? 2h 
Or — = h — SR}; donc PER: 
a a 
On voit ainsi que PER". 
‘Ont résolu la même question : Mie M.D. P.; MM. Anzemberger ; R. Bazin ; 


Bouzy ; F. Clabault ; G. Foucry ; G. Guinand ; J. Haag ; de Jarny; D. Künig; 


A. Lecoutour ; E. Licope ; F. Limouzi ; D. Lwow ; R. Manen ; L. Minjoz; 
R. Mouzon ; Noël ; H. Pitrat; M. Royer ; Sinoquet; F. Sol ; H. Tellier ; 
P. Valentin ; G. de France; L. Guilhem ; E. Hugonnier-Ginet.] 

4883. — Construire un triangle connaissant deux côtés et le 


produit du troisième côté par la projection sur ce dernier de l’un 
des deux autres côtes. 


Supposons que dans le triangle ABC on connaisse les côtés 
AC = b, AP et le produit 
3H.BC = m?. Si l’on peut obtenir 


À : TR es 
facilement le troisième côté BG = a, 
B le triangle sera déterminé par ses trois 
€ côtés. 


Or, un théorème connu donne, en 
supposant l’angle B aigu, 
B 1 DRE G bp? = a? + c? — 2a:BH, 
d'où a? = b? — c? + 2m, 
expression facile à construire au moyen de triangles rectangles. 


Pour que le {riangle de côtés «, b, c existe, on doit avoir 
b— ch < @ <(b+c}, 
ou, en remplaçant a par sa valeur et résolvant par rapport à m°, 
C(c— db) << m? < c(b + c). 
Nous avons supposé l'angle B aigu, ce qui a toujours lieu si 


Ch D. 
Si b>c, l'angle B pourrait être obtus, on aurait 


a? = b2—  — 9m?, 
el la condition de possibilité deviendrait alors 
m? <T c(b — c), 


En résumé, le problème n’admet deux solutions que si l'on a 


b>c et m? << cb — c); 
il en admet une seule si 
He c(e — D) << in? < c(b + c). 


(NOEL.) : 


. [Ont résolu la même question : Mie A. Saleilles: MM. V. Barol: A. Belbenoit. 
à Arras ; Burgat, école normale d'Albertville : E. Hiernaux. école normale de 
Châlons ; M. Laurence ; D. Laurent, lycée de Saint-Etienne: A. Legros, 
J. Lehmann, instituteur à Boufarik; Naboulet, à Beaucaire : L. Ollié, à Auch; 
L. Périno, à Valence ; F. Sol, à Saint-Antonin : J, Tastet; H. Varennes, à 
Deux-Chaïses.] 


4885. — Démontrer par la géométrie que dans un triangle 
rectangle dont les angles aigus sont 18° et 150, le produit des côtés 
de l'angle droit est équivalent au carré de la moitié de l'hypoté- 
nuse. 


Soit ABC un triangle rectangle tel que le plus petit angle, C, 
est de 15°, l’angle B étant alors 
900 — 150 — 750: 

Menons la hauteur AH et la 








15 médiane AM. En égalant deux 
G expressions dé l’aire du triangle, 
on a 


AB.AC — AH.BC. 


Mais M étant le centre du cercle circonserit au triangle, l'angle 
au centre AMB est le double de l’angle inscrit ACB et vaut 
2% 15° = 300; dans le triangle rectangle AHM, AH est ainsi 





opposé à un angle de 30 et l’on a AH — D — He Par 
suite Ë 
ABAc= Cp (5) 
# 


{Vicror BAROL, timonier breveté, instructeur sur la Couronne.) 


[Ont résolu la même question : Miles À, Madonne ; G. Oddos ; A. Saleilles : 
MM. G. Amouroux; E. Anzemberger : P. Bancillon ; E. Baudouin: M. Bégué; 
H. Belbenoïit ; P. Bily; L. Bordron ; A. Bottin : A. Champeix ; R. Chassé- 
riaud SE Pe Colombhey ; Daure ; Durand; L. Geoffroy: E. Hiernaux : L.Hostier ; 
E. Hugonnier-Ginet ; À. Jouart ; D. Kœnig ; D. Laurent ; A. Legros ; J. Leh- 
mann ; J. Ménécha] ; J. Motte ; Naboulet ; Noël: L. Ollié : L. Périno ; H. de la 
Perrelle ; M. Petitjean ; A. Pichon : H. Pitrat ; M. Popescu ; H. Richier ; 
Sautreau ; F. Sol; J. Tastet : V. Thébault : 


I. Saintin; G. Salaun: E. 
D. Tuïssuzian ; P. Valentin ; F, Vallée ; H. Varennes ; P. Zlatco.) 


4887. — Etant donnés deux points fixes À et O, on fait tourner 
autour de O un angle constant XOY et on projette lepoint A sur OX 
et OY en B et C. Lieu du milieu de BC. Lieux des points de con- 
cours des médianes et des hauteurs du triangle OBC. 


Lieux du milieu M de BC et du point de concours des médianes 





y L . 


du triangle OBC. — 1° Les angles OBA, OCA étant droits sont 


inscrits dans un cercle fixe 
I de diamètre OA. Par 
suite la corde BC, inter- 
ceptée par l’angle inscrit 
XOY, de grandeur cons- 
tante, a une longueur 
constante, et le lieu de son 
milieu M est un cercle 
ayant pour centre lemilieu 
I de OA. 


2° Par le point de con- 
cours G des médianes du 
triangle OBC, menons la 
parallèle GK à ML On a … 





OK KG OR: 
LOL EN BUT OM:208 
2 2 
d'où OK=+OI, . KG=<+IM, 


ce qui montre que le lieu de G est un cercle de centre K et de 


rayon KG (ce cercle est d’ailleurs homothétique au cercle I par 
rapport au point O, le rapport d'homothétie étant D. 

La droite OM pouvant prendre toutes les positions possibles 
autour de O, les cercles 1 et K sont entièrement décrits par les 
points M et G. 

3° Lieu du point de concours des hauteurs du triangle OBC. — 


Soit H ce point déterminé par les deux hauteurs BB’ et CC. 
Les triangles HOC, BCC' ayant 


blables ; donc 


Comme BC est constant, la cons- 


tance du rapport 2 entraine celle 


de OH, et le point H décrit un 
cercle de centre O. Ce cercle appar- 
tient d’ailleurs entièrement au lieu, 
puisque la droite OH peut prendre toutesles directions possibles 
autour de O. 





Remarque. — On aurait pu aussi déduire le lieu de H de celui 


de G. On sait en effet que la droite HG passe par le centre fixe I 
du cercle circonscrit au triangle OBC, et que l’on a HG—=26l; 


il en résulte que le lieu du point H est un cercle homothétique | 


du cercle décrit par G, I étant le centre et 3 le rapport d'homo- 


thétie. 

[Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger ; V. Barol ; H. Belbe- 
noit, à Arras ; A. Champeix ; Durand ; R. Guillemin ; E. Hiernaux ; E. Hu- 
gonnier-Ginet ; À. Jouart; D. Kœnig: A. Legros; J. Lehmann; J. Ménéchal; 
Naboulet ; L. Ollié ; Périno ; M. Petitjean ; H. Pitrat; G. Salaun ; E. Sau- 
treau ; P. Valentin.) 


PHYSIQUE ET CHIMIE 


a — 


CONCOURS GÉNÉRAL DE PREMIÈRE SCIENCES (1900) 


Solution par M. Gaston Dulché, élève du collège Chaptal, 
lauréat du concours (1°r prix). 





4831. — On partage en deux parties égales 6 volumes d'un 
mélange de deux hydrocarbures gazeux. La première partie est 


traitée par le brome qui absorbe 1 volume. Après élimination du : 


les côtés perpendiculaires sont sem- 


OH: 20000 E 
EC = TC — cotg XOY = const. 












K, 


* 


_ puis on fait passer l’étincelle. Le volume total se trouve alors 
ramené à 3 volumes dont 2 sont absorbables par la potasse et le 
dernier volume par le phosphore. La deuxième partie additionnée 
de 8 volumes d'oxygène donne 5 volumes après le passage de 
l'étincelle. La potasse absorbe 4 volumes et abandonne un résidu 
complètement absorbable par le phosphore. 

On demande d'établir les formules moléculaires des deux com- 
posants du mélange. 


On peut supposer le mélange homogène ; on aura donc dans 
Chaque partie 3 volumes du mélange, 


1e partie. — L'un des deux gaz est absorbé par le brome en 
excès ; il reste donc 2 volumes du second hydrocarbure. La for- 
mule trouvée pour ce dernier sera sa formule moléculaire puisqu'il 
occupe 2 volumes dans les conditions ordinaires. 

Après le passage de l’étincelle dans le mélange de 5 volumes 
d'oxygène et de 2 volumes d’hydrocarbure, on a 2 volumes 
absorbables par la potasse qui sont du gaz carbonique, représenté 
par la formule CO?. Il y a donc un atome de carbone dans la 
formule cherchée ; 0? représente 2 volumes d'oxygène employés 
à donner CO0?; 1 volume a été absorbé par le phosphore et 
2 volumes d'oxygène ont servi à former 2H?0. Il y a donc 
4H dans la formule cherchée et l'hydrocarbure à pour formule 
moléculaire CH‘; c'est le méthane. 


2e partie. — Soit C'HY l'hydrocarbure inconnu On aura les 
valeurs de x et y en écrivant la réaction 


œæ y 


C?H°2? + CH: +80 = 2C02 + 3H20 + O ; 


1 vol. 2 xol. 8 vol. 4 vol. 4 vol. 
d’où, en identifiant, 
: 
C2 ÆEC—=2C, 
. 
Dr C, 
æ 
_ — 4 
2 
et Tate 
De même 
y 
HER P 
7 
HT 
PERTE 
9 eue 7 
et ==, 4 


La formule moléculaire du premier hydrocarbure est par con- 
séquent C?H*. C’est de l’éthylène, qui a formé avec le brome du 
bromure d’éthylène analogue à la liqueur des Hollandais. 

En résumé, le mélange total peut être représenté par 

CH + 2CH: 
2 vol, + 4 vol. — 6 vol. 


[Ont résolu la même question: MM. R. Henry; D. Lwow, à Piatra ; 
A. Meyuier, à Sciez;, M. Royer ; H. Varennes, à Deux-Chaises.] 


a  ——————— 


CONCOURS DE 1900 (Suite). 


 AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 


DES JEUNES FILLES 


Section des Sciences mathématiques. 


Arithmétique et Algèbre. 


I. — Indiquer une méthode permettant de former tous les diviseurs 
entiers d’un nombre entier. — Nombre de ces diviseurs, 


IT. — 4891, On considère la fraction 
ax? + br + C 
a +bx+a 


dans laquelle a, b, c sont des constantes et æ une quantité variable. 
Trouver la relation qui lie les coefficients &, b, c: 


= 


10 Quand cette fraction n'admet ni matimum ni minimum ; 
2° Quand elle admet un maximum et un minimum. 
3° On pose 
a = X2+ 2X, Ye T2, Di 2N EN EU 
X, Y désignant les coordonnées d'un point M par rapport à deux axes 
de coordonnées rectangulaires OX, OY. 
Indiquer les régions du plan XOY où se trouve le point M quand la 


fraction y n’a ni maæimum ni minimum et celles où se trouve le même 
point quand cette fraction admet un maximum et un minimum. 


4° Chercher la forme que prend la fraction y quand le point M est 
situé sur les lignes qui séparent les régions précédentes. 


(Durée : À hewres.) 


« (éométrie et Cosmographie. » 


4892. — On donne deux axes rectangulaires, ox, oy, deux point(s A, 
A! situés sur l'axe 0>, et un point B situé sur l'axe 07: 

1o Soit M un point quelconque de l'axe 0%; on demande de former 
les équations des circonférences de cercles circonscrites l’une au triangle 
ABM, l'autre au triangle A'BM. 

20 Calculer les coordonnées des centres C, C’ de ces circonférences, 
leurs rayons R, R’ et la distance CC" de leurs centres. 

3° Le point M se déplaçant sur l'axe ox, montrer que les centres C, C’ 
décrivent chacun une droite ; que le rapport desrayons R, R’ reste con- 
stant et que le triangle BCC reste semblable au triangle BAA. 

Trouver pour quelle position du point M les rayons R, R' 
valeur minimum. 

4° Former l'équation de la droite joignant les centres C et C', et cher- 
cher le nombre des droites CC’ qui passent par un point P donné dans 
le plan xoy. | 

Indiquer la position des droites CC’ par rapportà la courbe qui sépare 
les régions du plan roy où se trouve le point P suivant qu'il existe des 
droites CC’ passant par ce point ou qu'il n’en existe pas. 

On représentera par a, a’ les abscisses des points A, A’, par b l'ordon- 
née du point B et par # l’abscisse variable du point M. 


ont une 


Nora. — Le problème précédent peut être résolu par les méthodes de la 
géométrie élémentaire ; il sera tenu compte des solutions géométriques qui 


pourront être données. 
(Durée : 4 heures.) 


Section des Sciences physiques et naturelles. 


Physique. 


1. — La loupe et le microscope. 


II. — 4893. Une masse d'eau m, en surfusion à une température f 
inférieure à zéro, étant placée dans un vase de masse négligeable, on y 
laisse tomber, d'une certaine hauteur, une masse M de plomb à 0», Une 
fois l'équilibre de température établi, on constate qu'il s’est formé une 
certaine masse m' de glace. — Expliquer ce qui s'est produit. 

En supposant M— 10008, mn — 1008", £ ——20°, on demande 
quelle devrait être la hauteur de chute æ, pour que la masse de glace 
formée fût mm — 208",915. 

Chaleur de fusion de la glace, 1 = 80; chaleur spécifique de la glace, 
e = 0,5 ; équivalent mécanique de la petite calorie, en joules, E = 4,11; 
intensité de la pesanteur,en unités C. G.5., dans le lieu de l'expérience, 
FE (Durée : Æ heures.) 


Sciences naturelles. 


1. — Squelette des membres chez les Mammifères ongulés et chez 
les Vertébrés ovipares. — Principaux types d'Ongulés fossiles. 


Il. — Appareil sécréteur des végétaux. — Principaux produits de 
sécrétion. — Exemples de localisation de lappareil sécréteur. 
(Durée : 4 heures.) 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE SAINT-CLOUD 


Mathématiques. 


[. — 4894. n étant un nombre entier, trouver : 4° pour quelles 
U ; n +8 R : » 
valeurs de n la fraction PER est un nombre entier ; 2° pour 


quelles valeurs de x cette fraction est irréductible ; 3° si la fraction 
n'est pas irréductible, quels peuvent être les facteurs communs aux 
deux termes de cette fraction. 


Il. — 4895. Sur une demi-circonférence décrite sur AB comme 
diamètre, déterminer un point M tel que le double de l’aire du triangle 
AMB, augmenté de l'aire du carré construit sur AM, soit dans un rap- 
port donné m avec l'aire du carré construit sur AB. Discuter. 


III. — 4896. Construire un triangle ABC, connaissant le côté 
BC— a, la somme » des longueurs des deux médianes issues des 


sommets B et C, et une hauteur h. Le 10 
(25 juin, de S h. à midi.) 


Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


1. — 1° Principe de Watt ou de la paroi froide. — Ses principales 
applications. 


4897. — 2% Deux vases cylindriques verticaux A et B commu- 
niquent par un tube inférieur et contiennent de l’eau qui s'élève primi- 
tivement à la même hauteur dans chacun d'eux. 

On introduit dans le cylindre À un piston qui le ferme exactement, 
mais peut glisser sans frottement appréciable. On constate alors qu'il 
s'établit entre les deux niveaux du liquide une différence h. 

Puis on charge le piston d'un poids P : la différence des niveaux 
augmente de h'. 

On demande quelle est la section du cylindre A, sachant que celle 
de B est de 3 centimètres carrés, et quel est le poids du piston. 

Application numérique : 

RENE h'— 40cm ; = 2K8,5. 

I, — 1° Extraction industrielle du gaz ammoniac ; préparation de 
laboratoire du gaz et de sa solution aqueuse. 

2 Action de cette solution sur les sels métalliques. 

3° Différents modes d'action de l'ammoniaque en chimie organique: 


IT, — {0 L'appareil circulatoire chez l'Homme ; ses principales modi- 
fications chez les Vertébrés. 

20 Les formes des feuilles ; les modifications qu’elles subissent avec 
la position des feuilles sur la tige et avec les fonctions de ces organes. 


(27 juin, de 8 h. à midi.) 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE FONTENAY-AUX-ROSES 


Mathématiques. 


LE — Dans quel cas un nombre entier divisible par plusieurs autres 
est-il nécessairement divisible par leur produit ? Énoncer et démontrer 
le théorème correspondant. 


I. — 4898. Soient pq, pq deux cordes variables d'un même 
cercle. On suppose que pq passe par un point fixe a, et que les droites 
pp’, qq" sont parallèles à une même droite donnée. Lieu du pied de la 
perpendiculaire abaissée du point a sur p'q'. 


UT. — 4899. Soient ad, be, cf les hauteurs d'un triangle abc. On 
prolonge ad d'une longueur égale da’; be, d'une longueur égale eb', et 
cf, d’une longueur égale fc’. Prouver que les cercles circonscrits aux 
trois triangles bca', cab', abc’ ont un point commun À. 


(25 juin, de 8 h. à midi.) 


* Physique, Chimie et Histoire naturelle. 


I. — De l'électroscope à feuilles d'or : principe, description, théorie, 


divers modes d'emploi — Comment, avec cet appareil, peut-on mettre 
en évidence les deux qualités de l'électricité : le potentiel et la quantité? 


I. — Acide chlorhycrique. 
HI. — Les reptiles; principaux traits de leur organisation ; caractères 


comparés des divers ordres de reptiles ; notion sur les reptiles fossiles. 
(27 juin, de 8 h. à midi.) 


————————— —{} 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4900.—Si x est un nombre entier non multiple de 7, l'expression 
(3n. 427 52,287 — D5n 32n — 5° ,42)(n6 — 1) 
est divisible par 448. 
(A. Mopucno, institut technique de Bari.) 


AI9OZ. — Résoudre l'équation 4? = (x — 1} (x? + 1). 


4902.— Soient x et $ les racines, supposées distinctes, de l'équation 
+pr+q—=0. 
On pose 


œ — Gn 
LOU 
x —$ 


On demande d'exprimer : 


Ur — Va = a + pr: 


1° U, au moyen de U,1, Use, petgq; 
2° V, au moyen de Vrs, Vrz:, petg: 
3° U,:x au moyen de U,, Ur, Vr, Ve. 


4903. — Sur les côtés AB, AC d'un triangle on prend deux points 
variables B', C' tels que 
AB.AB' + AC.AC' = 2}, 
k? étant une constante. Lieu du centre du cercle ABC’. 
Même question en remplaçant devant AC.AC le signe + par 
signe —. + 
(BOURRIENNE.) 


4904. — Si A,B,C,D sont quatre sommets consécutifs d'un polygone 
régulier, on à ; 


AC AB "AB AD: 


4905. — On considère un triangle ABG dont l'orthocentre est H. 
La hauteur AH rencontre le cercle circonscrit à ABC en un second 
point A’; la droite qui joint le point H au milieu de BC rencontre le 
cercle en A'et A". Montrer que l’une des deux droites A'A", A'A" est 


parallèle au côté BC. 
(E.-N. BARISIEN.) 


4906. — Dans une cuvette de grandes dimensions se trouve, sous 
une certaine profondeur, du mercure de poids spécifique 13,6. A la 
surface de ce mercure flotte un cylindre de fer de poids spécifique 7,8, 
de hauteur 4, et dont l'axe est vertical. On verse, à la surface du 
mercure, une couche d’eau de 0,25; le cylindre va-t-il se déplacer 
dans le sens vertical? Calculer la valeur de son déplacement en sup- 
posant que la partie supérieure du cylindre reste entièrement dans 
l’eau, Quelle devrait être la hauteur minima du cylindre pour que sa 
base supérieure émergeàt hors de l’eau ? 

(Concours général de 1900 entre les élèves des institutions libres du 

Nord et du Pas-de-Calais). 





Le Redacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE SECONDE MODERNE (1900) 


Mathématiques (Paris et Départements). 


Solutions par M. Ch. Masson, élève du collège Chaptal, 
lauréat du concours (1er prix). 





4864. — Étant donnés un cercle de rayon R et l'un de ses 
diamètres AOAÂ!', on trace une corde MM’ qui rencontre en P ce 
trouver l'angle que doit faire cette corde avec AA! pour 
que la somme des carrés des seyments PM, PM! soit indépendante 
de la position du point P sur le diamètre donné. 


Remarquons que lorsque la corde 
MM' passe par le centre, le point 
P se trouve en O et la somme des 
carrés des deux segments MP et 
M'P est alors égale à 

M:0° + OM = 2R2. 

Cette valeur est indépendante de 
l'angle x, de sorte que nous avons 
ainsi la valeur de la constante. 
Considérons la corde MM' dans une 
autre position particulière, à savoir quand le point P vient en A. 

Le segment MP est alors nul. Or, on doit évidemment avoir 

AM = MP° + PM” = 2R, 
d'où AM’; = Ry2. 

Nous voyons que la corde AM'> est le côté du carré inscrit 
dans le cercle de rayon R. Nous en déduisons pour la valeur de 

CS 

œ— MeAU = 450. 

Il ne resté plus qu'à montrer que pour une corde quelconque 

MPM' faisant un angle de #ï° avec le diamètre AA’, on a la relation 
MP? + PM” = 2R2. 

Pour cela, abaissons des points M et M’ les perpendiculaires 

MD sur le diamètre AA’. Joignons d’autre part M à O, 

M’ à O. 

Nous remarquons que les deux triangles rectangles MOC et 
M'OD sont ans, en effet 


MOD = 45 + NOM = 45°+ OMM, 
car MOM — OMM à cause du parallélisme de MM’ et de MM; 
AE | D as 
CMO = 450 + OMM'. 
car le triangle MOM' est isocèle ; donc on 





æ, 


TT ns LE x he 

Or, OM — OM, 
RS om ET Does 
abien CMO = DOM’. 
- Par suite les triangles rectangles MOC et M'OD, dans lesquels 
OM = OM’ 


PURE RE 0) : 
comme rayons et CMO — DOM; sont égaux. 


PM? — 2M'D? : 


? — 9CM°’. Donc PM° + PM? —2(CM°?+ 


Dans le triangle ARE isocèle PM'D on a 


de même, PM M'D°). 


Or, d'après l'égalité des triangles M'OD et CMO, ona M'D— CO. 
SITE ET VIL FETE) AA? T2 ; 
Donc PM + PM” — XCM° + C0”) — 2M0° — 2R?. 
Ce qfid: 

[On résolu la même question: MM.E, Anzemberger, lycée de Lyon ; V. Barol, 
timonier breveté, instructeur sur la Couronne ; L. *Bordron ; A. Bottin, collège 
de Cambrai ; Galletti, collège de Saint-Germain, lauréat du concours général : 
Mrnaux école normale de Chàlons ; M. Laurence ; A. Legros; J. Lehmann? 
Noël ; L. Ollié ; J. Pendariès, lycée d'Agen ; M. Petit ; 1 Pitrat ; R. Rives, 
instiluteur à Bagnères ; P. Zlatco, lycée ‘de Bucarest ; J, Guéret.] 


4862. — Un plan P partage le volume d'une sphère en deux 
parties V, V', et détermine sur la surface deux calotles sphéri- 
ques S, S' (S correspond à V) : 

1° On donne le rapport k de S à S', et l'on propose d'évaluer le 
rapport h de VEGANE: 

20 Comparer k à k. 


1° Soit O lecentrede lasphère. Prenonscomme plan dela figure, 
le plan d’un grand cercle de la 
sphère perpendiculaire au plan 
donné P, Ces deux plans se cou- 
pent suivant une droite indéfinie 
PP’ rencontrant elle-même la 
sphère aux points A et B. 

Traçons le diamètre CE per- 
pendiculaire à AB. 

Les volumes V et V' sont don- 








E nés par les formules 
Lt > CD(CD° + 3AD°}; 
) 
Ve + DÉ(DE +3AD°); 


CD(CD” + 3AD°) , 
DE(DE + 3AD°) 

D'autre part, les surfaces des calottes S et S’ sont représentées 
par les formules 


le rapport X est donc égal à 


S = 27R.CD, 
S=27R.DE; 
le rapport donné X vaut donc 
LE 5} :1/GDe 
FPS: AUDE & 
Dans le rapport L, nous pouvons déjà remplacer DE Par k; il 
Tr AD? 
vient Rrhee LL UE ë 
DE + 3AD 


Or, le triangle CAE est rectangle en A comme étant inscrit 


dans un demi-cercle : donc on peut écrire AD° — CD X DE. 

En portant cette valeur dans h, il vient 

CD'+3CDX<XDE 

DE + 3CD x DE 

RS CD(CD + 3DE) 

DE(DE + 3CD) 
me 


30). 
LECSDE" 
k +3 
1+3k 

Tel est le rapport demandé. 





= << 


? 


RX 


? 


ou h 


et RE he 


: k 
20 Appelons CD, x etétudionsla variation du rapport . quand 


æ varie de L à 2R. 

Quand x varie de O0 à 2R, k varie de 0 à + en passant 
par la valeur 1, atteinte quand D est en 6. De même, À passe 
par cette valeur en même temps que À et varie également de 0 
à +: 


& 0 R 2R 
k 0 croit 1 croil —+ 00 
h 0 croit 1 croit + 00 
IA RUE h kR+3k 
Etudions la variation du rapport RTE 
Posons Ro 
TT RER #2 


Chassons le dénominateur, il vient 
k2 + 3k — yA +3), 
R? + 3R(1 — y) — y = 0. 

Pour que cette équation ait desracines, ilfaut avoir. b?— %ac > 0, 

c'est-à-dire 91 — y} + 4y Z 0, 
JL + y? —2y) + 4y > 0, 

9 + 9y? — 14y > 0, 

QY? —A4y +9 > 0. 

Le trinome du premier membre doit être positif, c’est-à-dire 
de même signe que son premier terme. Or ce trinome égalé à 0 
n’a pas de racines, b?—ac étant négatif; donc il sera tou- 
jours de même signe que son premier terme, c’est-à-dire positif. 


Il n'y a donc pas de condition de grandeur pour y, et le rapport 
h 


he 
positives, varie aussi de 0 à +, autrement dit il prend une 
fois et une seule toute valeur positive, 


qui reste fini lorsque = varie en ne prenant que des valeurs 


[Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoïit, à Arras ; Galletti, collège 
de Saint-Germain, lauréat du Concours général ; Hiernaux, école normale de 
Châlons ; M. Laurence ; J. Lehmann, à Boufarik; L. Ollié; M. Petit; P. Zlatco.! 


4863. — On donne un hexagone régulier dont les sommets 
successifs sont à, b, c, d, e, f, quand on parcourt le polygone 
toujours dans le même sens ; le quadrilatère bcde est la base 
d'une pyramide située dans le plan de figure ; a est lu projection 
sur ce plan du sommet À de la pyramide : 

1° Construire la cote du sommet À, sachant qué les deux faces 
Ade, Abc sont perpendiculaires entre elles : 


» 


2° Construire la projection, sur le plan de figure, de la sec- 


€ ” RUE 


PRINT OT FRS SRE SD PS TS 
L ee y” ré à 


tion du solide par le plan passant par le point F, projeté en f et 
dont la cote est le rayon de l'hexagone, et tel que la section soit 
un parallélogramme. 


Soit y le point de rencontre des côtés be et ed. Nous plaçons 
l'hexagone abcdef de manière que la droite ag soit parallèle à 
la ligne de terre xy. 

L'arête du dièdre formé par les faces Ade et Abc est la droite 
Ag, donc ag est la projection horizontale de cette arête. Ce dièdre 
doit être droit puisque les faces Ade et Abc sont perpendicu- 


laires; si nous construisons le rectiligne du dièdre Ag et que 
nous le rabattions sur le plan horizontal, nous devons obtenir 
un angle droit. 

Construisons le rectiligne du dièdre Ag. Nous savons qu'il faut 
mener Ai perpendiculaire à ag. Gette perpendiculaire est la 
trace horizontale d’un plan auxiliaire mené par un point K de 
l'arête Ag perpendiculairement à cette arête et destiné à donner 
par ses droites d’intersection K4, Ki avec les faces Aeg, Abg, le 
rectiligne du dièdre Ag. 

Nous rabattons ensuite le triangle 2Ki sur le plan horizontal 
en le faisant tourner autour de hi comme charnière. L’angle AKi 
étant rectangle, le dièdre Ag devant être droit, le triangle AKi 
se rabat en ki, le point k, étant l'intersection de ag avec la 
demi-circonférence décrite sur hi comme diamètre. Nous avons 
en m1 la vraie grandeur de "»K. Mais nous avons placé la 
droite ag parallèle à æy ; donc le plan projetant horizontalement 
l’arête Ag, plan qui contient le point K et qui a pour trace ag, 
est un plan parallèle au plan vertical, et la droite »mK se projette 
en vraie grandeur sur le plan vertical. Nous aurons un premier 
lieu du point K en décrivant de #' comme centre,avec mA, pour 
rayon, une demi-circonférence. Mais d’ailleurs, nous savons que 
Ag est perpendiculaire à #K ; donc nous mnènerons la tangente 
g'k! à la circonférence de centre »#’ et nous aurons la projection 
verticale kX’ et par suite la projection horizontale du point X 
(l'angle droit "Kg ayant ses côtés parallèles au plan vertical, se 
projette en effet sur ce plan en vraie grandeur). 
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Nous connaissons maintenant deux lieux de la projection a! 
du point A. Le point a’ se trouve en effet sur g’x' prolongée et 
sur la ligne de rappel du point a. 

Pour achever la pyramide, il suffit de joindre a’ aux points 
b',c', d',e’, et a aux points #,c,d,e, La ponctuation se déduit 
facilement. 

20 Pour avoir la projection verticale f' du point F, il suffit 
de porter sur la ligne de rappel du point f, une longueur 8/' 
égale au rayon de l'hexagone. 

Le plan de section doit passer par F et déterminer un paral- 
lélogramme par ses intersections avec les quatre faces de la 
pyramide. Le point F étant connu, il reste à déterminer la direc- 
tion du plan de section. Or nous remarquons que tout plan 


parallèle à l’arête Ag coupera les deux faces Ade, Acb suivant 


deux droites parallèles à Ag et par conséquent parallèles entre 
elles. 

L’intersection des deux faces Aeb, bede se fait suivant la 
droite be ; les faces Aeb, Adc se coupent aussi suivant une paral- 
lèle à be. 

Tout plan parallèle à be déterminera dans les faces Aeb, bcde 
et Adc des droites parallèles. Le plan de section est donc com- 
plètement déterminé : il doit passer par F et être parallèle à 
deux directions données (problème de cours). 

Nous obtenons ce plan déterminé par les deux droites NP et 
QR parallèles respectivement aux directions be et Ag. Pour 
obtenir la section, il suffit de trouver l'intersection S d’une 
arêle, Ae par exemple, de la pyramide, avec le plan NPQR et 
de mener par ce point (en projection horizontale) des parallèles 
à Ag et be. On a ainsi la section qui est un parallélogramme 
stuv. (Pour trouver l'intersection de Ae avec le plan NPQR, on 
a pris le plan projetant horizontalement la droite Ae). Les par- 
ties vs et ut de la section sont cachées. 


Remarque. — En prenant la ligne de terre xy parallèle à ac, 
M. Gazzerni, lauréat du concours général (Départements), obtient 
une épure un peu plus simple par suite de ce que le plan mené 
par F parallèlement à ag et be occupe la position de bout par 
rapport au nouveau plan vertical choisi. Dans une épure où le 
choix des plans de projection n’est pas imposé, il est important 
de déterminer ce choix de façon à faciliter l'épure ; cela est d’au- 
tant plus important qu’une méthode générale — celle des chan- 
gements de plan — consiste précisément à choisir un nouveau 
plan de projection plus commode que le plan primitivement pris. 


[Ont envoyé des épures exactes: MM. Chessin, lycée Janson ; Galletti; Rives.] 
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4872. — Trouver combien il y a de fractions irréductibles 
inférieures à 1 pouvant donner naissance à une fraction pério- 
dique mixte ayant un chiffre irrégulier et deux chiffres pério- 
diques. 

Première solution. — Les fractions considérées, réduites en 
décimales, sont de la forme 


0, 2. Éyby.ÉT.. 
en supposant x et Ê différents de y, sans quoi la fraction pério- 
dique serait simple ou bien n'aurait qu’un seul chiffre à la 
période, 

Le nombre de ces fractions ést donc égal à celui des nombres 
de la forme afy diminué des nombres de nombres de l’une des 
formes yËy ou ayy. La forme af} comprend 999 nombres y 
compris les 9 nombres de la forme yy7; les formes ;£y et ay, 


SE 


F MONTE 


comprennent chacune 99 nombres y compris les 9 nombres de 
la forme y. Le nombre cherché est donc 
999 — 9 + 99 — 9 + 99 — 9 — 810. 
(H, BELBENOIT, à Arras.) 


Seconde solution. — Le dénominateur de toutes ces fractions 

irréductibles sera de la forme 
2 56 x B/, 

B' étant premier avec 10 et l’un des nombres « ou £ étant égal 
à 1 et l’autre à 0 ou {. La période n'ayant que 2 chiffres, 10 
divisé par B’ donne pour reste 1 ; donc 

100 = m.B'+1, 
ou 99 = m.B'. 
B' est donc un diviseur de 99. 

Les diviseurs de 99 sont 1, 3,9, 11, 33, 99. D'ailleurs B’ ne 
peut être 1, 3 ou 9, car ces nombres divisés par 10 donnant pour 
reste 4 ou 0, la fraction irréductible aurait alors { seul chiffre à 
la période ou serait exactement convertible en décimales. 

‘ B' ne peut donc être que 11,33 ou 99, 2x5 ne peut être 
que 2, 5 ou 2>x<5 — 10. 

ll en résulte qu’on formera le dénominateur de toules ces 

fractions, en associant chacune des valeurs de B’ avec chacune 


des valeurs de 2:25. Ces dénominateurs seront donc 
22, 53, 110, 
66, 165, 330, 
198, 495, 990, 


et on formera toutes les fractions irréductibles inférieures à 1 
ayant les nombres précédents pour dénominateurs en cherchant 
les entiers inférieurs à chacun d’eux et premiers avec eux. 

En appliquant la formule 


(RP ne 


on trouve qu'il y a 10 nombres entiers inférieurs à 22 et premiers 
avec lui. 
Pour 55, il ya 40 nombres jouissant de cette propriété ; 
-— 110,ilyena 40; 


— 66 — 20 ; 
— 165 — 80 ; 
=— 330 — 80 ; 
— 198 — 60 ; 
De j9sfit +46 210 ; 
— 990 — 240. 


Le nombre des fractions demandées est donc 810. 
(DURAND, instituteur à Salernes.) 


[Ont résolu la même question : Mles À. Madonne, à Bordeaux; A. Saleilles ; 
MM. D, Laurent, lycée de Saint-Etienne ; L. Saunier, à Montceau-les-Mines.; 
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4874. — Vérifier que le polynome 
: & + px — q 
devient nul quand on remplace &. par 


37 x / 5 ; 3 3 > 8 
q q a Lay ri ET 
V++V() +(5) + \/{ (éJeR te 
2 n ÿ ; 
Posons Z +V(£) = (5) = y?, 























la valeur de x devient 
NT Em À 
et son cube, 
D = YŸ + 2? + 3ys(y +). 


Or, en ajoutant ou multipliant entre elles les valeurs de y et 
4, on a 


ÿ+s=g 
2 p 3 p 
el — + | =: 
HT (5 3 
Par suite 
æ = q —p(y +5), 
ou d + px — q = 0. CG: TES 
(NABON, à Ségrie.) 
[Ont résolu la même question: MM. Anzemberger ; L. Barberot; V. 
Barol : H, Belbenoiïit; A. Bottin ; Durand : Hiernaux ; E. Hugonnier -Ginet : 
D, Kœnig ; M. Laurence ; D. Laurent ; A. Tee : Noël ; L. Ollié ; M. Petit ; 
H. Pitrat ; R. Rives ; V. Thébaull : P. Valentin : He Varennes : P. Zlatco.| 
4875. — Déterminer a et b de fuçon que 


at + a + ba? + Sx + 4 
soit un carré. 


Le polynome considéré étant du 4° degré et carré, doit être le 
développement du carré d'un trinome du second degré de la 
forme 4?+px+ 9. Ce développement s'écrit 

at + 2pa + (pp? + 2q)a? + 2pqx + q? = 0. 

Pour identifier les deux polynomes, égalons les coefficients des 
puissances semblables ; il vient 
DEEE, 

De la dernière égalité, on déduit 

DEN 
puis successivement en prenant 


UUR= 2p; 


8 = 209, L= Q% 


1 = +2, DE 


— +2, a = #4, b —'8 


g = —2, pP —= 


= — 2, a = — 4, 


ko fe ro [4 


Ces deux solutions fournissent les identités suivantes, faciles à 
vérifier, 
D + ka + Ba? + 8e + & — (a? + 2x + 2}?, 


D — Las + Bo + 4 — (x? — 
(L. BARBEROT, au Valdoie.) 


2@ — 9}. 





[Ont résolu la même question : MM. A. Bottin. collège de Cambrai; L. Co- 
lombey » C. Gougneaud et H. Varennes; V. Herzenberg, lycée de D 
E. Hügonnier- re D. Kœnig; M. Laurence : A. Legros ; Naboulet : L! 
Perino ; A. Pichon ; H. Pitrat; V. Thébault ; P. Thonet.] 

4876. — Soient x' et x" les racines de l'équation 


2? + pæ + q = 0. 


ER et discuter l'équation qui a pour racines "(1 — x’), 
d'(1 — x"), 
On sait que si l'équation 
a? + px + = 
à pour racines x’ et x’, on a 
—p=x +" et CR LAS (1) 


De même, l'équation 
X2+PX+Q—=0 


admet pour racines æx'({—æ) et x"(1—x") 
— P= {1 — x) + a"(t 


Q = x\1 — 


























lorsque 
— x"), 
æ') >x<&'(1 — d), 
Il reste à éliminer x et x” de P et Q au moyen des équations | 
(1). On a successivement 
= a+ a (ot + 0) = —p — (20) 

Q = gx" — x — x" + xx") = QU + p+q). 

L'équation cherchée est donc 
X? + (p°? + p —29)X + g(l +p +) = 0: 


Discussion. — Pour connaître la nature et les signes des 
racines X’=x{(1—x') et X”’—x{1—x") de l'équation pré- « 
cédente, il suffit de remarquer qu'elles sont réelles en même 
temps que x et x" (*) et que leur signe dépend de la grandeur 
de »' et æ" par rapport aux nombres 0 et 1. On est ainsi conduit 
à comparer 0 et 1 aux racines # et x" de l'équation 


fa) = à? + px + q = 0. 


Les racines +’ et x” sont réelles lorsque 


p? 
p— 4j > 0 ou EM Sa 
On a d’ailleurs 
A0 ="; fU) =1+p+ a. 


ÿ | 
En classant les trois valeurs remarquables _. O0 et —(1+) 


de g, on obtient : 


pour p< —1, DL UHER HIS 


—(1+p) <0< Ë 


On peut alors dresser les deux tableaux suivants, qui résument 
toute la discussion. 


pour. p >1, 


I p<—1. 








Signe de 


q f(0) (+1)! Classement de 0, 1, x, x". | X' | ie 
: __ — m0 Em 
0 um 
+ | — 0x <A <a 
(1+p) ——— 


x’ etx" sont comprises ou non 
entre 0 et 4 en même temps 


+ + {que leur demi-somme, — = 


RER PL 
O <Lic << OR 


Si pP<— 
si p>—2, 


12 








fe 














(*} Si l'on forme directement la condition de réalité des racines de 
l'équation en X,ona 


(p° + p —2q} —4q1+p+Q >0; 
le premier membre peut s'écrire 


(p° — 4q)p +1} > 0. 
On voit alors que si p——1, l'équation en X a ses deux racines - 
égales entre elles et ayant pour valeur commune q, q étant d'ailleurs 
quelconque. 
Cela tient à ce que l'équation 
æ—x+q—0, peut s'écrire 
qg =a(l— x). 


+ pr +q—0, qui est alors 








Signe de 


PR 


Classement de 0, 1, æ, >” XNA 


CN AC AT me 














TT || — LRO NE A dnee) t. 
(+p)l. | —)- — 
— 45 LAVE TES | — un 
0 nn 
Voir le dernier intervalle du 
ARS Tableau I. | 
p° De Wu UNI af er RE OÙ DE PRES 
7 SU Prev, “<a <0 21. — | — 











(E. HIERNAUX, école normale de Chälons-sur-Marne.) 


instituteur à Salernes; D. 
A. Legros ; J. Lehmann; A. Meynier, à 


_[Out résolu la même question: MM. Durand, 
Kœnig, à Budapest; M. Laurence ; 
Sciez.] 


4878. — Résoudre l'équation 


| a 


FR CON ts æ— b 


sd 


Chassons les dénominateurs, il vient 
Va D +00 aa a@—t), 
ou 2/{a — x)(x — bd) = a+ b — 2%. (1) 
Elevons au carré les deux membres de cette dernière équation; 


Bille D utit-t thé ds dt. 


. nous obtenons l'équation plus générale 
% &(a — æ)(x — b) = (a + b — 2x)”, 
ou 8x? — 8(a + b)x + a? + b? + Gab = 0, 


| En résolvant cette équation, on a 


2 #e+ 0) + Via + JE Ba? + D + Gab) 
— ? 













ou PS 2(a + b) + 





(à —b)y 2, 
4 


Pour que l’une de ces deux valeurs convienne à l'équation 
proposée, il faut et il suffit qu’elle rende positif le second 
a+b 

2 


A 


membre de l'équation (1), c’est-à-dire soit inférieure à 
_ La seule valeur acceptable est donc 
| — Ua+b)—(a—bd)/Z. 
4 
On voit facilement que l’autre valeur résout l'équation 
Var-c—ÿ/xæ—b a—x 
mn V== FAR 
(Émize HIERNAUX, école normale de Châlons-sur-Marne.} 








[Ont résolu la même question: MM. E. Anzemberger, lycée de Lyon; V. Ba- 
rol, instructeur sur la Couronne ; Durand, instituteur à Salernes ; Filliol, école 
d'hydrographie de Saint-Tropez ; L. Geoffroy, à Blénod-les-Toul; J. Guéret, à 
Pamiers ; M. Laurence ; P. Saintin ; G. Salaun.] 


4880. — Soient r le rayon du cercle inscrit dans un triangle 
rectangle ABC, 7r' le rayon du cercle tangent à l'hypoténuse et 


aux prolongements des côtés de l'angle droit. 
! 


mn 
Etant donnés l'hypoténuse BG = a, le rapport m — A de 


ces deux rayons, calculer les deux côtés de l'angle droit. — Dis- 
cuter, 


à 


On à | 
2S — (b+c+ a)r = (b+c—a)r'; 
; ; b+c+a __r 
on tire de là nr cn 
a b+c+a __b+c—a 2a  _ Ab+c) 
m YA 1 om—i m+li 
d'où b + c — __— : (1) 
D'autre part, on a | 
| b2+ c? = a?; (2) 
il vient 
am + 1} ; 
2 __ (ph? NO De 0? 
(b + c}?—(b? + c?) = 2bc Qu = 1P k 
Fr AN 2ma? 
ou Cu nm —1$" 
Connaissant b+ce et be, b et c sont racines de l'équation 
Te a(m+ 1) SU AE EN Le 0 
X mn — 1 {m— 1} | 
Discussion. — L'équation précédente ne fournit pour b et c 


de valeurs acceptables qu’autant que celles-ci sont réelles, posi- 
tives et inférieures à a. 
La condition de réalité est 


a?(m + 1)? 8ma? 
Re qe 70 
ou m2 — 6m +1 > 0, 
inégalité vérifiée : 
soit pour Mir DUT 
soit pour m>3+ 22. 
Les deux racines ayant leur produit positif sont positives en 
même temps que leur somme MELLE ce qui entraine la 


condition évidente m>1. 
Par suite, les deux valeurs de à et c sont réelles et positives 
lorsque 
The dr AS 
elles sont en outre inférieures à «& d’après la relation (2). Dans 
ce cas, le problème admet une solution. 


Pour m—=3+2 b—c+aÿ2; ona un triangle rec- 

tangle isocèle. 
Solution géométrique. — Soient w et w les centres des 
cercles inscrit et exinscrit 


dans l'angle A. Les angles 
wBw, wCw’ étant droits, le 
cercle de diamètre ww’ passe 
par B et G et a soncentre 0 
sur le cercle de diamètre BG 
qui passe par À; son rayon, 
égal au côté OB du triangle 
rectangle isocèle ve est 


OB = 7: 


La corde BG et le cercle 0 
étant connus, tout revient à 
mener le diamètre ww’ de 





manière que 





Au uw'T 
sn — 
Aw wl 
Or Auw! = OA + Ow’ = OA + —— 
a 
— OA — Ow — OA — 





V2 





T4 ; K ee QE de : = KDE GNT. re ji & PP E s né 
é On É ; Le Me: MIE, TEA ds 
KA ss Y: 
Par suite que deux solutions pour toute valeur de À comprise entre CK: 
a . . à . K 
DAS + _ (OA Le 75) et CK:. H est impossible pour toute autre valeur de x 
5 " Remarque. — On pourrait exprimer algébriquement en fonc-" 
d'où DA On +tavz tion de m, n et de certains éléments du triangle, la condition 


2(m — 1) 

Le sommet A est alors à l'intersection du cercle de diamètre 
BC avec un cercle de centre O et de rayon connu ; on obtient ainsi 
deux points A symétriques par rapport à la perpendiculaire éle- 
vée au milieu de BC. Ces deux points correspondent à deux 
triangles égaux. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que le 
point A existe, c’est-à-dire qu’on ait 

(m + 1)ay 2 
Ve 2(m — 1) 
d'où l’on déduit 
m > 3 +22. : 
(L. OLLIE, à Auch.) 


Ont résolu la même question: MM. E. Anzemberger ; E. Barbé: P. Bily ; 
J. Bourrec ; L. Colombey ; Daure ; H. Dobryzniak ; Durand ; L. Geoffroy ; 


E. Hiernaux ; E. Hugonnier-Ginet ; Jouart ; D. Kœnig ; A. Legros :; 
J. Lehmann ; J. Maury ; J. Ménéchal ; A. Meynier ; M. Petit ; L. Raynaud ; 
G. Réveillon ; H. Richier ; P. Saintin ; P. Valentin; H. Varennes ; Ventre : 
P. Zlatco.] 


ER A 
GÉOMÉTRIE 


4882. — Dans un triangle ABC, mener une sécante DE ren- 
contrant les côtés AB et AG respectivement en D et E, telle que 
l’on ait 

BD 


DE : - EC 
m un oSS Au 

Supposons le problème résolu. Prenons sur BD le point D’ tel 
que BD’ = y» ; par D' me- 
nons D'E’ parallèle à DE 
et limitée à BE, puis par 
E’ la parallèle EK' à EG 
limitée à BC. A cause 


A 





de la similitude, on a 
successivement 
BDs DE L:BE:7. EC 
BD DES. BE FC 
La condition imposée 
revient donc à 
BD’. D'E 146 
MER D Z À 
d'où, puisque par hypothèse BD’ —#», 
à A LCR 


Il résulte de là que le point E’ se trouve à l'intersection d’un 
cercle de centre D’ et de rayon n avec la parallèle à BC menée 
par le point K du côté AC, situé à une distance z de C. Le point 
E" étant connu, la construction s'achève en prenant l’intersec- 
tion E de BE’ avec AC, puis en menant ED parallèle à ED’. 

Comme il existe deux points K à chacun desquels correspon- 
dent deux points KE, le problème comporte généralement quatre 
solutions. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que la 
parallèle E’K à BC soit comprise entre les deux tangentes 
MiK;, M2 K> au cercle D’ menées parallèlement à BC. 

Dans le cas de la figure, le cercle D’ coupe le côté BC; le 
problème admet alors quatre ou deux solutions suivant 
est inférieur à CK> ou bien compris entre CK: et CK: ; 
toute autre valeur de z, il n’y a aucune solution. 

Lorsque le cercle D’ ne rencontre pas BC, le problème n'admet 


que k 
pour 





























pour que le cercle D’ coupe ou non BC, ainsi que les limites 
CKi et CK> de k. Ce calcul, d’ailleurs très simple, n’offrirait 
ici aucun intérêt. | 


(L. OLLIÉ, à Auch.) 
" 


[Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoit, à Arras ; J. Guéret, à" 
Pamiers ; R. Rives, à Bagnères ; A. Pichon, lycée de Niort ; P. Thoneté* 
P. Zlatco, à Bucarest.) 


4884.— Construire un quadrilatère ABCD connaissant les som= 
AD 
BOY 
et sachant en outre que les sommets G et D se trouvent sur deux 
cercles donnés. 


mets À et B, la différence des angles en À et B, le rapport 


Supposons le problème résolu : soit ABCD un quadrilatère 
BUS x 
TR ? 


AD 


les sommets. 


A, B et les 
cercles O, 0’ 
sur lesquels 
se trouvent. 
Cet D. 

Prenons le 
symétrique. 
D' de D par 
rapport à la 
perpendicu -. 
laire XY éle- 
vée au milieu 
de AB et joi- 
gnons D’ à B 
et CG. Un pre-. 
mier lieu de . 
D' est le cercle O0, symétrique de O’ par rapport à XY. Pour 
obtenir un second lieu de D’, on remarque que dans le triangle » 


AS ESS 
dans lequel on connait B— A = a, 





BC 
BD’ Sr: k , 


de sorte que lorsque C décrit le cercle O, D’ décrit une certaine 
circonférence 0, obtenue en faisant tourner de l'angle « une 
circonférence homothétique à la circonférence O0, B étant le 


BCD” on connaît l'angle CBD’ — « et le rapport 


centre et — le rapport d'homothétie. 


Le point D’ est ainsi à l'intersection des deux cercles O1 et 0’. 
La construction s'achève en prenant le symétrique D de D' par 
rapport à XY, puis en menant la droite BC qui fait un angle &. 
avec BD’ et en prenant BC = À xX BD’. 

Suivant que les deux cercles 0, et O! ont deux, un ou zéro 
points communs, le problème admet deux, une ou zéro solutions. 


(E. HIERNAUX, école normale de Châlons-sur-Marné.) 


(Ont résolu la mème question : MM. H. Belbenoït, à Arras: J. Guéret, à 
Pamiers ; J. Lehmann. instituteur à Boufarik ; L. Ollié, à Auch ; P. Thonet:; 
P. Zlatco, à Bucarest.) 


4886. — Des extrémités À et B du diamètre d'une demi-cir- 
conférence, on mène deux cordes AC, BD se coupant en un point I. 
Démontrer : 1° que la somme AC.Al+ BD.BL est constante 
quelles que soient les cordes ; 2 que si K est le pied de la per- 
pendiculaire abaissée de 1 sur AB, IK est bissectrice de l'angle 
CKD. | 





Première solution. — 1° Le quadrilalère BCIK ayant les 
angles en GC et K droits tous deux est 
inscriptible et l’on a 

AGPAR— AB ARE (1) 
de même, en considérant le quadrila- 
tère inscriptible ADIK, on a 

BD.BI — AB.BK. (2) 


BN\ Ajoutons membre à membre les 


égalités (1) et (2), il vient 
AC.AI + BD.BI — AB(AK + BK) = AB? = const. 


20 Les angles IKC et [BC sont égaux comme inscrits dans le 


cercle circonscrit au quadrilatère inscriptible BCIK ; de même, 
RS AR 


(KD — AD. Or 1BC = fAD (même mesure) ; donc 
IKÈ — IKD. 


Cquiid, 
(Mlle Anne MADONNE, à Bordeaux.) 


Remarque. — La démonstration subsiste aussi bien lorsque le 
point | tombe en dehors du demi-cercle. 


Seconde solution. — 100na 
AC = AI +IC, BD = BI + ID; 
on en déduit 
ACPAT + BD.BI — AI? + AI.IC + BI? BI.ID, 
ou, comme AIG BI:ID; 


AC.AI + BD.BI — AÏ° + BI° + 2BI.ID. 

Or, dans le triangle ABI, la hauteur AD donne, en vertu d’un 
théorème connu, + C2 
. Al? + BI? + 2BI.ID — AB? ; 
AC.AI + BD.BI — AB? = const. 

2° D'après une propriété connue, la hauteur IK du triangle 
ABI est bissectrice de l'angle CKD des droites joignant le pied 
de cette hauteur aux pieds C et D des deux autres hauteurs. 

(M. ROYER, 


donc 


instituteur à Privas.) 


[Ont résolu la même question ; Mlle A. Saleilles ; MM. E. Anzemberger ; 
E. Barbé; V. Barol ; H. Belbenoïit ; P. Bily ; L. Bordron ; Durand ; J.Guéret; 
H. Guillaud ; E. Hiernaux; A. Jouart ; D. Koenig; A. Lardy; A. Legros ; 
J. Lehmann ; E. Licope; A. Meynier ; Naboulet; Noël: L. Ollié; H. de la 
Perrelle ; M. Petitjean ; H. Pitrat, H. Richier ; R. Rives; G. Salaun ; E. 
Sautreau ; J. Tastet ; V. Thébault ; D. Tuissuzian ; P. Valentin; H. Va- 
rennes ; Ventre ; P. Zlatco.] 

4888. — On donne un cercle fixe et un point M du cercle; on 


mène des droites MP, MQ parallèles à des directions fixes. Trou- 
ver le lieu des centres des cercles inscrits dans les triangles MPQ 
lorsque M décrit le cercle donné. 


Les cordes MP, MQ étant parallèles à deux directions fixes 
sont perpendiculaires à deux 
diamètres fixes AA’, BB’ du 
cercle fixe O. Les droites PB, PB’, 
QA, QA’ sont les bissectrices des 
angles en P et Q du triangie 
MPQ. Soit I le point de rencontre 
de PB, QA. 

L'angle AIB à même mesure 
que 
EN 


AMB + PQ __ AM+MB+f) 
2 2 
x 





__ Ab+P)+0B _ APB. 
2 = À; 


cet angle est donc égal à l'angle 
constant AMB. Par suite, lorsque M décrit l’arc AB, le lieu de I 
est un arc symétrique par rapport à AB. 


: 

"1 
* 6 * { 
PEACE TE 


23 — 


-On verrait de même que lorsque M décrit l’un des trois 
autres arcs BA’, A'B', B'A, le point I décrit trois autres arcs 
respectivement symétriques par rapport aux cordes BA', A'B', B'A. 

Le lieu total du point I se compose donc de quatre segments 
de cercles ayant même rayon que le cercle O et construits sur 
les côtés du rectangle ABA'B' comme cordes, 

On reconnait facilement que les portions extérieures au cer- 
cle O des quatre cercles précédents correspondent au lieu des 
centres des trois cereles exinscrits au triangle MPQ. 


(Ed. BARBÉ, à Mazamet.) 


Autre solution. — Menons la bissectrice MN de l’angle PMQ 
en la limitant au cercle O0. On sait que 
Q le centre I du cercle inscrit dans le 

triangle est un point de MN tel que 

NE=NR NO 
N Or lesdirections MP, MQ étant fixes, 
les bissectrices conservent des direc- 
tions invariables; soit MN l’une 
d'elles, La corde PN est constante 
comme sous-tendant un angle cons- 
tant. 

On est ainsi ramené à chercher le lieu de l'extrémité I d’un 
segment de droite constant NI qui se déplace parallèlement à 
lui-même, l’autre extrémité N décrivant le cercle O. 

Ce lieu est un cercle de même rayon que le cercle O et dont le 
centre 0; s'obtient en menant 00, égal et parallèle à NI; on 
peut prendre O0: dans les deux sens, on a ainsi deux cercles 
égaux, et en considérant la corde PN répondant à la seconde 
bissectrice de l’angle M (qui est bissectrice extérieure ou inté- 
rieure suivant les positions de M), on trouve deux nouveaux 
cercles. Comme en s’en rend aisément compte, ces quatre cer- 
cles se coupent deux à deux sur la circonférence O, et les arcs 
intérieurs s'appliquent seuls au lieu du point I. 


(Eugène LICOPE, à Mons.) 


Belbenoit, à Arras ; Durand, insti- 
Hiernaux, école normale de Chälons ; 


Je" 


[Ont résolu la même question : MM. H. 
tuteur à Salernes ; J, Guéret; E. 
L, Ollié, à Auch.] 


—— = —————————— > ———— 


PHYSIQUE 





4854. — Combien de temps faut-il à un corps tombant dans 
le vide, à partir de l’instant où il est abandonne, pour qu'il aitune 
vitesse de 20% par seconde, en supposant qu'à l'endroit où se pro- 
duit cette chute le pendule simple qui effectue une oscillation 
simple par seconde ait une longueur de 99cm ? 

(Bacc. lettres-math., Dijon, mars 1900.) 


Calculons l'accélération due à la pesanteur à l'endroit où se pro- 
duit la chute. On a, en appliquant la formule du pendule, 


1 = 3,1116\/ 5, 
g 


g = 99 X3,1416° — 9770m,09, 
La vitesse d'un corps qui tombe librement dans le vide étant 
proportionnelle au temps, on a 


d'où 


2 000 — yt, 
2 000 
Ex — — 9sce ()4 
où = ———— — 250,04, 
d 977,09 Ô À 
(P. SAINTIN.) 
[Ont résolu la même question : Mile M. D. P.; MM. Anzembhereer ; H. Bel- 
benoit ; F. Clabault; E. Licope ; Dobryzniak; G. Foucry ; L. Guilhem ; J. Haag ; 
Hugonnier ; de Jarny ; G. Lallier ; A. Legros ; Limouzi ; À Lecoutour ; D. 
LWOW ; HAE Meynier ; J. Ménéchal ; R. Mouzon ; ; Nabon ; Noël ; M. Royer ; 
Tourneux ; P. Valentin ; Varennes ; A. Vannier. 


Sinoquet ; C. 


DAS virée M CRE TS 


4855. — Un courant électrique traverse un voltamètre con- 
tenant de l’eau acidulée de densité d'; au bout de n secondes, le 
volume de l'hydrogène recueilli dans l’éprouvette est V à la tem- 
pérature 1°. La hauteur du liquide acidulé dans l'éprouvette est 
h. H étant la pression atmosphérique et T la tension de la vapeur 
d'eau au-dessus de l'eau acidulée, quelle est en ampères l'inten- 
sité | du courant ? On sait d'ailleurs qu'un coulomb libère une 
quantité d'hydrogène ss 0°, sous la pression 760, égale à 0°,1158. 

Application t'IN =125%;8 Ut = NB 50H = 02me ER n; 
RERO U I UMTS pa (ne À nee 

(Bace. lettres-sciences, Lille, novembre 1899.) 

Cherchons d’abord le volume de l'hydrogène mesuré sec à 0° 


et sous la pression de 760%, [[ suffit d'appliquer la formule qui 
réunit les lois de Mariotte et de Gay-Lussac : 


VH 
V,Ho — A at? 
La force élastique de l'hydrogène contenu dans l'éprouvette est 
kd 
H — À REP On a donc 1 
+ Ses LU 

Vi 0 v(H 13.6 t) 

1 + at : 


hd 
(a —., —T) 


(1 + at)760 
Tel est le volume de l'hydrogène dégagé en n secondes; le 


d'où Ni AV 


volume dégagé en 1 seconde a pour valeur ms 


D'un autre côté, un coulomb libérant 0°,1158 d'hydrogène à 
00 et 76%, un courant d’un ampère dégage par seconde 0®,1158 
d'hydrogène. D'après cela, l'intensité I du courant exprimée en 


ampères a pour valeur 
v(H hd à 
13,6 








LT ao ose 
Application 5 
25,8 (162 — Se cr 11,5) 
ee Le = (0,098 
7 (1+13,5 X 0,00367)760 x 2140 x 0,1158 RS 
(J. HAAG.) 
[Ont résolu la même question : MM. Bouzy ; G. Foucry ; R. Henry ; Hu- 


gonnier-Ginet; A. Lecoutour; A. Legros; D. Lwow, Licope; Limouzy ; M. Royer; 
A. Vannier : ; Varennes. 


ie ———————— 


CONCOURS DE 1900 (Suite). 


ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES 
DE PARIS 


Muthématiques. 
ARITHMÉTIQUE 


. a : . 
1. — Que devient le rapport Ge quand on ajoute un même nombre 
} 


à ses deux termes ? 
Il. — Le nombre c divise le produit a X<b ; 
montrer qu'il divise b. 


il est premier avec &, 


ALGÉBRE 


4907. — Déterminer à de manière que l'équation 
(À +-2)2? — (7 À + 231% + 22 À — 26 — 0 


ait ses deux racines dans le rapport de 1 à 2. 






GÉOMÉTRIE 


4908. — On donne un triangle rectangle BAC. Le cercle inserit. 
touche l'hypoténuse BC en D. 


B Montrer que l’on a 
1 REC 1 
Es vi) 1 ED A0 
Physique. 
L — Machines pneumatiques. 
il. — 4909. Une sphère métallique est sus- 
A GC  pendue par un fil très fin sous le plateau d'une 


balance, La balance est en équilibre dans l'air pour une masse de 10 
placée dans l’autre plateau. La densité du métal de la sphère est égale 
à 8,8 à 00, son coefficient de dilatation linéaire à 0,000017. ; 
On plonge la sphère métallique dans un liquide à la température 
de 00 ; il faut alors une masse de 85,640 dans l'autre plateau pour 
établir l'équilibre. On chauffe ensuite le liquide et on trouve qu'à la. 
température de 20°, il faut 58",66t dans le deuxième plateau pour éta- 
blir l'équilibre. On demande : 
4° Quelle est la densité du liquide à 0° ; : 
2° Quel est le coefficient de dilatation moyen de 0 à 20° du liquide. | 
3° Traiter les mêmes questions en tenant compte de ce que les pesées 
sont faites dans l'air à la pression astmosphérique normale et à la tem- 
pérature de 20°. 





Chimie. 

1. — De la composition et des propriélés de l'air. 

Il. — 4910. 278" de phosphore absorbent du chlore pour faire 
du perchlorure PCF. Quelle est la quantité de chlore nécessaire ? 
Combien faut-il d'eau pour convertir le perchlorure en acide phospho- 
rique normal PO'H*? Ecrire l'équation. 

Poids ‘atomiques "1 =4 AC 35 SRE SEEN: 


———————— tp ————————————— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


— Si A est un nombre impair, 
(A? — 1)(A? — 
est divisible par 23040. 





A91%. premier avec 5, le produit 


9)(A? — 49) 
(Eramens oraux de l'école polytechnique.) 


4912. — Résoudre en nombres entiers l'équation ÿ 
a — T° — use 
où y et z sont deux nombres premiers. 


4913. — Résoudre et construire un triangle ABC connaissant les 
pieds des bissectrices de l'angle A et les distances de ces pieds aux côtés 
de l'angle. 


4914. — On considère un angle XAY et deux droites BC et DE 
comprises entre les côtés de l'angle et se coupant en un point inté- 
rieur 0. 

1° Démontrer que la droite AO divise les deux triangles ABC, ADE 
en quatre parties telles que a 

1 À 1e s 1 
AOB AOC  AOD AUE 

2 Quelle modification subit cette relation lorsque le point O est. 

extérieur à l'angle XAY ? 


(A. SAINTE-LAGuE, à Agen.) 


(A. VenGxoce, lycée de Limoges.) 
4915. — Soient M un point pris à l'intérieur d’un triangle ABC et” 

MA', MB’, MC' les perpendiculaires menées de ce point aux côtés BC, 

AC, AB du triangle. Si des sommets A, B, C on abaisse des perpen- 


diculaires respectivement sur B'C', A'C', A'B', ces trois perpendiculaires 
sont concourantes. 


(H. Prrrar, à Givors.) 
4916 — Dans un récipient dont le volume intérieur est invariable 
et égal à 25lit se trouve une masse d'air de 398”. 
1° Calculer la pression que cet air exerce sur les parois à 0. 
20 On demande à quelle température cette pression deviendrait égale. 
à 2 atmosphères, le volume du récipient restant fixe. : 
Calcul et raisonnement. 


Masse du litre d’air à 0° et à la pression 760, 181,3. 


Coefficient de dilatation des gaz, TES 
= 19 

(Bacc. letlres-math., Rennes, mars 1900.) 
Henry VUIBERT, 

Bar-le Duc. — Imp. Comte-Jacquet, 


Le Redacteur-Gérant : 


Facpouez, Dir. 
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NOTE SUR LES ÉQUATIONS RATIONNELLES 


par M. À. Goulard, professeur au lycée de Marseille. 





1. Considérons une équation rationnelle à une inconnue 








fx) fi(æ a) fa) — { 
NE El de enr) Je ; (1) 
dans laquelle f(x), fix), Pl), Genres , sont des 


polynomes entiers. 
Désignons par F(x) le plus petit dénominateur commun, c’est- 
à-dire le polynome de moindre degré qui est divisible par 9(x), 











e(æ), .... En multipliant tous les termes de l'équation (1) par 
F(x), on obtient l'équation entière 
sé Re ) F(x) mI ë 
2 ANT : 230.0 (2 


Il est clair que toute Sie de l'équation (1) vérifie l’équa- 
tion (2). 

Réciproquement, soit æ— a une solution de l'équation (2). 
Supposons qu’elle n’annule aucun des polynomes (x), g1(æ&), …, 
et, par LA qu’elle n’annule pas F(x). On a identiquement 


Fe) F{æ) F(ax) 











f(a) ea) + fifa) uns HU ee NT. (0) 
En divisant par F(«) qui est différent de zéro, il vient 
fa) : fa) à fale) ME 
e@) Gi) et) 


- ce qui montre que æ— «4 est une solution de l'équation (1). 

» Ainsi, si une solution de l'équation (2) n'annule aucun des déno- 

minateurs de l'équation (1), cette solution vérifie l'équation (1). 
Je me propose de rechercher dans quelles conditions une va- 

. leur de x qui annule l’un des dénominateurs de l'équation (1) 
peut satisfaire à l'équation (2). 


2. Nous supposerons qu’on a simplifié, s’il y a lieu, toutes les 
fractions qui figurent dans l'équation (1), en sorte que f{x) et o(x), 
- par exemple, n’ont pas de facteur commun. 

Soit alors æ—a un facteur contenu dans e(x) avec l’expo- 
. sant ». Supposons que ce facteur ne se trouve dans aucun des 














autres dénominateurs w1(x), wa(æ), ..... , Ou qu’il s’y trouve avec 

des exposants inférieurs à m. Il sera contenu dans F{x) avec 

l'exposant »; mais il disparaîtra du quotient » tandis 
F(x) F(x) 





S AL eee 


qu'il subsistera dans les quotients AG)” a)’ 


Comme, par hypothèse, f(x) ne contient pas le facteur x — a, 
on voit que le premier terme de l'équation (2) ne s’annule pas 
pour æ— a, tandis que tous les termes suivants s’annulent. 
Donc l’équation (2) n’admet pas la solution x = a. 


Rédaction .... Boulevard Saint-Germain, 63, Paris, 5e. 


Abonnements.. Librairie Nony et Cie, Boul’ St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’er- 
voyer des mandats. 








Par conséquent, pour que l'équation (2) admette la solution 
æ— a, qui annule l’un des dénominateurs de l'équation (1), it 
faut que le facteur soit commun à plusieurs de ces de- 
nominateurs, et que l’exposant maximum de ce facteur soit le 
même dans deux au moins de ces dénominateurs. 


T— € 


3. Supposons, pour fixer les idées, que le facteur æ—a se 
trouve avec l’exposant maximum dans (x) et o1(x) seulement. 
Tous les termes de l'équation (2), à partir du troisième, contien- 
dront le facteur æ—a. Donc, pour que l'équation (2) admette 
la solution x—a, il faut et il suftit que la somme des deux 
premiers termes s’annule pour Cette somme sera 
alors divisible par et on pourra débarrasser l'équation 


Li @. 
æ— 4, 


(2) de la solution x— a en divisant par x — a. 
Considérons, par exemple, l'équation 
3 199.0.1 ibid 1 
(@+2)(e—1P (x — 1}  x(x—3) G} 


En multipliant par 
l'équation 
3æ@(a — 3) — (x + 2)(x — 3) — (x + 2)(x — 1)?, (2) 
Conformément à la théorie précédente, on voit que l'équation 
(2) n’admet ni la solution æ ——72, ni la solution 
On vérifie facilement qu’elle n’admet pas la solution x — 0; 
mais elle admet la solution x—1. On l'écrit alors sous la forme 


22% — 1j(x — 3) = (x + 2)(x — 1}; 
et, après avoir divisé par 
degré 


(@ + 2)(&æ— 1}x(x — 3), on obtient 


De: 


æ—1, il reste l'équation du second 


2(@ — 3) = (x + 2)(& — 1), 
dont les deux racines satisfont à l'équation (1). 


L'exemple indiqué par M. Goulard montre bien nettement que la 
condition générale trouvée est nécessaire, mais pas suffisante puisque 
la racine æ —0 n'appartient pas à la dernière équation bien que x 
se trouve dans deux dénominateurs de l'équation primitive avec le 
même exposant. On arrive donc à cette conclusion pratique qu’il est 
très rare qu'en chassant des dénominateurs on trouve une équation 
ayant des solutions qui ne conviendraient pas à l'équation de forme 
fractionnaire. 

(NPA PRIEER") 





+ 


ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES (1900) 


4866. — Déterminer tous les entiers dont le carré a 5 chiffres 
et est divisible par 5%, 


Soit n? un des carrés de 5 chiffres divisible par 54. 
hypothèse 


On a par 


10000 < n°? < 100000, 


ou, en extrayant les racines carrées de chaque membre, 
100 <n < 317. 
D'ailleurs, #2 étant multiple de 54 = 2 X 3°, 


forme 


est de la 


DR RCA TEE 
comme le carré #? ne peut contenir que des puissances paires de 
2 et 3, il en résulte que k doit contenir l’un des nombres 2 et 3 
en facteurs, de sorte que n? est multiple de 2 >< 3*, et n mul- 
tiple de :25><32 —"18. 
Tous les multiples de 18 compris entre 100 et 317 répondent 
317— 101 CEA 


donc à la question; ces multiples, au nombre de T: 


sont 


108, 126, 144, 162, 180, 198, 216, 234, 252, 270, 288, 306. 


(H. PITRAT, à Givors.) 
Mlle À, Saleilles ; MM. P. Bancillon, école 
normale de Montbrison ; E. Barbé ; P. Bily ; L. Bordron, à Chantonnay ; 


Daure, à Cinq-Toulza ; E. Hugonnier-Ginet ; J. Lehmann ; M. Laurence ; 
A. Meynier ; Noël ; L. Ollié, à Auch ; M. Petit ; H. Vare nnes.i 


{Ont résolu la même question : 


4867. — On construit un polygone convexe de 2n côtés dont 
tous les angles sont égaux et dont tous Les côtés de rang impair sont 
égaux ainsi que les côtés de rang pair. 

19 Démontrer qu'un tel polygone est inscriptible dans une cir- 
confe rence. 

2° Etant donnée la valeur a des côtés de rang pair et la valeur 
b des côtés de rang impair, calculer, en supposant l'entier n 
égal à 3, le rayon de la circonférence circonscrite. 


1° Je dis que la circonférence O qui passe par les trois sommets 
consécutifs À, B, G passe aussi par le sommet suivant, D. 
En effet, si l’on fait tourner l'angle 


À B ABM autour de la perpendiculaire 
Fa \ OM à BC, cet angle vient se superposer 

M il M\ ü à l’angle DCM, puisque par hypothèse 
Fe ABM — MCD, BM—MC et AB= CD. 


En étendant cette remarque à quatre 
sommets consécutifs quelconques, on 
en conclut de proche en proche que le 
cercle O contient les autres sommets 
.. du polygone considéré. 


E D 

E, F, 

2° Considérons maintenant 
l'hexagone inscrit ABCDEF dans 
lequel AB = CD —EF = à 
et BC= DE =FA— 2. 

Menons les perpendiculaires 
ON, OM à AB, BC, la seconde 
coupant AB prolongé en P. 
On a 








Ds SE — 9 a —9 
E D OA —= Ne 


il 
L’angleau centre MON ayant même mesure que 5 (arc AB+arc BC), 


4 - £ 
ou — arc AG, et l’arc AC étant + de circonférence, 


4 


MON —= eu 000: 
> 7 ; 
Par suite, OPN— 30° et BP =. Ona dans le triangle ONP 
NP° — 40ON°— ON, 
ou (+0) =30N, 
a 2b}2 
d'où ON — Lee 





RES 2 ; 9p\2 2 2 
v UE a Re (a+ 2b) 22 2 + ab. 


4 12 5 
Remarque. — Le rayon OA —R peut aussi s’obtenir plus 
rapidement comme il suit: Dans le 
triangle ABC, AC, côté du triangle 
équilatéral ACE, est opposé à un angle 
B de 120°, de sorte que la projection 





de BC sur AB est égale à ee ; donc 
AC — « + b? +282 
AC? 2 2 
d'où he = AÙ 2 POS 


(P. BILY, à Saint-Gilles-Pligeaux.) : 


[Ont résolu la même question’ MM. E, Anzemberger, lycée de Lyon; H. Bel- 
benoit, à Arras; J. Guéret ; E. Hiernaux, école normale de Chälons-sur-Marne; 
E. Hugonnier- Ginet;J. Lehmann:J. Meynier, à Sciez; Noël; H. Pitrat, à Givors; 
R> Rives : H: Varennes.] 


4868. — Déterminer dans l’espace le lieu des points tels que 
les carrés de leurs distances à trois points donnés À, B, C aïent 
des différences données. 

Soit M un point de l’espace tel que 

MA°— MB — m° et MA — MC — 2. | 

Cherchons d’abord le lieu des points satisfaisant à la première … 
condition, Si dans le plan MAB 
on mène MP perpendiculaire à AB, 
la condition MA'—MB — m° 
peut s'écrire 

MP° + PA°— (MP°+PB) = »”?, 
ou PA° PB — m°. 

Le point P, ainsi par suite que 
tous les points M du plan perpen-. 
diculaire en P à AB, vérifient donc 
la condition considérée (*) On peut . 
d’ailleurs déterminer facilement le 
point P par sa distance au milieu I de AB; on a en effet 








PA — PB — 2IP, PA + PB = AB, 
ou, en multipliant membre à membre, 
PA — PB" = 2AB. LU 
d'où Ip = 2%. 
2AB 


On verrait de même que le lieu des points M tels que. 


MA° MC —#»#? est un plan perpendiculaire à AC en un 
point Q tel que 
2 
KQ — su (K, milieu de AC). 


La droite d’intersection de ces deux plans répond au lieu cher- 
ché; cette droite perce le plan ABC au point d’intersection m”, 
des perpendiculaires élevées en P, Q à AB, AC. 

(Ewze HIERNAUX, école normale de Châlons-sur-Marne) . 


[Ont résolu la même question : MM. J. Hébré ; E. Hugonnier-Ginet ; 
M. Laurence ; J. Lehmann ; Noël; L. Ollié; R. Rives ; P. Zlatco.] à 





Ho ‘) On sait que le lieu des points d’un plan passant par AB et tels vil 


MA —MB — constante, est une perpendiculaireà AB. Sile plan tourne, «ess 
perpendiculaire décrit un plau. 





x 
— y" 


2 





4869. — Deux points mobiles se meuvent respectivement sur 
deux droites concourantes. Leurs mouvements sont uniformes, maïs 
accomplis avec des vitesses qui ne sont pas nécessairement égales. 
Lieu du milieu de la droite qui jeint à chaque instant les deux 
mobiles. 


x 


Soient M et N les positions des mobiles sur OX, OY, à un 
instant quelconque, et A 
la position du mobile N 
lorsque le mobile M est 
en 0, 

Le mouvement étant 
uniforme, les espaces par- 
courus OM, AN entre 
deux instants quelconques 
sont dans un rapport cons- 
tant. Tout revient donc à 
trouver le lieu du milieu I 
de la droite MN joignant 





les extrémités de deux segments OM, AN lorsque le rapport ne 


est égal à une constante z. 
Menons AP égal et parallèle à OM ; le point P décrit la paral- 


F4 


AN 


le triangle ANP reste semblable à lui-même, et par 


lèle AX' à OX. D'ailleurs, le rapport 


OM 
AN 
suite le côté NP a une direction fixe; le milieu K de ce côté 
décrit donc une droite fixe A7. 

Dans le triangle MNP, la droite IK joignant les milieux de 
deux côtés est parallèle au troisième MP et égale à sa moitié ; 
comme MP est égal et parallèle à OA, il en résulte que IK est 
parallèle à OA et égal à sa moitié, de sorte que le lieu du point 
I est une parallèle à A7 menée par le milieu I’ de OA. 

(H. PITRAT, à Givors.) 


[Ont résolu la même question ; MM. J. Guéret ; E. Hiernaux ; M. Laurence ; 
R. Rives.) 


étant égal au rapport 


— k, 





4870. — Un miroir plan est appliqué con!re un axe qui repose 
sur des coussinets fives ; le miroir et son axe sont parallèles à la 
ligne des pôles, Un moteur fait tourner le système avec une vitesse 
uniforme d'un tour en quarante-huit heures dans le sens du mou- 
vement des étoiles. 

Démontrer que l'image d’une étoile quelconque dans le miroir 
est five. On sait que toutes les étoiles paraissent décrire en vingt- 
quatre heures des circonférences dont les plans sont perpendicu- 
laires à la ligne des pôles, et les centres sont sur cette ligne. 


La distance de l'axe du 
miroir à la ligne des pôles 
étant négligeable par rapport 
à la distance aux étoiles, ces 
deux droites coïncident sen- 
siblement. 

Le plan du miroir est donc 
perpendiculaire à celui du 
cercle de l'étoile et leur in- 
tersection est un diamètre 
MM’ de ce cercle. L'image 
d'une étoile E est par suite 
le symétrique I de E par rap- 
port à MM’. 

D'après l'énoncé, l'étoile tourne deux fois plus vite autour du 


, 


| 








Cr 


PAPA PT A RENE RARES LV TRS L'ART tn 2 NPA LEURS NN, «© er 7 East 
cf Fi LR NURE Lire :) 4 MAS HAT : À : . À 
ee e) RE 1 | Le EE 


pôle que le miroir autour de l'axe. Si donc E décrit un arc de 2% 
degrés et vient en E;, le miroir et par suite la droite MM’ tour- 
nent de « degrés. En appelant & l'angle IPM = MPE, ona 
PM: = D+a. 
É,PM; = 2x + ÉPM = 2a+P—a— a+$. 
Par suite PM; = PM. 
l'est le symétrique de E; par rapport à MiM!. L'image de 
l'étoile est donc encore en I. 
(Pauz THONET, athénée royal d'Anvers.) 


[Ont résolu la même question ; MM. A. Meynier, à Sciez, et L. Ollié, à Auch.] 


$ 
ARITHMÉTIQUE 


D'autre part 





4900. — Si n est un nombre entier non multiple de 7, l’ex- 


pression 
Ge 42n + 5? ,23n 1 Dan. 327 Du” 52, 4) (n5 = | ) 


est divisible par 448. 
Remarquons d’abord que l'expression prend successivement 
l’une des formes 


[322 (427 TUE DE) La sg Lo pe 2m ](n$ pate) 1) 
ou (ar Le 2e2)(32" 2:21 5?)(n° LE 1) 
ou 25n(2r mer ee re 5?)(n5 Le 4° 


Il s’agit de montrer que ce dernier produit est divisible par 
448 — 2% X7, c'est-à-dire séparément par l’un des facteurs 28 
et 7, premiers entre eux. 

Divisibilité par 25. — Comme n > 1 à cause du facteur n° —1 
qui ne peut être nul,on a »n > 2; donc le facteur 2°", et par suite 
l'expression donnée, est au moins divisible par 2° ou 2$ ("). 

Divisibilité par 7. — n n'étant pas multiple de 7, le facteur 
n—1—n171—1 est divisible par 7 en vertu du théorème de 
Fermat. On peut d’ailleurs le voir directement en remplaçant 
dans ce facteur » par l’une des formes 

2 EN ent LL PO Mes m7 


HN 
(Louis RICHARD, à Dieulefit.) 
Saleilles ; MM. L. 


[Ont résolu la même question : M'® E. Lazare ; A. 


Bannerot ; L. Barberot; V. Barol; H. Belbenoit; P. Bonnefoy ; P. Bonnet ; 
A. Bottin : J. Bourrec ; R. Cattin ; L. Colombey ; Daure ; Delhotel ; G, de 
France; G. Demoës; À. Duittoz; E. Durand; V. Enescu ; F. Filliol ; 


G. Foucry ; A. Foy ; J. Franceschini ; F. Gérard ; G. Guinand ; A. Hardy; R. 
Henry ; G. Huard ; Hugonnier-Ginet ; A. James ; D. Kœnig ; A. Laroq ; D 
Laurent : M. Laurence ; A. Lecoutour ; L. Lemmet ; M. B., instituteur à I ; 
L. Minjoz ; A. Modugnof ; D. Montel ; A. Neecf ; Noël ; Li. Patin ; L. Pelle- 
tier ; A. Pernin ; M. Petit ; P. Plisson ; P. Quintescu ; R. Rives ; M. Royer ; 
V. Thébault ; C. Vallot ; H. Varennes.] 


—à- 
ALGÈBRE 





4860. — Former, résoudre, puis discuter suivant les valeurs 
de m l'équation qui donne les valeurs de x qui satisfont aux 
trois équations aux trois inconnnes &æ, y, x : 

y+2z = (m+l)x— 4m, (1) 
y + 3 (2) 
y? — 232 + Qoy — 03 — à — 2y + 8m? — 8m—2 — 0; (3) 


—= ma — 2m — |, 


mettre tous les calculs. 
(École des Beaux-Arts, 1900, section d'A rchitecture.) 


—————— ———————— 


(*) On peut observer en outre que 3° — 52 où (32 + 5)(3 — 5) est un 
produit de deux facteurs pairs, et même que l'un des deux est divisi- 
ble par 4, de sorte que le produit n'est pas divisible seulement par 25, 


mais par 29. 





FE 


A RE OT Cr EN A PC TP 
RES 0 AUOT 20) DIRES 


Retranchons l'équation (2) de l'équation (4); on a 
3 —=%—2m+l; 
de même en retranchant l’équation (4) de l'équation (2) préala- 
blement mullipliée par 2, on obtient 
y = (m —1}x — 2. 
Portons ces valeurs de z'et y dans l'équation (3); nous aurons 
[Cm — 1)a — 2} — 2{ù — Din + 1)? + 2m — 1 ja? — 4x — 
— Q{in — 1)x + 4 + 8m? — 8m —2 = 0 
ou, en ordonnant et réduisant, | 
(mn? — 4)e? — 41 — me +4 = 0. 


Discussion. — La condition de réalité est 
4(1 — mm) — kim? — #4) > 0 
ou 5— 2m > 0 
5 
ou M < CÉ 


Le signe des racines dépend de celui de leur produit et de leur 
somme : 


4 Le 41 — m) 
T7 m4 mm —#% 
Les valeurs remarquables de "» sont D — 2, +2 et À ou, par 
ordre de grandeur croissante, 


ee AN RS" 


no] 


La discussion se trouve résumée dans le tableau suivant. 


























Conclusion. 
=m + | Deux racines positives. 
À ; Fra DAS ER NME 
— 2 co æ | Une racineinfinie, l’autre égale à 4 
s __ | Une racine positive inférieure en va- 
à leur absolue à la racine négative, 
fe Une racine positive supérieure en va- 
Ge leur absolue à la racine négative. 
Uneracine infinie, l’autre égalea —1. 
2 _.) ee 
= — | Deux racines négatives. 
5 
2 
+ 0 Racines imaginaires. 

















En résolvant l'équation, on obtient comme expression des 
racines : 


D 24— m+EY5—2m) 





ME — 4 
(L. OLLIÉ, à Auch.) 
LOnt résolu la même question : MM. E. Anzemberger ; P. Bancillon : L. 
Colombey; Hébré; E. Hugonnier-Ginet; A. Legros; P, Saintin; H. Varennes. | 


4901. — Résoudre l'équation a&? = (æ— 1}?{x? + DE 


PREMIÈRE SOLUTION. — L’équation développée s'écrit (*) 
D* — Do + x? — Dp LA = 0. 
— "|, 
() I n'est pas nécessaire de développer l'équation : si on divise les 


deux termes par 4°, en divisant par æ chacune des parenthèses du se- 
cond membre, l'équation devient 


= c 1 #2 
1e (e—2+5)(0+2) 
æ va 


T — L 0 
+, 


ou, en posant 1 — (y — 2)y. 












Pour résoudre cette équation réciproque du quatrième degré, 
associons deux à deux les termes extrêmes et les termes moyens, 
puis divisons les deux membres par æ?; il vient 


x? + —2(s+ —)+1 —" US 
va a 
Si l’on pose alors 


on en déduit x? à = y? — 9, 


mn 1 — 
æ + % EU) 
et l'équation précédente devient 
Yÿ2—2y— 1 = 0, 
d’où l’on tire V—A-2V0r 
On est ainsi ramené à résoudre les deux équations 


l _ 1 Le 
œ+— = 1+ V2, æ+——1—"2, 


ou _aæ?—(4+ ÿ2)x +1 = 0, x? —(4{— /2)x +1 = 0. 
En résolvant ces équations, on obtient, pour la première, les 


deux racines réelles 5 
__ 1+V2+V2V2 — 1 
5) TES 


et pour la seconde, les deux racines imaginaires, 
RENE, —V2+ÿ— (22 +1) 
» 2 Là 
(Hexrr PITRAT.) 


SECONDE SOLUTION. — En développant (xæ—1}, l'équation 
peut s’écrire 
a? = (a? +1)? — 2x? +1). 
Sous cette forme, on remarque que le second membre repré- 
sente le carré développé du binome (a?+1)—zx moins le 


terme +? ; par suite en ajoutant x? de partet d’autre, il vient 
2x? — (x? + 1 — x)? 
ou, en extrayant les racines carrées de chaqüe membre, 
Ha)? = a+ 1 — x, 
et en prenant séparément les signes + ou —, 
œ?— (1 + W2)x +1 = 0, x — (1 — /2)x +1 = 0, 
équations identiques à celles trouvées plus haut. 
(L. LESTOCARD, collège de Compiègne.) | 


[Ont résolu la même question : MM. M. Anloirie ; E. Anzemberger ; L. Ban- 
nerot ; E. Barbé ; L. Barberot ; V. Barol ; M. Bernard ; M. Beyney ; A. Bot- 
tin ; J. Bourrec : Butruille ; R. Cattin ; L. Chaix ; C. Chessin ; Daure ; Del- 
hotel ; M. del Valle ; H. Dobryzniak ; A. Drocourt ; A. Duittoz ; E. Durand; 
V. Enescu ; G. Foucry ; A. Foy ; E. Garagnon ; F. Gérard ; M. Gondran ; 
J. Guéret ; G. Guinand ; H. Guillaud ; À. Hardy ; R. Henry ; V. Herzenberg; 
C. Huard ; E. Hugonnier-Ginet ; E. Laroche ; M. Laurence ; D. Laurent; | 
Lazar ; A. Legros ; G. Le Sage ; E. Licope ; L. Limmet ; Mars ; A. Meynier; ; 
J. Motte ; A. Neef ; L. Patin ; L. Pelletier ; L. Perino; A. Pernin ; M:Petit 
P.-Petit : P. Plisson ; P. Quintescu ; M. Royer ; G. Salaun ; E. Serres; | 
J. Tastet; V. Thébault ; P. Thonet ; M. Turpain ; P. Valentin ; C. Vallot; 
A. Vannier ; H. Varennes.] | 


a ——— #4 ————————————————— L 


GÉOMÉTRIE 





4859. — Étant donné un heæagone régulier ABCDEF inscrit 
dans une circonférence de rayon R, dusommet C comme centre, avec 
CE pour rayon, on décrit l'arc de cercle AE, et on considère la 
portion du plan limitée par l'arc AE et les côtés AB, BG, CD, DE 
(partie ombrée). 1° Trouver l'aire s de la partie ombrée. 2 Trou- 
ver le volume V et l'aire S du solide engendré par la partie ombrée 
en tournant autour de CD. 30 Calculer par logarithmes le rayon 
R sachant que V = 71it,2758 ; mettre tous les calculs. 


(École des Beaux-Arts, 1900, section d'Architecture.) 


4° La surface à évaluer se compose de deux triangles égaux ABC, 
CDE et du secteur circulaire ACE dont l'angle est de 600. 












Surf. GAE'— — cercle CE 


De er T rR? 
1 CES RIT = 
6 6 ie ER 
La surface à évaluer est donc 


7 RAMIUVSL The. R? > 
P—° Surf. CDE + Surf, GAE AS À = (V3 +). 





2° Le volume V est la somme de trois volumes qu'on peut éva- 
luer, savoir : 

(1) le volume engendré par CDE, qui a pour expression 

+ rEE” >< CD —— CARE an ane ; 
3 # 4 

(Il) le volume engendré par ABC, qui est la différence entre 
. le volume du tronc de cône engendré par ABB'C et celui du 
cône engendré par BB'C, 


(l — ———— ee 
+ +rCB(AC + AC x BB + BB) — TCB S EF” 








À £ 
ou — TCB X AC(AC—+ BB) 
ou enfin 
I R ls Rÿ3 rR: 3x R° 
a Te ZX RVT(RVT +R) = X<9= . (; 
(II) le volume engendré par le secteur ACE, 
7) Ed & 
—R0E X CE = x. 3RX Sie = 3rR°. 
Donc \'È— E . + 37R3 = 4rR3. 


La surface S se compose de même d’une somme de surfaces : 
S = Surf. DE + Surf. zone AE + Surf. AB + Surf. BC. 
Or on a facilement 
Surf. DE — Surf, BC — rBC x BB — rR-AV3, 





Surf. AB = AB(BB' + AC) = 3rAB.BB' = 378 V3, 
AH Le SP 


CT 
« 
2 


Surf. zone AE = 2rCE * CE’ = 2rRÿ 3 x 
Donc 


== 3rR2/3. 


2 


A 


Smash 5 + SRE — imRS, 


30 Si on suppose V — 71it,2758 on a, en supposant R exprimé 
en décimètres, 








ÉD 72708, RE — LR = HAE 
| 4T 2T 
d'où 
logR — + (log 3,6379 + ctlog 2 + ctlog x), 
log 3,6379 — 0,5608508 
ctlog 2 — 1,6989700 
ctlog x — 1,5028501 
3l0gR  —1,1626709, 
log R — 1,9208903 — log 0,83347; 
donc R — 830,347. 


(HUGONNIER-GINET.) 


(*) On peut remarquer que 
Vol. ABC — Surf. ABC X< circonf. décrite par le centre de gravité; 
or le centre de gravité est sur BE; on a donc 





Vol. ABC — BUOREAUE Rio 
+ 


[Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger ; V. Barol ; H. Do- 

bryzniak ; J. Hébré ; E. Hiernaux : M. Laurence ; J. Lehmann ; J. Méné- 

st Fe MARIE ; Noël ; R. Rives ; M. Royer ; P. Saintin ; P. Valentin ; 
+. AlAICO, ” 


4905. — On considère un triangle ABC dont l'orthocentre est H. 
La hauteur AH rencontre le cercle circonserit à ABC en un second 
point A’; la droite qui joint le point H au milieu de BC ren- 
contre le cercle en A" et A". Montrer que l’une des deux droites 
A'A',A'A/" est parallèle au côté BC. 


Joignons le centre O du cercle circonscrit au milieu D de BC. 
On sait que OD est parallèle au 
segment AH et égal à sa moitié ; 
par suite HD coupe AO prolongé 
en un point « tel que Oz: — OA, 
c’est-à-dire au point A” où HD 
rencontre le cercle 0. 

La corde AA” est donc un dia- 
mètre du cercle O et est vue du 
point A’ sous un angle droit. 

Dès Lors la droite AA” est bien 
parallèle à BG, puisque AH est 
une perpendiculaire commune à ces 
deux droites. 

Lorsque l'un des angles B ou G est obtus, le point « tombe 
sur l'arc BAC et se confond alors avec A”; dans ce cas, la 
droite A’A”' est parallèle x BC comme on peut le voir en faisant 
la figure. 





(Emue SERRES, lycée de Pau.) 


[Ont résolu la même question ; M'eDegand:; MM.E. Anzemberger AS Becke- 
rich : H. Belbenoit ; L. Bannerot ; Bonnet ; R. Cattin ; Duittoz ; E. Durand : 
J. Guéret ; H. Guillaud ; A. Hardy ; L. Hostier ; C. Huard ; Hugonnier-Ginet ; 
M. Laurence ; A. Le Gent ; E. Licope ; R. Manen ; CG. Marie ; D. Montel ; 
Naboulet ; A. Neef ; L. Pelletier ; A. Pernin ; PAIPliSsONn RIARITESS, 
Saini-Mare ; G. Salaun ; F. Thibier ; P. Valentin ; P. Zlatco.]l 
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PHYSIQUE 





4857. Un corps depompe reçoit de la vapeur d'eau à la tem- 


pérature de 200° et à la pression de one atmosphères. Sur la 
face opposée du piston s'exerce la pression atmosphérique. 

Le travail résultant d'un coup de piston est de 10 000 kilogram- 
mètres. | 

Quel est le volume du corps de pompe ? 

Quelle masse de vapeur reçoit-il à chaque coup de 

Densité de la vapeur d'eau par rapport à l'air, 0,622. 
normale du litre d'air, 18,293. 


à | 1 
Coefficient de dilatation des gaz, 373 


piston ? 
Masse 


Densité du mercure, 13,6. 
(Bace. lettres-sciences, Paris, juillet 1900.) 

Appelons $ la section du corps de pompe en mètres Carrés, 
h sa hauteur en mètres. La pression correspondant à une atmo- 
sphère a pour valeur sur un centimètre carré : 76 %x<13,6 — 
10338r,6 ou 1*6,0336, et sur un mètre carré : 1,0336 >< 10000%8. 
Le travail résultant d’un coup de piston étant égal au produit de 
la force par le chemin parcouru, on à 

1,0336 >< 10000(11 — 1)S >< = 10000, 

d’où Sh — 02°,09675. 

La masse de vapeur que reçoit le corps de pompe à chaque 
coup de piston est donnée par la formule L 

M = 96,75 x<1,293 >< 0,622 11 %X M Ce 
LS 





M = 4945",01. 


On a donc 


(A. MEYNIER, à Sciez.) 


[Ont résolu la même question : Mie Saleilles ; MM. Belbenoit ; J. Hébré ; 


J. Ménéchal ; A. Meynier.] 


4889. — Un vasè en verre est pesé dans les deux conditions 
suivantes : 

1° Après qu’on l'a rempli d'air sec à 0°; 

° Après qu’on l'a rempli d'une certaine vapeur à 2009 et sous 

la même pression que précédemment. 

On constate que son poids n'a pas changé. Quelle est la densité 
de la vapeur par rapport à l’air ? 

Coefficient de dilatation cubique du verre, 0,000025. 
des gaz,  0,003665. 
Poitiers, mars 1899.) 


(Bacc. letires-math., 


La pression étant la même dans les deux pesées, il n'y a pas 
lieu d’en tenir compte. 

Soient donc V le volume du vase à 00, d la densité de la 
vapeur par rapport à l'air. Le poids de l'air sec étant égal au 


poids de la vapeur, on peut écrire 
1 





V><1,293 = V(1-+200<0,000025) >< 1,293 de 
x (12002<0,000088) 21,898 TD 008665 
d'où l’on tire 
1,733 
me. 22 9 
2 Lo = 17%. 


(E. BAUDOUIN.) 


{Ont résolu la-même question : Miles Madonne ; Saleilles; MM. Anzenberger ; 
H. Cazaux ; Dobryzniak; Durand; Hugonnier : D. Laurent ; J. Lehmann ; 
Mabon ; J. Ménéchal; À. Mevynier ; Noël; M. Popescu ; V.Saintin ; H. Varennes. 


4890. — On donne un prisme triangulaire ABCA'B'C' en verre, 
dont la face lutérale AA'BB' est perpendiculaire à la face late- 
rale AA'CC tandis qu’elle fait un angle de 600 avec la troisième 
face BB'CC'; l'indice de réfraction du verre est égal à Y2. 
rayon lumineux yerpendiculaire à la face AA'BB', pénètre à 
l’intérieur du prisme en traversant cette face ; déterminer sa 
marche ultérieure et calculer sa déviation après sa sortie du 
prisme. 

(Bacc. 

Soit ABC Ia section droite du prisme qui se confond avec le 
plan d'incidence du 
rayon lumineux SI. Les 
angles B el à élant 
égaux, comme ayant 
les côtés perpendicu- 
laires, l’angle a pour 
valeur 600. 

L’angle limite À est 
défini dans le cas pré- 
sent par la relation 


lettres-math., Caen, juillet 1900.) 





sin À — —— » 
d'où À = 4ÿ0, 


Comme >}, il y a réflexion totale et le rayon SI se réflé- 
chit suivant IH. Soit HM la normale au point H; on a 


— fMC — HiM —= 60 — 3500 — 30, 
Par suite 


Sin #/ — n Sin À — "2 = 





—, 
7e = 
d ou r — 450 


Le rayon lumineux émerge de la face AC suivant HR. 








































" 

+ AÉMAtON D est l'angle de la droite HR avec SI ou avec 

AC qui est parallèle à SI. Par suite, CA 
D = 900— 7 — 450, 

(H. ve LA PERRELLE.) 


: MM. P. Bancillon ; Belbenoïit ; Charpentier ;: 
A. Meynier; J. Motte; M. Petitjean ; Noël; 


[Ont résolu la même question 
Durand; H. Mabon ; J. Ménéchal; 


L. Raymond ; P. Saintin ; Ventre.] 


hp} 


VARIÉTÉ 


Sur LERSAIOn TER de la Géométrie. 


Les auteurs des traités de géométrie les plus répandus en, 
France ne se sont pas asservis à suivre l’ordre des Éléments 
d'Euclide. Ils ont soulevé et résolu diverses questions pédagogi- 
ques intéressantes, et apporté de notables perfectionnements 
à l’enseignement de la géométrie. Il peut être intéressant de 
donner ici quelques détails historiques relativement à une inno= 
vation qu’on discute dans divers pays, je veux parler de la fusion. 
de la géométrie plane et de la géométrie de l’espace. Comme le 
fait remarquer très justement M. Ripert dans un article de l'En- 
seignement mathématique (15 septembre 1900), si cette innovatio 
est APTE elle modifiera profondément les méthodes d’ensei- 
gnement. C’est pourquoi il est à propos de signaler les discuss 
sions entamées à ce sujet.’ 

C'est en Italie surtout que la quéstion a été abordée dans ces 
derniers lemps, soit dans diverses publications, soit dans des. 
congrès pédagogiques. Elle a été mise à l’ordre du jour en 1884 
par M. le professeur de Paolis qui publia des éléments de géomé= 
trie précédés d’une préface dans laquelle l'auteur indiquait les 
raisons de l'innovation dont il donnait un exemple. 

Mais l’ouvrage de M. de Paolis ne pouvait pas être utilisé dans 
les lycées italiens dont le plan d'études est très analogue à celui. 
en vigueur dans nos lycées français. Cependant l'initiative de 
M. de Paolis ne fut pas sans résultat. En 1886, M. Lazzeri, pro 
fesseur à l'Académie navale de Livourne, décida le Area de 
l'Académie et ses collègues à adopter le principe de la fusion. Le. 
cours de M. Lazzeri lithographié en 1887 et 1889 fut imprimé en 
1891 et une nouvelle édition a paru en 1898. 

En même temps l'Association Mathesis, — association de pro- 
fesseurs de mathématiques appartenant à l'enseignement secon- 
daire, soit public, soit privé, et qui a pour objet l'amélioration et 
le perfectionnement des professeurs, au point de vue scientifique 
et didactique, — discuta la question de la fusion. Par l'organe 
de son président M.le professeur Betazzi, du lycée Cavour à 
Turin, l'association fit parvenir au ministère de l’Instruction: 
publique un vœu invitant le ministère à étudier. la question. 

Au congrès tenu en septembre 1898, l'Association Mathesis vota 
à l'unanimité l’ordre du jour suivant : \ 

« Il convient d'apporter, s’il est possible, des OC TS aux 
programmes, de façon que le professeur soit libre de choisir 
entre la méthode séparatiste et la méthode fusioniste. » | 

Il résulte de la lecture des Bulletins de Mathesis que la fusion 
a un nombre toujours croissant de partisans ardents. Cependant: 
l'Association n'a pas voulu faire suivre le vœu que je viens de 
citer d’un projet de plan d’études pour ne pas discuter trop à la 
hâte des questions délicates. | 

Dans d’autres pays, en Allemagne notamment, on s’est océupé 
de la question de la fusion. Je ne veux pâs la discuter ici, mais 
seulement la signaler à nos lecteurs qu’elle ne peut manquer 
d'intéresser. Mais je crois devoir rappeler que la question a déjà 


£ À ; 
été soulevée en France. M. Ripert a signalé un ouvrage de 

. Mahistre, autorisé par le conseil supérieur de l’Instruction 
publique en 1844, dans lequel 261 pages sont consacré2s à une 
exposition de la géométrie plane et ses analogies avec la géomé- 
-trie de l’espace, et 9 pages seulement à la géométrie de l’espace, 
partie indépendante. | | 
…—. On peut faire observer aussi qu’en 1884, en même temps que 
l'ouvrage de M. de Paolis paraissait en Italie, M. Charles Méray, 
l'éminent professeur de l’Université de Dijon, publiait à la Libraï- 
rie Savy des éléments de géométrie où la géométrie de l’espace 
… était étudiée en même temps que la géométrie plane, et M.Méray 
… citait dans sa préface les lignes suivantes de Gergonne, qui prou- 
vent que l’idée de la fusion n'était pas absolument nouvelle en 
France lors de Ja publication du livre de M. Mahistre : 

« Il est donc raisonnablement permis de se demander si notre 
manière de diviser la géométrie en géométrie plane et géométrie 
de l’espace est aussi naturelle et, aussi exactement conforme à 
l'essence des choses, que vingt siècles d'habitude ont pu nous le 
persuader. Toujours du moins demeure-t-il vrai qu’en y renon- 
çant on parviendrait, en ne revenant pour ainsi dire qu’à la 
… simple intuition, à pousser assez avant dans la géométrie des 
commençants que l'étude du caleul, présentée dès l'entrée, ne 
rebute que trop souvent, et qui peut-être s y livreraient plus 
» tard avec beaucoup moins de répugnance, lorsque leur intelli- 
. gence se serait agrandie et fortifiée par l'étude d’une série plus 
* ou moins prolongée de propriétés de l'étendue (Annales de ma- 
thématiques, t. xv1, p. 209.) » 

Le traité de M. Méray semble avoir passé inaperçu ;. il semble 
à propos de rappeler l’attention sur les idées qui y sont émises. 
Car quelle que soit la conclusion à laquelle on puisse être con- 
duit par la discussion de ces idées, cette discussion ne peut man- 
quer d’être suggestive. 





Cu. BIOCHE. 
— à 


CONCOURS DE 1900 (Suite). 


CERTIFICAT D'APTITUDE AU PROFESSORAT 


DES ÉCOLES NORMALES 
ET DES ÉCOLES PRIMAIRES SUPÉRIEURES 


Aspirants. 
Mathematiques. 


L — Comment peut-on trouver la plus petite fraction qui soit. divi- 
sible par plusieurs fractions données ? (On dit qu'une fraction est divisible 
par une autre, quand la première fraction est égale au produit de la 
seconde par un nombre entier.) ; 

24 35 147 

18 ON ENT: : 
IL. — Énoncer les théorèmes qui conduisent à la mesure du volume 
de la sphère et du segment sphérique. 

Démontrer le théorème relatif au volume engendré par un segment de 
cercle tournant autour d’un diamètre du cercle, extérieur au segment. 


Application au cas où les fractions données sont 


II. — 49147. Dans un triangle rectangle ABC, on appelle r le rayon 
du cercle inscrit à ce triangle et r’ le rayon du cercle tangent à l'hypo- 
* ténuse BC et aux prolongements des deux côtés de l'angle droit (cercle 
exinscrit). 

On donne l'hypoténuse BC = 4, ainsi que le rapport m du rayon 7’ 
au rayon r. 

4° Calculer les deux côtés de l'angle droit de ce triangle rectangle. Dis- 

cussion par rapport à m. 

2 Pour chaque valeur convenable de #, on trouve un triangle rec- 
tangle ABC répondant à la question. On appelle M le milieu de son hypo- 





le ES RS Fe ARS PS NOR Pr TRES TE AT MX CR ler CCR PT. prie ue NÉS RE Ac RP OR QE Le MTRR À 
Len PERLE FAT ARE PURE q "dde. 
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ténuse et O0 et O'les centres des cercles inscrit et exinscrit dont le 
rayons ont été désignés précédemment par r et 7”. 

Calculer, en fonction de m et de 4, l'expression 3 du rapport de la 
différence des carrés des distances du point M aux points O’et O à la 
somme des carrés de ces mêmes distances, soit 
MO” — MO 
M0 + MO 

Variations de cette expression suivant les diverses valeurs 
buées à m. 

Application. — Dans les deux parties du problème, examiner le cas 
particulier de m—3+2V2 et dire ce qui arrive lorsque m croît 
au delà de toute limite. 


Œ — 
S — 


attri- 


(18 juin, de 8 h. à midi.) 


Physique et Chimie. 


. L. — Évaporation des corps solides et liquides.— Lois du phénomène. 
— Applications diverses. 

Il. — Propriétés des bases minérales solubles. Indiquer leurs modes 
de préparation, Signaler et expliquer leurs applications industrielles et 
agricoles. 

3 (19 juin, de 9h. à midi.) 


‘ Sciences naturelles. 


I. — Faire connaitre les divers mécanismes respiratoires des animaux 
vivant dans l'eau et signaler les adaptations de ces mécanismes à la vie 
aérienne. 


II. _ Roches détritiques ou de dépôt. Procédés qui transforment ces 
roches meubles en roches compactes. Modifications apportées dans ces 
roches aux points de vue physique et chimique par les eaux d’infiltra- 
lion. Influence de ces modifications sur la pureté des sources. 


(19 juin, de 3h. à5 h.) 


Aspirantes. 


Mathématiques. 


I. — Établir que le plus petit commun multiple de deux nombres 
entiers est égal au quotient deleur produit par leur plus grand commun 
diviseur. 

Propriétés des quotients de ce plus petit commun multiple par cha- 
cun des deux nombres. 


Il: — On donne le plus petit commun multiple de deux nombres égal 
à 48 et l'un de ces nombres égal à 6. Trouver toutes les valeurs que 
peut prendre l’autre. 


III. — 4918. On donne un cercle de centre O et de rayon R, un 
point [ dans le plan tel que OI — 3R. 

1° Déterminer par une construction géométrique sur le diamètre O1 
deux points M et N, tels que le point I soit le milieu du segment MN et 
que le produit OM x ON soit égal à R2. Calculer OM et ON. 


CM DM \ È 
20 Montrer que les rapports “CN et DN sont égaux (Get D sont les 


extrémités du diamètre O1), et calculer la valeur numérique commune 
de ces rapports. Un 

3e Déterminer par une construction géométrique sur le cercle O0 un 
point P tel que Le 22 

PM + PN° — 2h, 

| désignant une longueur donnée. 

Entre quelles limites doit ètre contenue cette longueur { pour que le 
broblème soit possible ? 1e: LE 
(18 juin, de 8 h. à midi.) 


Physique et Chime. 


1. — Vapeur d'eau dans l'atmosphère. Décrire ses transformations 
en insistant sur les lois ou faits généraux qui y président. Indiquer des 
expériences propres à mettre ces faits généraux en évidence ou à re- 
produire artificiellement les phénomènes décrits. 

H. — Exposer les circonstances de production de l'ammoniaque, sans 
donner la description des appareils producteurs. | 

Quels sont les corps dont les propriétés ont de l’analogie avec celles 
de l’ammoniaque? Expliquer ces analogies. 

(19 juin, de 9 h. à midi.) 





Sciences naturelles. 


1. — Les Graminées : Graminées utiles et Graminées nuisibles. 


IL, _ Le sang chez l'Homme : rôle de ses différentes parties. (Ne pas 


arler de la circulation, | 
EX (19 juin, de 3h. a 5h.) 
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BACCALAUREATS 


SESSION DE NOVEMBRE 1900 


PARIS 
Lettres-Mathématiques. 


Mathématiques. 


1. — 4919. Inscrire dans une sphère donnée, de rayon R, un cylin- 
dre dont la surface totale soit égale au produit de la longueur d'une 
des circonférences de base du cylindre par une longueur donnée a. — 


Discussion. 
Il, — je sujet. — Couple. Un couple n'a pas de résultante. 
IL. — 2e sujet. — Conditions d'équilibre d'un corps solide mobile 
autour d'un point fixe. 
II, — 3e sujet. — Equilibre de la poulie mobile. Moufles. 
Physique. 
I. — Une masse de plomb tombe, à Paris, d'une hauteur de 300® sans 


vitesse initiale, sur un sol parfaitement élastique ; elle ne rebondit pas. 
On demande : 

1° Quelle vitesse cette masse possède en arrivant au sol; 

2° À quelle température elle sera portée aussitôt après le choc, en 
admettant qu'elle renferme à ce moment toute la chaleur développée 
par le choc. 

On ne tient pas compte de la résistance de l'air. L'expérience est 
faite à la température de 25°. 

La chaleur spécifique du plomb est de 0,031. 

L'accélération terrestre à Paris est 981 GC. G. S. L'équivalent méca- 
nique de la calorie est 4,18. 107 C. G. S. 

Il. — 1: sujet. — Spectres des diverses sources lumineuses. — 
Comment faut-il disposer l'expérience pour observer les raies du spec- 
tre solaire, et comment explique-t-on l'existence de ces raies ? 


11. — 2e sujet. — Réflexion et transmission de la chaleur rayonnante. 
Pouvoir réflecteur et pouvoir diathermane ; applications. 
11. — 3e sujet. — Réflexion totale, — Prisme à réflexion totale. 


Lettres-Sciences. 
Mathématiques. 


1. — 4920. Une parabole et une ellipse ont un foyer commun, et 
le sommet de la parabole coïncide avec le centre de l’ellipse. L'ellipse 
est définie par son grand axe 24 et sa distance focale 2c. 

Calculer, en fonction des quantités a et c: 

1° Ja distance du foyer commun à l'un des points d'intersection, M 
de l’ellipse et de la parabole ; 

2° la distance de ce même foyer au point où la tangente en M à 
l'ellipse rencontre le grand axe ; 

3° la distance de ee foyer au point où la tangente en M à la parabole 
rencontre le grand axe. 


(1 


I. — 14 sujet. — Ombre au soleil d'une sphère, d'un cône circu- 
laire droit et d'un cylindre circulaire droit, ces derniers reposant par Ja 
base sur le plan horizontal de projection. 

I — 2e sujet. — Principe de la méthode des plans côtés. Intersec- 
tion de deux droites, de deux plans, dans le cas général. Angle de deux 
‘droites, et angle de deux plans. 

I — 3° sujet. — Perspective d'un carrelage hexagonal reposant sur 
le plan géométral. 


Physique. 


1. — Quelle doit être la capacité d’un vase contenant 108r d'air pour 
‘que, à la température de zéro degré, cet air exerce par centimètre 
‘carre une pression égale au poids de 2kg,500. La densité du mercure 
sera prise égale à 13,6. Masse du litre d'air normal : 18,293. 

Densité du mercure : 13,6. 











LL, — 1e sujet. — Spectroscope ; spectres des diverses sources lumi 
neuses ; analyse spectrale. 


Il. — 2° sujet. — Poids spécifiques des solides et des liquides : mé- 
thodes pour leur détermination. 


I. — 3e sujet. — Machine pneumatique. 
———————— À} ———————————————— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4921. — Trouver un nombre de deux chiffres, sachant qu'il est 
égal à m fois le produit de ses chiffres, # étant un nombre entier 
donné. 54 

Quelles valeurs peut-on attribuer à m ? 

{ 


4922. — Soient n points fixes P1, P:, ..., P,. Trouver le lieu des 
points M tels que la somme des carrés des distances du point M aux 
divers points fixes ait une valeur déterminée 2: 

MP + MP, +... + MP, = k?. 
(Bacc. leltres-math., Bordeaux, juillet 1900.) 





4923. — On donne deux droites parallèles 4'x, y'y et un point O0 d 
leur plan situé à une distance d de ce 

S deux droites Par le point 0 on mène une 
perpendiculaire OS au plan de ces deux 
droites, OS —h. On demande de déter- 
miner un point M sur x'x et un point N 
sur y'y de telle sorte que l’angle MSN soit 
droit et que le triangle MSN ait une aire 


DL’ 





VZ N ÿ donnée #°. — Discussion. ) 
(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet1900.) 
4924. — Un trapèze isocèle (c’est-à-dire dont les côtés opposés non. 


parallèles sont égaux) est à la fois inscrit dans un cerele de rayon R« 
et circonscrit à un cercle de rayon r. Soient : 

d, la distance des centres de ces deux cercles ; ‘4 

2x, l'angle formé par les prolongements des côtés non parallèles du 
trapèze., 

On demande : 

1° de calculer R et d en fonction de «et de r; 

2 d'éliminer « entre les deux expressions obtenues, et de former 
ainsi la relation qui lie les trois quantités R, r, d. 


(Bacc. leitres-math., Montpellier, juillet 1900.) 


4925. — Un récipient cylindrique, vertical, ABCD, porte sur sa paroi 
supérieure AB un robinet R actuellement ouvert. 
A cette même paroi se trouve soudée la courte | 
| 
É 
| 
| 
| 
| 





branche EF d'un siphon EFGH, muni à son extré- 
mité H d'un robinet R' actuellement fermé. 

Le siphon est plein d'eau et ce liquide s'élève . 
dans le récipient jusqu'au plan horizontal MN 
situé à une distance AM — 10m de la paroi AB, 
et à une distance verticale PH = 1" de l'extré- 
mité du siphon. Te. 

On ferme le robinet R et on ouvre le robinet R',. 
et on demande de calculer le poids d’eau qui . 
s'écoulera sachant que la hauteur du baromètre 
est de 740mm et que la section de l’espace annu- 
laire compris entre les parois du récipient et la … 
petite branche du siphon est de 12064, ; 


(Bacce. lettres-math., Clermont, juillet 1900.) 





4926. — La tige d'un aréomètre est surmontée d'un entonnoir E 
e uni d'un trait de repère +, qui limite une capacité de 5e 

E l'instrument affleure dans l'eau au bas de la tige, en A, où 
BK# l'on à marqué 0° ; un poids de 5e" placé dans l’entonnoir fait … 
E affleurer l’aréomètre en. B, où l’on marque 50 ; l'intervalle | 

AB est divisé en 50 parties égales. — On verse en E, jusqu'au 
trait «, un liquide de densité inconnue, et on trouve que . 
Alo l'instrument affleure dans l'eau à la division 44. On de- . 
mande la densité du liquide. Plus généralement, quelle est 


la densité du liquide qui déterminerait l'affleurement à la 
division n ? 


(Bace lettres-sciences, Clermont, juillet 1900.) 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
Bar-le-Duc. — Imp. Comte-Jacquet, FAcpouEL, Dir. | 





+. F2 ue 4 LD 14 ENST. 
TON AT. Le RE 0 a 
£ CARE = : : — 


4 


= 95° Année. — N°5 





+ { TOME" 
* } ie 


” 


JOURNAL 


DE 


| PARIS, le 1° Décembre 1900. 


MATHEMATIQUES ELÉMENTAIRES 


Paraissant le 1° et le 15 de chaque mois, du 1° octobre au 15 juillet inclusivement. 











Paris et Départements. | Étranger. 
BAR DUINUMÉRD en. | 0°30 | 035 
ABONNEMENT ANNUEL............... 5 » 6 » 


Tous les Abonnements partant du 1* Octobre, à quelque époque de l’année que 
l'on souscrive on reçoit tous les numéros parus denuis rette date, 








AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (1900) 


Mathématiques élémentaires. 


4843. — O et O' étantles points d’intersection des côtés opposés 
d’un quadrilatère Q, on considère le quadrilatère (}' formé par les 
bissectrices des angles du quadrilatère À, de telle sorte que deux 
côtes opposés de () soient les bissectrices de deux angles opposés 
de À. 

10 Soit I Le point d'interseclion des diagonales du quadrilatère 
(' ; quel est le lieu géométrique du point 1 lorsque le quadrilatère 
Q se déforme de façon que, O et 0’ restant fixes, deux sommets 
opposés de ce quadrilatère décrivent, respectivement, deux cercles 
fixes passant chacun par les deux points O et O'? 

20 Les trois points O, 0’ et I restant fixes, et l’un des sommets 
du quadrilalère Q décrivant une droite À, quels sont les lieux 
géométriques décrits par les trois autres sommets de ce quadrila- 
tére.? 

Discuter la nature de chacun de ces lieux suivant la position de 
la droite À dans le plan. 

30 Calculer les angles et les côtés du quadrilatère (}', connais- 
sant les angles et les côtés du quadrilatère À. 

Montrer que si l’on désigne par À, B, C, D Les angles du qua- 
drilatère À, et par a', b', c', d' les longueurs des côtés de Q' qu 
sont, respectivement, les bissectrices de ces angles, on a la rela- 
tion 
a' sin _ + c'sin = b' sin ; + d' sin J 


CA] «I 


I. — J'indiquerai d’abord une solution de la première partie en 
considérant un quadrilatère convexe  ; je formerai le quadrila- 
tère (’ au moyen des bissectrices intérieures des angles de (, 
et j'emploierai les raisonnements de la géométrie ordinaire. J'in- 
diquerai ensuite une méthode générale, fondée sur la considé- 
ration des droites dirigées dans le plan (‘), permettant de traiter 
d’un seul coup tous les cas possibles de figure. 

Soit ABCD (/ig. 1) le quadrilatère donné Q dont les côtés oppo- 
sés se coupent en O et O’; soit A’B'C'D’ le quadrilatère Q' formé 
par les bissectrices intérieures des angles A, B, C, D, et I le 
point de rencontre des diagonales A'C'et B'D’. Je vais montrer 
que le point I est le point de rencontre des bissectrices des 
angles O et O’. 

Le point A’ est en effet le centre du cercle inscrit dans le trian- 
gle AOB, comme point de rencontre des bissectrices intérieures 
des angles A et B ; de même C’ est le centre du cercle exinscrit 
dans l'angle O du triangle COD, par suite A’C' est la bissectrice 
de l’angle O. 


(1) Voir Fonrexé, Géométrie dirigée. 


M. are 
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On voit de la même manière que D’ est le centre du cercle 
inscrit dans le triangle ADO’, que B’ est le centre du cercle 
exinscrit dans l’angle 0’ du triangle BCO’, et par suite que B'D’ 
est la bissectrice de l’angle 0’. 


À 





Fig. 1, 


Si Oet 0’ sont fixes, et si À et C par exemple se déplacent sur 


| des circonférences passant par O et 0, les angles A et C sont 


constants ; mais on a 
GCO' = 10 + [OC + I0'C, 
OI10 = GAO + AOT-+ AUT, 
et l’on en tire 
TS RS RP 
2 OI0’ — OC0’ + OAU'; 
par suite l’angle OIO’ est constant, et le point I est sur une cir- 
conférence fixe passant par O0 et 0’. 


REMARQUE I. — Le quadrilatère Q’ pourrait ne pas exister; c'est 
ce qui arriverait si deux sommets opposés venaient à se confon- 
dre. Si A’et C’ étaient confondus, le cercle inscrit dans le trian- 
gle AOB et lecercleexinscrit autriangle COD seraient identiques, 
et le quadrilatère ABCD serait circonscrit à ce cercle. Mais alors 
les deux autres sommets B' et D’ seraient aussi confondus avec A’ 
et C’, et le quadrilatère (' serait formé de quatre droites issues du 
centre du cercle inscrit dans le quadrilatère Q; le point I se con- 
fondrait aussi avec ce point, et les raisonnements que nous avons 
faits subsisteraient entièrement. 


REMARQUE Il. -— Lorsque les points A et C se déplacent sur les 
circonférences données passant par O et 0’, le quadrilatère 
ABCD peut cesser d’être convexe, et il peut être nécessaire de 
substituer à une ou plusieurs bissectrices intérieures des angles 


de Q les bissectrices extérieures pour passer par continuité de la 
première figure à celles que l'on obtient ensuite. Je n’entrepren- 
drai pas l'examen de ces différentes formes de la figure, bien 
qu’il soit nécessaire de le faire si l'on veut montrer complète- 
ment que le lieu du point I est une circonférence entière et une 
seule ; la méthode générale que j’emploierai plus loin dispense 
de cette discussion. 


Remarque II. — Rien ne serait modifié dans les raisonnements 
précédents si, pour former le quadrilatère (J', on prenait les bis- 
sectrices extérieures des angles de Q au lieu des bissectrices in- 
térieures, comme le montre la figure 2 ; le point de rencontre des 





Fig. 2. O 


diagonales du quadrilatère (' ainsi formé est encore le point 
commun aux bissectrices des angles O et 0”. 

On peut aussi remplacer une ou plusieurs bissectrices inté- 
rieures de ( par des bissectrices extérieures ; on a de cette façon 
16 manières de former un quadrilatère Q’. De ces 16 manières, 
8 seulement sont acceptables, en ce sens qu’elles donnent lieu 
à un point I analogue à celui des figures 1 et 2; ces 8 quadrila- 
tères (° forment 4 groupes de 2 associés; pour chaque groupe, 
le point [L est à l'intersection d'une bissectrice intérieure owexté- 
rieure de l'angle O: et d'une bissectrice:intérieure-ow axtérieure 
de l'angle 0’. Comme ces bissectrices se coupent deux, à deux en 
quatre points, on trouve bien de cette façon quatre positions du 
point 1. Les 8 autres manières sont à rejeter; par exemple celle 
qui consisterait à prendre trois bissecinices intérieures et une exté- 
rieure du quadrilatère Q conduirait à tracer des lignes A/C! et BD! 
ne passant pas par O et 0’, eble problème proposé n’existerait plus. 


IT. — Pour raisonner d’une façon générale et traiter {ous les 
cas d’un seul coup, nous opérerons de la façon suivante : nous 
considérons deux points: O et 0! et par chacun:d'eux deuxdroites 
dirigées Ox, Oy, Olx!, O‘y'; elles ra ri PAR complet 
ABCDOO" (9. 3) ; nous désignerons: par: a, 6, 


axe quelconque, par exemple avec OO: 


Je rappelle qu'nn cycle est: une circonférence: sur laquelle est 


choisi un sens déterminé; et c'est ce sens que: l'onchoisit sur les 
tangentes au cycle; il existe une seule série: de cycles tangents 
à deux droites dirigées, et leurs centres sont sur une seule des 
deux bissectrices de l'angle qu’elles forment, Je considérerai 
désormais celle seule bissectrice à. l'exclusion de l’autre : si, par 
exemple 4 et a sont les angles de deux droites avec un axe, la 
bissectrice que je choisirai fait avec cet. axe: l'angle 


a + a T 
2. ne 
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, P, les angles: 
formés, à unmulliple: près de 2x, par les quatre: droites avec un. 











je rappelle enfin qu'il SE un seul cycle tangent à trois droites 
dirigées. 

Avec la disposition de la figure 3, les bissectrices que l'on 
considère, et qui servent à former le quadrilatère Q’, sont les 
mêmes que dans la figure 1; en changeant le sens de Ox et Oy,. 
on obtient la figure 2. En changeant ainsi le sens d’une ou de 
plusieurs des # droiles, on obtient 16 dispositions, mais elles 
donnent lieu seulement à 8 quadrilatères Q/, car en remplaçant 


a 


AA 


LA 






0’ 


Æ 


8 


CTI 


si ic 
toutes les directions par celles qui leur sont opposées, on:n’altère 
pas les bissectrices. Les 8 quadrilatères (/ sont précisément ceux 
dont nous avons parlé ; il suffira dans la suite de considérer l’un 
d'eux, celui de la figure 3 par exemple ; le raisonnement s'appli- 
quera à l’un quelconque des autres. 

Considérons alors la figure 3; A'’et C’ sont les centres des 
cycles uniques tangents aux triangles dirigés ABO et COD; par 
suite A’C' est la bissectrice (unique à notre point de vue) de 


“l'angle O ; pour la même raison B'D' est la bissectrice de lan- 


gle O’. 
Les bissectrices OI et O'T font avec l’axe ee repère des angles 


ayant pour valeurs 


a a+ 


+ — HT, 5 + St ms 








. par suite DURE sk, qe font entre elles est égal à là différence 


de ces. deux quantités, c’est-à-dire à 
ad, P—6 
> 2 
Si A et G se déplacent sur des circonférences passant par O 
et O';,. les: différences &æ —+ et. &—f" sont constantes, par 
suite: l'angle (O'T, OI) est aussi constant, et le lieu de L est la 
totalité: d'une circonférence unique passant par O et O". 

Gette: circonférence peut. être rejetée à l'infini si a—« et 
8—@ ont des valeurs égales et de signes contraires, à un 
multiple près der ;, les droites OL et. O'T sont alors constamment 
parallèles; à moins qu'elles. ne;soient confondues suivant la. droile 
00 ;: cette droite fait alors partie du lieu. 

Nous remarquerons qu'au quadrilatère complet ABCD formé, 
par les quatre droites données correspond le quadrangle A’B'CD’ 
dont les sommets sont les centres des quatre cycles tangents aux 
droites prises trois à trois ; les six côtés du quadrangle sont les 


bissectrices des six sommets du quadrilatère. Les quatre som- 

















w 


mets du quadrangle sont confondus si les quatre côtés du qua- 


drilatère sont tangents à un même cycle. 


III. — Nous allons traiter la troisième partie du problème, en 
déterminant les éléments du quadrilatère (Q‘; on peut le faire 
soit par la géométrie ordinaire, en considérant la figure 1, soit 
par la géométrie dirigée en considérant la figure 3; dans le pre- 
mier cas, on raisonne sur les valeurs absolues des éléments de 
la figure, dans le second, on introduit leurs valeurs algébriques.. 
Pour plus de généralité, nous emploierons la seconde méthode ; 
les raisonnements sont au fond identiques dans les deux cas. 

Nous appelons 4, d, ce, d les valeurs älgébriques des segments 
AB, BG, CD, DA comptés sur les droites dirigées qui les portent : 
nous désignons par A, B, C, D, O et O0’ les angles du quadrila- 
tère ; nous les prenons, par définition, égaux aux suppléments 
des angles formés par les droites dirigées qui constituent leurs 
côtés, de sorte que nous posons 





À = # — (0x, O'x') — x — (x — a), 
B = rx — (0x, Oy) = x — (b — «}, 
CG = x — (0y, 0'y") = x — ($ —B), 
D= #x—10/y', Ox) = x — (a —L'), 
Die php pe. y) = 7 —($ — 4), 


O0 = x —(0'x/, O'y') = 7 —(P — x). 
Les bissectrices AA’, BB’, CC’, DD’ ne sont pas dirigées, car les 
angles qu’elles font avec l'axe de repère ne sont définis qu’à un 
multiple près de +; nous prenons cependant sur ces bissectrices 
des directions déterminées, en convenant de prendre les angles 
qu’elles font avec l’axe de repère respectivement égaux à 





BrhiR, T a + no FO PROPRES 
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Nous prenons alors pour valeurs algébriques des angles A’, B’, 
C', D’ du quadrilatère (9 les suppléments des anglés formés 
respectivement par les droites dirigées qui constituent leurs 
côtés ; nous écrivons 








A! = x — (AA, BA’), B = x — (BB, GB), 
C = x — (CC, DC), D' = x — (DD', AD”). 
Nous avons de cette façon 
FE ad +6 a+x | - B— a 
M de FE ner ee lee 
ce qui est égal à = hs un calcul analogue relatif à C', B 
et D’ nous montre que l’on a 
LA 4 T 0 FQ ra Ne S- T 0’ 


Nous en concluons que le quadrilatère A’B'C'D’ est inscriptible, car 
les angles formés en A’ et C' par les droites dirigées qui y pas- 
sent étant identiques, ces points sont sur une même circonfé- 
rence avec B’ et D'. 

Un raisonnement géométrique élémentaire fait sur la figure 1! 
aurait donné pour les angles B'A'D' et B'CD’ les valeurs absolues 


er _ L et pour les deux autres angles les 


D 0 s 2 
: / T O' 
valeurs absolues 5 + Eee tr der 


Pour évaluer les côtés a/, b', c', d' situés respeclivement sur 
les bissectrices des angles A, B, C, D, nous conviendrons d'ap- 
_peler valeurs algébriques de ces côtés celles des segments 

a' = D'A' — AA’ — AD, b' — A'B' — BB —BA, 

c' = B'C = CC'— CB’, du: CD’ DDE NC, 
évalués sur les droites dirigées qui les portent. Le triangle ABA’ 
donne toujours 





AB dl BA’ MS a trbaA 
sin (A’A, AB) sin(AB, AA) sin (BA’, BA) 


tant les côtés ; 
puis des angles de Q et Q’, et en changeant les signes des deux 





les numérateurs étant évalués algébriquement, et les angles des 
dénominateurs étant ceux que forment les droites dirigées por- 
en évaluant ces angles au moyen de a; »’, 6,8, 


termes du dernier rapport, on obtient les relations 














CAO BAMESY HA: 
Sin A rs d sin À. 
2 2 
Les triangles BCB, GDC, DAD’ donnent de même 
| PULL AIL PNR; 
er Sin — 4 sin 2 
2 2 
DC" GC 
RE ETES : 
sin sin 
CR AD CDD: 
sin D — F 


D ER: 
sin-5 sin 


El 


on en déduit, en formant les différences telles que AA’ — AD, 
les valeurs algébriques des côtés du quadrilatère (}’ 


+ D Ji 
re (2 EN 
&’ EE RE 5 nan, 
sin À sin D ? 
b si C Nr À 
sin = a sin TE 
Rs le a 9 
sin B sin À 
RL) b si B 
GEST ou er 
es a 
sin GC sin B 
1 si A ut 
€ SDS GES 
Luutaitr D sin C' 


Ces valeurs algébriques satisfont identiquement à la relation 


à 


PA A es El 4€ nd 3 
a SIN à 0 sin — +csn— + d sin CI A0; 


Si l’on remarque que dans le cas des figures 1 et 3, a’et c” sont 
des nombres positifs, tandis que ?'et d' sont négatifs, on voit 
qu'entre les valeurs absolues des côtés du quadrilatère ( existe 
bien la relation indiquée dans l'énoncé. 

IV. — La question posée dans la deuxième partie est la sui- 
on donne trois points fixes O, 0’, 1 (fig. #), et un point 
variable À se déplaçant sur une 
droite A ; les symétriques de OA 
par rapport à OI et de O’A par 
rapport à O'T forment avec OA 
et O’A un quadrilatère ABCD 
dont on demande le lieu des som- 
mets. 

Si l’on remarque que lesrayons 
mobiles issus de © et 0’ décri- 
vent des faisceaux deux à deux 
homographiques, on voit que les 
lieux des points B, C, D sont des 
coniques passant par 0 et O'; 
nous allons discuter leur nature. 

Considérons d’abord le point C, 
et cherchons si Ce point peut 
s'éloigner à l'infini ; il faut etil 
suffit que OC et U'C deviennent 


vante : 





parallèles. 
Fig. 4 Dans le cas de la figure, on a 
AT 2 
AÛ' + OGO' O0, 


SE ESS 


Nes SR À 
de sorte que si OCO’ devient nul, ÜAO à une valeur déterminée 
égale au double de O10, et le point A se trouve sur une circon- 
férence passant par O et O’; les raisonnements que nous avons 
faits au n°ll en partant de droites dirigées fourniraient une 
conclusion analogue, et valable pour tous les cas de figure. 
Suivant que A coupe la circonférence que nous venons de trou- 
ver en deux points distincts, lui est tangente ou ne la coupe pas, 
le lieu de C présente deux directions asymptotiques, une seule ou 
aucune, c’est-à-dire est une hyperbole, une parabole ou une ellipse, 

IL existe un triangle O00’0” ayant pour base O0’ et dont le 
point I est le centre d'un cercle inscrit ou exinscrit ; la circonfé- 
rence que nous avons trouvée est précisément la circonférence 
circonscrite à ce triangle ; les points A et C sont du reste des 
points que l’on appelle souvent points inverses l’un de l'autre par 
rapport à 00'0". IL est facile de voir que pour que le lieu du 
point C se décompose en deux droites, il faut et il suffit que A 
passe par un des sommets du triangle O0'0". 

Considérons maintenant lelieu du point B (jig. 5) et cherchons 
s’il peutavoirdes 
points à l'infini, 
c'est-à-dire si OB 
et O'B peuvent 
devenir parallé- 


les, Supposons 
que l’on fasse 
varier inverse- 


ment les droites 
OB et O'B de 
façon qu’elles 
restent parallè- 
les, comme le 
sont OB et O'B: 





et qu'on cherche 
le lieu du point A 
correspondant ; 
ce point , que 
nous désignons 
par À, dans ce cas particulier, décrit une conique H passant par 
0 et 0’, et déduile de la droite de l'infini comme le lieu de B était 
déduit de A. Cette conique H est une hyperbole équilatère, car si 
l'on prend le point B à l'infini sur OÏ ou sur la perpendiculaire à 
O[, le point A, se trouvera aussi à l'infini dans la même direction. 

Si l’on recherche les tangentes à H aux points O et 0’, on 
constate qu’elles sont parallèles entre elles ; leur direction est 
celle de la symétrique de O0’ par rapport à OI, c'est-à-dire la 
direction O0”; on en conclut que le centre de H est le milieu de 
00'; la conique H est donc complètement déterminée puisqu'on 
connait son centre, ses directions asymptotiques et deux points. 
Suivant que À coupe H, luiest tangente ou ne la coupe pas, le 
lieu de B est une hyperbole, une parabole ou une ellipse. 

On voit du reste que ce lieu se décompose lorsque À passe par 
O ou que OI est perpendiculaire à O0’ 

Le lieu de D est une conique analogue à la précédente ; sa 
nalure dépend de la position de A par rapport à une conique H' 
analogue à H, et nous n’insisterons pas sur ce point, car il suffirait 
de répéler ce que nous avons dit, en changeant le rôle de O et (. 


Lo). 


a tion question. 
Pitral à Gisors ont résolu convena- 





Fig. 3ÿ 


M. Ollié, à Auch, nous à envoyé une bonne solution de cette 
M. Broutin (lycée Saint-Louis) et M. 
blement la première et la troisième partie. 

M. Rech, professeur au lycée de Lons-le 
lente solution, à peu près ide à 
fait précéder d'intére 
aurons l'occasion de 


au -Saunier, nous à envoyé une excel- 
près identique à celle qui vient d'être développée, et l'a 
ue considérations géométriques sur lesquelles nous 
'evenir. 


30 


dans la figure 5, 





ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE FONTENAY-AUX-ROSES (1900) 


4898. — Soient pq, p'q deux cordes variables d'un même 
cercle : On supposeque pq passe par un point fixe a, et que les 
droites pp’, ag’ sont parallèles à une même droite donnée. Lieu du 
pied de la perpendiculaire abaissée du point a sur p'q'. 


Les cordes pp’ et gg étant parallèles à une droite donnée xy 
sont perpendiculaires à un diamètre fixe OI du cercle O. Par 
suite la corde p'q' est symétrique 
de pq parrapport à O[; cette 
corde passe donc par le point fixe 
a symétrique de « par rapport 
à OI. Le lieu du pied M de la 
perpendiculaire abaissée de à sur 
p'q' est dès lors une circonférence 
de diamètre aa’, 

Pour qu’un point quelconque 
M de cette circonférence fasse 
partie du lieu, il faut et il suffit 
que la droite Ma’ coupe le cercle 
O, c'est-à-dire soit comprise 
dans l’angle ta’: formé par les 
deux tangentes au cercle O issues 
de a’. Il en résulte que lorsque a’ ou a est extérieur au cercle O, 
la portion utile du lieu est limitée à l'arc MM: compris dans 
l'angle tia't:. | 

Lorsque le point a est sur le cercle O ou à l'intérieur de ce 
cercle, la droite Ma’ rencontre toujours le cercle O, et le lieu.de 
M comprend alors toute la circonférence I, 

(T. MILLET, à Orléans.) 


MM: E. Durand; F, Pégorier ; R. Petit 





[Ont résolu la mème question : 
Ph. Plisson ; H: Varennes.] 


4899. — Soient ad, be, cf les hauteurs d'un triangle abc. On 
prolonge ad d'une longueur égale da! ; be, d'une longueur égale 
eb', et cf, d'une longueur égale fc'. Prouver que les cercles cir- 
conscrits aux trois triangles bea', cab', abc' ont un point com- 
mun h. | 


Je dis que le point commun } n'est autre que le point de con- 
cours des hauteurs ad, be, cf. 

En effet, les triangles ba'c, bac ayant un côté commun et deux 
côtés égaux par construction 
sont égaux; donc 

ba — bac. 

Mais le quadrilatère aehf 
ayant les angles opposés e et f 
droits estinscriptible ; l'angle 
fhe ou bhc est donc supplé- 
mentaire de l'angle bac ou 
ba'c, de sorte que h appar- 
tient au cercle circonscrit au 
triangle bca’. 

Le même raisonnement 
montre que h se trouve éga- 
lement sur les cercles circonscrits aux triangles cab’ et abc. | 





D 


(Vicron BAROL, timonier breveté, instructeur sur la Couronne.) 








[Ont résolu la même question : Mle A. Saleilles; MM. E. Anzemberger ; 
M. Bernard; L. Bordrois; I. RBourrec: J. Cassan: KR. Cattin; David ; 
. H. Dobryzniak ; E. Durand; G. Foucry; E. Garagnon ; Gérard ; J. Guéret ; 
H. Guillaud ; A. Hardy ; V. Herzenberg ; E. Hiernaux ; L. Hostier, Ch. Huard; 
E. Hugonnier-Ginet ; À. Jouart ; D. Kœænig ; M. Laurence ; A. Lecoutour ; 
A. Legros ; J. Ménéchal ; A. Meynier ; T. Millet ; L. Minjoz ; Naboulet ; Noël; 
LB: Ollié ; L. Patin ; F. Pégorier ; L. Pelletier ; L. Périno ; M. Petit ; P. Petit; 
R. Petit, Raynaud ; R. Rives ; M. Royer ; G. Salaun ; A. Séclet ; E. Serres; 





Sinoquet; F. Sol; J. Tastet; V. Thébault; P. Valentin; A. Vannier ; 
H. Varennes; P. Zlatco.] 
—— 8} — 
ARITHMÉTIQUE 
4911. — Si À est un nombre impair, premier avec 5, le pro- 


duit 
(A2— 1)(A? — 9)(A? — 49) 
est divisible par 23040. 
(Examens oraux de l'école polytechnique.) 


Le diviseur 23040, décomposé en ses facteurs premiers, est 
égal à 2° »X32>X5. Tout revient donc à démontrer que l'ex- 
pression est divisible séparément par 2°, 3? et 5 lorsque A est 
un nombre impair non multiple de 5. 

Divisibilité par 2°, — On sait que tout carré impair A? est 
m.8<+1; donc 

(A2 — 1)(A? — 9)(A? — 49) — m.8(m.8 — 8){m.8 — 48) 

Divisibilité par 3?, — À peut être m.3 ou m.3 +1. 

Si A—m.3, le facteur A?°—9 de l'expression est divi- 
sible par 3?. 

St Am.3+ti, A2 —=m.3—+1, et chacun des deux fac- 
teurs A?— 1 et A?— 49 est divisible par 3. 


m.2, 


Divisibilité par 5. À. premier avec 5, est de l’une des 
p » P 


J4 
formes m.52+1 ou m.5 2 2. 
Par suite A? est de l’une des formes m,5<+1 ou 7.5 +4, 
de sorte ‘que l’un des facteurs A?—1 ou A?—9 de l'ex- 


pression est divisible par 5. 
(A, DROCOURT, instituteur-adjoint, à Dourdan.) 


[Ont résolu la même question : MM. P. Baïñcillon ; E. Bärbé ; L. Barherot ; 
R. Caitin ; L, Creplet ; H. Damoiseau ; Delhotel ; G. Desmoës ; ü. Duüpas ; 
Durand ; G. de France: F. Gérard; E. Hugonnier-Ginet; P. Jolibois ; 
A. Lardy-Pleumartin ; M. Laurence ; E. Millet, J. Permann ; M. Royer; 
CG. Vallot ; Mles Degand ; Anne Madonne ; A. Saleilles ; MM. A. Arcizet ; 
L. Bannerot ; V. Barol ; A. Bernardeau; L. Bordrois ; A. Bottin; 1. Bourrec; 
L. David ; Delâge ; Duittoz ; V. Enescu ; F. Filiol ; E. de Geoffroy ; L. Geof- 
froy ; Ch. Godard ; M. Gondran ; H. Guillaud ; P. Guillemin ; P. Gury ; 
A. Hardy ; J. Hébré ; R. Henry; A. James; D. Kœnig ; A. Larcher ; E. 
Laroche :; A. Lecoutour ; P. Mayet ; M. B., instituteur à L; J. Ménéchal ; 
A. Meynier ; L. Minjoz ; A. Mourès ; R. Mouzon ; Noël ; L. Ollié ; Ch. Pas- 
seron ; L. Patin ; F. Pégorier ; E. Périnet ; Pernin ; M. Petit ; Ph. Plisson ; 
R. Rieus ; J. Rigal ; R. Rives ; A. Rousseau; À. de Saint-Gabriel; E. Serres: 
F, Sol ; F. Thibier ; P, Thonet ; A. Vannier; P. Zlatco ; Bourn'sien ; Daure.; 


———————— 4} ——————————— 


ALGÈBRE 
4902. — Soient x et & les racines, supposées distinctes, de 
l'équation 
x? + px + q = 0. 
On pose 


_æ—p 
mes 5e 
On demande d'exprimer : 

49 U, au moyen de Un1,, Unr, pet q; 
20 V, au moyen de Nn1, Vne, pet q; 
3° Uh,x au moyen de Un, Ur, Vn, Va: 


U> Ve A0 + pr. 





On a par hypothèse 
a + pa + q = 0, 
ou, en multipliant par æ-?, 

an + pari Æ ga? = 0 
g” + pêr-1 + gore — (0. 


, 


de même 





1° Retranchons membre à membre (2) de (1); il vient 
2 — BH DUR — BU) lat — BI) = 0 
ou, en tenant compte des notations de l'énoncé, 
Un(a — 8) + pUnifx — 8) + qUa-o(a — 6) = 0, 
d’où, en supprimant le facteur commun x—6 (différent de 


zéro, puisque x =<f), 
Ur = — (pUÜn-1 + QUn-2). 


2° En ajoutant (1) et (2), on obtiendrait de même, 


Ve DV + qVn_>). 
ant fintk 
3 On a Un+x — Has 1 


Or des équations 
Un(a — B) nr pr Va = a+ fr, 
on déduit, par addition et soustraction, 
2a — Un(a — 8) + Va, 28% = Una — À) — Var. 
Par suite 
kart — [Ua — D) + VAN Ua — 6) + Vx] 
ou &antk = UUx(a — 6)? + (Un Ve + UxVh)(a — b) APAAUSE 
de même 
4pn+h == UnUr(a — 0)? = (UaVe SE UxVh)(a eye 6) + VaVr. 
Ua Vx SE Ua Va 


Uk = 5 


Donc 


(R. PETIT, lycée d'Angoulême.) 


E. Barbé ; P. Bonnel ; R. Cattin ; 
R. Henry; C. Huard ; D. Kœnig ; 
E. Licope ; 


{Ont résolu la même question : MM. 
G. de France; #. Rilliol ; A. Hardy ; 
M. Laurence ; D. Laurent ; L. Lazar ; A. Legros ; Lemmet ; 
P, Thonet ; GC. Vannier ; P.Zlatco.] 





4912. — Résoudre en nombres entiers l'équation 
5 8 — yy9= 
Q$ — % — y°=; 
sont deux nombres premiers. 


o 


où y et 
L'équation proposée peut s'écrire 
a3(x?—1) 
Remarquons que æ? et æ?—1 sont premiers entre eux ; car 
tout diviseur premier qui leur est commun divise æ? et x? — 1, 
doncil divise leur différence 1; «* et æ?—1 n'ont donc pas de 
diviseur premier autre que f. 
Le facteur premier y ne peut par suite appartenir qu’à un seul 
des nombres x ou æ?—1; y doit diviser l'un de ces nombres 


et être premier avec l’autre. 
Si æ3 était premieravec y°, il devrait diviser z, ce qui est impos- 


3 


ei J'REES 





sible + étant supposé premier et & étant évidemment différent 
de 1; donc c’est æ?—1 qui est premier avec y’. Or 
x41— (æ+1)(x—1) doit diviser 3, et, puisque + étant 


premier ne peut être divisible par le produit (æ+1)(x—1) que 
æ—1—=1, il s'ensuit que := +1, ce qui donne æ—?, 


et 


si 


AD 
DSCYEU NX d d'où =: 
(G. FOUCRY, section normale de Châlons-sur-Marne.) 


D. Antonescu; G. Desncess + RTS 

oY . A, Arcizet : M. Bégué; H. Belbenoït ; Ph. Bonnefoy ; L. Bordrois; 
Fe nes se Bourrec . Duittoz ; Ch. Godard ; E. Gernez ; Fes Guerrier ; 
M. Gondran ; H. Guillaud ; Hardy ; J. Hébré : R. Henry ; Hostier; A.Jamet; 


[Ont résolu la même question: MM. 


: cr.» 4 H à . nt . av . F 
. Kœnig ; À. Legros ; M. B., instituteur à I; H. Martin; _P. Mayet ; : 
De À. vies : ke Minjoz ; Montel ; R. Mouzon : L. Ollié ; L. Périno ; 


Ph. Phsson : R. Rieus ; R. Rives ; A. de 


Patin ; 
P. Zlatco ; Daure.] 


- tit ; . Passeron ; L. ; 
Fe se P. Valentin ; 


Saint-Gabriel ; E. Serres ; F. Sol ; 


EE à à 
GÉOMÉTRIE 


4903. — Sur les côtés AB, AC d’un triangle on prend deux 


points variables B', C' tels que 
AB.AB'+ AC AC’ 2k?, 
A? étant une constante, Lieu du centre du cercle AB'C'. 





RAR RU EUR NOTES JA, 
Paie BE Po enin à 


Même question en remplaçant devant AC,AC' le signe + par | 


le signe —. 


à | 


Joignons le centre O du cercle AB'C aux sommets A, B, C, 
et au milieu I! de BC. On a succes- 


sivement 


AB.AB' — AB(AB — BB) 


— AB — AB.B'B 
ou, en remarquant que BA.BB' est 
la puissance de B par rapport au 
cercle O, 
AB.AB' — AB° —(OB" — OA’); 
de même 











AGYA CE AU 5 (OC OA 


énoncée devient donc 


La relation 
(AB°— OR! + DA?) + (40 — 00° + OA?) = 241) 


ou, en observant que 





AB? + AC = 2A/° + 2B[° et OB° + OC = 201 + 2BF, 
AL + BI —Oj° — BI + OA? = 2 
ou DL OT EYE AT 


Cette relation montre que le lieu du point O est le même que 
Je lieu des points dont la différence des carrés des distances aux 
poinis fixes À et 1 est constante, Ce lieu est donc une perpen- 
diculaire à la médiane AÏ, facile à déterminer. 

Lorsqu'on prend AC.AC' avec le signe — au lieu du signe +, 
la relation (1) s'écrit alors 
AB°_ OR? 0x" (AC 00 + OA) — 

OC 0B th AC AB 

Dans ce cas, le lieu du point O est le même que le lieu des 
points dont la différence des carrés des distances aux points fixes 
B et C est constante, c'est-à-dire une perpendiculaire au côté BC. 

, (BOURRIENNE )} 
MM. L. Ollié ; F. Thibier ; P. Thonet.] 





ou 


[Ont résolu la même question : 


4904. Si A,B,C, D sont quatre sommets consécutifs d'un 
polygone régulier, on a 


AT AR — Ab AD: 








Tirons les diagonales AD, AC, BD, ces deux dernières se cou- 
pant en M. 

Les angles inscrits BAG et CAD soustendant des cordes ou 
arcs égaux sont égaux ; par suite les 
triangles isocèles ABC, AMD sont 
semblables, et donnent 


AB __ AM 
AT D: 
ou _AB.AD = AC.AM 





ou, enremplaçant AM par AC— MC, 
AB.AD — AC — AC.MC. 


Or en considérant les triangles isocèles semblables ABC, BMC, 
on a 
AC __ BC 
BCVIPMT 
Donc 


AC.MC = BC? — AB>°. 
ABAD = CEE 


Remarque. — La relation précédente n'est qu'un cas particu- 
lier du théorème de Ptolémée appliqué au quadrilatère inscrip- 


ou 


tible ABCD; en outre elle n'exige pas que l'arc AB soit une 
partie aliquote de la circonférence. 


(Evo. BARBÉ, à Mazamet.) | 


[Ont résolu la même question : 
Geneviève Oddos ; A. Saleilles; MM. E. Anzemberger; L. Bannerot; V. Barol, 
IH. Belbenoit ; F. Belay ; M. Bernard ; M. Beney ; P. Bonnefoy ; F. Bonnet ; 
L. Bordron; J. Bourrec; Butruille; Caen; J. Cassan; R. Cattin; L. Colombey; 
Delhotel ; H. Dobryzniak ; E. Durand; A. Foy; J. Franceschini; E. Garagnon; 
R. Gilles ; Gondran; J. Guéret; H. Guillaud; H. Guinand ; A. Hardy; 
R. Henry: E. Hiernaux; L. Hostier ; Ch. Huard; A € D. Kœnig ; 
A. Lardy ; E. Laroche ; M. Laurence; D. Laurent; L. Lazar; A. Lecoutour; 
A. Legros ; A. Lestocart ; E. Licope ; L. Limmet ; M. B., instituteur à L:,; 
R. Manen; C. Marie; J. Maury; A. Meynier; L. Minjoz; D. Montel; J. Motte; 
Naboulay ; A. Neef ; Noël ; L. Ollié ; L. Patin ; F. Pégorier ; L. Pelletier ; 
E. Périnet; L. Pernio; M. Petit; P. Petit; H. Pitrat; P. Plisson,; M. Popescu; 
GC. Quantin ; P. Quintescu ; Raynaud ; A. Reversat ; R. Rives ; M. Royer; 
A. Seilet ; E. Serres ; J. Tastet ; V. Thibault ; H. Thibier ; M. Turpain 
P. Valentin ; H. Varennes ; P. Zlatco.] 


4915. — Soient M un point pris à l'intérieur d’un triangle ABC 
et MA’, MB’, MC les perpendiculaires menées de ce point aux 
côtés BC, AC, AB du triangle. Si des sommets À,B,C on abaisse 
des perpendiculaires respectivement sur B'C', A'C', A'B', ces trots 
perpendiculaires sont concourantes. 

Première solution. — Prenons les symétriques M;, M», M, du 
point M par rapport 
aux points A’, B', C. 
Dansletriangle MM;M), 
la droite A'B° joignant 
les milieux de deux 
côtés est parallèle au 
troisième MM: ; de 


respectivement paral- 
lèles à M2M, et M,Mi. 
Il suffit donc de démon- 


culaires abaissées de 
A,B, C sur les côtés 
M2M3, M3M:, MiMosont 





concourantes. 

En effet, le point A étant équidistant de M et M, d'une partet 
de Met M, d'autre part, est équidistant de Met M3; donc la 
perpendiculaire élevée au milieu de M2M; passe par A ; on ver- 
rait de même que les perpendiculaires élevées aux milieux de 
MaMi et MiM2 passent respectivement par Bet CG. Comme ces 
trois perpendiculaires concourent d’ailleurs au centre P du cercle 
circorserit au triangle M,M>M;, la propriété énoncée devient 
évidente. 

(H. PITRAT, à Givors.) 

Seconde solution(*).— Prolongeons les perpendiculaires issues 
de A, B, Cjusqu’àleurs 
rencontres en à,0,7 
avec les côtés du tri- 
angle ABC. D'après la 
réciproque du théorème 
de Céva, ces perpendi- 
culaires seront eoncou- 
rantes si l'on a 
CR is 
aG BA  YB 





aB 
——, prolongeons la 


Pour avoir une expression du rapport 
aC 





(*)Voir troisième solution : Journal, T° année, p. 44, n° 42, 





Mis Degand ; L. Gautier ; Anne Madonne: 


même B'C'et C'A' sont 


trer que les perpendi- 










droite AM jusqu’à sa rencontre A” avec B'C’. Les triangles AB, 
 C'MA” ayant les trois côtés perpendiculaires chacun à chacun 
sont semblables ; en observant que les côtés homologues se 
succèdent dans un même sens de rotation, on peut donc écrire 

: aB AM. 


ar A 
les triangles semblables AC, B'MA” donnent de même 
| aë _ AM 
PIN AB: 
En divisant ces égalités membre à membre, on en déduit 
| aB te AB 
: aG 4!" 
On obtiendrait de même 
fo _ FC niys CR 
fa Pa FT CP 


Multiplions membre à membre les trois égalités précédentes, 
il vient 


mt ms 


| a EC ni _ 7 DT Cr 


Or, dans cette dernière égalité, le second. membre se réduit à 
 — P, en vertu du théorème de Céva appliqué aux droites concou- 
Lranies A'A”, B'B”, CC”. 
C6 He 
(R. CATTIN, à Mont-de-Marsan.) 


[Ont résolu la même question : Mle Anne Madonne ; MM. L. Bannerot : 
M. Barol'; H. Belhenoit ; A. Bottin ; P. Gassan ; J. Chapron ; Delàge ; G. 
Foucry ; J. Guérêt ; Jacquet; L. Lefèvre ; A. Legros' ; £. Licope; A. Mourès: 
L. Ollhé : C. Quantin ; Ribourt ; A. de Saint-Gabriel ; F. Serres ; P. Thonet ; 
P:. Valentin ; P. Zlatco.; 





er 


PHYSIQUE 


4906. — Dans une cuvette de grandes dimensions se trouve, 
sous une certaine profondeur, du mercure de poids spécifique 13,6. 
À la surface de ce mercure: flotte un cylindre de fer de poids spé- 
cifique 7,8, de hauteur h, et dont l'axe: est verlical. 

On verse, à la surface du mercure, une couche d’eau de:0%,25 ; 


le cylindre va-t-il se déplacer dans le sens vertical ? Calculer la | 


valeur de:son: déplacement en supposant que la partie: supérieure 
du cylindre reste entièrement duns l’eau. Quelle devrait être la 
hauteur minima du cylindre pour que sa base émergeût hors de 
l'eau? 
(Concours: général de 1900'entre les élèves des institutions libres 
du Nord'et du Pas-de-Calais.) 
Appelons s la section droite du cylindre de fer, æ la hauteur 
de la portion du cylindre qui plonge dans le mercure avant qu'on 
ait versé de l'eau dans la cuvette. On a, en écrivant que le poids 
du corps.flottant est égal au poids du liquide déplacé, 
< 
DT ADR <sSe TS, 
ES 
CENT 
Lorsqu'on verse une couche d'eau de 0,25, à, la surface du 
mercure, le cylindre de fer subit une nouvelle poussée de bas 
en haut égale au poids du volume d’eau qu'il déplace: Donc le 
cylindre se déplacera dans-le sens vertical. 


Calculons la valeur de ce déplacement. 
Soit x la hauteur de la portion du cylindre qui plonge dans le 


d’où: 





w)° 


+ HR < ,«. md ” 4 #7 Lu PE MP Eee € 1471 LA T rl » … var ufr A. 
" Fe : ; : + k 
mercure quand on! a versé de l'eau dans la cuvette, On à la 
relation 

mel, es )s CL RESSETS, 
d'où =. 6.4 : 
| 12,6 


La valeur du déplacement du cylindre est exprimée par la 
différence 


= 


45 À 
28 
La hauteur minima du cylindre pour que sa base supérieure 
émerge hors de Peau est donnée par l'équation 
b— x = 02,25. 


remplaçant x’ par s4 valeur, il vient 





FREE — 
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L GLEN 
TR ei 
x 34 le 
d’où h = — À —= 02,513 
», 


(J. MAURY.) 


[Oh résolu la même question; M'sMadonne ; A. Saleilles; MM. Bernard ; 
Béyuey ; Delhotel ; Dobryzniak ; Durand; J. Franceschini: Foucry; Le Gent; 
Guéret; R. Henry; Hugonnier; Laurent; Max; Meynier : Noël; Palin ; Petit ; 
Périno; Popesow; Rives ;: Royer ; A. de Saint-Gabriel ; Valentin ; Vannier.] 


4946. — Dans un récipient dont le volume intérieur est inva- 
riable et égal à 2511 se trouve uné masse d'air de: 3967. 
1° Calculer la pression que cet air exerce sur les prroïs à 0e. 
20 On demande à quelle température cette pression deviendrait 
égale à 2? atmosphères, le volume du récipient restant fie. 
Calcul et raisonnement. 
Müsse: du litre d'air à 0° et à la pression 760, 15",3. 
: s ! 4 
Coefficient de dilatation des quz, CES 
da le 
(Bacc. lettres-math , Rennes, mars 1900!) 


{o Il résulte de la loi de Mariotte que la masse d’un gaz à 0° 
est directement proportionnelle à-la pression qu’il supporte. Par 
suite, si l’on désigne par V le volume de l'air, par + la pression 
cherchée, la masse de cet air sera donnée par la formule 


M= VX 18X 
Î 


__ 16%x<39 
DUT 


d'où — Yicm,2 


20 Désignons par H' la force élastique à +, par IH, la force 
élastique à 0°. On a la relation 
H = Hoi + at), 
le volume du récipient restant fixe; on en tire 


H°z 91 2 1 
IX 


(E. GERNEZ, à Roubaix.) 


[Ont résolu la même question: Mike Degand; Madonne ; MM. Arcizet; P. 
Bancillon : Barberot ; Bernard ; Bernardeau ; Boivin; Bomast; C: Bourveau ; 
Crépleti ; Cognet; Desnois; Dobryzniak; Drocourt ; Duittoz ; Durand ; 
G. Foucry ; Guéret; Guillemin ; Guerrier ; Gury; Hardy; Henry; Hugonnier ; 
Jarnes ; À. Lapresle ; Laurent; Lecoutour ; Lefèvre ; A. Legros ; Limouzi ; 
A. Mabon ; Marne ; Mayet ; Montel ; Moreau ; H. Martin ; Meynier ; Millet ; 
Michaud : G. Moreau ; Mouzon ; Passéron ; M. Pétit; Pernin ; Poircuitte ; 
Ponescu: Rieus ; Riboux ; Robert; Royer; A. de Saint-Gabriel ; P, Saintin; 
V. Thébault ; P. Valentin; Vannier ; Vige.] 
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CONCOURS DE 1900 (Suite). 


CERTIFICAT D'APTITUDE À L'ENSEIGNEMENT 
SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 


Mathématiques. 


A927.— On donneun losange ABCD 
formé par deux triangles équilatéraux 
ABC, DBC ayant un côté commun BC. 

Par le sommet D on mène une sé- 
cante rencontrant aux points E, F les 
droites AB, AC supposées indéfinies, 
puis l’on joint le sommet C au point E 
et le sommet B au point F. Les deux 
droites BF,CE se coupent en un 
point M. 

10 Démontrer que les triangles BCE, 
CBF sont semblables. 

20 Déduire du résultat précédent que 
l'angle BMC et le produit EB >X<CF res- 
tent constants quand la sécante EF 
tourne autour du point D. 

Construire le lieu que décrit alors le point M. 

On indiquera, sur ce lieu, les arcs décrits par le point M quand le 
point F est situé sur la demi-droite Cz, sur le segment CA ou sur la 
demi-droite Az. 

3° Soient 0, 0’ les centres des circonférences de cercles circonscrites 
aux triangles variables BME, CMF, et R, R' leurs rayons. 

Démontrer que les centres O0 et 0’ décrivent chacun une droite per- 
pendiculaire à BC et que le produit des rayons R, R' reste constant. 

(9 juillet, de 8 h. à midi.) 





Physique et Chimie. 


I. — 1° Exposer une méthode de détermination de la pression 
maxima de la vapeur d’eau, permettant d'opérer de 60° à 200°. — Re- 
présenter par une courbe les résultats suivants : 

Températures: 60° 800 4000 1200 4400 160 2000 

Pressions.. cu 0200/2000 1,956 000; 15,4 

20 Donner des exemples de transformations chimiques dont l'étude a 
conduit à tracer des courbes analogues.— Indiquer les caractères com- 
muns à toutes ces transformations. 


180° 
9,9 


Il. — Définir en s'appuyant sur des expériences : 
1° Les expressions : acide tartrique droit, gauche, racémique, inactif 
indédoublable. 
2° Les fonctions chimiques de cet acide. 
(10 juillet, de 8 h. à midi.) 


Histoire naturelle. 


1, — Conformation et fonctions de l'estomac de l'Homme. Principales 
modifications de cet organe chez les Vertébrés ovipares et chez les 
Articulés. 





Il. — Fonctions de la feuille. 
(11 juillet, de 8h. à midi.) 
a 
QUESTIONS PROPOSEES 
4928. — Démontrer que la moyenne arithmétique de n nombres est 


plus grande que leur moyenne harmonique. 
On appelle moyenne arithmétique de nm nombres @, @, 
nombre æ tel que 


.; Ur0ie 


_ U+ +... + An 
ER PR 
n 


et moyenne harmonique le nombre y tel que 


LAN Le 1 
= (x +). 


È (Examens oraux de l'école polytechnique, 1900 ) 


ND PPT DEL, 
= LL NAS er Ca 


L'ENES CU The Fe n 


4929. — Démontrer que le plus petit commun multiple des nombres 


1, 2, 3, ..., 2n, est le même que le plus petit commun multiple des : 


nombres n+1, n+2, .. ,°2n. 


4930. — Étant donnée l'équation 
+ Van? + VISA TE +3 — 2x + 1, 





on propose de ramener sa résolution à celle d’une équation ordinaire 
du second degré, et de rechercher si les deux racines de cette nouvelle » 


équation conviennent à la proposée. | 
(Bacc. lettres-sciences, Aix, juillet 1900.) 


4931. — Construire un triangle ABC connaissant le côté BC = a, 
la hauteur correspondante k et sachant que la bissectrice de l'angle A 
est moyenne proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine 
sur le côté BC. 

Calculer les côtés b et c. 

Etablir la condition de possibilité en ia déduisant du calcul et de la 
construction. 


4932. — On considère un cercle (Q de centre 0 et de rayon R, et 
un diamètre fixe Ox de ce cercle. 


Une droite AB dont la longueur est constante et égale au rayon R du 


cercle (CG) se meut de façon que l'une de ses extrémités, A, décrive la 
droite Ox et que l’autre extrémité, B, décrive la circonférence du 
cercle (C). 

1° Trouver le lieu géométrique du point I où la perpendiculaire à Ox 
menée par À rencontre le prolongement du rayon OB. 

20 Soit M un point de AB, situé à une distance constante, b, de l'ex- 
trémité A, et soient P et M; les points où la perpendiculaire à Oz 
menée par M rencontre respectivement les droites Ox et OB. Démon- 


D 
reste constant quand la droite AB se meut 





trer que le rapport 


de Ja facon indiquée au commencement de l'énoncé. 
3° Trouver le lieu {(E) du point M et construire la tangente en M à ce 
lieu (E). 
(Bacc. lettres-sciences, Nancy, juillet 1900.) 
4933. — Résoudre et discuter géométriquement le problème 
suivant : 


Inscrire dans un demi-cercle donné un rectangle connaissant la 


somme de sa base et de sa hauteur. 
(G. BILLIONNET.) 


4934. — Un point lumineux S se trouve sur l’axe principal d’une 
lentille convergente, à 1 du centre optique. La lentille a 0,50 de 


‘distance focale. De l’autre côté de la lentille, à une distance de 12, se 


trouve un miroir plan M normal à l’axe principal. 
1o Où se forme l'image définitive de S ? 
2° Qu'arrive-t-il si l’on incline le miroir ? j 
3° Que se passerait-il si le miroir M, au lieu d’être plan, était con- 
cave ou convexe ? 
(Bacc. lettres-math., Aix, novembre 1899.) 


4935. — Un ballon en verre plein d’acide carbonique sec à la pres- 
sion 0®,76 est suspendu à l’un des plateaux d'une balance dans de l'air 
également sec à la pression 0m,78, On en fait la tare. On fait ensuite 
le vide dans le ballon de telle sorte que la pression du gaz qu'il con- 
tient soit réduite à 20m, Pendant ce temps, la pression extérieure a 
varié de 10m, On trouve alors que, pour rétablir l'équilibre, il faut 






te de le teen dr 


ajouter sur le plateau de la balance un poids de 158". On demande de « 


calculer le volume du ballon. 
Pendant toute la durée de l'expérience la température est restée égale 
à 00, 
On ne tiendra pas compte de l'épaisseur du verre du ballon. 
Densité de l'acide carbonique 1,52. 
(Bace. lettres-sciences, Nancy, juillet 1899.) 


——————— 4} ————— 


Erratum : N° du 15 novembre 1900, page 31, variété : Sur l’enseigne- 
ment de la Géométrie. 

Les nouveaux Éléments de Géométrie de M. Méray ont été publiés 
en 1874 et non en 1884; ils ont donc précédé de dix ans le livre de 
M. de Paolis. Cu. B. 





Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 


Bar-le-Duc. — Imp. Comte-Jacquet, Facpouez, Dir. 
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NON-SENS À ÉVITER DANS LES OPÉRATIONS 
SUR LES GRANDEURS 


par M. L. Tripard, professeur à l'école nationale professionnelle 
d'Armentières. 





On sait qu'on appelle rapport d'une grandeur A à une gran- 
deur B, de même espèce, le nombre qui exprime la mesure de A 
quand on prend B pour unité ; ce rapport se représente par la 


tration de ce théorème important qui permet de changer d’unité. 
La définition du rapport de deux grandeurs étant donnée, on 
démontre les théorèmes suivants : 


Théorème I, — Le rapport de deux grandeurs de même espèce 
s'exprime par le quotient exact (ou le rapport) des nombres qui 
expriment les mesures de ces grandeurs évaluées au moyen de la 
même unité. 

Démonstration habituelle. 


Théorème If, — Etant données trois grandeurs A, B, C de 
même espèce, le nombre qui mesure À quand on prend C pour 


notation 5: unité est le produit du nombre qui mesure À quand on prend B 
Or il faut bien observer : pour unité par le nombre qui mesure B quand on prend C pour 
À ‘ unité. 
10 Que — est un nombre; À À B 
n 2 B , 
3 Autrement dit : Fi TNEVUE: 
20 Que A et B ne sont pas des nombres, mais des grandeurs. é : 
£ ue IL Soit a le rapport de À à B;ona 
Il en résulte qu’on ne doit pas considérer q ‘comme un rapport A 
© Q 
entre nombres, c’est-à-dire comme une fraction dont le numéra- B 


teur serait un nombre À et le dénominateur un nombre B ; par 
suite, tout calcul qui se base sur une telle confusion est un non- 


sens. 


On trouve cependant des fautes de ce genre dans les exemples 
suivants que propagent trop de manuels et de professeurs. 


1+ exemple. 


Théorème. — La mesure d'une grandeur À au moyen d’une 
unité a est égale au produit du nombre qui exprime la mesure de 
“ À au moyen d'une unité a, par le nombre qui exprime la mesure 
- de a au moyen de a'. 


Mesurons À et B avec C; soient a’ et à les nombres obtenus, 
de sorte qu'on à 


ou AE AE 
Si on emploie la notation des rapports, cette égalité peut 
s’écrire 
A A B 


Fée ar 





Ë A B 
… Soit » le nombre qui exprime la mesure de A quand on prend Le second membre est le produit de deux nombres T° © 
_ VERSER A (D'après l’arithmétique de M. J. Tannery.) 
: £e exemple. 
Soit » le nombre qui exprime la mesure de A quand on prend max EE RTE 
ité éorème. — ) $ ux rectangles sont entre 
… a pour unité; on a Théorème.— Les surfaces de de 9 





À comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. 
À ET Soit R la surface d’un rectangle de base «a et de hauleur b. 
À Divisant membre à membre ces deux égalités, il vient Soit R' = — a _ B5 
$ nm A # AX a Construisons un troisième rectangle de surface R” dont la base 
k A TRA soit a’ et la hauteur b. En comparant R et R", on a 
ou, en simplifiant le dernier membre, R sr: 
3 n' fe R7 2: 
+ PE en comparant R'etR',ona 
Ba 5 Res 9m0 
mem n=nx = y 
“ Observation. — À, a, a' n'élant pas des nombres, la démons_ En multipliant membre à membre les deux égalités, on à 
- tration précédente n’a pas de sens. RSR ur Dha 2e D. 
E Rectification. — Voici comment on peut présenter la démons- R'SARC A ET EE D 





d'où, en divisant haut et bas dans le premier membre par he, 


R #7 ace 
(At Te ET 
Observations. — 1° R, R', R’ n'étant pas des nombres, la dé- 


monstralion précédente n’a pas de sens, 2° Si a, b, a’, b' sont des 
nombres, les opérations effectuées dans le second membre sont 
correctes, mais dans le cas contraire elles sont aussi dépourvues 
de sens que celles qui sont effectuées dans le premier. membre. 

Rectification. — Voici comment on peut arriver correctement 
à la mesure du rectangle. 

Théorème I. — Le rapport des surfaces de deux ie 
qui ont une dimension commune est égal au rapport de leurs dimen- 
Sions non COMMUNES. 

Démonstration habituelle. 

Théorème HI. — Le rapport des surfaces de deux ARTS est 
égal au produit du rapport de leurs bases par le e EPROLS de leurs 
hauteurs. 

D'après le théorème précédent on a, comine dans: la: démons- 
tration rappelée plus haut, si on conserve les mêmes notalions, 


Ra as NAS 
RER D'hacr 
D'après le théorème II donné à propos du "exemple, 
R R' KR 


Le ; 


FE baie dé 
on à par suile 


R . a ea D 
HANAT b' 
Théorème LIL, — L'unité de surface étant le carré construit 


sur l'unité de longueur, le nombre qui exprime la mesure d'un 
rectangle est le produit des nombres qui expriment les mesures de 
ses côtés. 

la surface de R’ est par 


Car si a! = b' = unité de longueur, 


R 
définition l'unité de surface, et + est le nombre qui exprime 


* a b 
la mesure de R ; de mème ne et T° rapports deslongueurs a 


et b à l'unité de surface, sont les nombres qui mesurent ces lon- 


gueurs ; on à donc 
Mesure R — mesure a x mesure b. 


Remarque. — Des observations et rectifications toutes sembla- 
bles doivent être faites au sujet des théorèmes qui conduisent 
à la mesure du parallélépipède rectangle. 


——— #4 


INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE (1900) 


4838. — Déterminer toutes les valeurs de x qui vérifient l'iné- 
yalité 32? — 4x + 1 Sœ 
a? — 5x + 6 
L'inégalité s'écrit 
3? S— ko + { 
— —25> 0 
m=— 5x + 6 + 
Ld “a 6x — 
> 7% > 0. 
er — "JD 8 > 


La fraction du premier AT ne peut être posilive qu'autant 
que ses deux termes sont de même signe. 
Or le numérateur 
æ? + 6x — 11 
s'annule pour les valeurs æ = —3+2ÿ5; il est donc négatif! 
lorsque x est comprisentre —3—2ÿ5 et —3+2ÿ5, et po- 
sitif pour loute autre valeur; de même le, dénominateur 
a? — 5x + 6 























s’annulant pour les valeurs æ =2 et x —3 est négatif lors- 
que æ est compris entre ? et 3, ét positif dans le cas contraire. 

Les valeurs de + rendant le numéraleur et le dénominateur 
de mêmesigne sont donc communes aux deux intervalles 

(—3 —2ÿ5, — 3+ 25) | et (2, 3), 
ou bien extérieures à ces mêmes intervalles. 

Comme —3+2/5<2, il ne peut y avoir de valeur de 
commune à la fois aux deux intervalles (ceci indique que le. 
numérateur et le dénominateur ne peuvent jamais être négatifs 
en même temps). En considérant alors les valeurs, de. x exté 
rieures aux deux intervalles, on. obtient comme solutions de l'iné- 
galité proposée, = où mL — 3 2V5, 

—3+2/5 <a <9 
3 << <+o. 


Lours 6 PRANEUF, lycée: de Toulon.) 


Remarque. — On peut ranger par ordre de grandeur less 
valeurs pour lesquelles l’un des termes de la fraction | 
a + 6e —11 ÿ 
a? — 5x 4-6 


change de signe ; il est facile de voir que 2 et 3, racines du déno= 
minateur, rendant positif le numérateur sont supérieures aux 
racines de celui-ci; les différentes racines déterminent donc les 
intervalles GARE ci- -dessous : 
—3— 9/5. —3+9V5 ONE ; 
La fraclion étant positive dans le dernier intervalle, on a de 
proche en proche les signes dans les intervalles précédents ; il 
suffit de changer de signe lorsqu'on passe de l’un à l’autre, on a« 
ainsi 4 


— 


A ©) 


PR PET VRRNIRE 2 € LÉ LU LU 
+ — | + — + 10 
L'inégalité est vérifiée quand x se trouve compris dans un des 
intervalles extrêmes ou dans celui du milieu. | 


[Ont resolu la même question : AMLMER Er re get 

Belbenoit ; &@. Boissonnet ; in F. Clabault ; Galland ; 
Guillaud.; J. Haag; J. Hébré ; RHentyrirEr es ras cer de Jarny;. 
Kœnig ; À. Legros: J. Lehmann ; D. Lword SE Mouzon ; Noël ; P. Saintin ; 
Sarre H. Tellier ; BP. Valentin; A. Vannier;, H. Varennes:; N. Vaslin: 
. Bonnet.} : 


P. ES ; 
: Guiliemi? 


“ds Hi 


4839. — Soient ABC un triangle et P le point où la bissec 
trice intérieure de l'angle À rencontre la perpendiculaire élevéek 


sur BC en son milieu; est égal au 


AB + AC 
BG LU 
Comment doit-on modifier cette proposition. lorsque: lon rem=| 

place P par le point P' d’'intersection de la bissectrice extérieure! | 


de l'angle À avec la perpendiculaire élevée sur BC en son milieu 


demonirer que le ranport Le 
2m q Pp PB 


rapport 





Le point P appartient comme on sait au cercle circonscrit aus 
triangle. Tirons BP, et soit D le point de rencontre de AP'âvec 
BC; les deux’ triangles 
PAB, PBD ayant un angle 
commun et les angles À, B 
égaux comme ayant même 
mesure sont semblables ; 
donc = 0 

P# AB 
PH SEDR 

Or, d’après une pro- 

priété de la bissectrice, … 





D’ 


lp . AB "AC =" ABFAUS 
BD DC BD +DC. 
Done PA _ AB+AG à F 


PB BC 








la perpendiculaire au milieu de BG, on aurait de même 
P'A _ AB = AC AB AC 
PE DD LD Ne 2 
AB+AC se trouve alors remplacé par AB — AC. 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne.) 


On peut aussi obtenir immédiatement l’une des deux relations 
— ci-dessus en appliquant le théorème de Ptolémée à l’un des qua- 


drilatères inscriptibles ABPC ou AP'BC, et en remarquant qüe 


PB—= PC. 
(G: DELAHAYE, à Roye.) 


(Ont résolu la même question: MM. E.Anzemberger;H. Belbenoit; G. ‘Boi&soninet: 
Bouzy ; R. Cattin; K. Clabault; M. Deégand-: L. Guilhém ; H. Guillaud ; 


G. Guinand ; J. Haag ; J. Hébré ; R. Henry ; E. Hugonnier-Ginet ; H. Janois ;à 


— D. Kœnig ; A. Leçcoutour ; A. Legros ; J: Lehmann ; E. Licope ; D. Lword ; 
A. Meynier ; L. Minjoz ; R. Mouzon ; Noël ; L. Ollié ; L, Patin ; J. Pendariés; 
H. Pitrat ; E. Sautreau ; G. Sinoquet ; H. Tellier‘; P. Valéntih ; H. Varennes ; 
V. Vaslin ; P. Zlatco ; P. Bonnet.] 


4840. — Dans une presse hydraulique, on exerce une pression 
totale de BOKS sur le petit piston, qui a un diamètre de 28%; quel 
diamètre faut-il donner au grand piston, en millimètres, pour qu'il 

. exerce une pression totale de 2 500KS ? 


Désignons par æ le diamètre du grand piston. Les pressions 
exercées par les pistons étant proportionnelles à leurs sections, 
et ces sections étant entre elles comme les carrés de leurs rayons 
ou de leurs diamètres respectifs, on a 


2800 +? 
SUR OR AT 
; d'où Ti— D0< (25)? et æ — 176mm 1. 


(P. SAINTIN, à Versailles.) 


‘3 


- (Ont résolu lamême question: MM. Anzemberger ; H. Belbenoïit : R. Cattin ; 
F. Clabault ; G. Dicop ; H. Dobryzniak ; E. Foucry; J. Haag ; R. Henry ; 
E. Hugonnier-Ginet ; G. Lallier ; À. Lecoutour ; A. Legros ; David Lwow ; 
J. Ménéchal ; R. Mouzon ; L. Patin ; de Praneuf ; J. Pendariès ; M. Royer ; 

….Sinoquet ; C. Tourneur ; V. Vaslin ; P. Valentin ; H. Varennes.] 


. 


48414. — La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille, x 
» étant à gauche. Dans le plan horizontal se trouve un triangle 
isocèle aÿy, dont le sommet x est sur le grand axe de la feuille, 
à 10° en avant de xy, et dont la base $y coïncide avec xy, 8 étant 
. à gauche. 
La droite af est la trace horizontale d'un plan P dont la par- 
. tie supérieure fait un angle de 30° avec la partie du plan hori- 
sontal qui contient +. 
Dans le plan P se trouve un octogone régulier de 5°n de rayon, 
. dont le centre se projette horisontalement au point milieu de «7; 
de plus l'une des diagonales qui passent par deux sommets oppo- 
_sés de cet octogone est horizontale. Cet octogone est la base d'une 
pyramide régulière située au-dessus du plan P, ayant 10cm de 
hauteur. 
Représenter cette pyramide par ses deux projections, ainsi que 
la circonférence circonscrite à l'octogone de base. 
On fera la distinction des parties vues et cachées en supposant 
la pyramide pleine et opaque. 


. Le triangle isocèle ay n'étant défini que par sa hauteur issue 
de « nous pouvons le supposer rectangle en «, de sorte que la 
diagonale de l’octogone perpendiculaire à la diagonale horizon- 
tale sera projetée horizontalement suivant ay. 
Du milieu O de o«y comme centre décrivons un cercle de 
rayon 5m; ce cercle sera le rabattement du cercle circonscrit à 









En considérant la bissectrice extérieure AD’ qui coupe en P’ 


| l'octogone autour de la diagonale horizontale (ae, a'e'), paral- 


lèle à »8. Fan AMETRNS 
| 
7 
‘ RD --— 
CR EN à 
| IE 
SON: 
œ E De ri 
Ni ke 
Ken 
18027 
17 





P 


Inscrivons dans ce cercle l'octogone abicidiefigi, puis rele- 
vons ses divers sommets dans le plan P«P’ qui fait avec le plan 
horizontal un angle de 30°. (On détermine par exemple b en tra- 
çant un arc de 30°, bibs, ayant son centre à à l'intersection : de 
ae et bi). É 

On obtient ainsi la projection horizontale abcdefgh de l'octo- 
gone ; la projection verticale s’en déduit au moyen d’horizontales 
du plan Pa«P'. 

Pour obtenir la projection du sommet S de la pyramide, on 
peut remarquer que sa hauteur SO étant perpendiculaire au plan 
PP’ fait avec le plan horizontal un angle complémentaire de 
l'angle de 30°, c'est-à-dire un angle de 60°; de sorte que cette 
hauteur SO se projette horizontalement sur «7 suivant une 
OS 


> 


A 


longueur os = — 5%, autrement dit s se confond avec 


g:; on en déduit ensuite s’ en menant la ligne de rappel de s 
jusqu’à sa rencontre avec la perpendiculaire à GP’ issue de 0’. 
Le cercle circonscrit à l’octogone de base se projette horizon- 
talement suivant une ellipse d’axes ae et cg, et verticalement 
suivant une ellipse définie par les diamètres conjugués a’e’ et c'j". 
Ces ellipses n’appartenant pas à la pyramide ont été figurées en 
trait de construction. 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur-Marne .) 


[Ont résolu la même question : MM. Bouzy ; J. Haag ; J, Pendariès ; P. 


Valentin.] 


© ———— "#7 — —————————  — 


ÉCOLE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES 
DE PARIS (1900) 


4907. — Détersniner À de manière que l'équation 
(À + 2)x? — (TÀ + 23)x-+ 221 — 26 — 0 
ait ses deux racincs dans le rapport de 1 à 2. 


On peut représenter les racines par x et 2x. Écrivons que la 





REX 


somme 32 et le produit 24 de ces racines sont égaux à la somme 
et au produit des racines de l'équation considérée ; il vient 


7} + 23 | 7 22) 0e6 
= ——;, DA? = ———. 
1 +2 Ài+2 
En éliminant «, on en déduit 
7À + 23 l STE 
| FT CNET, 


ou, en chassant les dénominateurs et simplifiant, 
BOX? — 2441 — 763 — 0, 
\ = 7, N — — 9,18. 


Les valeurs de x qui correspondent à ces deux valeurs de À} 
sont 


d’où l’on tire 


FONEE PEN 
3 Ne 3 
(H. DAMOISEAU, école primaire supérieure de Bar-sur-Seine.) 


{Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; L,. Barberot ; M. Bernard : 
P. Bonnefoy ; P. Bonnot ; L. Bordron; A. Bottin ; R. Cattin ; E. Clotteau : 
L. Co!ombey ; L. David ; Delhotel ; J. Dubar ; CG. Dupas ; G. Foucry ; 
L. Geoffroy : F. Gérard ; E. Gernez - Pfanmatter ; P. Givry ; C. Godard : 
R. Grenouillot ; H. Guillaud ; P. Guillemin ; R. Henry; E. Hugonnier ; 
D. Kœnig ; A. Legros ; E. Licope ; M. B., instituteur à I. ; C. Marie; H. 
Marx ; P. Mayet ; F. Mestre ; A. Meynier ; P. Michaud ; A. Mourès ; Noël : 
L. Ollié ; Li. Patin ;"L. Périno , M" Petit : -M.Petitjean; -P.Plisson ; 
J. Reynaud ; R. Rives ; A. de Saint-Gabriel ; P. Saintin; E. Serres : 
J. Tastet ; V. Thébault ; P. Valentin ; A. Vannier ; H. Varennes ; P. Zlatco.] 


4908. — On donne un triangle rectangle BAC, le cercle ins- 
crit touche l'hypoténuse BC en D. 
Montrer que l'on a 


2 FC) PR Le 
ABS ACTE DUT 
Soient E et F les points de contact de AC, AB avec le cercle 
inscrit O, de rayon r. On a 
AC = AE + EC = r + CD, 
AB = AF+FB = r + BD, 
On déduit de là 


AC — AB = CD — BD (1) 
et AC.AB = 7? + 7(CD +BD) + CD.BD. 
Or #+7r.CD ++>.BD représente la 
somme du carré AEOF et des deux qua- 
drilatères ODCE, ODBF ; cette quantité 
est donc égale à l'aire du triangle, c’est-à- 


dire à AC AB ; donc 





AC.AB = LAC.AB-+ CD.BD 


1 Y 
ou = AC AB = CD.BD. (2) 


En divisant les égalités (1) et (2) membre à membre, il vient 
AAG—AB) CD "BD 














AC.AB CD. BD 
+ Er) = pr 
ABC CAUSE D CD 
(DELHOTEL, à Vaucouleurs. ) 
Autre solution. — On sait que 
BD = p — bp — abs, 
2 
(Dre re 
On déduit de là : 
LUN ES 2 2 
BD CD TU c+a=b Tarbes 


es 
(a—b+ca+b—0c) 





” æ 3 Par, F 2 » Le Ps 
* se : EME ent 2 NE k : ÉnREe < RU E CN : 2 
T RE k AT k à Rs S ’ CE DEN NE ER TT SR Q 
SL - Te : ET . Ty À br 


4B 0 








Fr a — (ob — cp" 
et, en remplaçant a? par b?+ c?, 
FR UE 2, (7). 
BD ED AE ONET EAN b 


(P. BILY.) 


Remarque. — On peut déduire de la seconde solution que la 
relation donnée n'existe que dans un triangle rectangle ou un 
triangle isocèle, car l'égalité 


&(b — c) (1-1) 
a? — (b — c}? c b 
2(b — c)bc = (b— ca? — (b — c}?|. 
Cette égalité est vérifiée si b —c; dans lecasoù bc, on 
peut supprimer le facteur b—c, et il reste 
2bc = @? — b? — ©? + 2bc 
ou D DEEE 
égalité caractéristique, qui montre que ABC est rectangle en A. 


peut s'écrire 


[Ont résolu la même question : Mlle: A. Madonne ; A. Saleilles ; MM. A. 
Arcizet ; P. Bancillon ; L. Bannerot ; E. Barbé ; L, Barberot; V. Barol : 
H. Belbenoît ; M. Bernard ; A. Bernardeau ; P. Bonnefoy ; GC. Bourvéau ; 
A. Bottin, L. Bordron; I. Bourrec ; R. Cattin ; L. Colombey ; H. Damoiseau; 
L. David ; A. Drocourt ; C. Dupas ; Durand ; G. Foucry ; L. Geoffroy ; 
F. Gérard ; E. Gernez-Pfanmatter ; P. Givry ; A. Gondran ; E. Gouault ; 
R. Grenouillot ; H. Guillaud ; A. Hardy ; J. Hébré ; R. Henry ; E. Hugon- 
nier ; À. James ; D. Kœnig ; Lamarre; A. Laurence ; A. Lecoulour 5 À: 
Legros ; E. Licope ; C. Marie ; P. Mayet ; F. Mestre; A. Meynier ; T. Millet ; 
L. Minjoz ; D. Montel ; R. Mouzon ; Noël ; L. Ollié ; C. Passeron; L. Patin : 
F. Pégorler ; M. Petit ; P. Plisson ; A. Reversat ; J. Rigal; R. Rives ; 
Roncin ; A. Rousseau ; M. Royer; A. de Saint-Gabriel ; E. Serres ; Sinoquet; 
Tastet ; V. Thébault ; F. Thibur ; P. Valentin; GC. Vallot; A. Vannier ; 
H. Varennes ; L. Viallet ; P. Zlatco.)j 





4909. — Une sphère métallique est suspendue par un fil très 
fin sous le plateau d'une balance. La balance est en équilibre 
dans l'air pour une masse de 105" placée dans l’autre plateau. La 
densité du métal de la sphère ést égale à 8,8 à 09, son coefficient 
de dilatation linéaire à 0,000017 

On plonge la sphère métallique dans un liquide à la tempéra- 
ture de 0° ; il faut alors une masse de 8r",640 dans l’autre plateau 
pour établir l'équilibre. On chauffe ensuite le liquide et on trouve 
qu'à la température de 20°, il faut 85,664 dans le deuxième pla- 
teau pour établir l'équilibre. On demande : 

1° Quelle est la densité du liquide à © ; 

2° Quel est le coefficient de dilatation moyen de 0° à 20° du 
liquide. 

30 Traiter les mêmes questions en tenant compte de ce que les 


pesées sont faites dans l'air à la pression atmosphérique normale 
et à la température de 20°. 


1° Appelons V le volume de la sphère, + la densité du liquide 
à 0°. En ne tenant pas compte de la poussée exercée par l'air 
sur la sphère et sur les poids marqués, on a 


VECR BEA (1} 
et VX 8,8 — Va — 8,64. (2 
Divisant ces deux équations l’une par l’autre, il vient 
œ—=11,190$; 


Telle est la densité du liquide à 0e. 


2° À 20° la densité du liquide devient , à désignant 


ta 
1 + 20ù 
le coefficient de dilatation moyen de 0° à 20° du liquide. L'équa- 
tion d'équilibre devient 


VI1+3 XX 0,000017 >< 20)x 


ct or Em — 8,664. 3 
VX8,8 ET (3) 







gi, agile fx EE La D x 7 ” “à Pat a * re, RG CSA UP EE ne bn RS 
PR EP UE AS QE EN sa De à CARE LE RSS 


ME me à RES ER" 


 Divisant l'une par l’autre les équations (1) et (3), il vient 


8,8 Ve 10 
ge 100102» 1,1968 — 8,664 
U 1 + 205 


d’où l’on tire à — 0,00095. 

à Si l’on tient compte de ce que les pesées sont faites dans 
l’air à 20°, les équations (1) et (2) deviennent, en désignant par 
À la densité des poids marqués, | 





PTENYENSR CEE 

















VX 8,8— V(1 + 3% 0,000017 x 20)0,001293 > - — : 
œ i 
1 
0,001293 x 
Ë 1 t 
— 10| 1— ;—— },&@ 
0,001293 >< Ai 

VX 8,8 — Va = 8,64 D ———— "7" (5) 
; Divisant l’une par l’autre ces deux équations, il vient 
| 8,8 — 1,00102 >< 0,001293 x : ; 
| EE IE ER NE 
| 8,8 — x us, CHU 
… d'où æ — 1,1969, 

Telle est alors la densité du liquide à 0e. 

Si le liquide est chauffé à 200, l'équation d'équilibre est 
VX 8,8 — VU +3 RC 007 X 20)x 
À + 200 
1 
0,001293 ) 
À + at 
— al Re EN SL TE EE 
: (6) 


Divisant l’une par l’autre les équations (4) et (6), il vient 


8,8 — 1,00102 >%x 0,001293 >< 





213 10 
1,00102 >< 1,1969 8,664 
4 + 200 
d'où à — 0,000909. 

[Ont résolu une partie de la question : M's Madone ; MM. Belbenoil ; Beyney ; 
Foucry ; Gernez ; Guillemin ; Mayet; Merle; Millet ; Reyer ; de Saint- 
Gabriel.] 


8,8 — 


4910. — 27e de phosphore absorbent du chlore pour faire du 
perchlorure PCI5. Quelle est la quantité de chlore nécessaire ? 
Combien faut-il d'eau pour convertir le perchlorure en acide phos- 
phorique normal PO“H5? Écrire l'équation. 

Poids atomiques : H —4, Cl —.35,5, P = 31,: 0 — 16. 


1° 31er de phosphore absorbant 35,5 X5 — 1176",5 de chlore 


RL ES LL D A ed D. 
re 


- pour former 177,54 31 — 2085",5 de perchlorure PC, 27° 
| 177,5 X 27 
de phosphore absorberont nn — 454:",6 de chlore pour 


former 154,6 + 27 — 1815",6 de perchlorure. 

20 Le perchlorure de phosphore mis en présence d’un excès 
d’eau froide donne de l’acide orthophosphorique et de l'acide 
chlorhydrique suivant l'équation 

PCI + 4H20 = PO‘ + 5HCI, 
208,5 72 
d’après laquelle 2085",5 de perchlorure s'unissent à 728" d’eau. 
Pour convertir 1818°,6 de perchlorure en acide phosphorique 
normal, il faudra donc | 
12 x 181,6 


— 628,71 d’ < 
1085 628",71 d’eau 


(P. SAINTIN, à Versailles.) 


[Ont résolu la même question : Mes Madonne ; Saleilles ; :MM.: Arcizel ; 
Belbenoît ; Bernardeau ; Cattin ; Delhôtel ; Drocourt; Dupas ; Gernez ; Guer- 
rier ; Gicry ; Guillemin ; Henry ; Hostier; Hugonnier; A. Lapresle; Laurent ; 
Lefèvre ; Legros ; Lecoutour ; Mayet ; Martin ; Ménéchal ; Meynier; Michaud; 





 Mouzon ;:Patin ; Petit ; Pernin + Poircuitte : Reynaud ; L. Richard ; Rives ; 


Robert. ; Roncin ; 
Vige ; Wermann.] 


D —————#———————— 
ALGÈBRE 


Royer ; A. de Saint-Gabriel ; Vannier ; H. Varennes; 





4489. — Former et résoudre l'équation qui donne les valeurs 
de x qui satisfont aux deux équations aux deux inconnues x et y 
Bd? —120y + 9ÿ? — Gy +4 = 0, 
ma — y = 3m—2; 
puis chercher pour quelles valeurs de m les valeurs de x exis- 


tent ; mettre tous les calculs. 


| (École des Beaux-Arts, section d'architecture.) 
De la seconde équation on tire 
y = MX — 3m +2; 
en portant cette valeur dé y dans la première équation, il vient 
52? — 120{me — 3m + 2) + max — 3m + 2}? 
— 6(ma — 3m +2) +4 = 0, 
ou,.en effectuant et ordonnant par rapport à x, 
(9m? — 12m + 5)x? — 6(9m? — 11m + 4}x + 81m? — 90m + 28 = 0. 
Pour que les deux valeurs de x fournies par cette équation 
soient réelles, il faut et il suffit que l’on ait 
Q(9m? — 11m + 4)? — (9m? — 12m + 5)(84m? — 90m + 28) > 0, 
ou, après avoir simplifié le premier membre, 


—6m+4k>0o, 
2 
d'où m < en 
2 k 
Pour m — 3” æ—2 et y= 


Dans le cas général, les deux valeurs de x ont pour expression 
3(Qm? — 11m +4) + V4 — 6m 
(L. BARBEROT, au Valdoie.) 

Remarque. — On peut interpréter géométriquement les équa- 
tions données : la première représente une ellipse, et la seconde 
une droite qui passe par un point fixe (æ—3, y—2); il 
s’agit de trouver les points d’intersection de la droite et de l'el- 
lipse, et de chercher pour quelles valeurs de » (m est le coeffi- 
ficient angulaire de la droite) l’ellipse est coupée. 

(A. THORIN, à Tours.) 
[Ont résolu la même question : MM. A. Arcizet ; E. Ardin-Delteil ; F. Bel- 


lec ; B. Carrière ; L. CGurt ; P. Delolme ; R. Depasse ; J. Fiton ; E. Gernez- 
Pfanmatter ; R. Henry ; H. Janois ; M. Jousset ; Tr. Lalescu ; A. Lecoutour; 


= 


E. Le Maigre ; Lescure , P. Marion ; G. Nazare ; A. Popescu ; A. Texon- 
nière ; Vien.] 
4949. —- Inscrire dans une sphère donnée, de rayon R, un 


cylindre dont la surface totale soit égale au produit de la lon- 
queur d'une des circonférences de base du cylindre par une 
longueur donnée a. — Discussion. 
(Bacc. lettres-math., Paris, novembre 1900.) 

Désignons par x le rayon de base du cylindre et par y sa 
hauteur BC. La condition imposée 
s'écrit 

ra? + 2nxy = 2rx.a 

ou, en supprimant le facteur commun 





27 x, 
G+y = a (4) 
D'ailleurs le triangle rectangle ABC 
donne 
ka? + y? = 4R?. (2) 


Éliminons y entre (1) et(2) ; il vient 
La? + (a — «x = &R? 
Ba? — 2ax + a? — 4R? = 0. 


(3) 








ss 
7 


SERA Mgr ee he 


Discussion. — Pour qu'une valeur Frs # convienne au pro- 
blème, il faut et il suffit qu'elle soit réelle, positive et inférieure 
à a, d’après l'équation (1). Une telle valeur est d'ailleurs infé- 
rieure à R, puisque l’équation (2) entraine 

4a? € 4&R? ou 5 <AR: 
Réalité. — La condition de réalité est 
a? — 5(a? — 4R?) Z 0 
ou a <RY5. 


2 
a 2h; É ne 


le produit des racines, ———, 
À . 


Signe. — Si 
est négatif ; les deux racines sont de signes contraires. 

Si a > 2R, ce produit est positif, et les racines prennent toutes 
5: 9 

Grandeur. — Pour comparer a aux deux racines, substituons 
a à æ dansle premier membre de (3); il vient | 

f(a) = 4(a? — R?. 

Si a<R, ce résultat est négatif ou de signe contraire au pre- 
mier terme de l'équation (3) ; « sépare alors les deux racines. 

Si a > R, le résultat précédent est positif; « est extérieur aux 
racines et supérieur à la plus grande, puisque a surpasse leur 


a 


demi-somme, —. 
) 


Suivant la grandeur de « par rapport aux repères R, 2R et 
RY5, les résultats précédents se résument ainsi : 


Da <oR; 


deux le signe de leur somme, c'est-à-dire sont positives. 


une racine positive supérieure à a ; 
tion. 
une racine positive inférieure à a; une solution. 


pas de solu- 


HR OR, 


2R < a < Rÿ5, deuxracines positives inférieures à a; deux solu- 
tions,confondues en une seulepour a = Ry5. 
a >Ry5, deux racines imaginaires ; aucune solution. 
; (LÉON Re 

[Ont résolu la même question : MM. À. Bernardeau ; M. Beyney; Au Bour- 

véaux ; L. Chaix Jets DAMES C. Dupas ; Durand ; F. ‘Filliol : . Gernez- 

Pfanmatter ; J. Guéret ; G. Guillaume ; R. Henry ; 5 M. Laurence : F. Mestre ; 

R. Mouzon ; Ch. P Re ; M. Petit; A. Pernin ; G. Rabaté ; G. Reveillon ; 
R. Rives ; E. Serres: J. Tastet ; D. Montel.i 

4924. — Trouver un nombre de deux chiffres, sachant qu'il 

est égal à fois le produit de ses chiffres, m étant un nombre 


entier donne. 
Quelles valeurs peut-on attribuer à m ? 


Soient + le chiffre des dizaines et y le chiffre des unités du 
nombre cherché. On doit avoir 
10x + y = may 

10% 

F5 pra li 

Cette valeur de y n’est entière qu’autant que 
10x ou simplement 10, puisque lesnombres #0œ -— 1 
mettent d'autre facteur commun que 1. 


ou 


max -=1 divise 


et x n'ad- 


à 10) ; on est donc conduit à examiner les trois hypothèses 
ma — 1 = 2, 
ou ma — 3, 





max — A = 10, 

max = 11. 

De plus, y devant être inférieur à 10, on doit avoir 

mx —1> x 

ou (m—l)xz>1; 
donc m> 1. Par suite on ne peutattribuer à m d’autres valeurs 
quen2;3; "641 

1° Supposons On ne peut alors attribuer à x que la 


valeur 3 ; il en résulte pour y la valeur 6; ce nombre 36 donne 
une solution, 


MIN 0: 


M2 Y 






Par suite mx—1 est | 
égal à l’un des diviseurs de 40 autre que 1 (y devant être inférieur ! 








2 Supposons # — 3. On peut attribuer à æ l’une des valeurs 
{ ou? ? : 

si æ—1, y—=5%, ontrouvele nombre 15; 

si æ—?, y —4, on trouve le nombre 24. 

3° Supposons "” — 6. On ne peut attribuer à æ que da 
valeur 4, ;:alors y = 2, on trouvele nombre 12. 

4° Supposons "141. On ne peut attribuer à x que la 
valeur 1, alors y — 1, on trouve le nombre 41. 

(8. GERNEZ-PFANMATTER, à Roubaix.) 


A. Saleilles; M. D. P.; 
A. Bernardeau ; P. Bonnot; R. Cat- 
Desnoës : Durand; J. Franceschini; F. Gre- 
1 Tone EC Henry ; D. Koënig ; M. laurence ; L. 


[Ont résolu Ja même question ‘ Mlkes À. Madonne; 
MM. E. Barbé; M. Bégué ; #: Belbenoit; 
FIRE Cougnoux : Delhotel : 
nier; P. Guillemin; 


Lemmet; G. Liégeois : L. Minjoz; L. Painvin; E. Périnet: J. Permann : ; 
Poujol ; P. Quintescu; R. Rives; E. Roncaglia ; A. de Saint-Gabriel; E. 
Serres; Ch. Tapponnier ; J. Tastet ; Ch. Vallot; Varognaux; P. Zlatco & A. 


Drocourt.] 


à —— 
GÉOMÉTRIE 





4914. — On considère un angle XAY et deux droites BC et DE 
comprises entre les côtés de l'angle et se coupant en un point inté- 
rieur ©. 

19 Démontrer que la droite AO divise les deux triangles ABC, 
ADE en quatre parties telles que 

1 LEE 1 
AOB ‘ AOC  AOD | AOË | 

20 Quelle modification subit cette relation lorsque le point O est 

à l'angle XAY ? 


10 La relation à établir peut s’écrire 


extérieur 


AOC+AOB __ AOE<+AOD 

AOB.AOC _  AOD.AOE. 
ABC AOB.AOCG 

ou = —————. (1) 


ADE AOD.AOE 
Les triangles ABC, ADE ayant 
un angle commun A, leurs surfaces 
sont entre elles comme les produits 
des côtés comprenant cet angle; 





donc 
ABC - AB.AC 
ADE S SAD AE 


Les triangles AOB, AOD ayant une hauteur commune sont 
entre eux comme les bases correspondantes : - 





AUD 7 A8 

AUD LT VAT 
de même ‘AOG — AC : 

AOE AË 


Ces trois valeurs transforment la relation (1) en une identité. 
Lorsque le point O est extérieur à l'angle XAY, la relation (1) 
subsiste encore, maisdans ce cas, 
ABC et ADE sont représentés par 


0 ÿ AOB— AOC et AOD — AUE 
de sorte que l'on a 
AOB — AOC AOD — AOË 
AUB.AOC ‘©  AOUD.AUE 
ou 
{ 1" É 
À RD CRU KOB AD ETS 


(Ed. BARBÉ, à Mazamet.) 


MM. P. Bancillon; F. Belay; R. Cattin; 
Laurence ; L.. Maubeck ; 


[Ont résolu la même question : 
Delhotel : G. Foucry ; À . Lardy-Pleumartin ; 
C. Quantin M. Royer : A. Vergnole ; Miles Dent Anne Madonne ; MM. 
Hardy; L. Lefèvre ; A. Legros ; re Mourès : . Ollié ;.F. Pégorier ;  L. Pé- 
rino ; M. Petit ; R. Rives, A. de Sa Cabrel P. Thonet ; P. Zlatco.] 
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4922. -— Soient n points fixes Pi, Ps, ..., P,. Trouver le liei 
des points M tels que la somme des carrés des distances du point! 
M aux divers points fixes. uit unel 

P, vuleur déterminée R?: 


2x —>2 
GT MP; + MP: + ...+MP, = 22 
LS à  (Bacc: leltres-math., Bordeaux, 
Be TS juillet 1900.) 
AS Fra On sait que si l’on prend le 
/ N P, milieu G1 de P,P», puis succes- 
7 be sivement, sur GE le point G2 
7 \ el que GiGr = + GP, sur 
\ 
; À Gale, 1 
P. 2P;, ; point %, tel que 
G2G3 = ps LE) 4e TOR , on ob- 


tient finalement un point G, appelé centre des moyennes dis- 
lances; et jouissant, de cetle propriété que: si : pr; ps, ... ; Dn 
sont les projections des points P4, Ps, ...., ; Px sur une droite 


quelconque passant par G, la 
somme algébrique 


Gpi + Ga ....., Cbn 
est nulle. 
Geci rappelé, projetons les 


points.de l’espace. P1, P2,....., P, 
en Di, Pr, ..., Pn Sur la droite 
GM qui joint leur centre des 
moyennes distances à. un point 
quelconque M: du lieu. 
En considérant GM comme sens positif dés divers segments 
Gpi, Gp2, ..., les triangles MGP;, MGP:, ... donnent 
MP, = MC + GP, — 26M.Gpr, 
MP, — MC CP — 2GM. Gps 





"Pa 








MP, — MG + GP, — 26M. Gr. 

Ajoutons ces égalités membre à membre ;. il vient, en tenant 
compte de l'hypothèse: et de la TES du point: G, 
k? = nMC +5 ei 


2 AD? 
MG — V2 RE GP, — constante. 
n 


Le lieu du point M. est donc une sphère de centre G. Cette 
sphère n'existe qu’autant qu'on a 
RS S'GP,. 


le lieu se réduit au point G. 


d'où 


k? ES >GP;, 
Remarque. — Le lieu précédent est un cas particulier du lieu 


Lorsque 


des points M BOUT Iésquels on à 


PMP, + paMP, + . .. +p,MP, = 4? 
Pi, P2, .., Pn désignant des coefficients numériques posilifs ou 
négatifs donnés. Par un raisonnement analogue au précédent, on 
démontre que ce dernier lieu estune sphère ayant pour centre le 
centre des distances proportionnelles des points P:1, P:,,..., P, 
ore ICsLenmEment des coefficients pi, Pa, ..., Pn. 
(Pauz THONET, athénée Ft d'Anvers.) 


[Ont résolu la: même question : MM. E. Anzemberger ; P: Bily ; Durand ; 
Gh: Faugère ;. Ga En E. Gernez- Pfanmatter ; J. Guéret; G; Guillaume £ 
L..Minjoz ; Noël.; G. Rabaté; E. Serres ; P. Thionet ; P. Valot::: L:Ventre ; 
P. Zlatco.] 


49238. — On donne deux droites parallèles x'x, yy et un point 
O de leur plan situé à une distance d' de ces deux droites. Par le 
point O on mène une perpendiculaire OS auwiplan de ces deux 





CF 47 


droites, OS — h. On demande de déterminer un point M sur 


da et un point N sur y'y de telle sorte que l'angle MSN soit 


droit et que le triangle MSN ait une aire donnée m?.— Discussion. 
(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1900.) 


Menons par le point O la perpendiculaire commune AB aux 


- deux parallèles xx et yy; posons AM —x et BN — y. 


Le triangle MSN sera rec- 
tangle en S et aura pour sur- 
face m°, si l’on a 

SM + SN° — MN° 
et SME. SN: = 2m? 
Or'en considérant les tri- 


angles rectangles SOM et 
OAM, on à 


SM? = 2+0M — + d2+ x? ; 
de même, SN? — 2 + d + y?, 
D'ailleurs, en menant MP parallèle à AB, le triangle MNP, 
rectangle en P, donne 
MN°— 4d + (y — x)?. 
Les équations du problème sont donc 
22 + dd?) + à? + y? = 48? + (y — x), 
(2 + dE + &2)(h? + dE + y?) = 4m, 
ou, en effectuant et réduisant, 
æy = d — Jà, (1) 
(R2 + d2}? + (h2 + d?)(a? + y?) + ay? = 4mt. (2) 
De l'équation (2), on déduit, en. remplaçant æy par sa valeur 
(1), 





&mnt — 2(h# + di) 
puis, en remarquant.que (x + y) = 2° + y? + 2xy, 
4m — 2{(ht + di) 


a? + y? = 


= 9{ d_ ph? 
(x + y) h2 + d? + (d ), 

_ &(mt — hi), 
TON GR e 

æ et y sont ainsi racines de l’équation 
mt — h#, 

que 9 LR a" 12 — Dh? — ' 
À NV De 0: (3) 


La mise en équation suppose les points M et N situés sur Ax 
et By ; si ces points:étaient sur Az’ ou By’, il suffirait de prendre 
x ou y négativement. 

Discussion, — Pour que les racines x et y de l’équation précé- 
dente fournissent une solution, il faut et il suffit qu’elles soient 
réelles. 

Pour cela, 
qui suppose 


il faut d’abord que le coefficient de X soit réel, ce 


TRACE 
d'autre part, la condition de réalité des valeurs de æ et y, 
mx — 
RASE ES RER TO NRE LP AE 0, 
d + h°? (a gi éa 
revient à mi — dt > 0 
ou à m >. 


Ainsi, lorsque »>h et d, les valeurs de x et y sont réelles, 
Elles sont d’ailleurs positives en même temps que leur produit 
d’—h?, c'est-à-dire lorsque d> hk; dans le cas contraire, elles 
sont de signes contraires. Il résulte de là que les points M et N 
sont d'un méme côté de AB lorsque m>d>h, et de part et 
d'autre, lorsque m>h>d. 

Comme-on peut prendre pour x l’une ou l’autre des deux raci- 
nes de l’équation (3), ces racines déterminent deux triangles SMN 
symétriques par rapport au plan perpendiculaire à AB. 





Mr Mt: 
EUR 


Cas particuliers remarquables : 

om—=d>h Ona x =y=Yd—R#; 
à AB. : | LS: \ 

2m—h>d. Ona &æ+y=0 ou: x = —7y— hd; 
MN passe par le point O. . 

3° d—=h;: One, couv 0, 
fond avec A ou B. 

40 m = d = h. Ce cas rentrant dans chacun des deux premiers, 
SMN se confond avec le triangle rectangle isocèle SAB. 

(C. BOURVÉAU, instituteur à Quimperlé.} 

[Ont résolu la mème question : MM. E. Barbé; V. Barol; A. Bernardeau ; 
P. Bonnet ; P. Brousset; L. Cazaux ; Durand; Gérard; G. Godfroy; J. Guéret; 
H. Guillaud : M. Guyot; R. Henry ; A. Legros ; L. Lemmet; A. Meynier; D. 
Montel ; Noël ; H. Palustran ; M. Petit; G. Rabaté ; Roncin ; E. Serres], 


———— 222 ——— he —— 
PHYSIQUE 


MN est parallèle 


l’un des points M ou N,se con- 





4925, — Un récipient cylindrique vertical, ABCD, porte sur 
sa paroi supérieure AB un robinet R actuelle- 
ment ouvert. A cette même paroi se trouve 
soudée la courte branche EF d’un siphon EFGH, 
muni à son extrémité H d’un robinet R' actu- 
N EP ellement fermé. 

Le siphon est plein d'eau et ce liquide s’é- 
lève dans le récipient jusqu'au plan horison- 
tal MN situé à une distance AM = 10cm 
de la paroi AB, et à une distance verticale 
PH—1m de l'extrémité du siphon. 

On ferme le robinet R et on ouvre le robi- 
net R', et on demande de calculer le poids 
d'eau quis'écoulera sachant que la hauteur du 
baromètre est de T40mm et que la section de 
l'espace annulaire compris entre les parois du récipient et la petite 
branche du siphon est de 120ca. 

(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1900.) 





kr’ 


Soit æ la distance de AB à la surface libre du liquide lorsque 
celui-ci cesse de couler. 

L'air qui se trouve au-dessus de la surface libre du liquide dans 
le récipient a un volume égal à s>X10 avant l'écoulement (s 
désignant la section de l’espace annulaire), et à s Xx après 
l'écoulement. Appliquons la loi de Mariotte : 

SE AO DOTE EN EARE 
F désignant la force élastique de l'air après l'écoulement. 

On en tire FX & = 17,40, (1) 

Il faut maintenant déterminer F. Lorsque le liquide cesse de 
couler, une surface s', par exemple, prise dans la branche hori- 
zontale du siphon, supporte de part et d'autre des pressions 
égales. Appelons y la distance entre AB et la branche horizon- 
tale du siphon. On a 


œ+y (400 + 10 + y) 
EF — © = 7 — |, 
13,6 13,6 
d'où Lt 
13,6 


En portant cette valeur dans l'équation (1), il vient 
&? + 896,4x — 10 064 — 0, 
d'où æ — 11cm,085. 
La masse d’eau qui s’écoulera sera égale à 
120(11,085 — 10) = 1308r,2.. 
-.  (H. MARTIN). 


F: Bavin ; Bernard ; P. 
Guerrier ; R. Henry ; O. Jacquet ; 
Mestre ;..Michaut!'; Mourès!; Petit : 
; Royer ; de Saint-Gabriel ; Vautrey.] 


——————— ————h — 


[Ont résolu la même question : MM. Barberot : 
Bonnot ; Drocourt ; Durand; Gicrv : 
A. Lapresle ; Mabon ; Marx : Miilet : 
Poujol ; Ponescu ; Rabaté 


RS ENS 
Sr 





; QUESTIONS PROPOSÉES 


1936. Li Démontrer que si & et b sont des entiers et si 





ie est 
a +b 


entier, les nombres a et b peuvent se représenter par 
ma'(a' + b'), mb'(a + b'), 
a et:0" étant premiers-entre eux et » étant entier. 
(Accozas-Massay, école normale de Châteauroux.) 


4937. — On considère l'équation du second degré 
NL AL DTEEXC, 

où a, b, c désignent trois entiers donnés. Démontrer que, si cette 

équation admet pour racine la fraction irréductible 7 le dénomina- 


teur { divise nécessairement le coefficient 4. En déduire que, si a est 
égal à 1, l’équation ne peut admettre d’autres racines commensura- 
bles que des nombres entiers. 

(Bacc. lettres-math., Caen, juillet 1900.) 


4938 .— Démontrer que dansle système de base 10 le logarithme d’un 
nombre commensurable autre qu'une puissance entière de 10 est in- 
commensurable. 

Qu'arriverait il si la base était un nombre entier autre que 10 ? 


4939. — On considère sur le cercle trigonométrique les deux points 
H et H' qui sont les extrémités des divers arcs ayant pour cosinus un 
nombre donné m. On désignera par H celui de ces deux points qui est 
sur la demi-circonférence ABA'. 

40 Etablir les formules permettant de calculer tous les arcs æ dont 


Far PH 
l'extrémité P est telle que le rapport DE 


P aux points H et H' soit égal à un nombre donné #. 

2 Les extrémités de tous ces arcs sont en deux points P; et P» du 
cercle trigonométrique. Calculer la distance du centre O de ce cercle 
au point où la droite PP; rencontre le diamètre AA’. 

3° On considère le cercle C qui passe par les points P, ét P», et dont 
le centre G est sur la droite HH'. En quels points coupe-t-il la droite 
HH' ? 

40 Démontrer que les droites GP, et GP: sont tangentes au cerele 
trigonométrique donné, et que les droites OP; et OP; sont tangentes au 


cercle. C. (Bace. lettres-math., Lyon, juillet 1900.) 


des cordes joignant le point 


4940. — Etant donné un triangle ABC, on réprésente par A", B', C’ 
les centres de chacun des systèmes de trois forces parallèles — x, 6, y; 
a, —$,y; a, fi, —7y appliquées aux sommets. 

Démontrer que AA, BB', CC’ sont concourantes et que le triangle 
ABC a ses sommets sur les côtés du triangle A'B'C'. T6] 


4944. — Un corps pesant 508" tombe sous l'action de la pesanteur 
d’une certaine hauteur avec une vitesse initiale de 2002 par seconde. 
La force vive acquise au bas de la chute étant égale à 1550i°4e 675, 
trouver cette hauteur en mètres, sachant que l'accélération au lieu 
considéré est g — 9m,81. 

(Bacc. leltres-sciences, Rennes, juillet 1900.) 


4942. — Pour photographier le soleil on dispose d’une lunette astro- 
nomique dont l'objectif a 1" de distance focale. On enlève l’oculaire et 
on met dans le plan focal de l'objectif un verre dépoli. Quel est le 
diamètre de l'image du soleil? — L'observateur la trouvant trop 
petite veut la grossir 10 fois en disposant : 1° à l’intérieur du tube de la 





lunette une lentille divergente ; 2° une chambre noire photographique 
à la place de l'oculaire, allongeant ainsi l'instrument. La nouvelle dis- 
tance du verre dépoli à l'objectif est de 1,30. Quelles doivent être la 
position et la distance focale de la lentille dgivergente, pour que 
l’image soit au point sur le fond de la chambre noire ? 

Le diamètre apparent du soleil est de 32 minutes. 


| (Bacc- lettres-math., Besancon, juillet 1900.) 
Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 


Bar-le-Duc. — Imp. Comte-Jacquet, FacpouEL, Dir. 
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NOTE SUR UN THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE 


par M. J. Monsallut, professeur au lycée de Limoges.» 





Pour démontrer le théorème : 


Si trois droites, issues des sommets d’un triangle, sont concou- 
rantes en un même point du plan de ce triangle, elles déterminent 
sur les côtés, ou sur leurs prolongements, six segments tels que le 
produit de trois de ces seyments non consécutifs est, en valeur 
absolue, égal au produit des trois autres, 


on s'appuie habituellement sur le théorème dit « de la trans- 
versale ». La démonstration qui suit est indépendante de ce der- 
nier théorème : 

Menons à la droite AOD les parallèles BM, CN. On a (théo- 
rème fondamental du III: Livre) les quatre proportions : 


DB _ OM OM _ BM EC __ NC HA Qu + OA 
HE OC. ODASAEN CHER AA COX FB - MB: 


desquelles on déduit, en multipliant : 


DB.EC.FA 
DG.EA.FB 


1, 





De cette façon on peut placer le théorème en question à côté 
du théorème de la transversale, au lieu de le mettre après 
comme une conséquence de ce théorème. 


—— 4} — 


DR — 5 


ÉCOLE NORMALE PRIMAIRE SUPÉRIEURE 
DE SAINT-CLOUD (1900) 


4894.— n étant un nombre entier, trouver : 1° pour quelles 
n + 8 
2n — 
quelles valeurs de n cette fraction est irréductible ; 3° si la frac- 
tion n’est pas irréductible, quels peuvent être les facteurs communs 
aux deux termes de cette fraction. 


valeurs de n la fraction est un nombre entier; 2 pour 


19 Pour que 2n—5 divise n +8, 


divise 


il faut et il suffit qu'il 


An + 8) — (2n —5) = 21, (1) 
car si divise n+8 il divise les deux parties de la 
différence qui est dans le premier membre; d’autre part, si 

divise 21, il divise 2(7+8), et, comme il est premier 
avec 2, il divise n +8. 

Donc, puisque la fraction considérée est un nombre entier, il 
faut et il suffit que 2rn—5 soit l’un des diviseurs de 21; ces 
diviseurs sont 1, 3, 7, 21. On est donc conduit aux hypothèses 


suivantes : 
ù n + 8 


2n — 5 











2n — 5 = 1, d’où Les et ET nt à 
9n — 5 = 3, d’où = 4 et Ra Ur 
9n —5 = 1, d’où n #0 et nn 2, 
m—-H—24, d'où  n—13 et ns 1 


20 La fraction considérée est irréductible quand ses deux termes 
n+8 et 2n—5 sont des nombres premiers entre eux. Or 
d’après l'égalité (1), si ces deux termes admettent un facteur pre- 
mier commun, ce facteur ne peut être que l'un des facteurs 
premiers 3 ou 7 de 21. IL faut et il suffit donc, pour que la 
fraction soit irréductible, que n+8 ne soit divisible ni par 3, 
ni par 7, autrement dit que » ne soit pas de l’une des formes 

m.3 +1 ou m.1—1, 

Le nombre » ne peut donc recevoir que les valeurs entières 

non comprises dans l’une des deux progressions arithmétiques 


suivantes : 
BAUER MAOMHENIUT ES 


et GPS AIe 20 CAL ER EN 
30 Il résulte clairement de ce qui précède que lorsque la frac- 





tion + n’est pas irréductible, les seuls facteurs premiers 
NN — 
communs à ses deux termes sont 3 ou 7. 

(Émize SERRES, lycée de Pau.) 


Mie A. Saleilles; MM. A. Arcizet; E. Barbé: 


[Ont résolu la même question : 
Gauthier; E. Gernez- 


L,. Bordron; E. Durand; G. Foucry; E. Garagnon; J. 





RER EN Cr ee SET TER, Ps M et ORRES As 5 
, SR a À Le v 


K TES 
re 7 1 
= x è 


Pfanmaller; Hardy; R. Henry; E. Hugonnier-Ginet; A. James; H: Lacape ; 
A. Lardy -Pleumartin ; M. Laurence; D. Laurent; I. Lazär ; À. Lecoutour: MPYE;, 


instituteur à 1; J. Ménéchal; L. Minjoz ; R. Mouzon: L. Ollié ; M. Petit; 
P. Plisson; L. Richard : ss Rives : G. Salaun ; E. Serres; H,.Varennes;, 
S. Viallet.] x 

4895. — Sur une demi-circonférence décrite sur AB comme 


diamètre, déterminer un point M tel que le double de l'aire du 
triangle AMB, augmenté de l'aire du carré construit sur AM, soit 
dans un rapport donné m avec l'aire du carré construit sur AB. 
Discuter. 


Menons MP perpendiculaire sur AB. On doit avoir 
MP.AB + MA = mAB 
ou, comme MA” = AP x AB, 


> MP + AP — mAB. 
Si on prend pour inconnue AP =>, 
ona MP —:(2R—%x), et l'équation du 
AP problème peut s'écrire 


Va(2R — x) + œ — 2Rm 
ou Ja(2R — x) = 2Rm — x. (1) 
Élevons les deux membres de l'équation (1) au carré; nous 
aurons 
a(2R — x) = 4R°n? — 4Rma + x? 
ou @? — (2m + 1)Rx + 28m = 0. 


Discussion. — Pour qu'une valeur de æ convienne au pro- 
blème, il faut et il suffit qu’elle soit réelle, positive et inférieure 
2Run, afin que le second membre de l'équation (1) soit positif. 
Une telle valeur est d’ailleurs inférieure à 2R, puisque, d'après 


l'équation (1), le produit æx(2R—x) est positif. 
Réalité. — La condition de réalité est 
(2m + 1PR?— 8m°R°? > 0 
ou 4m? — km — 1 < 0. 


Le premier membre de cette inégalité s’annule pour les deux 
valeurs de signes contraires : + 
LENS 


DR = : 


4 


donc ce premier membre est négatif ou de signé contraire à son 
premier terme pour toute valeur positive de m” inférieure à la 
racine positive 

E V2 





m Pas 


Signe. — Les racines ayant leur somme (2n<+1)R et leur 
produit 2R?m? positifs sont toutes deux positives. 

Grandeur. — En remplaçant æ par 2Rm dans Île premier 
membre de l'équation, on obtient 

4R 2m? — 2(2m + 1)R°%m + 2R°?m? 

ou 2R2m(m — 1). 

Si m<1, ce résultat est de signe contraire au coefficient de 
a? ; 2Rm sépare les deux racines, et la plus petite convient seule. 
ie V2 





SNA EEMnIES 2Rm est exté- 


rieur aux racines, A supérieur à ces racines, Car, en comparant 
à la demi-somme, on a 


(2m + 1)R 


oRm > - duc ou m> _ 


Donc, dans ce cas, deux solutions distinctes. 
2Rm = ?2R 


Un des points M esten B et l’autre au 


» le résultat est positif; 


Cas particuliers. — 10 m = 1. 
2R? | 
— sil 
2R 
milieu de l'arc AB. 


est racine ; 





l’autre est 








Ce 4 ue SL, Pe Le % LU t a si 
£. Fm TS NO IS À Poe es Do: 0 4 Pt + 
C — 7 = AP À J Craie À pe d Fa | Er - 
1+y2 
PE TUE Les deux valeurs de x ont pour valeur 
commune 
2m +1p _2+ V2 B 
ESS OUR 2 à 


Une seule solution. L'arc BM est alors un quart de circonfé- 
rence. 


Solution géométrique. — La condition énoncée 
AM.MB+AM = 4R?m 
AM(MB + AM) = 4R°?m 4 
ou, en prolongeant AM « 
d'une longueur MN = MB, 
AM.AN = 4R°?m. 


peut s’écrire 


que le point N estl'inverse 
du point M par rapport 
à A. Par suite, comme M 
décrit le cercle de dia- 
mètre AB, N décrit une. 
perpendiculaire À à AB 
enun point B', inverse de 
B, c'est-à-dire tel que 
AB'.AB = 4R°m 

ou AP'=:2Rmn 

D'ailleurs, le triangle MNB étant rectangle isocèle, l'angle 
ANB est de 450, et le point N appartient à un segment capable 
de 45° construit sur AB comme base; ce segment a son centre 
0’ au milieu de l'arc du demi-cercle AB, puisque l'angle au 
centre AO'B — 90° est le double de l'angle inscrit ANB. 

Le point N est ainsi l'intersection de la droite À avec le seg- 
ment de centre O'. 

Pour que ce point existe, il faut que A coupe le segment entre 
A et la tangente TC au cercle 0’ perpendiculaire à AB, ce qui 
entraine ; 





AB' < AC. 
Or AB' — 2Rm 
et AC = AO + OT = R + Ry2. 
Donc 2Rm <R+RY2 
ou PRE Le = 


D'autre part, suivant que "” Sr ou > 1, B'° tombe à gauche ou 
à droite de B ; la droite A rencontre alors le segment 9° en un. 
ou deux points N fournissant respectivement une ou deux solu- 
tions. | 
On retrouve ainsi 
algébrique. 


les résultats déduits de la discussion 


(CHarLes HUARD, collège de Château-Thierry.) 


Autre solution géométrique, — On a MP + AP = 2R». Si 
on prolonge MP d’une longueur PM' égale à AP, ona 
MM’ = 2Rm. 
de sorte que la parallèle menée par 
M à AM! détermine avec AB et 
la tangente en A un triangle 
rectangle isocèle dans lequel 
on a 


L’angle PAM'=— 45», 


AK = AH =: 

Il y à autant de solutions que 
HK a de points sur la demi-cir- … 
conférence donnée. 

Si AK<AB ou m<14, on 
a une solution. 

Si AK > AB, on aura deux 
solutions {ant que AK < AC, C étant le point du prolongement 





Cette relation montre « 


du diamètre d'où on peut mener une tangente CD parallèle 
à HK. 
Le triangle OCD étant rectangle isocèle on a 
BAC —R(ALEr 2): 
{Ont résolu la même question : MM. M. Bernard; H. Dobryzniak ; E. Durand ; 
J. Gauthier; H. Guillaud; E. Hugonnier-Ginet; A. Lecoutour; G. Le Sage; 


M, B., instituteur à 1; A. Meynier; R. Mouzon: M. Petit; Raynaud; G. Ré- 
veillon ; L. Richard; R. Rives; M. del Valle.] 


OC'= RE 
On retrouve les résultats déjà obtenus. 


4896. — Construire un triangle ABC, connaissant le côté 
BC = a, la somme m des longueurs des deux médianes issues 
des sommets B et C, et une hauteur h. ï 


Nous distinguerons deux cas suivant que la hauteur donnée 
part du sommet À ou de 
l’un des sommets B, C. 
1° Les trois médianes 
AD, BE, CF se coupent en 


un point G situé aux = 


de leurs longueurs à par- 
tir des sommets. 

Par suite, le point G se 
trouve sur une parallèle 
à BC menée à la distance 





Le D'autre part, comme 


DE LOG _ (BE + CF) — + 7 
le point G appartient également à une ellipse qui a pour foyers 


2 . . La pi 
B, C et pour grand axe 7 M. On est ainsi ramené au problème 


connu de l'intersection d'une droite XY et d’une ellipse, pro- 
blème qui se résout par la construction suivante : 
On prolonge BG d'une longueur GM = GC: M se trouve 


2 
sur le cercle de centre B et de rayon 7 M D'autre part, 


comme le cercle décrit de G comme centreavec GC = GB pour 
rayon passe par le symétrique C de G par rapport à la droite 
XY, tout revient à faire passer par les deux points connus C, C’ 
un cercle tangent en M au cercle B (on sait que le point M 
s’obtient comme point de contact d’une tangente au cercle B 
menée par le point de rencontre de CC’ avec la corde commune 
au cercle B et à un cercle quelconque passant par C, C'). Le 
_ point G une fois obtenu, on en déduit le sommet A en prolon- 
geant DG d’une longueur GA = 2DG. Cette construction four- 
_ nit deux triangles ABC symétriques par rapport à la perpendi- 
culaire au milieu de BC. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 
EP 


l’ellipse coupe la parallèle à l’axe focal menée à la distance a 


c'est-à-dire que TR soit inférieur au petit axe de l’ellipse, ce 


l'ellipse de foyers B, C existe, c’est-à-dire que m> a, et que 


qui donne la condition 


h V m>? a? 
a V0 
9 


2 


+ 2, 





ou simplement 


nm > 
È joe , ? 
inégalité qui entraine a fortiori l'inégalité rot 


_ 2° Supposons maintenant que la hauteur A soit la hauteur issue 
de C par exemple. 





Le triangle BCH dont on connait l'hypoténuse a et un côté 


À. 


détermine alors la direction BH du côté 
AB, et le point G se trouve ici sur une 
parallèle XV à BH menée à la distance 


h é ; ; 
oi La construction s'achève comme 


dans le premier cas, sauf que le point À 
doit être pris à l'intersection de BH 
avec DG. On obtient ainsi deux trian- 
gles ABC avant les angles en B sup- 
plémentaires. 

Le problème est toujours possible, pourvu que le triangle BCH 
et l’ellipse lieu de G existent, c’est-à-dire qu'on ait 


2 
h<a<Tm. 


(E. HUGONNIER-GINET, école nalionale professionnelle de Voiron.) 


[Ont résolu la même question : Mie A. Saleilles. MM. À. Arcizet; H.Bel- 
benoit: L. Bordron; R. Cattin; ÆE. Durand, G. Foucry; E. Garagnon; 
E. Gernez-Pfanmatter; A. Hardy; A. Jouart; A. Lardy-Pleumartin; M. Lau- 
rence; À. Lecoutour ; M. B., Instituteur à I; A. Meynier; T. Millet; L. Minjoz; 
L. Ollié; M. Petit; P. Petit; A. Pichon; P. Plisson; Raynaud; L. Richard; 
R. Rives; M. Royer; Sinoquet; A. Vannier; H. Varennes; S. Viallet.1 

[Ont résolu partiellement cette question : MM. E. Barbé; J. Gauthier; 
J. Guéret: J. Hébré; L. Patin; G. Réveillon; A. Reversat; J. Tastet; V. Thé- 
bault; F. Thibier; C. Vallot; P. Zlatco.] 





4897.— Deux vases cylindriques verticaux À et B commu- 
niquent par un tube inférieur et contiennent de l'eau qui s'élève 
primitivement à la même hauteur dans chacun d'eux. 

On introduit dans le cylindre À un piston qui le ferme exacte- 
ment, mais peut glisser sans frottement appréciable. On constate 
alors qu'il s'établit entre les deux niveaux du liquide une diffe- 
rence h. 

Puis on charge le piston d'un poids P : la différence des ni- 
veaux augmente de h'. 

On demande quelle est la section du cylindre À, sachant que 
celle de B est de 3 centimètres carrés, et quel est le poids du piston. 

Application numérique : 

CRAN 


ho 400%, pe 2#85; 


Le poids du piston équilibre un poids d’eau représenté par 
3%xXhX1 ou 34. 

Le poids P équilibre à son tour un poids d'eau 3*</h'x1 
ou 34. 

Or, les surfaces étant entre elles comme les pressions qu’elles 
supportent (principe de Pascal), on a d’abord, en appelant æ# la 
surface du piston, 





AN) pr 
CA NET 
d'où p = ho. (1) 
On a de plus, d’après Le même principe, 
æ P + hx 
= == —— >) 
D IUISIN EE) 
1% 
d'où = 7: 
Remplaçant æ par sa valeur dans l'équation (1), il vient 
L 
D si qu 
Application numérique. — La section + du cylindre A est 
æ — ee — 62c4,50, 
et, le poids p du piston, 
12 
CRT M) 2 ET RE TO 
p = 2500 X< LL 19087, 


(V. THÉBAULT.) 


A. Arcizet ; 


[Ont résolu la même question : Mles Oddos ; Saleilles ; MM. 
Barberot ; Belbenoit : Colombey ; Dobryzniak ; Durand ; Foucry ; Guéret ; 
Hardy ; Henry ; Hébré Huard : Hugonnier ; James : Jouart : Lazar ; 
Laurent ; Lecoutour ; Marx Ménéchal ; Meynier ; Millet ; Patin 
Petit ; Raynaud ; Rives ; Richard ; Royer ; de Saint Gabriel ; Sol ; Toulza ; 
Valentin ; Vannier.; 

nes 
ARITHMÉTIQUE 
4928. — Démontrer que la moyenne arithmétique de n nom- 


bres est plus grande que leur moyenne harmonique. 
(Examens oraux de l'école polytechnique, 1900.) 


æ>y, on doit avoir 


9 Î l 
a+. se 
n An 


{ 
(a+e+...+o)( ER 0 > 
An 


Pour que 


ou 


En développant le produit du premier membre de cette inéga- 











lité, il vient 

ds &; a; 
+ +. + — 
di & An 
&o Oo ao 

+ +..+— 
di do An 
an An An 

+++... ; 
di do An 


D'après la formation de ce tableau, on voit qu'il se compose de 
n? termes formant un carré dont une des diagonales comprend 
n termes égaux à 1 ; les autres termes, au nombre de n?—n, 
peuvent être groupés deux à deux en associant le terme de 
rang k sur la i* ligne avec le terme de rang à sur la ke colonne; 


9 


on obtient ainsi sommes de la forme 


2 
di dk 


a} di 
Or, comme la somme d’une fraction et de son inverse surpasse 
2 (propriété connue), il en résulte que la somme des #? termes 
du tableau précédent est supérieure à 


9 
VENIR 
pe 2 — n?. 


to 


TA CEE. A, 


(P. THONET, athénée royal d'Anvers.) 


[Ont résolu la même question : Mle À. Saleilles : MM. A. Bottin ; E. Hu- 
gonnier ; M. Laurence ; F. Mestre ; C. Perroquin ; S. H. ; H. Varennes.) 


4929. — Démontrer que le plus petit commun multiple des 
nombres 1, 2, 3, .…., ?n, est le même que le plus petit commun 
multiple des nombres n+1, n +2, , 2n. 


Tout multiple commun M des nombres 1, 2, 3, , 2n l’est 
aussi des nombres n+1, n+2, ..., 2n, qui sont tous con- 
tenus dans la première suite. Inversement tout multiple commun 
M' des nombres n +1, n +2, est un multiple com- 
mun des nombres 1, 2,3 en effet, sur les n nom- 


F0 


One 
> + +) AN ; 


bres consécutifs n+1, n +2. ..., 2n, il existe toujours au 
moins un multiple de chacun des n nombres 1, 2, ..., n, de 
sorte que M’ est aussi multiple commun des nombres 1, 2, ...,n. 


Les deux séries de nombres considérés admettent ainsi les 
mêmes multiples communs, et en particulier, le même plus petit 
commun multiple. 


C.q.f.d. 
(C. SEURAT, école pratique d'industrie de Reims.) 


[Ont résolu la même question : Mis D, à P.; A. Saleilles ; MM. E. Anzem- 
berger ; D. Tue ‘scu; P. Bancillon; C. Barbe ; A. Bernardeau; L. Bordron; 
A. Bottin ; I. Bourrec ; R.:Cattin ; V. Chosson; "L. David ; Fa Desnos : 
E. Durand ; V. Enescu : G. de France ; J. Guéret; G. Guillaume: pe Hamon : 
J, Hébré ; R. Henry ; L. Hostier ; E. Hugonnier ; D. Kœnig ; A. Lardy- 








Pleumartin ; M. Laurence ; Lemmet ; F. 
A. Naar ; M. Petit ; Poujol ; 
P. Zlatco.} 


Mestre ; A. Meynier ; D. Montel ; 
M. Royer ; E. Serres ; P. Thonet ; J. Trouillé ; 


#4 ———— 
GÉOMÉTRIE 





4247. — Soit O le centre du cercle circonscrit, H le point de 
concours des hauteurs d'un triangle ABC; sur AB et sur AC om 
démontrer que 


prend respectivement AD — AH et AE = AO; 
DE est égal au rayon du cercle circonscrit. 


En effet, 


soit F le point d’intersection de la hauteur BK avec 
le cercle circonscrit ; tirons AF, AO 
et OF. On sait que KF=KH; donc 
AF = AHEAD: 

Les angles OAE, BAH sont égaux, 
et par suite, les angles OAF et DAE. 
On voit alors que les deux triangles 


DE est égal au rayon OF. 

Autre solution.— Soient OG per- 
pendiculaire sur BC et EI médiane 
du triangle DEA. On voit facilement 
que les deux triangles IAE, GOC sont égaux, puisque OG est la 
moitié de AH. Donc l’angle AIE est droit, et, par suite, le trian- 


gle AED est isocèle. Donc DE — AE — AC. 
(P. MASCARET.) 





4927. — On donne un losange ABCD formé par deux Hianges 
équilatéraux ABC, DBC ayant un côté commun BC. 

Par le sommet D on mène une sécante rencontrant aux points 
E, F Zes droites AB, AC supposées indéfinies, puis l’on joint le 
sommet C au point E et le sommet B au point F. Les deux droi- 
tes BF, CE se coupent en un point M. 

19 Démontrer que les triangles BCE, CBF sont semblables. 

20 Déduire du résultat précédent que l'angle BMC et le produit 
EB>%X CF restent constants quand la sécante EF tourne autour du 
point D. 

Construire le lieu que décrit alors le point M. 


OAF, DAE sont égaux, de sorte que 


at nn di de RS EE CO ds ot Ont nt dé l éu otn  é  ) dS à 7 à 





On indiquera, sur ce lieu, les arcs décrits par le point M quand 


le point F est situé sur la demi-droite Cz:, sur Le segment CA ow 

sur la demi-droite A3’. | 
3° Soient O, O' Les centres des circonférences de cercles circons- 

crites aux triangles variables BME, CMEF, et R, R' leurs rayons. 
Démontrer que les centres O et O' décrivent chacun une droite 


perpendiculaire à BG et que le produit des rayons R, R' reste 


constant. 


(Certificat d'aptitude à l'enseignement secondaire des jeunes filles, 1900.) $ 
10 Les triangles BCE, BCF ont les angles EBC et BCF égaux « 


à 1200; d’ailleurs ces angles sont. 


compris entre côtés proportionnels, 
puisque les triangles BED, CDF 


semblables, el, par suite, 


BE _ CD 
BD CF 
ou, comme BD — CD — BC, 
BE _ BC 
BG CF” 





ainsi deux angles égaux compris en- 
tre côtés proportionnels sont semblables, 





Les triangles BCE, CFB ayant 


ayant leurs côtés parallèles sont » 





e af” sect», Fe, ne ASTON NE RE rl 2 2 RES ECS 
‘ FE. e” rer Dr. D « Ü PDA À 


Ne SE 5 1 
- < = 


2° De l'égalité précédente, on déduit 
BE CR =BCS 
ce qui montre que le produit EB><CF est constant. 
ES 
D'autre part, comme BEC — FBC, les triangles EBG, BMC 
ont un angle commun et deux angles 


égaux ; ils sont semblables et 
donnent 










(t) 


PS ER 
BMCE= KBC =: 1200. 
Le lieu de M est donc un segment 
capable de 120° construit sur BC 


60°, ce segment appartient au cer- 
cle circonscrit au triangle ABC. 

Lorsque F}vient sur le segment 
AC, on trouve comme précédem- 
ment 


mais alors ÉBC — 60 et M décrit 

D l'arc AC du cercle ABC. De même 
lorsque F est situé sur Az, M dé- 

crit l'arc restant AB de ce même cercle. 

30 Par suite de la similitude destriangles BMC, EBC, on peut écrire 





BC _ EC 
MC BC 
ou AL 
BU EC. MC, 


Celte relation montre 
que le cercle O, circons- 
crit au triangle BME, est 
tangent en B à BC, de 
sorte que son centre 0 dé- 
crit la perpendiculaire 
élevée en -B à BC. 
On verrait de même que 
le centre du cercle O’ dé- 
crit la perpendiculaire en 
C à BC. 

La corde BE soustendant un angle inscrit BME de 60° est le 
côté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle O ; donc 





BE =: Ry3. 
De même CF= R'Y3. 
Portant ces valeurs dans l'égalité (1), on en déduit 
RRÈ= pe — constante. 





On reconnaît sans peine que les résultats précédents subsis- 


tent lorsque M décrit l'arc BAC. 
à (L. BARBEROT, au Valdoie.) 


[Ont résolu la même question : Mlkés D., à P. ; L. Gautier ; A. Saleilles : 
MM. E. Anzemberger ; M. Antoine ; D. Antonescu ; A. Arcizet, L. Bannerot; 
C. Barbe ; E. Barbé ; A. Bernardeau; P. Bonnet ; J. Bournisien ; R. Cattin : 
A, Collet ; Collin-Laval ; I. Cougnoux ; H. Dobryzniak ; Duittoz ; E. Durand ; 
F. Filiol ; G. Foucry ; J. Franceschini ; J. Guéret ; J. Hébré; R. Henry ; 
E. Hugonnier ; A. Lardy-Pleumartin ; E. Laroche ; A. Larroque ; M. Lau- 
rence A+ lLecoutour ; À, Legros ; G. Lepoivre ; E. Licope, ; J. Maury; 
A. Meynier ; T. Millet ; A. Mourès ; R. Mouzon ; L. Ollié ; CG. Passeron ; 
C. Perroquin ; M. Petit ; R. Petit ; Poujol ; R. Rives ; À. de Saint-Gabriel ; 
E. Serres ; J. Tastet ; V. Théhault ; G. Vallot ; H. Varennes ; G. Ybert ; 
P. Zlatco.] 


-4932. — On considère un cercle (C) de centre O et de rayon 
R, et un diamètre fixe Ox de ce cercle. 

Une droite AB dont la longueur est constante et égale au rayon 
R du cercle (C) se meut de façon que l'une de ses extrémités, À, 


comme base; l'angle A étant de. 


- 


décrive la droite Ox et que l'autre extrémité, B, décrive la circon- 
férence du cercle: (C). 

1° Trouver le lieu géométrique du point T où la perpendiculaire 
à Ox menée par À rencontre le prolongement du rayon OB. 

20 Soit M un point de AB, situé à une distance constante, b, de 
l'extrémité À, et soient P et M1 les points où la perpendiculaire 
à Ox menée par M rencontre respectivement les droites Ox et OB. 


Démontrer que le rapport reste constant quand la droite 


PM 
PM; 
AB se meut de la façon indiquée au commencement de l’énoncé. 
30 Trouver le lieu (E) du point M et construire la tangente en 
M à ce lieu (E). 
(Bacc. lettres-sciences, Nancy, juillet 1900.) 
1° Comme par hypothèse AB = OB, le triangle OAB est 
isocèle ; il en est de même du triangle ABI, dont les angles 





A et ! sont complémentaires des angles égaux A et O du tri- 


angle OAB. Donc 
BE='PAË=;"BO, 
ce qui montre que le lieu du point I est une circonférence de 
centre O et de rayon 2R. 
2° Les deux triangles rectangles PMA, PM:0 ayant les angles 
en A et O égaux sont semblables; par suite 
MN 9 MAT b 
PM MO  MB+R 
Or le triangle BMM: étant semblable au triangle isocèle BAI, 
MB = BM = R — 56. 
Dès lors 
PME D 


PM, 2R—b 

3° D'après ce qui précède, on a 
OM: = 2R — 0. 

Il en résulte que le lieu de M est la circonférence O de rayon 

2R — », et par suite, celui de M une ellipse admettant cette cir- 


— constante. 


conférence pour cercle principal, le rapport PM, des ordon- 
3 s b 
nées étant constant et égal à SRE 
D'ailleurs, pour PM; — 2R — 5, PM—b, de sorte que 


l'ellipse a ses axes égaux à 2(2R — b) et 20. 
Pour obtenir la tangente en M à l’ellipse, il suffit, d'après une 
propriété connue, de joindre M au point T où la tangente en M, 
au cercle principal O rencontre Ox. 
(CG. SEURAT, école pratique d'industrie de Reims.) 
Mis A. Saleilles; MM. E. 


[Ont résolu la même question : Anzemberger ; 


A. Arcizet ; L. Bannerot ; E. Barbé ; V. Barol ; A. Bernardeau ; L, Beuret ; 
P. Bonnet ; A. Bottin ; R. Cattin ; Y. Collin ; G. Desnoës ; G. de France ; 
G. Foucry ; G., à Ajaccio; J. Guéret; G. Guillaume ; M. Guyot ; J. Hébré ; 
R. Henry ; E. Hugonnier ; Jacquet ; À. James ; A. Larroque AA. Lardy ; 
A.Legros ; Lemmet ; E. Licope ; M. Marx ; J. Maury ; T. Millet ; L. Ollie ; 
F. Pégorier ; M. Petit ; R. Petit ; L. Pignier ; P. Quintescu ; R. Rives ; 
E.Ruchon ; A. de Saint-Gabriel ; P. Saisset ; P. Sauveau ; V. Thébault ; 


G. Trébla ; J. Trouillé ; P. Valentin ; H. Varennes, | 


ALGÈBRE 


4849. — Si les angles d'un triangle sont en progression arüh- 
métique et les hauteurs en progression géométrique, le triangle est 
équilatéral. 


Considérons un triangle dans lequel b représente le côté 
moyen. L'angle opposé B est alors l'angle moyen du triangle, et 
la première condition s'écrit 


B—A = CB, 
ou 9B = À + CG = 180° —_B, 
d'où B=i00?. 


D'ailleurs, les hauteurs du triangle étant proportionnelles aux 
inverses des côtés correspondants a, b, c, seront en progression 
géométrique lorsque 


a b 
— = —) 
b C 
ou D—Tac. 
La relation générale 
Bb = a? + ©? — 2ac cos B 


devient donc ici 
a? + c? — 2ac = 0, 
ou (TTC, ou HE ICA 


Le triangle considéré ayant ainsi un angle de 60° compris entre 
deux côtés égaux est bien équilatéral. 


(A. LEGROS.) 
Remarque. — La relation donnée entre les hauteurs conduit 
à celle-ci : 
sin? B = sin A.sinC. 
Or 
2 sin À .sin C — cos (A — C) — cos (A + C) = cos (A — C) + cos B. 
Comme B—60°, cette égalité devient 


w| = 


2 X + = cos(A — C)+ = 


cos (A — C) = 1. 
AP et 


[Ont résolu la même question ue H. Belbenoit, Arras ; Bouzy ; 
F. Clabault, instituteur à Rosieres ; Foucry, école pormale de Chälons ; 
J. Haag, collège de Pont-à-Mousson ; R Henry, instituteur à Troyes; de Jarny; 
D. Kœnig ; D. Lwow, à Piatra (Roumanie) ; ; R. Manen, petil séminaire de 
eee ;: R. Mouzon, collège se Fontenav ;; Noël; L'Ollié, à Auch : 

. de Praneuf, lycée de Toulon ; Tellier, lycée de Charleville ? P. Thonet, 
tee royal d° at ers ; H. N'asinee à Deux- Chaises ; P. Zlatco, à Bucarest ; 
G. Delahaye ; ( . de France ; L. Guilhem ; G. Guinand ; E. Hugonnier-Ginet.] 


d'où on déduit 
Donc 


4930. — Étant donnée l'équation 


+ V4nt  JABat + Tæ +3 — 2» +4, (1) 


on propose de ramener sa résolution à celle d'une équation ordi- 
naire du second degré, et de rechercher si les deuxracines de cette 


nouvelle équation conviennent à la proposée. 
(Bacc. letires-sciences, Aix, juillet 1900.) 


Élevons les deux membres de l'équation proposée au carré ; 
elle devient, en isolant le second radical, 
TER Te 3 = do, (2) 
Une nouvelle élévation au carré conduit à l'équation ration- 
nelle 





a? 
dont les racines sont 1 et — 2. 

Pour que l’une de ces racines convienne, il faut et il suffit 
qu’elle rende positifs les seconds membres des équations (1) et 
(2). On reconnaît ainsi que la racine æ — 1 vérifie seule l’équa- 
tion (1); l’autre racine æ& = —2 provient de la double élévation 





E Es >. 2 x" A U 
el Cars = - % 
x 27 lai -æ 
: “71 Pie Fe È 


au carré et vérifie l'équation 


——— 
— V4 VB À Ta +3 — 2% +1. 
(René PETIT, lycée d'Angoulême.) 


{Ont résolu la même question : MM. M. Antoine ; D. Antonescu ; E. An- 
zemberger ; A. Arcizet ; P. Bancillon ; L. Bannerot ; E. Barbé ; G. Barbier ; 
V. Barol ; À. Bélier; L. Beuret; M. Beyney ; F. Bittoré ; P. Bonnet ; 
Fe Bordron 3 ‘A. Bottin ; R. Cattin; V. Chosson ; D. Cognet ; L. David; 
T. Deslandes ; G. Desnoës ; Ducongé- Cabireau ; Duittoz ; G: Dupas ; E: 
Durand ; V. Enescu ; H. Faucillon : G. Foucry ; F. Gérard. A: Ghey-. 
sens ; N. Gottlieb ; R. Grenouillot; J. Guéret ; P. Guerrier ; ; H° Guillaud ; 
G. Guillaume :; M. Guyof.ÿ5 P "Hamon; R HeEnTy RAIDS 
E. Hugonnier ; Jacquet ; D: Koœnig ; H. Lacape ; A. Lapresle ; E. Laroche ; 
À. Larroque ; Re Lautré ; j A. Lesros ; E. Lelarge ; L. Lemmet ; J. Lestables, 
H. Martin: M. Marx ; J. Maury : C. Mercent ; J. Métais; A. Meynier ; 
. Michaud ; E. Milhaud ; D. Montel ; R. Mouzon ; A. Naar : L. Ollié ; 
I. Palustran ; H. Pariselle : Ce Passeron; J. Permann ; L. Pignier ; E. Poir- 
euilte ; L. Popeseu ; Poujol ; H. Pourtoy WE Quinteseu : J. Raymond : 
L. Riatdwrand ; E. Robert ; E Roncaglia ; M. Royer ; A. de Saint-Gabriel : 
P. Säintin ; G@. Sanpité ; E. Serres ; C. Seurat; C. Tapponnier ; J. Tastet ; 


"D 


G. Trébla ; J, Trouillé; P. Valentin ; C.Vallot ; H. Varennes ; P. Vercescoy, 
G. Yherl SP ZT 1co:] 
——————"{#r—  ——  —— ————— 
TRIGONOMETRIE 
49138. — Résoudre et construire un triangle ABC connaissamn! 


les pieds des bissectrices de l'angle A et les distances de ces pieds 
aux côtes de l'angle. 


Considérons le triangle ABC déterminé parles pieds D, D' des 
deux bissectrices issues de A et les distances de ces pieds aux 
côtés AB, AC : 
E’ DE=DF=d, DE =DF= 
nous supposerons d'> d. 
En posant DD'—7, les 
. triangles semblables BDE, 









ee 
LS 


B 7"D’ BD'E' donnent 
pe BD 7 BD BD’ — BD 
d © CAEN DONNÉE 
R 34 ; 
d'où BD — RTS ; 
d 2 DER GR DG + CD’ 
e meme EN —= Lo — TH ae Hd ? 
Re E di 
d'où DC = er Rare 1 à 
Par suite HA 
1e " 1 2 5) NS 
BC = BD + DC = d/( 7 + er) F7 
D'autre part, on a 
nr US ET : ci 247 d + d' 
TEE ii SMS Do 


On esi ramené à résoudre un triangle connaissant un côté et 
les deux angles adjacents, problème de cours. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que la. 
valeur de BG soit positive et les valeurs de sin B, sin C comprises 
entre O0 et 1. 

La valeur de BC est positive puisqu'on à supposé d’ = à; 
cette condition remplie, les valeurs de sin B et sin CG seront posi- 
tives et au plus égales à à 1,silon a 

1> d+d'. 

À la valeur de sin B correspond pour B les deux angles B' et » 
1800 B'; de même sin C donne C et 1800 — C'. En supposant … 
B' et C’ aigus, on ne peut accepter que les deux solutions ne. 

B' et C, ou B' et 180° — C, | 
car en associant 180°—B' avec C ou 180°—C', la somme « 
B+C  surpasse 180°, puisque B'< C. | 

IL y a donc deux triangles distincts répondant à la question. 

Pour {= d+d, C— 90° — 1800—( ; les deux triangles 
se confondent en un seul, rectangle en C. 






































; CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE DU TRIANGLE, — En remarquant que les LES d'+ cos? a 
côtés AB, AC sont tangents à deux cercles de centres D, D’ et EME OPA 
de rayons d, d', on 


et, en appliquant iété é 
ME LR à ) pphiq une propriété des rapports égaux, 


me se réduit à Ni at. dd 
mener les tangentes ALETT' 3 
communes, exté- En portant cette valeur de cos? x dans celle de R?, il vient 
rieure el intérieure, | rAR? + d? R? + d° 
de deux cercles con- Rè= A + 1) 
aus. ; ri De | 
On obtient ainsi | °" (Rè— PP} = 2r°(R? + d'). 





deux triangles dis- (E. GERNEZ-PFANMATTER, à Roubaix.) 


tincts. pes ne la même question ; MM. E. Barbé ; R. Cattin ; G. Dupas ; 
SAT ; : E. Durand ; J. Guéret ; R. Henry ; A. Legros ; F, Mestre ; T. Millet; F. Pé- 
Pour 1 la tangente commune intérieure exisle, il faut que les gorier ; À. de Saint-Gabriel ; F. Thibier ; P. Thouet; Varoquaux ; G. Ybert.) 


deux cercles soient extérieurs ou tangents extérieurement, ce qui 





ai AL ——<# 
suppose > d+d'; d'ailleurs la tangente commune extérieure 
coupera la ligne des centres DD’ du même côtéque D si d <4W!, PHYSIQUE 
On retrouve ainsi les conditions de possibilité obtenues plus ——— 
haut. 
(G. FOUCRY, section normale de Chälons.) 4935. — Un ballon en verre plein d'acide carbonique sec à la 


{Ont résolu la même question: Miles Anne Madonne; Alice Saleilles; (MM. | pression 0®,76 est suspendu à l’un des plateaux d'une balance dans 
V. Barol ; M. Bernard ; A. Bernardeau ; L. Bordroiïs ; C. Bourvéau ; A. Bottin; 32 US à : ie 2 7e x 

R. Cattin ; G. Desnoës ; Duittoz ; E. Gernez ; H. Guillaud ; P. Gury: J. Hébré ; de l'air également sec à la pression 0%,78. On en fait la tare. On 
R. Henry ; E. Hugonnier ; Jacquet ; M. Laurence ; Le Bunetel ; A. Lecoutour ; Ai ; > Pi ç o te > >S 810) 
MD Cheibiieur à 1: P. Mayet: à, Meynior: L Nujos, fait ensuite le vide dans _ ballon de telle sorte que la pression du 
L. Ollié ; P.Pégorier ; M. Petit: M. Petitjean ; M. Popescu; À. Rieus ; A. de | gas qu'il contient soit réduite à 2m, Pendant ce temps, la pres- 
Saint-Gabriel ; Samion ; A. KSéclet ; Sinoquet; P. Valentin; S. Viallet ; 


P. Zlatco.] sion extérieure a varié de 10m, On trouve alors que, pour réta- 
blir l'équilibre, il faut ajouter sur le plateau de la balance un 
poids de 15e, On demande de calculer le volume du ballon. 

Pendant toute la durée de l'expérience la température est restée 
égale à 0°. 

On ne tiendra pas compte de l'épaisseur du verre du ballon. 

Densité de l'acide carbonique 1,52. 

(Bacc. lettres-sciences, Nancy, juillet 1899.) 


4924. — Un trapèse isocèle (c'est-à-dire dont les côtés opposés 
non parallèles sont égaux) est à la fois inscrit dans un cercle de 
rayon R et circonscrit à un cercle de rayon r. Soient : 

d, la distance des centres de ces deux cercles ; 

2a, l'angle formé par les prolongements des côtés non paral- 
lèles du trapèse. 

On demande : Appelons T la tare, V le volume du ballon. Dans la première 


1° decalculer R et d en fonction de a et de r ; opération, la tare fait équilibre au poids B du verre qui forme 
€ Ls — « = LA , + 

20 d'éliminer x entre les deux expressions obtenues, et de for- le ballon, augmenté du poids de gaz carbonique qu’il contient, et 

mer ainsi la relation qui lie les trois quantités R, r, d. diminué de la poussée de l'air. On à donc 


(Bacc. leltres-math., Montpellier, juillet 1900.) = BEEN >< 1520351,52 — V >< 1,293 D 
1 
1° Soient-wl et OM les perpendiculaires abaïissées des cen- Lorsqu'on a fait le vide dans le ballon, l'équation précédente 


…— tres des cercles inscrit et circonscrit À devient 


Le 2 77 
Ta een en T=B+VXx 1,208» 1,52 — VX 1,203 XX + 15. 


ma ue Se PU ea 2 Arr? ; 16 
A DD OM MD, Egalant ces deux équations, il vient 


CR ri 
Or, enxemarquant que OMw — Mwl J ; 18 
Dis LS a VX 1,293 << 1,52 — VX 1,293 x — 
= MPO ou « (côtés perpendiculaires), 16 ” 77 
on à . = VXxXI,293X1,52X 2 — VX 1,298 %X + 15, 
OM cos 4 = Mu, Mw cosa = r, Part \ . 
où ioli ; où l’on lire PTT 908, 
d’où, en multipliant membre à membre, (C. YBERT.) 
72 . 
OM — ty (Ont résolu la même question : MM. Bancillon ; Ballier ; Bernardeau ; 
cos" x Boivin ; Bottin ; Cattin ; Cognet ; Collet ; David ; Desnoës ; Ducongé ; 


1: £ QE , Pr Guerrier ; Guyot ; Henry ; Hugonnier ; Lapresle ; Limouzi ; Martin 3; Marx; 
ANR 2 Ne K de EE Mélais ; Meynier ; Michaud ; Robert : de Saint-Gabriel ; Trouillé.] 
enuse au irlangie AW rectang een w 








(puisque Aw, Dw sont bissectrices d’an- * 
e F appui CONCOURS DE 1900 (Suite). 
Puf Ty casa 





Donc re pa er ri ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX-ARTS 


D'autre part, é 


. r Sin . SECTION D'ARCHITECTURE 
d = Ow = 0Msinx = ——— 


cos? a 
20 Des deux valeurs précédentes, on déduit 





Mathématiques. 


2 2 1 Ë 
x — 1+ cos’a L. — 4948. Etant donné un carré ABCD, du sommet À comme centre 
; sin? & - on décrit un arc de cercle tangent à la diagonale BD, qui coupe en E 

n à 


+ 
* 
| Hi 





et F les côtés AB et AD; des points E 
et F on abaisse les perpendiculaires sur 
la diagonale BD ; soient G et H leurs 
intersections avec BC et CD. On consi- 
dère la figure ombrée EGHFOE; a étant 
le côté du carré: 

1° Trouver les expressions de l'aire $ 
et du volume V du solide engendré par 
la figure ombrée en tournant autour de 
la parallèle æy menée par A à la dia- 
gonale BD ; 

20 Calculer par logarithmes le côté a, 
sachant que l'aire du cercle de rayon 
AE vaut 0m,543072; mettre tous les calculs. 





IL — 4944. Former l'équation du second degré qui donne les va- 
leurs de + qui satisfont aux deux équations simultanées en x et y, 
12y° — Sxy — 42° + 12% + 12y +3 — 0, 
y — 2 = mx —3); 
puis résoudre l'équation obtenue, et chercher quelles valeurs il faut 
donner à # pour que les racines soient réelles ; mettre tous les calculs. 
2e session, 23 octobre 1900. — Durée : 2 heures.) 


Géométrie descriptive. 


On suppose un pinacle composé de : 

19 Un fût carré F-F ; 

20 Quatre colonnettes octogonales 
ES 

30 Un couronnement carré D, ter- 
miné sur chaque face par un pignon 
P-P ; dans la face de ce couronne- 
ment est évidé un trèfle, dont le 
renfoncement est rnarqué par le 
profil r; 


sl S,S'Sammet de la prramide 








Ligne de Terre 


5 Une pyramide, dont les projections du sommet sont S-S', dont la 
section est un octogone régulier, dont quatre arêtes tombent sur les 
pointes du pignon et les quatre autres dans les noues que forment les 





rencontres des pignons; la section horizontale de cette pyramide, à la 
hauteur des pointes des pignons, est déterminée par l’octogone 0-0; 
5° Sur chaque pointe de pignon, et en retraite R-R, il est établi un 
épannelage d'ornement dont l'épaisseur se prolonge jusqu’à l’intersec- 
tion avec la pyramide. 
La ligne de terre étant donnée sur le dessin, on demande : 
1° De compléter le tracé ; 

20 De tracer les ombres à 450 du pinacle ; 4 
39 De tracer les projections des ombres portées par le pinacle sur 
un mur, dont la projection horizontale est supposée en A, et dont le. 
profil est exprimé en B en vraie grandeur ; le profil B est donné en. 
véritable hauteur par rapport au pinacle et à la ligne de terre. 

Nora. — Les candidats sont invités expressément à tracer sur l’épure 
toutes les lignes de construction au moyen desquelles ils ont obtenu les pro- 
jections el les ombres demandées, — Placer le pinacle à gauche de l’épure, 
comme sur le dessin donné. 


(2e session, 22 octobre 1900. — Durée : 8 heures.) 
ee È — 


QUESTIONS PROPOSÉES 


4945. — Un nombre est représenté par a dans le système de base | 
10, et par b dans le système de base 6. On calcule b— a en consi- 
dérant a et b comme écrits dans le système décimal, et l’on trouve 
10 544, Evaluer a, sachant qu'il est le plus grand possible. 4 
(P. Trier.) 





4946 .— Combien y a-t-il de nombres premiers avec 10 qui s’écrivent 
avec trois chiffres différents ? 
4947. — Montrer que la condition pour que les équations 
æ = by + cz + du, 3 = ax + by + du, 
y = AL + CZ + du, U = ax + by + cz 





admettent d'autre solution que. æ = y = 3 = u = 0 est que «, b,c,d« 
soient liées par la relation 
a 0 ( fe 04 
a+A  DbHÂ  c+1 d+1 
4948. — Construire un triangle ABC connaissant b, c, et sachant 


que la hauteur qui part de A est égale au côté a. - 
(R. Leuzztier, à Tours.) 


4949. — Construire un carré connaissant son centre et deux points 
pris sur deux côtés consécutifs. 


4950. — On donne, en géométrie descriptive, les projections de deux 
droites issues d'un même point O0. Ces deux droites déterminent un 
plan P, dans lequel se trouve un point A dont on donne la projection 
horizontale. Trouver sa projection verticale et construire, en vraie 
grandeur, le triangle dont deux côtés sont dirigés suivant les deux « 
droites données, et dont le troisième est dirigé suivant la droite de front. 
menée du point A dans le plan P. 

(Bacc. leitres-sciences, Aix, juillet 1900.) 


A49S14. — Un réservoir communiquant avec un manomètre est rem-. 
pli d'air sec à zéro sous la pression de 4 atmosphères. On élève sa tem- 
pérature à 100°, et l’on demande quelle sera la nouvelle pression, le” 
volume de l'air étant maintenu constant quelles que soient la tempé- 
rature et la pression : 

1° Si la totalité de l'air comprimé participe à l'élévation de tempé- 
rature : 1 

2° Si la fraction de la masse d’air participant à l'élévation de tempé- 
rature est seulement les neuf dixièmes de Ja masse totale, le dixième 
étant maintenu à zéro dans les tubes de communication. 


(Bacc. lettres-math., Montpellier, juillet 1900.) 


4952. — La force électromotrice d’une dynamo est de 110volts, sa 
résistance intérieure est 0ohm,1. Elle alimente des lampes à incandes- 
cence placées en dérivation aux bornes de la dynamo. La résistance de « 
chacune des lampes, à chaud, est de 1200hms, : + 

1° Quel est le nombre de lampes que peut alimenter la dynamo, 
sachant que le courant est de Oampère,5 dans chacune d'elles ? 

20 Combien faudrait-il employer d’accumulateurs en série pour ali- 
menter le même nombre de lampes ? La force électromotrice d'un 
accumulateur est 2volts et sa résistance est Oohm,1, = 


(Bacc. letires-sciences, Nancy, juillet 1900.) 
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QUESTION D'EXAMEN POUVANT CONDUIRE 
A UNE ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ 
RÉDUCTIBLE AU SECOND DEGRÉ 


par M. À. Vacquant, professeur au lycée de Nancy. 


Résoudre l'équation 
sin æ + COS æ& + Îg æ + cotg x + séc x + coséc x = a. (1) 
(Examens oraux de l'école polytechnique.) 














Premier procédé ("). — On sait que toutes les lignes trigono- 
métriques d’un are æ s'expriment rationnellement en fonction 
ba . bu 

de tg sr Si on pose tg Goieot 
. l'équation à résoudre devient 
| 21 1 — 72 24 41772 (ne 72 1 +12 
SERRE = 
Marre ne im 2 Emi. 
F 2t 1+He 16 1+% 24 1 — #2 
M Den niet 2 


[AU + a] —6)+2(1-+ 68) 26 (1 HE = Qat(1 —2)(1 +2), 
24 + HAE — 8) + Mi + tt) — Zat(i — tt), 

At + 2 + 26 + tt) — at — tt), 

(4 —#4)(4 + 26 — at) + 4P(1 + 15) — 0. 

On peut supprimer le facteur 1++ appartenant au dénomi- 
nateur 2t(1—tt) qui a été chassé, et on obtient l'équation du 
quatrième degré 

AS) 7) + 2 — at) + LL — ILE) — 0. (2) 
L'équation donnée 


— PTS Te TU NS 


est telle que 


il en résulte que si tg 


FIOLP 2 DEEE 
S\z ol 


| 

È 

| 

4 

É 

ment dit, si 

k li Set 

est une racine quelconque de (2), 


w| 8 


—t est racine de l'équation (2), 


est aussi racine de cette équation ; autre- 


1 — 1, 
1 +, 
en est une autre, et, entre ces deux racines, on a la relation 
involutive 


TI — 





bla + 1 + ta — 1 = 0. 





{ } Voir Journal, 6° année, p. 61, n° 8. 











L'existence d’une telle relation suffit pour ramener la résolution 
de l’équation du quatrième degré (2) à la résolution d'équations 
du second degré (fait déjà indiqué par M. Ch. Bioche dans un 
article précédent, Journal, n° du 15 octobre 1900). 

Considérons en effet la fonction 


Mt, (3) 


: 1 —E# £ 
si on y remplace # par SES elle devient 


t 


i 1 D. 2 
rer CET. 0e 
donc si dans la fonction 0 on remplace successivement # par 


les quatre racines #1, t:, t:, t, de l'équation (2), elle prendra les 
9 ) ÿ) 9 
Maleurs GS TE ON AE Re AE 9 
1 ü ul 3 ô, [l >< ü 3 Ee 03 
L'équation en 6 obtenue en remplaçant #{ par 0—1 dans 
(2) aura donc ses quatre racines liées par les relations 
0,0» == Pas 0304 = 22e 
Cette équation en 0 sera réciproque (sens général) et en posant 
9 


l'équation en w, déduite de l'équation en 6, sera du second 
degré ; à une racine de l’équation en « correspondront deux 
racines de l’équation en 0 données par l'équation (4) du second 
degré en 0, ou encore deux racines de l’équation (2) en + four- 


nies par l'équation suivante du second degré en t: 
) 





REA A ur (4) 
c'est-à-dire A+i?—{(4 +iu+2 = 0, 
ou P+H(2— ut +3 —u = 0. (5) 


L’équation en Ü s'écrit, après de faciles réductions, 
(a +-2)06 — (5a+ 11)05 + (244 10a)07 — 2A{5a+11)0 + 4(a +2) = 0 
ou, en divisant tous ses termes par 1°, 
2 
(a + 2) (0e + ) — (5a + (0 + 5) +24 +400 — 0: 
On a, d’après l'équation (4), 
RE ui 
0? + C'ÉeNCUEr 4, 
L’équation en « est donc 
(a + 2j{u? — 4) — (5a + 11ju + 24 + 10a = 0, 
ou (a+ 2}u? — (5a + 1lju +6a+16 —=0. . (6) 
En résumé, la résolution de l’équation (2) est ramenée à la 
résolution des équations du second degré (6) et (5). On trouvera 
ensuite toutes les racines de l'équation (1) en résolvant les quatre 
équations 


tg {y 


vol 8 


R£émarque. — La fonction de t 
2 


des 0 ere 


ne change pas quand on y remplace t par 


{2) 

4 —t ; 

pren el, par suite, 

prend les mêmes valeurs pour deux racines correspondantes #: 

1 — 

1+u 

deux valeurs quand on y remplace successivement & par les 

quatre racines ti, t2, ts, t, de l'équation (2); on en conclut que 

l'équation en w, obtenue en éliminant t entre (2) et (4), sera du 

second degré. Cette élimination à été faite, en prenant pour 
iutermédiaire la fonction 0, et on a obtenu l'équation (6). 

La connaissance d’une telle fonction w de t, la relation qui la 
donne étant du second degré en t, permet donc de ramener au 
second degré la résolution de l'équation (2). Il existe plus d’une 
fonction « de t jouissant de cette propriété; en effet le calcul 
suivant va nous en fournir une autre. 


et de l'équation (2) ; elle prend donc seulement 





Deuxième procédé. — L'équation à résoudre (1) s'écrit suc- 
cessivement : 








: + il UD sin æ cos æ 
sin æ D + — — =4 
sin æ cos x COS æ sin æ ; 
sin? æ +1 cos æ +1 1 
se ce Se  . UE 
sin x COS æ sin æ COs æ : 


sin + cos æ& + sin & COs æ (sin & + cos æ) + À = a sin æcosæ. (1)' 
Posons 
; rad T 
Sin 4 + COST UE V2 Ê sin (æ + +): 
Sin æ COS & = v. 
La résolution de l’équalion (1)' est ramenée à celle du système 
{ ui + v) +1 = av, 
Liu A +20, 
L’équation en w est 
VE 


, 1 
(u — a) + u + 1 = 0. 





5) 


On peut supprimer le facteur #41 donnant des solutions 
annulant le dénominateur sinæ cosæ qui à élé chassé, et on 
obtient l'équation du second degré 

(u— a)(u — 1) +2 = 0, 
u?—{(a + {ju +a+2 = (7) 

La résolution de l’équation (1) est donc ramenée à la résolution 
de l'équation du second degré (7) et des deux équations trigono- 


métriques 
sin # + | = + 
| D V2 


Comme dans le premier procédé on obtiendra quatre séries 
de valeurs pour x, La discussion des équations simultanées (7) 
et (8) se fait aisément, 


ou 


(8) 





REMARQUE. — La fonction 
ue = Sin COR SE CP 
1+e 
(1 + r)2— 28 
ou A 
1 LA (9) 
Li 
ne change pas quand on y remplace t par , car elle 
4 1+t 
devient : 
2 | 2( 4 x na 
i+t 5 on _ h— 21-248)  1+%— 02 
2 + 20 1+8 


[age 1—t ) 
1+4t 

La fonction w de t, définie par l'équation (9), permet de rame- 

ner au second degré la résolution de l'équation du quatrième 














degré (2). On aura à résoudre successivement les équations du 
second degré (7) et (9). 


A —h —_——— 


AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES (1900) 


Section des Sciences mathématiques, 





4891. — On considère la fraction 
_ a+ bx+e 
7 co +ba+a 
dans laquelle a, b, c sont des constantes el x une quantité va- 
riable, 

Trouver la relation qui lie les coefficients a, b, e : 

1° Quand cette fraction n'admet ni maximum ni minimum ; 

2° Quand elle admet un maximum et un minimum, 

3° On pose 

a = X2 + 2X, = Y42Y, b = 2X+2Y + 4, 
X, Y désignant les coordonnées d'un point M par rapport à deux 
axes de coordonnées rectangulaires OX, OY. 

Indiquer les régions du plan XOY où se trouve le point M quand 
la fraction y n'a ni maximum ni minimum et celles où se trouve 
le même point quand cette fraction admet un maximum etun mi- 
nimum. 

4° Chercher la forme que prend la fraction y quand le point 
M est situe sur les lignes qui séparent les régions précédentes. 


La dérivée de la fraction y est 
(ca? + bx + a)(2ax + b) — (ax? + bx + c)(2cx +. b) 
E (co? + bx + a)? 
(a — c)1ba? + 2a(a + 0) + d) 
(cx? + bx + a). 

Si a—c est nul, y est égal à 1 ; nous écartons ce cas par- 
ticulier. 

Les maximums et minimums de la fonction correspondent aux 
valeurs de + qui annulent la dérivée, c’est-à-dire aux racines de 
l'équation 

bx? + 2x(a + c) + b — 0. (1) 
1° Pour que la fonction y n'ait ni maximum ni minimum il faut 


F2 


ou ÉD 


et il suffit que l'équation (1) n’ait pas de racines, c'est-à-dire : 


que l’on ait 
(a + c} — Bb? LO. 


20 Pour que la fonction y ait un maximum et un minimum il 


faut et il suffit que l'équation (1) ait deux racines réelles et dis- 
tinctes, ce qui donne la condition 
(a +c)}}—- b > 0. 
30 Remplaçons a, c, b par leurs valeurs en fonction de X et Y; 
la quantité (a+c?—b? devient égale à 
(X2 + Y2+2X + 2Y)? — (2X + 2Y + 4} 
ou à ; 
(XVI 2X+2Y+2X+-2Y +4 NX V2 2X +2 Y—2X —0Y 4) 
ou encore à 
(X2 + V2 + 4X + 4Y + 4)(X2 + V2 — 4) 
LX + 22 + (NV +2) — 4]X2 + V2 — 4]. 
Pour que la fonction y n’admette ni maximum ni minimum, il 
faut et il suffit que l’on ait 
L(X + 2) + (Y +2) — AIX? + Y? — 4] <LO. 


ou enfin à 


(2) 


EX HS SRE 





de tél ut nl 


\ 






















Or l'équation 


X2+ Y?4—O0 représente un cercle (C) 
ayant pour centre l'origine et 
pour rayon 2. De plus la fonc- 
tion X?2+Y?— 4 est positive 
pour les coordonées de tout 
point extérieur au cercle, et né- 
gative pour les coordonnées de 
tout point intérieur. 

Quant à l’équation 

(X +2} + (V4 2? —4 = 0, 
elle représente aussi un cercle 
(C’), de rayon 2, aÿant pour cen- 
tre le point 0’ qui a pour coor- 
données — 2 et —2. Le pre- 
mier membre del'équation est po- 
sitif pour les coordonnées de tout 
point extérieur au cercle, et négatif pour les coordonnées de tout 
point intérieur. 

Il en résulte que pour que l’inégalité (1) soit vérifiée, il faut et il 
suffit que le point M (qui a pour coordonnées X et Y) soit exté- 
rieur à l’un des cercles et intérieur à l’autre. Par conséquent le 
point M doit se trouver dans la région du plan couverte de ha- 
chures. 

Pour que la fonction y admette un maximum et un minimum 
il faut et il suffit que l’on ait 


[(X +21 +Y +2) 4NX? + V2—4]> 0, 
ce qui exprime que le point M doit être ou bien extérieur aux 
deux cercles, ou bien intérieur aux deux. Le point M doit donc 


se trouver dans la région du plan non couverte de hachures. 
4° Si le point M est sur l’un des cercles, nous avons 


(a+c}? —b? = 0, ou 





b= ta +c), 
Supposons d'abord b = &4#+c. La fonction y prend la formée 


__ am+(a+cx+e 
BRL 4 Lolo E'd 


ax + c)(x + 1) 
(cæ + a)(x + 1) 


ax + C 
ou TL 
Si l'on a b——{(ux+c), y prend la forme 
_ a —(a+cx+c -_ (ax — c)lx — 1) 
1e —tateouta  (æœ— ax 1) 
où | Pet 
CT — a 


(M. LAURENCE, lycée de Bordeaux.) 


MM. Maurice Bernard ; G. Foucry ; Maxime 
Manen; L. Olllé; L. Patin ; Marcel Petit ; 


[Ont résolu la même question : 
Gondran ; de Jarny ; KR. 
A. Vannier.] 


4892. — On donne deux axes rectangulaires, ox, oy, deux 
points À, A'situes sur l'axe ox, et un point B situé sur l'axe oy : 

4° Soit M un point quelconque de l'axe ox ; on demande de 
former les équations des circonférences de cercles circonscrites 
l’une au triangle ABM, l'autre au triangle A'BM. 

2° Calculer les coordonnées des centres C, C' de ces circonfé- 
rences, leurs rayons R, R' et la distance CC’ de leurs centres. 

3° Le point M se déplaçant sur l'axe 0%, montrer que les 
centres C, C' décrivent chacun une droite ; que le rapport des 
rayons R, R' reste constant et que le triangle BCC' reste sem- 
blable au triangle BAA'. 

Trouver pour quelle position du point M les rayons R, R' ont 
une valeur minimum. | 

40 Former l'équation de la droite joignant les centres C et C, 





et chercher le nombre des droites CC’ qui passent par un point P 
donné dans le plan xoy. 

Indiquer la position des droites CC’ par rapport à la courbe 
qui sépare les régions du plan xoy où se trouve le point P suivant 
qu'il existe des droites CC passant par ce point ou qu'il n’en 
existe pis. 

On représentera par a, a! les abscisses des points À, À, par b 
l’ordonnée du point B et par m l’abscisse variable du point M. 


NOTA. — Le problème précédent peut être résolu par les méthodes de 
la géométrie élémentaire ; il sera tenu compte des solutions géométri- 
ques qui pourront être données. 


Solution analytique, 1° Soit &? + y? +2Do+2Ey+F= 0 
l'équation du cercle circonserit au triangle ABM. Pour exprimer 
que ce cercle passe par les points À et M, j'écris qu’en faisant 
y — 0 dans son équation, on obtient une équation du deuxième 
degré en æ qui a pour racines a et m, Cette équation en x est 
x? + 2Dx+F —=0; pour que ses racines soient «a et mil faut 
qu'on ait 

2D = — (a + m\, Nan. 

Écrivons enfin que l'équation du cercle est vérifiée par les 
coordonnées 0, b du point B, nous avons 
b4+2Eb+F = 0, 

D+F D? + am 
9p °U E = — PTIT 

Par conséquent l'équation du cercle circonscrit au triangle 
ABM est 


d'où nous tirons E = — 








P+oa 
a +yÿ — (a+m)x TT y + am ne © 
De même celle du cercle circonscrit au triangle A'BM est 
b° , 
+ Y— (a! + m} x — TE — Ty + d'm = 0. 


2° L'équation du premier cercle peut encoré s'écrire 


: b? + am \ 2 


2 2b 
(a+ m} (b2 + am)? 


= — — ———— — am 
4 40? 1 


et le second membre prend successivement les formes 
b(a + m} — 4am] + (0? + am) bé + D? (a? + m?) + a? m? 
(b? + a?)(b? + m°) 
kb? j 
et par suite l'équation du cercle circonscrit au triangle ABM 
devient 
At a ll b? + 2) È (b3 + a2)(D? + m2?) 
(2 + [y — = © ———— 





ou encore 








2 \ 2b &b? 
Les coordonnées de son centre GC sont alors 
pare + m _ bd? + am 
5-20 Son 


et son rayon R est donné par la formule 


à = 4/7) 





4b? 
De même les coordonnées du point C sont 
La +m _BP+am 
TÉL A She 
bp? + a?)(b? + m? 
dioda + nr En) 


Enfin nous avons 
RAT a + ad + m\? D? + am b? + am \? 
0 SPORE EEE 





: 5 PTE PET D 
5 _(a- a) , m{a— a)? 
ou Ce % à 7 40? ? 


(a — a')?(b? + m?) N 
40°? 

3° Nous obtiendrons le lieu du point C en éliminant "” entre 

les équations 


ouentin CC 


a +m b? + am 
she 0 dE 


A 





La première nous donne m» —?x—a, et en portant cette 


valeur de m» dans la seconde nous avons 
ee b? + a(2x — a) 
- 20 
ou a(2x — a) — b(2y — b) = 0. 
Telle est l'équation du lieu. Elle représente la droite menée par 
le milieu de AB et perpendiculaire à AB. 
On voit de même que le lieu du point C'est la perpendicu- 
laire menée à A'B en son milieu. 
D'autre part, en divisant les valeurs trouvées pour R et ER’, 
nous avons 
RC L'T 
Vrai 
ce rapport est indépendant de m"”. 
Pour démontrer que le triangle BCC’ est semblable au triangle 
BAA’, nous allons démontrer que les côtés sont proportionnels, 
c’est-à-dire que l’on a 











BC BC CG 
BAT MO BAL GRAN’ 
a RME, : 
ou —, = —= = —. 
BA BA" AA’ 
2 _ no __ (0? + a?)(b?+ m°) 
Or BC" = R? — 5 —— 
TP __ ne _ (b?+a?)(b? + m°) 
BC” — R'? — 5 —— 
——9 — ) = nt] b2 2 
BA .10n DA 0 0 on MR RTS 


4b? 
AA — (a — a'}°. 
On voit ainsi que les trois rapports précédents sont égaux à 
P? + m? 
Enfin pour que les rayons Ret R'soient minimum il faut que 
m—0Q c'est-à-dire que le point M soit au point 0. 
4° L’équation de la droite CC' est 





b? + am D+ a'm b? + am 
4 2b+ 24 NL PIRE? 
; AM  -. a+ m a+ m 
Foie eo UE 
2 20y — (b?+ am) _ (a — aim 
Dix — (a + m)] b(a — a) 
ou 2by — (D? + am) = m2x — (a + m)] 
ou enfin 2max — 20y + b? — m? = 0. 


Soit P un point du plan ayant pour coordonnées x;,, y. 

Ecrivons que la droite CC passe par ce point, nous avons 
2mao — 2byo + b? — m°? = 0, 

ou m? — 2mxy + 2byo — b? = 0. (1) 

Nous obtenons ainsi une équation du deuxième degré par 
rapport à » ; il existe donc deux droites CC’ passant par le 
point P. 

Pour que ces deux droites soient réelles, il faut que l’équa- 
tion (1) ait ses racines réelles, c'est-à-dire que l’on ait 

25? — 20yo + EE > 0. 
Cette inégalité exprime que le point P est dans la région 








positive de la courbe qui a pour équation 
a — 2by + b? = 0. 
Cette équation représente une parabole, et si on l'écrit 
x? Se (y pra b?) — y?, 
on reconnaît que cette parabole admet le point B pour foyer, et 
l'axe Ox pour directrice. 

L'origine O est dans la région 
positive; par conséquent celte 
région est la portion du plan 
non couverte de hachures. 

Si le point P est dans cette | 
région, par ce point passent 
deux droites CC. 

Si au contraire le point P est 
dans la région couverte de ha- 
chures, par ce point ne passe 
aucune droite CC’ réelle. 

Entin si le point P est sur la parabole, il passe par ce point 
deux droites CC’ confondues; car dans ce cas l'équation (1) aune 
racine double. 

Tous ces résultats apparaîtront d’ailleurs très clairement 
quand nous aurons montré que les droites CC’ sont tangentes 
à la parabole P. | 

Cherchons par exemple l'équation aux abscisses des points de 
rencontre de la droite CC’ (2mx — 2by + b? — m? —=0) et de 
la parabole (x? — 2by + b? — 0). 

Pour cela de l'équation de la droite nous tirons 

2by = 2mx + b? — m°, 
et, en portant cette valeur dans l'équation de la parabole, nous 
obtenons (x— m} = 0. 

La droite CC’ rencontre donc la parabole en deux points. 
confondus, elle est tangente à la parabole. 
En conséquence les droites CC qui passent par le point P 
sont les tangentes menées du point P à la parabole. Elles n'exis- 
tent donc que si le point P est dans la région du plan non cou- 

verte de hachures. 





Solution géométrique. — Pour déterminer le centre C, nous 
menons Ja perpendiculaire à AB en son milieu I, et la perpen- 
diculaire à BM 
en son milieu D. 
Ces deux perpen- 
diculairesse cou- 
pent au point C. 
Construction 
analogue pour le 
point C’. 

On voit alors 
que, quand le 
point M varie, 
le point C décrit 
la droite perpen- 
diculaire menée 





à AB en son “ 


milieu 1, et le point C’ la perpendiculaire à 
lieu J, 
Dans le triangle ABM on a 
2 OB.BC = BM.BA, 


A'B en son mi- 


; ; BM.BA. 
d’où BG=R= 5e. ; 
à FE BM.BA' 
de même SO 








. 
| 
: 
| 


anne RÉ me ti à 


bé fs so 2 D à Dé ds.) di tm à 


dm D. di: 





et, par suite, 


R'’ 

Le minimum de R correspond au minimum de BM. Or le 
minimum de BMest BO; donc R est minimum quand le point 
M est au point O. 

Je dis maintenant que les triangles BAA' et BCC’ sont sem- 
blables. 

En effet l’angle BAA'° à même mesure que la moitié de l'arc 
BEM. D'autre part l’angle au centre BCC' a même mesure que 
l'arc BE; comme l'arc BE est la moitié de l'arc BEM, on voit 
que l’angle BCC' est égal à l’angle BAA’. On voit de même que 
Er re « 

BC'C — BA'A, par suite les deux triangles BCC' et BAA'’ sont 
semblables. 

La droite CC’ est perpendiculaire à BM en son milieu D, 
Or, quand le point M décrit Ox, le point D décrit la parallèle 
FE’ à Ox passant par le milieu F de OB. 

On en conclut que la droite CC’ est tangente à la parabole qui 
a pour foyer le point 
B et pour tangente au 
sommet FF (et par 
suite pour directrice 
Ox). Le point de con- 
tact H de la droite CC’ 
et de la parabole se 
projette sur Ox au 
point M, comme le 
montre d'ailleurs la 
solution analytique. 

Par conséquent les 


On voit ainsi que le rapport est constant. 





_ droites CC qui passent par un point P du plan x0y sont les 
_ tangenies menées du point P à la parabole. Ces tangentes 


n'existent que si le point P est dans la région du plan qui ne 


contient pas le foyer. 
(NABOULET, à Beaucaire.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Foucry ; Jules Guéret; J. Legros ; 
A. Lecoutour ; R. Manen ; L. Ollié ; G. Réveillon ; Paul Thonet.| 


———————————Ü} ———— 
ARITHMÉTIQUE 


ab 


4936. — Démontrer que si a et b sont des entiers et si io 


est entier, les nombres a et b peuvent se représenter par 
ma'(a! + b'), mb'(a' + b'), 
a et b' étant premiers entre eux et m étant entier. 


Soit g le plus grand commun diviseur de «a et b. 
On a 4 14; Ve, 


_ a! et b' étant premiers entre eux. 


ab 


- Si nous remplaçons « et b par ces expressions dans en 
| : ” M: 
ga b qgab : 
nous aurons EC, 
-. q(a + b°) a +b 


C étant un nombre entier. 





. C. Dupas ; E, Durand ; V. Enescu ; E, Gernez-Pfanmatter : 


Puisque a& et b' sont premiers entre eux, il en est de même 


_ de «'b!' et de a+, de sorte que a+" doit diviser q. 
_ Donc 


g = mia +b!) 

a = ma'(a + b'), 

b = mb'{a + b'}. Ge dr ted. 
(G. DE FRANCE, à Versailles.) 


Miles D., à P. ; A. Madonne ; A. Saleilles 
L. Barberot ; H. Belbenoït ; A. Penn 
Butruille ; R. Cattin ; J. Cougnoux ; L. David 


A. Gheysens 


et par suite 


[Ont résolu la même question : 
MM. A. Arcizet ; E. Barbé ; 
L. Bordron ; A. Bottin; 


we an vessie 


R. Henry ; E. Hiernaux; A. James : E. Kissel ; M. Laurence ; A. Lecoutour ; 
J. Maury ; À. Meynier ; R. Rives ; V. Thébault : P. Thonet ; J. Trouillé.] 


————— 4 
ALGÈBRE 


4937. — On considère l'équation du second degré 
ax? — bx +0, 


ou a, b, c désignent trois entrers donnés. Démontrer que, si cette 


le de- 


> 


? 


équation admet pour racine la fraction irréductible 


nominateur t divise nécessairement le coefficient a. En déduire 
que, si a est égal à 1, l'équation ne peut admettre d’autres racines 
commensurables que des nombres entiers. 

(Bacc. letitres-math., Caen, juillet 1900.) 


S r : 17 4 : : 
Remplaçons x pere dans l'équation considérée; il vient 





as? bs 
RE, 
t° t 
ou as? — t(bs te). 


Cette égalité montre que as? est un multiple de t ; or comme 
t est premier avec s ou s?, cette condition entraine la divisibi- 
lité de a par ft. 

Il résulte de là que si l’on suppose «a = 1, 
aussi t —1, et l’équation admet alors pour 
nombres entiers set b—s. 


on doit avoir 
racines les 


(M. GUYOT, collège de Melun.) 


[Ont résolu la même question : M1 A. Madonne ; MM. E. Anzemberger ; 
A. Arcizet ; E. Barbé ; L. Barberot ; H. Belbenoïit ; A. Bernardeau ; L. Beu- 
ret ; H. Blanc ; A. Bottin ; Butruille ; R. Cattin ; G. Desnoës ; L. David ; 
H. Devaux ; R. Dubuisson; E. Durand; V. Enescu ; G. de France ; G.,à G.; 
E. Gernez-Pfanmatter ; J. Guéret ; P. Guerrier ; M. Guyot ; R. Henry ; 
M. Herzenberg ; E. Hiernaux ; E. Hugonnier ; A. James ; KE. Kissel ; A. Le- 
coutour ; E. Licope ; J. Maury ; F. Mestre ; À. Meynier ; P. E., à Annonay ; 
L. Painvin ; L. Platrier ; R. Rives ; E. Roncaglia ; M. Royer ; P. Saintin ; 
V. Thébault ;: J. Trouillé ; G: Ybert ; P. Zlatco.] 


4938.— Démontrer que dans le système de base 10 le loga- 
rithme d'un nombre commensurable autre qu'une puissance entière 
de 10 est incommensurable. 

Qu'arriverait-il si la base était un nombre entier autre que 10 ? 


Première solution, — Considérons les deux progressions 
géométrique et arithmétique 
EDR OU OS EN 405 NOM S LOTES LE. 


s TEL one CRUE As. PRE ASIN EN NOTE 
Les nombres de la première progression ont pour logarithmes, 
dans le système de base 10, les nombres de la seconde ; et il en 
est de même pour les termes des progressions que l’on déduit 
des précédentes en insérant un même nombre de moyens entre 
deux termes consécutifs des progressions données. 


1 


Tout nombre commensurable, peut s’obtenir comme 


et, 
moyen inséré dans la seconde progression ; il suffit d'insérer 
q—+1t moyens entre deux termes consécutifs. 


Le nombre dont _ 


est le logarithme serait (4/10)? ou ?/107; 
or, si qg est premier avec p, 107 n’est pas une puissance gq° 
exacte et 10? est incommensurable. Comme à tout loga- 
rithme commensurable correspond un nombre incommensu- 
rable, à un nombre commensurable il ne peut correspondre 
qu'un logarithme incommensurable. 

Sila base était un nombre A, le nombre ayant pour loga- 
rithme ? serait /A?; si on suppose encore p et q premiers 

q 


entre eux, A? n’est une puissance ge exacte que si À est une 
puissance g° exacte. 


Si A—e*, étant un nombre commensurable et n'étant 
P 


pas une puissance des logarithmes de la forme = 
n 
à 


, p étant un 


entier premier ou non avec » correspondent à des nombres 


commensurables de la forme «?. 


Seconde solution. — Le logarithme d’un nombre X, dans le 
système de base 10, est le nombre «, tel que X = 10”; 


si œ— À on a l'égalité 


Xe 08 on * Xi 108, 
Le second membre n'admettant comme diviseurs premiers que 
2 et5, le premier membre ne doit admettre que ces diviseurs, et 
comme ils figurent avec les mêmes exposants dans 107 ou son 
égal X°, ils doivent figurer avec les mêmes exposants dans X 
qui est alors une puissance de 10. 
Si la base est A, on est conduit à l'égalité 


NUIPEVAT 
ou KR Y APS 


donc A? doit être une puissance p° exacte, ce qui ne peut avoir 
lieu, p et y étant premiers entre eux (ce qu’on peut loujours 
supposer), que si À est une puissance g° exacte. 

Si Aa", «a n'étant pas une puissance, les seuls nombres 
à logarithmes commensurables sont les nombres de la forme a; 


leurs logarithmes sont de la forme _ . 


Par exemple, si la base était 8 ou 2%, les puissances de 2 
auraient des logarithmes commensurables à dénominateur 3. 


[Ont complètement résolu la question : MM. C. Dupas ; M. Laurence ; 
M, Royer ; P, Zlatco.] 
[Ont partiellement résolu la question : Mis À, Madonne ; MM. E. Barbé ; 


V. Enescu ; E, Gernez- 
J. Trouillé.) 


H. Belbenoit ; P. Bonnefoy ; R. Catlin ; G. Desnoës ; 
Pfanmatter ; A. Gheysens ; A. Lecoutour ; H. Pariselle ; 








Le 
GÉOMÉTRIE 
4856. — On donne une parabole de paramètre p. De son 


sommet À comme centre, avec un rayon égal à 2pV 2, on décrit 
une circonférence qui coupe la parabole en deux points M et M’. 
On demande d'exprimer en fonction de p la surface du segment 
commun à la parabole et au cercle, et de calculer le rapport de 
cette surface à celle du triangle MTM' obtenu en menant à la para- 
bole les tangentes aux points M et M'. (On sait que la surface d'un 
segment de parabole, compris entre le sommet et une perpendicu- 


C À 2 3 
laire à l'axe, vaut les 3 du rectangle ayant pour dimensions 


celte corde et la distance de cette corde au sommet de la parabole.) 
(Bacc, lettres-sciences, Paris, juillet 1900.) 


Si l’on désigne par æ et y les coordonnées AP et PM du point 
M, ona 
y = px 
et 
LE + y? — (2pV 2}2. 
Eliminant #2, il 

vient 

2? + 2px — 8p? — 0, 
d'où, en laissant de 
côté la racine néga- 
tive, 

D = sr dl 
Ep 845 — 2p; 
puis, en portant 
dans y? — 2px, 








et A1 = VOT — OA? = VIRE = 2Ry2, 























Calcul de la surface du segment MAM'B. — Cette surface est la É 
somme du segment parabolique MAM' et du segment circulaire 


MBM’. Or È 


Segment MAM' — À 2.2y = D p; 


le segment circulaire MBM', différence du quadrant MAM' et du 
triangle MAM', a pour valeur 


AM — @y = 2p?{r — 2). 
Donc 
Surface MAM'B — D + pr 2) = SR 2). 


D'ailleurs, A étant le milieu de la sous-tangente TP, on à 


Surface MTM' = 2xy — 8p°, p 
et, par suite, “ 
SUN N ESS 4 

Surf. MTM Lu 4800 


(P. SAINTIN, lycée de Versailles.) 


[Ont résolu la même question : MM, H. Belbenoit ; Daure ; E, Htügonnier- 
Ginet ; Jacquet ; M. Laurence ; J. Lehmann ; Noël ; J. Pendariès ; H. Pitrat; M 
E. Saulreau ! P. Valentin ; H. Varennes.] s 


4918. — On donne un cercle de centre O et de rayon R, un « 
point | dans le plan tel que O1 = 3R. | 

19 Déterminer par une construction géométrique sur le diamètre « 
OI deux points M et N, tels que le point 1 soit le milieu du seg-. 
ment MN et que le produit OMXON soit égal à R2?. Calculer 
OM et ON. | | 


ul | 
20 Montrer que les rapports _ et Le sont égaux (G et D 


sont les extrémités du diamètre OT), et calculer la valeur numé- 
rique commune de ces rapports. £ 

30 Déterminer par une construction geométrique sur le cercle Q 
un point P tel que À «à 
PM° +PN° = 

L désignant une longueur donnée. 
Entre quelles limites doit être contenue cette longueur 1 pour. 
que le problème soit possible ? : 
(Certificat d'aptitude au professorat des écoles normales, | 
aspirantes, 1900.) 4 S 


1° Supposons le problème résolu : traçons la circonférence de 
diamètre MN ayaat son centre en I, et menons-lui latangente OA. 
Comme par 
hypothèse 

R? = OM.ON 

= = 0”, 
le point de con- 
act A appartient 
au cercle O0; ce. 
point se trouve 
aussi sur le cer- 
cle de diamètre 
OI, puisque l’an= 
gle OAI estdroit.. 
Pour déterminer M et N, il suffit donc de décrire sur OI. 
comme diamêtre un demi-cercle qui coupe le cercle O en A, 
puis le cercle de centre Î passant par A, qui rencontre O[ en. 
M et N. 
Calcul de OM et ON. — On a 





OM = OI — IM, 
ON = OI + IN. 
Or OI = 3R 












EE FA EE À AE DIE à KL] k # 
Donc OM = R(3 — 2V2), 
ON = R(3+2ÿ2). 
20 On a 
CHAR ORAN ROM ROM te. 
PMR ONE TT RATER o* ? 
OM 
de même 
RO ROUES OM ec or 
DN —_ ON—R R? R 


OM 
3° Le point P est le point commun au cercle O et à la cir- 
conférence lieu des points tels que a somme des carrés de leurs 
_ distances auüx points fixes M, N est constante et égale à 22. 
On sait que cetle circonférenee a son centre au milieu [ de 
MN ; son rayon, déduit de la relation connue 


PM +PN = 2PI +21M°, 
est Php iM = /A--sRi 
valeur facile à construire géométriquement. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que le 
cercle I coupe le diamètre CD du cercle O entre C et D, ce qui 
s'exprime par 

ID < IP K IC 
ou | 2R < VASE < 4R 
ou, en élevant chaque membre au carré et résolvant par rapport 
bu! 2R/F < 1 LRVE. 


Lorsque atteint l’une deses limites extrêmes 2RV3 ou 2Rÿ6, 


le point P se confond avec l’un des points D ou C, 
(P. BONNOT, instituteur-adjoint, à Montceau-les-Mines.) 


Remarques, — 1° La relation OM.ON — R? montre que les 
points Met N sont conjugués sur le diamètre qui passe par I. 
Or on sait que si deux cercles sont orthogonaux, tout diamètre 
de l'un est divisé harmoniquement par l’autre; comme on 
connaît le milieu I de MN, le cercle de centre 1 orthogonal au 
cercle donné coupe OI aux points demandés. 

On a OM + ON = 201 = 6R, OM.ON = R?; 
ON sont les racines de l'équation 

&1 — GRx +R? = 0, 
d'où x— 3R—+2RV2. 

20 Met N étant conjugués par rapport à Cet D, Cet D sont 
conjugués par rapport à M et N, et on a, en valeur absolue, 


donc OM et 


CM _ DM 
EN — DN' 


Si on remarque que CM —DM — 20M, CN —DN = 2h, 
on à 


EMULE OM A ri 
TN = JDN = = 4-22. 


ssolu la même question: Mis D.,à P.; A. Madonne; À. Saleilles; MM. 
ocre ; EE, Barbé ; L, Barberot ; V, Barol ; A. Bernardeau; P. Bily; 
P. Bonnefoy ; L. Bordron ; CG. Bourion ; J, Bournisien ; l Bourrec i V. Chos- 
son ; L, David ; H. Dobryzniak ; CG. Dupas ; E. Durand ; G. Foucry 9: Geof- 
froy.; E. Gernez - Pfanmatter ; P. Givry ; J. Guéret ; P. Guerrier ; 
H. Guillaud ; G. Guillaume ; L. Hostier ; A. Lardy-Pleumartin; E. Laroche ; 
M. Laurence ; I. Lefèvre ; Lemmet ; T. Lemoyne ; M.B., instituteur à l; 
R. Manen ; F. Mestre ; À. Meynier ; T. Millet ; Noël ; E. Périnet ; M. Petit 
L. Pignier ; Poujol ; G. Rabalé ; R. Rives ; M. Royer ; A. de Saint-Gabriel ; 
E, Serres ; V. Thébault ; H, Varennes ; P, Zlatco.] 





4933. — Résoudre et discuter géométriquement le problème 


suivant : 
Inscrire dans un demi-cercle donné un rectangle connaissant la 


somme de sa base et de sa hauteur. 











Supposons le problème résolu : soit CDEF un rectangle inscrit 
dans le demi-cerele de 
diamètre AB et tel que 
CF + CD — 24. 

Prolongeons FC d’une 
CK = # 
Si O est le milieu de CF 
ou AB, ona 

PRE CD l 

D'ailleurs, en joignant le milieu L du rayon OA au milieu M 
de l'arc AB, on obtient des triangles rectangles KCD, LOM 
homothétiques comme ayant les côtés de l'angle droit parallèles 
et dans le même rapport 2; donc KD est parallèle à LM, ce qui 
conduit à la construction suivante : 


longuenr 





à : l : x 
Sur AO, on prend OK = 5» €etpar K, on mène la paral- 


lèle KD à la droite LM qui joint le milieu de AO à l'extrémité 
du rayon OM perpendiculaire à AB. Il ne reste plus ensuite 
qu'a mener DG et DE respectivement perpendiculaire et paral- 
lèle à AB. 

Discussion. — La droite KD ne coupe le demi-cercle qu'au- 
tant que le point K est compris entre le centre O et le point de 
rencontre T de la tangente TD’ parallèle à LM. Pour obtenir la 
valeur de OT en fonction de R, remarquons que le triangle 
TD'O est égal au triangle LOM, de sorte que 

OT = LM ARE URUT, 


» 
A 





Si 2R<7<RY5, K est compris entre T et A; la droite KD 
coupe le demi-cercle en deux points qui fournissent deux solu- 
tions, 

Si R<7<2R, K est situé sur AD, et il n'y a plus qu'une 
solution. 

Si l<R, K est situé sur LO ; le point D vient alors sur 
l'arc MB, et le rectangle correspondant répond à un problème 


différent de celui posé, la condition CF + CD —7 devenant 
ici 
— CF + CD = 27. 
(J. PERMANN, lycée de Limoges.) 
[Ont résolu la même question : Ml° 4. Saleilles ; MM. L. Bordron ; L. Da 


vid ; J. Francesechini ; J. Guéret ; G., à 
A. James ; M. Laurence ; L. Lemwet 
J. Trouillé.] 


Ajaccio ; H, Guillaud ; Hébré ; 
; F° Pégorier ; L. Pignier ; G. Quantin; 


#4 
PHYSIQUE 


4926. —- Latige d'un aréomètre est surmontée d'un entonnoir E 
x Muni d'un trait de repère a, qui limite une capacité de 
E 5e; l'instrument afleure dans l’eau au bas de la tige, 


n\{s0 ue , , a 3 

P en À, où l'on a marqué 0°; un poids de 55° placé dans 
l'entonnoir fait affleurer l'aréomètre en B, où l’on mar- 
que 50 ; l'intervalle AB est divisé en 50 parties égales. 

Arp° — On verse en E, jusqu'au trait x, un liquide de den- 


sité inconnue, et on trouve que l'instrument affleure 
dans l'eau à la division 44. On demande la densité du 
liquide. Plus généralement, quelle est la densité du 
liquide qui déterminerait l'affleurement à la division n ? 
(Bacc. lettres-sciences, Clermont, juillet 1900.) 


Appelons V le volume de l’aréomètre depuis le bas jusqu’au 
zéro et » le volume d’une division. 


TRS TT ED ne RE Men pr 


APTE LATTES À 


ul 


Écrivons que dans tous les cas le poids du Foie d'en dé- 
placée est égal au poids total de l’aréomètre ; il vient, P étant le 
poids de l’aréomètre vide, 


PIE, 
PEN É00 
et P + 5x = V + 44w, 


x étant la densité inconnue du liquide. 


Onadonc P = V= (V + 50v) —5 — (V + 44v) — 5x. 
On en tire 50v = 5 
et Lkv = 5x. 
Divisant membre à membre, il vient 
4k 
Qi 50 — D,0n. 


En général, si n est la division d’affleurement produite par un 
liquide placé dans l’entonnoir jusqu’au trait de repère, sa densité 


sera donnée par la formule 
ñn 
D0 (C. YBERT.) 
[Ont résolu la même question Mies Madonne; Lauzanne; A. Saleilles; 
D., à P.: MM. Ambard; À. Arcizet; L. Barberot; J. Bernard; Bernardeau: 
Belbenoît; Beyney; F. Boivin; Bottin; Bourrec; R. Cattin; Croïet; David ; 
Deslandes: Desnoës: Delhotel; Dobryzniak; Durand; E. Gernez; Gérard; 
Giery; Godfroy; Guillemin; S. Guerrier; M. Guyot ; R. Henry; Heyraud: 
Hostier: L. Lambert; A. Lapresle; A. Larcher: Larrieu; A. Lecoutour ; 
L. Lefèvre: Legay:; Lepoivre; Limouzi; A. Mabon : Martin; Marx; M.:B., 
instituteur à V.; J. Métais; Mestre: A. Meynier; Michaud ; T. Millet ; Pallet ; 
Ch. Passeron: À. Pernin; M. Petit; Poujol; Popescu; Rabaté; L. Richard : 
R. Rives; Royer; A. de Saint-Gabriel ; Serres ; Tapponnier: Tastet; V. Thé- 
bault: F. Thibier; Trébla; Unger; Valentin; Vautrey.] 


Di 


4934. — Un point lumineux S se trouve sur l’axe principal 
d'une lentille convergente, à 1" du centre optique. La lentille a 
0,50 de distance focale. De l’autre côté de la lentille, à une dis- 
tance de 17, se trouve un miroir plan M normal à l'axe principal. 

19 Où se forme l’image définitive de S? 

20 Qu’arrive-t-il si l'on incline le miroir ? 

3° Que se passerait-il si le miroir M, au lieu d'être plan, était 


concave ou convexe ? 
(Bacc. leltres-math., Aix, novembre 1899.) 


1° Considérons un rayon lumineux quelconque SI émanant du 
point lumineux S. En sor- 
tant de la lentille, il se ré- 
fracte et prend une direction 
ISs telle que l'on ait 
1 1 6 
100 © OS, 50° 
d'où OS, = 100. 

S'il n’y avait pas de miroir 
en S;,, le point S y formerait 
son image ; mais le rayon 
lumineux en tombant sur le 
miroir plan se réfléchit sui- 
vant Sil’ en faisant un angle de réflexion égal à l’angle d’inci- 
dence. Ce rayon subit à travers la lentille une seconde réfraction 

À et va former finalement une 
image en un point 5’. 





On a 
1 ee 
100 * OS’ 50” 
d’où OS' = 100. 


Donc le point S’ se confond 
avec le point S. 

20 Si le miroir forme un 
angle avec l’axe principal de 
la lentille, rien n’est changé 
dans la formation de l’image ; 
elle se confond toujours avec 
le point lumineux. Si le miroir, au lieu d'être plan, était con- 




















cave ou convexe, l'image se superposerait toujours au point 
lumineux comme le montrent les constructions suivantes : 





ÿ ail M. 
Le SEX -1 
S S 4 
> 27 8 ‘4 
; I! ,* ; 
(AH ta Orléans.) k 
[Ont résolu la même question : Me Saleilles ; MM. Antoine ; Belay 5. 
Bernardeau ; Bellier ; Beuret ; Beyney ; Bottin ; Durand; ‘Guerrier ; Guyot ; 
Hébré ; Henry ; Hugonnier ; Lemmet ; Lestable ; Limouzi : Martin ; Marx; 
Meynier ; Petit ; Popescu ; Royer ; de Saint-Gabriel ; Ybert.] ; 
RE RES deu si ue 
4953. — Démontrer que si A et B ontleurs K derniers chiffres. 


communs, A et Br ont aussi leurs Æ derniers chiffres communs. 


4954. — Résoudre et discuter le système 4 
T+Y+2—= A, 
D +Yÿ +R = b, 
YZ + 2% — XYy = 0. 
4955. — Construire un triangle connaissant la hauteur AD, sachant 


que cette hauteur, les côtés AB, AC qui la comprennent et le troisième | 
côté BC sont en progression géométrique. 
(F. PéGoriEer, à Carcassonne.) 


4956. — Construire un losange dont deux côtés opposés reposent 
sur deux parallèles données, chacun des deux autres côtés passant par 


un point donné. 


4957. — Les angles w et w’ étant assujettis à vérifier la relation 


sin w de sin w/ 
Rcoœsw+a  Rcosw —a’ | 


prouver que la différence 


a — R?2 L 1 
2 a cos w'—R a COS w + R 
conserve une valeur constante. & | 
(X. ANTOMARI.) 


4958. — On donne la trace horizontale «P d’un plan. Déterminer - 
sa trace verticale de façon que sur l'épure cette trace et son rabatte- 
ment sur le plan horizontal soient en ligne droite. 


4959 .— On donne un triangle ABC dont les longueurs des côtés sont 
exprimées par &, b, ©. On applique aux sommets A, B, C des forces 
parallèles ayant pour mesures algébriques M + À@, mi + Xb, Mm+ AC. 

10 Trouver le lieu du centre de ces forces, en considérant À comme - 
un paramètre variable. 


- 2° Intersection de ce lieu avec le côté AB. (Te 


4960. — On demande le volume d’un aérostat rempli d'hydrogène 
capable d'enlever 1250k8 avec une force ascensionnelle de 10K8. 
Le poids du litre d’air à 0° et sous la pression 76° de mercure est. 
187,293, 
La densité de l'hydrogène par rapport à l’air est 0,0693. 
On négligera le volume de l'enveloppe et celui de la nacelle. 
(Bacc. lettres-math., Lyon, mars 1900.) 


A49G1. 
en un point 


— On donne une corde AB de longueur ! rendue immobile 


C tel que l'on ait AC — AB%XBC. Trouver le rapport 
des hauteurs des deux sons que rendraient les 
deux segments vibrant transversalement. La 


corde tout entière rendant le fa* de la qua- 
trième octave, trouver les hauteurs des sons 
des deux segments. On donne la tierce — 435 vibrations doubles. 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, juillet 1900.) 


——# 
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lauréat du concours (1°r prix). 





4842.-— Deux prismes de même angle A et d'indices n et n° 
sont placés à la suite l'un de l'uutre de manière que les faces en 
regard soient parallèles et laissent entre elles une mince lame 
d'air. 

On fait tomber sur le premier prisme un rayon de lumière 
suivant la normale et on mesure la déviation totale e qu'il a subie 
après avoir traversé les deux prismes. 

On demande de chercher l'expression de l'indice n du premier 
prisme en fonction de l’indice n' du second et des deux angles 
A ete. 


Remarquons d’abord que la lame d'air interposée entre les deux 
prismes n’a pas d'influence sur le résultat observé, et qu'on peut 
par conséquent supposer les deux prismes en contact. En effet, 
c’est une lame à faces parallèles, et, par suite, elle ne peut dévier 
le rayon que latéralement, ce qui ne modifie pas l'angle d'émer- 
gence. 

Cela posé, comme l'énoncé n'indique pas si les faces en regard 
des deux prismes sont de même sens ou de sens contraires, nous 
examinerons successivement ces deux cas. 


n>Nn. 
Le rayon SI arriveen [l' sans déviation et s'y 
réfracte : on a 
+ nsint = n'sinr. 
Mais l'angle à est égal 
à l'angle A comme 
avant les côtés perpen- 
diculaires, et, comme 
ÈS TRS tn. D 
FÜSAEE. LOIRET <7 À 
Le rayon l'I” fait en 
I" avec la normale un 
angle >» = A —7r au- 
quel correspond un 
angle ÿ tel que 
nisinTs— sin {. 


PREMIER cas, — On peut avoir n>n, ou 
1PMEeN 





Comme la normale en l” est parallèle à SI (puisque 








PÈRE Fr , 
on à 1 —e. On est donc amené à résoudre le système 


n sin À = »'sinr, 
r+r = À, 
sin e = n’sinr!. 
Ona nsin À — »n'sin (A — r’) = n'(sin A cos r — cos A sin 7’), 














FR. ; sin r’ 
d'où n = n'| cos r — ; (4) 
tg À 
L’équation SJé 1 Sin 
4 sin € 
donne SIDT = ———. 
n 
sin?e sin e 
On a donc n=" RVELRERS 
\ n° tg À | 
ou enfin n = ÿn'?— sin? e — : 2 
( A @) 
20 Si n'<n, on obtient les mêmes formules que précédem- 
ment, mais r>A; comme A=r<+7, rest <0. Îlen 


résulte que la déviation a lieu en sens inverse, Si donc, dans ce 
cas, on compte la déviation comme négalive, la formule (2) 





s'applique à condition de remarquer que sine <0. Si l'on ne 
tient compte que des valeurs absolues, on aura 
re SIDE 
1) Car] 
n=Nnr sine : 
V tg À 
Deuxième c\s. — Le rayon arrive en fl’, se réfracte, et l'on a 


lon sini=in/'$sin Tr, 
À, 
A=r+?r, 


nwsinr = sin ?. 


î 


NES. 2e 
Or on remarque qu'ici r et r’ 


sont toujours de part et d'autre 
débris donner = 0" HTES 
<0, etlona 
CRI A 
Il vient alors 
n sin À —#'sin(A —r') 
— n’'(sin A cosr — cos À sin r’), 


Sn PQ 2 ELU 
ou = n'|cos r — FE (3) 








Mais la dernière équation donne 
sin © 
n' n 
Remplaçant sin r’ et cos r’ par leurs valeurs dans l'équation (3) 
HET \ in (e —2A) sin (e — 2A 
il vient n—=n (1 Lier - Air 3 SR (ESS 


n'? n'igA 


sin(e—2A) 


sn ! 


sin 7 = 











ou, en simplifiant, ; 
sin (e — 2A) 


n = ÿn?— sin (e—2A) — TA 


+ 


Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que les 
rayons ll” et I’1, soient réels, c’est-à-dire que 


n sin? 


mr D nosin 7 1. 
REwarQuE. — Si A devient très petit, les formules se simpli- 
fient. Chaque prisme donne une dispersion constante 
d = (n—1)À, d'={(n—1)A. 
Dans le premier cas, e=d—d'—A(n—1—n+1)=A(n—n); 
donc ERA + n. 
A 


Dans le second cas, 
e=d+d'—=An—i+n —1) = A(n+n —2), 


n= En +2. 


[Ont résolu la même question : MM. Boissonnet; Foucry; de Jarny; 
Lecoutour ; Tourneux.] 
à ——_—— 
ARITHMÉTIQUE 
4945. — Un nombre est représenté par a dans le système de 


base 10, et par b dans le système de base 6. On calcule b—a 
en considérant a et b comme écrits dans le système décimal, et 
l’on trouve 10 544. sachant qu'il est le plus grand 


Evaluer a, 
possible. 


Soient x,y,3,u,t,... les chiffres à partir de la droite du 
nombre b exprimé dans le système de base 6. On a, dans le sys- 
tème décimal, s 

b = x + 10y +402 A0 6 104 + 10°s +... 
a=m+ 6y+ 6:54 Gu+ 6H 6°s + -..; 
la condition b— a = 10544 revient donc à 
ky + 64: + 78ku + 8TOEE + 92224s + ... — 16544. 

Pour que a atteigne la plus haute valeur possible, il suffit de 
donner successivement aux divers chiffres ..., s, t, u, 3, y, x 
de b la plus grande valeur entière positive compatible avec l'éga- 
lité précédente. 

On voit d’abord qu'il faut qu'on ait 

s —=10 et t 
l’égalité devient alors 
y + 643 + 18ku — 1 840 ; 
puis successivement en prenant 


1; 


= 2; ky + 64: = 272; 
AE 4y = 16, d'où = 4, 
Le nombre cherché est donc b — 12445 dansle sytème de 


base 6, et 
a = 12 445 — 10 544 = 1 901 


dans le système décimal. . x 
(DURAND, à Salernes.) 


GÉNÉRALISATION. — Soit b un nombre écrit dans le système de 
base &. Si #1, m2, ..., m, sont les » chiffres qui forment ce 
nombre, et énoncés dans l'ordre précédent en commencant par 
les unités d'ordres lés plus élevés, le nombre d'unités contenues 
dans b sera 

a = map + mo? LE mn + Mn, (1) 
a étant écrit däns le système de base «. 
Considérons le nombre » comme écrit dans le système de base 


a. On a 
b = nmuai —- MaQN 2 + Mat + Mn, (2) 


et, si l'on pose a >>$, il vient, en retranchant (1) de (2) et en 
appelant d la différence, 
d = ma(añi-1 — Bt) + mafan—? — On) +... + mn (x — É). (3) 








_ Si l'on se donne d,4,Ë et la condition que «à soit le plus 
grand possible, "1 est le quotient à moins d'une unité près par 
défaut de d par (a*71 —fr-1), Si R est le reste de cette division, 
l'égalité (3) devient 

R = mofañ? — fre) LR... mn i(a — P), 
m2 est le quotient à moins de une unité près par défaut de R 
par (a? — fr-2), et ainsi de suite. 

mn n’est pas ainsi déterminé, mais comme @ estle plus grand 
possible, il doit lui-même être le plus grand possible, c’est-à-dire 
égal à la base de numéralion £ diminuée de 1, 

Mn = Pb —1. 

Nous avons ainsi déterminé les chiffres de b écrit dans le sys- 
tème de base £ ; le nombre a sera égal à b—d, dans le sys- 
tème de base «. 

(A. BERNARDEAU, instituteur à Surgères.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; A. Bottin ; E. Durand ; 
G. Foucry ; E. Gernez-Pfanmatter ; R. Henry; E. Hugonnier ; A. Larcher ; 
M. Laurence ; E. Lelarge ; P. Mayet; F. Mestre ; M. Petit ; J. Trouillé.] 


4946. — Combien y a-t-il de nombres premiers avec 10 qui 
s’écrivent avec trois chiffres différents ? 


4 \ 
Tout nombre premier avec 10—2>%X5 n'étant divisible ni 


par 2 ni par 5 est un nombre terminé par un chiffre impair autre 
que 5, c'est-à-dire par l’un des quatre chiffres 1, 3, 7 ou 9. 

Pour former tous les nombres répondant à la question, il suf- 
fit d'évaluer combien il y a de nombres de l’une des formes 

abl, ab3, «99, 

composés de trois chiffres différents. 

Les nombres de la forme 491 représentant tous les nombres 
de deux chiffres suivis de 1 sont au nombre de 400 — 10 = 90; 
sur ces 90 nombres, il faut éhminer : 


aÿT, 


10 nombres de la forme 1x, 
9 — — all, 
9 — — ax; 


en remarquant que ces trois formes ont en commun le nombre 
411,.qui se trouve ainsi éliminé 3 fois ou 2 fois en trop, il reste 
finalement 
90—10—9—9+2= 64 

nombres de la forme ai composés de trois chiffres distincts. 

Le même raisonnement s'appliquant aussi bien aux nombres 
des trois autres formes af3, 457, 499, il en résulte qu'il existe 

C4 4 — 256 : 

nombres s'écrivant avec trois chiffres distincts et premiers 
avec 10. 


Autre solution. — Il y a autant de nombres de la forme 401 
où a-/6/1 qu'on peut former d’arrangements avec les 9 
chiffres 0, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 8,9 combinés deux à deux, moins les 
8 arrangements commençant par 0. 

On a donc 

9% 8—8— 64 
nombres de la forme afi où tous les chiffres sont différents. 
Donc... : 
(G. FOUCRY, section normale de Châlons.) 


[Ont résolu la même question: MM. P. Bancillon; L. Baunerot ; H. Belbenoit ; 
À. Bernardeaux; V. Chosson; E. Hugonnier; E. Kissel ; D. Koenig ; M. Laurence; 
A. Legros ; E. Périnet ; M. Petit ; GC. Tapponnier ; J. Trouillé ; Vautrey.] 


© — ——— 








LS 


pacé 


ALGÈBRE 





4920. — Une parabole et une ellipse ont un foyer commun, et 
le sommet de la parabole coïncide avec le centre de l'ellipse. L'el- 
lipse est définie pur son grand axe 2a et sa distance focale 2c. 

Calculer, en fonction des quantités a et c: 

1° La distance du foyer commun à l'un des points d’intersection, 
M, de l’ellipse et de la parabole ; 

20 la distance de ce même foyer au point où la tangente en M à 
l’ellipse rencontre le grand axe; 

3° La distance de ce foyer au point où la tangente en M à la 
parabole rencontre le grand axe. 

.(Bacc. leltres-sciences, Paris, novembre 1900.) 


Soit F le foyer commun à la parabole et à l’ellipse. Le som- 
met de la para- 
bole coïncidant 
avec le centre O 
de l'ellipse, la 
directrice est la 
perpendiculaire 
au grand axe me- 
née parle second 
foyer F’. 

1° Projetons M 
enwPésur. EN 
Dans le triangle 





MFF, 


ME étant opposé à un angle aigu, on peut écrire 
MF — MF” + FF°—9FF".FP. 
Or, en posant MF—x, ona 
MF’ — 2a — x, PES SE 
et F'P = MD = MF ou x. 


Donc a? = (2a — x)? + 4c? — 4kcx, 
d’où l’on tire 
_ @+c? 
SRE 


20 La tangente MT à l’ellipse étant bissectrice extérieure du 
triangle MFF', on a 
À ee À 
FT MF 
FT FT FT —FT c 


he Don da. 2(a — x) mire 


a? + ce? 
ee) __&+c? 
M te Leo. 
LT, 
3° La tangente MS à la parabole étant bissectrice de l’angle 
FMD des rayons vecteurs, SMF = $MD = MSF, et le triangle 
MSF est isocèle ; donc 
FS = FM OU œ— LÉ ES 
a+ C 
(L. COLOMBEY, école normale de Nancy.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger; L. Barberot; V. Barol; 
A. Bernardeau; M. Beyney; GC. Bourvéau: R. Cattin; L. Colombey ; L. David; 
A. Drocourt; F. Filliol ; J. Franceschini; E. Gernez- ‘Pfanmatter ; J. Guéret; 
R. Henry; ex Lefèvre; GR Lemoyne; L. Licope ; T. Millet; A. de Saint-Gabriel; 
A. Séclet; P. Thonet; G. Trébla; P. Valentin : H> Varennes : Varoquaux.] 





d'où 


4944. — Former l'équation du second degré qui donne les 
valeurs de x qui satisfont aux deux équations simultanées en x 


et y, 
12y? — 8ay — 4x? + 12% + 12y +3 — 0, 


y —2 = mx —3); 


61 — 


puis résoudre l'équation obtenue, et chercher quelles valeurs il 
faut donner à m pour que les racines soient réelles ; mettre tous 


les calculs. . 
(Ecole des Beaux-Arts, 1900, section d'Architecture.) 


La première équation peut s’écrire 
yU2y — 8x + 12) — 4x? + 12% +3 = 0. 

Remplaçons maintenant y par sa valeur tirée de la seconde 

équation ; il vient 
(ma — 3m + 2)[ (12m — 8)x — 36(m — 1)}] — 4x? + 19% +3 = 0 

ou, en développant et ordonnant par rapport à x, 
L(3m2 — 2m — 1 )x? — 4 (18m? — 2m + 1 )x-+ 108m? — 180m +75 —0. 

On tire de là 


2(48m°?—21m+1) 
n7 ( EVA SM? 21m) —4 (3m —2m—1)(108m2— 1 80m +75 ) 
FE” 4(3m?—2m—1) 


ou, après simplification du radical, 
__ 18m2—21m+ 12 76 —T2m 


6m? — 4m — 2 
Pour que ces valeurs de x soient réelles, on doit avoir 


19 
m — 
< 
(P. GUERRIER, pensionnat Valbenoïle, Saint-Etienne.) 


ee 


16 — T2m > 0 ou 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; H. Belbenoit; D. Cognet ; 
L,Colombey ; H. Dobryzniak; J. Dubar; Duittoz ; E. Durand; R. Grenouiilot ; 
A. Haar; V. Herzenberg ; E. Kissel; A. Lapresle : L. Lefèvre: . Lemmet ; 
3 8 Lestable : P. Luquet ; H. Martin ; M. Marx ; A. Meynier ; P “Michaud : 
M. Petit; M. Petitjean ; J. Raymond : E. Robert ; À. de Saint- Gabriel ; 
P. Saintin,; P. Valentin; G. Ybert.] 


à947. — Montrer que la condition pour que les équations 
æ —= by + c3 + du, 3 = ax + by + du, 
y = ax + cs + du, u = ax + by + cz 
admettent d'autre solution que æ=y=z—="4 
b, c, d soient liées par la relation 


= 0 est que a, 


hp ARE, ARR ER Re © 
a+! b+1 c+i dE kon Le : 


Retranchons membre à membre la seconde équation de la pre- 


mière ; il vient 
x — y = by — ax, 
(a+ 1)x 
? a . 
d'où LE à 


de même en retranchant successivement la troisième “6 la qua- 
trième équations de la première, on obtient :: 
(a + 1)x 
ETA 
(a + 1)x + ed 
FENTE ai \ 
Portons maintenant ces valeurs de y, 3, exprimées en fonc- 
tion de x dans la première équation ; nous aurons 


à 


et u — 


Ty 


__ ba+i)e  ca+i}x dia ET} 
T hd cH1 AHAU 


ce qui peut s’écrire 


b c -d 1 : 

a er 
Lorsque le coefficient de x n’est pas nul, cette équation entraine 
æ—0, et par suite —z3;—œu—0, Le système proposé 


n’admet alors qu’une seule: solution, 
Lorsque le coefficient de æ'est nul, on peut donner à æ une 





—— 


valeur arbitraire «, etles valeurs correspondantes de y,:;u sont 











(a+ la _ (a+4d)z (a +1) 
RUPNE HG AA AU 
Ainsi quand la relation 
b € d | ri 
+1-emNTae-ne 
a b c dues 
à al RE LL AR 


est vérifiée, le système d'équations admet pour *, y, 3, u une 
infinité desolutions, autrement dit lesystème devient indéterminé. 
(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


[Ont résolu cette question : MM. Andréis; E. Barbé; A. Bernardeau ; P. Bonnet; 
A. Bottin; A. Clément; G. Desnoës ; L. Didier ; A. Duiltoz ; E. Durand; 
E. Gernez-Pfanmatter; M. Guyot; A. Haar; J. Ilébré; E. Kistel; M. Laurence; 
L. Minjoz ; E. Périnet ; R. Petit; M. Petitjean; Portalier; E. Serres; P. Thonet; 
J. Trouillé; F. Vallée; G. Ybert.] 


——————} ——— 
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4931. — Construire un triangle ABC connaissant le côté 
BC — a, lu hauteur correspondante h et sachant que la bissec- 
trice de l'angle À est moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
ments qu'elle détermine sur le côté BC. 

Calculer les côtés b et c. 

Etablir la condition de possibilité en la déduisant du calcul et de 
la construction. 


Supposons 
défini par le côté 


le problème 
DCE 0 


résolu : soit ABC un triangle 
Ja hauteur A = X et la relation 

AD = BD.DG, (1) 
AD étant la bissectrice de 
l’angle A. 

Prolongeons AD jusqu'à sa 
rencontre en E avec le cer- 
cle circonscrit O ; on a 

AD.DE — BD.DC 
et, en comparant avec (1), 
AD'="-DE: 
Les triangles rectangles 





ADH, DEL ayant un angle 
égal et les hypoténuses égales sont égaux ; donc 
I AREA, 


Le point E est donc connu, ce qui conduit à la construction 
suivante : 

Au milieu I de BC on élève une perpendiculaire sur laquelle 
on prend ÎE— Ah; par les trois points B,C,E on fait passer 
une circonférence O, et parallèlement à BC, à une distance h, 
on mène la droite XY, qui coupe la circonférence O en deux 
points A, A’, correspondant à deux triangles symétriques par 
rapport à la perpendiculaire OE à BC. 

Pour que le problème soit possible, il faut que XY rencontre 
le segment de cercle BEC, c’est-à-dire qu'on ait 


hk < IE’ ou h < sr. ou a > 2h. 


Si a —2h, le triangle isocèle BE/C répond à la question, 








Calcul des côtés b et c. — On a 
be — AD° + BD.DC 
A —12BDIDC 
ac ab a? 
C = — . D, 
- ô DEC DEC k (b+c)? 
d'où b+c = ay2. 
B ; D H C 


Ce qui montre que le point A est 
4 sur l’ellipse de foyers B et C et de 
grand axe ay2, c'est-à-dire telle que d’un sommet du petit axe 


G8 — 





on voie la distance focale sous un angle droit. On pourrait ains 
ramener ce problème à déterminer l'intersection d’une droite el 
d'une ellipse. 

D'autre part, si R est le rayon du cercle O, on sait que 

bc=RR?r 
Or, d'après la première figure, 
2R = EE =h+IE 

et IL xA=E = €. 


2 


Donc DE—UhÈEE _ 


Connaissant b+c et bc, b et c sont racines de l'équation 


X— af5.X+R + = 0, 


qui donne, en résolvant, 
b | mis Va — Re 
ci 2 
Ces valeurs sont réelles lorsque a 2h; elles sont d’ailleurs 
positives et applicables aux côtés d’un triangle, la double condi- 
tion 
b—c<a<b+e 
ou Va? — 4h? <a < ayÿ2, 
étant toujours remplie. 


(G. FOUCRY, école normale de Chälons-sur-Marne.) 

[Ont résolu la même question : MM. L. Bannerot; M. Bégué; À. Bernardeau; 
E. Barbé; L. Bordron; I. Bourrec ; R. Cattin ; L. Décaudin,; M. Delage ; 
Duittoz: E. Durand; G. de France; G., à Ajaccio; R. Grenouillot; J. Guéret; 
H. Guillaud ; M. Guyot; R. Henry; E. Hugonnier; A. Larroque; M. Laurence; 
À. Lecoutour ; M. Marx ; J. Maury ; F. Mestre ; A. Meynier ; T: Millet ; 
D. Montel; L. Ollié ; F. Pégorier; M. Petit; Poujol; L. Richard; R. Rives; 
Samson; G. Serres-Tastet; G. Seurat; V. Thébault; P. Thonet; J. Trouillé; 
P. Valentin; G. Vallot.] 


à 


4943. — Étant donni un carré ABCD, du sommet À comme 
centre on décrit un arc de cercle tangent à la diagonale BD, qui 
coupe en E et F les côtés AB et AD; des points E et F on abaisse 
les perpendiculaires sur la diagonale BD ; soient G et H leurs 
intersections avec BCet CD. On considère la figure ombrée EGHFOE ; 
a étant le côté du carré : 

10 Trouver les expressions de l'aire S et du volume V du so- 
lide engendré par la figure ombrée en tournant autour de la pa- 
rallèle xy menée par À à la diagonale BD ; 

20 Calculer par logarithmes le côté a, sachant que l’aire du 
cercle de rayon AE vaut 0m1,543072 ; mettre tous les calculs. 

(École des Beaux-Aris, 1900, section d'Archilecture.) 


10 0na 


S — Surf. HG + 2 Surf. GE + Surf. EOF. 
Or Surf.cyl. HG = 27GL.IK, 

2 Surf. cour. GE = 2r(Gl° — El’), 

Zone EOF = 2TAE.IK. 

Par suile 
S = 2r(GL.IK+GT—ET+AE.IK). 

Calculons GI, IK, EI et AE en 
fonclion de a. 

On a d’abord 
ay? 








puis en considérant le triangle rectangle isocèle AËI, 
AE a 
EI CR re qe 
V2 2 
IK= PATES REI 0: 
d’ailleurs GI = GE + EI = EB2 + 








53 





DRE AR = 00 dv. 


2 


_ ou, comme 


t GI= < (2V2—1). 


En remplaçant dans $, il vient 


? 





a? = a? ee a? 2/2 
ni | (212 — 1) en (292 —1} — Ar £ “a 
= ra{2/2—1+4—2/2+ V2) = ra2(3 + V2). 

On peut considérer le volume V comme la différence entre le 
volume du cylindre engendré par le rectangle GHKI et le seg- 
- ment sphérique à deux bases engendré par le segment circulaire 

IEOFK ; son expression est donc 


Ne CICR — ( Re sIE°IK ) 


— 62). 
9 On doit avoir 
TUE 


TAË? = —— — 0m4,543072, 


LA 


a /0086 184 


Lun 
it 


. d’où 
- Le calcul de a par logarithmes donne 


l 4 
log a — — (log 1,086 144 — log 3,1416) 


(0,03589 — 0,49715) — 1,769 37. 
03000 SE 
(A. MEYNIER, à Thonon.) 


[Ont résolu lamême question: MM. H. Dobryzniak; L. David; R.Grenouillot; 
R. Henry ; A. Larcher ; L: Lefèvre ; P. Luquet ; M. Marx ; E. Roncin; 
J,; Trouillé.] 


w|= t 


. d'où 


\ 





4948. — Construire un triangle ABC connaissant b, c'ets 
- chant que la hauteur qui part de À est égale au côté a. 


: Première solution. — Prenons une droite AC =b; si H 
« est le pied de la hauteur issue de A, le lieu de ce point est la 
- demi-circonférence décrite sur AG comme diamètre. Mais en 
| | remarquant que l'on doit avoir 
& CB = AH, on voit qu'un premier 
lieu du sommet B est une circonfé- 
rence de cercle dont le diamètre 
CC'— D est perpendiculaire sur 
AC (car les triangles ACH, CBC' ont 
AC= CC, AH= CB, CAR = CCR). 

Le point B sera donc l'intersec- 
tion de celte circonférence O' avec 





3 l'arc de cercle décrit de A. comme 

centre avec un rayon égal à c. 

‘ Discussiox.— Tirons AO qui coupe 
la circonférence O suivant le dia- 

mètre DOD’. Pour que la construc- 

4 D’ tion soit possible, il faut et il suffit 


+ que l'arc de cercle décrit de A 
comme centre avec un rayon égal 
à c coupe la circonférence O, c'est-à-dire que 
AD < c << AD’. 
Mais on à AD X AD' — AC? — et AD'— AD —.6. 
On en tire, en formant et résolvant l'équation du second degré 
dont AD et AD’ sont les racines, ou encore en remarquant que 














: AD et AD’ sont les deux segments soustractifs d'une droite b divi- 
. sée en moyenne etextrème raison, 


AD = (VE —1) et 
La condition de possibilité du problème est donc 
b, = Le AR 
S(V5—1) <e< (V5+1). 


Lorsqu'elle est vérifiée, le problème a deux solutions différen- 
tes ; elles sont égales et confondues en une seule lorsqu'on a 


€ = 2 (VE —1) ou e= 5 +1). 


pa 


Deuxième solution. — On peut construire un triangle A'B'C: 
semblable au triangle cherché ; pour cela, prenons pour homo- 
logue de CB une longueur 
arbitraire C'B'. Un pre- 
mier lieu du point A’ est 
la parallèle XY menée à 
B'C' à une distance égale 
à B'C’. Soient maintenant, 
sur B'C' etsur son prolon- 
gement, les deux points D 
et D’, tels que 

DRE Le 


x Nue Der Y 





B' D C 2 à D’ 


ADN 

Un deuxième lieu du sommet À’ sera donc la demi-circonfé- 
rence de diamètre DD’; l'intersection de cette circonférence avec 
XY est le sommet A’ cherché. La construction lorsqu'elle est pos- 
sible donne deux solutions. 


Discussion. — Le triangle A'B'C étant semblable au triangle 
cherché ABC, le résultat dela discussion ne sera pas changé si nous 


ÉphosSOnS RUE tarot nar suile ARE) Get ACTE 
7. AUD: 
On doit avoir —— > a. 
Or en supposant c>D, il vient 
ab ac Dabc 


ND GDEEUDS— 





DE Be 40 TA et pa 


La condition de possibilité est donc 
abc du h NE 
ren C2 bc — 0? <0 
ou, puisque c doit être positif, 
b, 
C << (V5 aie Fr 
Si nous avions supposé bc, nous aurions 
GW LOT E 
b<Sw5+1) ou eZ (V5 —1). 
La condition de possibililé est donc comme précédemment 
bre DIR = 
(V5 —1)<c< (V5 M). 


(E. HUGONNIE ?, école pro'essionnelle de Voiron.) 





> 24 ou 


Solution algébrique. — Posons BC— 4x. Par hypothèse 
la hauteur AH doit être égale à x. On a 
À donc | 
BH + 2° — Ge} (1) 
b? = © + x? — 2x.BH. (2) 
(9 b 


En portant dans (1) la valeur de BI tirée 
de (2), il vient 


ee 2 


? 
2x 


ou Bat 2 902 c°}æ2 + (b2— C2? = 0. 
Pour qu’une valeur de a? convienne, il faut et il suffit qu’elle 
soit réelle et comprise entre (b —c} et (b+c). 


PE 
R 


La condition de réalité est 
(b? 7ve 2} — 5(b2 — c°)? Z 0 
ou Ce + ci die 0. 
Cette inégalité est vérifiée pour toutes les valeurs de 2? com- 
prises entre celles qui annulent son premier membre. On doit 
ainsi avoir 





LV < nm < (+99 


_ B+1Ÿ 
ou, en remarquant que 3+ÿ5 = CEE AIR 


(VE 1) <o << (V8 +1). (3) 


Si l'on remplace successivement dans le premier membre de 
l'équation æ par (b—c) et (b+c), on trouve 
8(b — ct — 2(b2 + c?)(b — ce}? + (8? — 2}? = 4(b — c}t, 
5(b + c)t — 2(02 + c?2)(b + C2 + (0? — ce}? = 4(d + c)*. 
Ces résultats étant tous deux positifs ou du signe du terme en 
æ*+, les deux valeurs de 4? seront comprises entre (b—c}? et 
(b+c)? en même temps vs leur demi-somme, c’est-à-dire 


HÉErs 


sion a (b— cc)? < <(b + c)?. 


La seconde inégalité est pau ; la première revient à 


4D? — 10bc + 4c? 0 
ou 4 2) — ©) 0 
ou — <b <%, 


inégalités qui rentrent dans les inégalités (3). 
Le problème admet ainsi deux solutions pourvu que les inéga- 
lités (3) soient remplies. 


Solution trigonométrique. — Pour calculer l'angle A, on a 
be sin À — BC. AH — BC? — b? + c? — 2bc cos A 
ou bc sin A + 2bc cos À = b? + c?, 
On est ainsi ramené à résoudre une équation de la forme 
ne 


m sin &æ+ n cos æ —p. Pour cela, on pose tge — + 
M 
et l'équation s'écrit 
sin (A+) 
DC —— 2" = y 2 
cos ® PP 
de 1 1 
d'où, en observant que cos © = —  ——, 
l VI + tv V5 
; b? + ç2 
SIN (A+) = ————. 
7 bcy5 


Pour que cette valeur s'applique au sinus d’un arc réel «, il 


faut et il suffit qu'on ait 
sin (A+o) < 1 


e b2 + c? £ 
bey5 su: 


ce qui revient à D? c? — bey3 < 0 
C Æ = 
— (V5 — 4) < 8 < — (V5 +1). 


Ces conditions remplies, on peut écrire 
sin (A+) — sin a; 


ou 


on en déduit 
A+o—, d'où 
et A+o=— d'où A=T—y— a, 
Ces deux solutions sont toujours acceptables ; en effet « ést 
toujours compris entre les arcs supplémentaires ® et rx — o, 
car cette condition revient à poser 
sin. à >> sin o 


À = a —/9 
T — 0, 


b? + c?2 2 
ou SRI IE - es 
bcyS 7 VE 


10 — 


appartient à la circonférence de diamètre EF ; 





ou 
inégalité évidente. 


(b— cc} > 0, 
(L. COLOMBEY, école normale de Nancy.| 


Remarque. — Sion pose tg — — x, l'équation qui donne 


A conduit à la suivante : 
(b + c}? &? — 2bcx + (b — c}? = 0, 
Pour qu'on ait une solution, il faut et il suffit qu'on trouve 


O<A<90, c'est-à-dire 0 < lg 5. 





Le problème a donc 


autant de solutions que l’équation en x à de racines positives ;« 
si les racines sont réelles, elles sont évidemment positives, et la. 


condition de réalité s'exprime par l'inégalité 

bc? — (b2— 2} > 0 
ou bi — 3h + ch < 0, 
condition déjà trouvée dans la solution algébrique. 


[Ont résolu cette question : Mie A. Saléilles; MM. F. Arnulf ; L. Barberot; 
H. Belbenoit; A. Bernardeau; Beltçaguy ; C. Bourvéau; R. Cattin : J. Dubar : 
E. Durand; G. Foucry; J. Franceschini ; E. Gernez- Pfanmatter : G. Grün- 
felder ; J. Guéret ; D. Koëenig ; A. Larcher *: M. Laurence” #”A* Ste ts É 
Re Legay : Le mme ; H. Martin; F. Mestre; A. Meynier ; Portalier; G. Quantin,; 
E. Ron£in; J. Roux; P. Thonet : J. Trouillé.] 


4949. — Construire un carré connaissant son centre et deux 
points pris sur deux côtés consécutifs. 


Pre niére solution. — Supposons Île problème résolu : soit « 


ABCD un carré dont on connaît le centre O et les points E, F 
des côtés consécutifs AB, AD. 


Tirons les droites OA, OF, OD etélevons sur OF une perpen- « 


diculaire OF’ limitée au côté 


AB. Les triangles OAF", 


ainsi que les angles _ 
À = s50 = D et AOF — DOF 
(côtés perpendiculaires), 
égaux. Donc OF —OF, ce 
qui conduit à la construction 
suivante : 

Sur une perpendiculaire à OF 





ü 


OF’ = OF; on mène la droite 


ODF 
ayant les côtés OA, OD égaux, 


sont . 


on prend le point F' tel que 


EF" sur laquelle on abaisse la perpendiculaire FA. Le carré est . 


alors complètement déterminé par son centre O et le sommet A. 
Si l'on porte la longueur OF’ en sens contraire, on en déduit 
un second sommet A fournissant une seconde solution. 


Lorsque E coïncide avec F, la droite EF’ devient indéterminée, « 
ainsi que la projection A de F sur cette droite ; il existe alors 


une infinité de solutions du problème. 
(A. MEYNIER, à Thonon.) 


Seconde solution. — L'angle EAF étant droit, le sommet A 


d'ailleurs la 


droite AO, bissécttie de cet. 


Ye 


LIN 


demi-cercle EF. 


angle, coupe cette circonférence , 
en un second point I, milieu du . 


Le sommet A est ainsi à l’in- - 


tersection de la circonférence de 
diamètre EF avec 
joignant le point O au milieu I 
du demi-cercle EF. En considé- 


rant la droite qui joint O au. 


milieu |!’ du demi-cercle EAF, 
G on obtient un second F'RÈS A 
correspondant à une seconde solution. ; 


la droite ÿ 


| 
: 
; 








A RES EE 7 MENT One LS Eee NE} Me à 


f 
_ Lorsque le point O se confond avec I, la droite OI devient 
indéterminée, et le sommet A peut être pris en un point quel- 
conque du cercle EF ; quant au carré fourni par [, il se réduit 
ici au centre O. Dans le cas particulier que nous venons 
d'examiner, on à OE — OF, ce qui montre que ce cas ne 
diffère pas au fond de celui de la première solution. 

{ConsranT PERROQUIN, lycée de Cherbourg.) 


[Ont résolu cette question : Me A. Madonne; MM. L. Bannerot; L. Barberot; 
. Belbenoït; Beltçaguy; A. Bernardeau; P. Bonnet; A. Bottin; C. Bourion; 
. Cattin ; Durand; G. Foucry ; J. Franceschini; Garin; F. Gérard ; J. Guéret; 
. Guyot; J. Hébré; V. Herzenberg ; E. Hiernaux; E. Hugonnier; P. Jouaire; 
. Kissel ; R. Larrieu ; R. Lautré ; A. Lecoutour ; P. Legay ; G. Lepoivre; 
. Mercent ; E. Milhaud ; L. Painvin ; F: Pégorier ; E. Périnet J. Permann; 
. Petit, M. Petitjean; Portarlier ; A. Rousseau ; M. Sondag ; A. Sottoé ; 
Tastet ; Vautrey.] 


————— #4 —— 
GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


“rome 





4950. — On donne, en géométrie descriptive, les projections 
de deux droites issues d’un même point O. Ces deux droites déter- 
minent un plan P, dans lequel se trouve un point A dont on 
donne la projection horizontale. Trouver sa projection verticale 
» et construire, en vraie grandeur, le triangle dont deux côtés sont 
dirigés suivant les deux droites données, et dont le troisième est 
dirigé suivant la droite de front menée du point À dans le 


plan P. | 
(Bacc. lettres-sciences, Aix, juillet 1900.) 


Soient {(0b, ob’) et (oc, oc’) les deux droites qui déterminent le 
plan P et a la pro- 
jection horizontale 


du point A. 
; La projection ver- 
£ ticale a de A 


«s'obtient en menant 
par À une droite 
quelconque située 
dans le plan P, par 
exemple la droite 
de front (amn, 
a'mn'). 

Le triangle MON 
n'étant autre chose 
que le triangle con- 
sidéré dans l’énon- 
cé, on obtiendra sa 
vraie grandeur en 
rabattant ce tri- 
angle sur le plan 

de front passant par le côté MN ; pour cela, il suffit, d’après la 

construction connue, de mener par o' une parallèle à #'n' sur 
laquelle on prend o'wy — 04, puis de rabattre £vw; en £0, 
sur la perpendiculaire 0'Ë à m'n'. Le triangle Om" repré- 
sente la vraie grandeur du triangle de l’espace OMN. 

(P. SAINTIN, à Versailles.) 


[Ont résolu cette question : MM. E. Barhé ; Beckerich ; Beltçaguy ; A. Ber- 
nardeau; P. Bonnet; Bourdeaux; C. Chessin; V, Chosson; L, David; Desmoulins; 
G. Desnoës ; J. Dubar; E. Durand; G, Foucry; Garin; F. Gérard ; E. Gernez- 
Pfanmatter ; F. Grenier ; J. Guéret ; P. Guerrier ; O, Guittet ; M. Guyot ; 
P. Hamon ; J. Hébré ; E. Hiernaux ; E. Hugonnier ; E. Kissel ; L. Lambert 
A, Lapresle; L. Lefèvre; P. Legay; L. Leminet; G. Lepoivre; M. Matheron; 
P. Mayet ; M. Moreau ; H. Palustran ; H. Pourtoy ; J, Raymond ; E. Robert; 
À, Scottoé ; J. Trouillé ; P. Valentin ; G. Yberl.] 


—————————— 4 ————— 
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4941. — Un corps pesant 5085 tombe sous l'action de la pesan- 
teur d'une certaine hauteur avec une vitesse initiale de 200% par 


seconde. La force vive acquise au bas de la chute étant éaale à 
1550joules 675, trouver cette hauteur en mètres, sachant que l'accé- 
lération au lieu considéré est q = 9,81. 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, juillet 1900.) 
Soient m la masse du corps, F la force vive et v la vitesse 
acquise par le corps au bas de la chute. On a 


1 
F = — mr°. (1) 
2 
Les équations du mouvement uniformément accéléré sont 
D = Vo + gl 


1 
et e = vot + LE 


vo désignant la vitesse initiale, e la hauteur de chute et # la 
durée de la chute. Éliminant le temps entre ces deux équations, 
il vient dv? = vo? + 2ge. 

Remplaçons v? par cette valeur dans l'équation (1), on a 


F — _ m(v,? + 2ge), 


2F — mvs° 
2mg 
Application. — On sait qu’un joule vaut 10? 
=11850,675 >< 101; 


d'où e— 


ergs ; donc 


d’un autre côté, m — 50, vo — 20000, 9 = 981. 
On a donc 
__ 2x 1550,675 x 107 — 50 x 200002 re 
Ê 2% 50 < 981 ne LE 
La hauteur de chute exprimée en mètres est 


1122m,68. 
(L. BARBEROT.) 
[Ont résolu la même question : Mills Saleilles 5 MM, Belbenoit ; David ; 
Desnoës ; Devaux ; Durand ; P. F.; P, Guerrier ; Kistel ; James ; J. Lestalle; 
Martin ; Maury ; Michaud ; Raymond ; Roncin ; Trouillé ; Ybert,]| 


4942. — Pour photographier le soleil on dispose d'une lunette 
astronomique dont l'objectif a 1% de distance focale. On enlève 
l'oculaire et on met duns le plan focal de l'objectif un verre dé- 
poli, Quel est le diamètre de l’image du soleil ? — L'observateur 
la trouvant trop petite veut la grossir 10 fois en disposant : 1° à 
l’intérieur du tube de la lunette une lentille divergente ; 2° une 
chambre noire photographique à la place de Foculaire, allongeant 
ainsi l'instrument. La nouvelle distance du verre dépoli à l’ob- 
Jectif est de 1,30, Quelles doivent être la position et la distance 
focale de la lentille divergente pour que l'image soit au point sur 
Le fond de la chambre noire ? 

Le diamètre apparent du soleil est de 32 minutes. 

(Bacc. letires-math., Besançon, juillet 1900.) 


10 Avant l’interposition de la lentille divergente L', l’image du 
soleil se forme sur le verre dépoli. 
Deux points diamétralement opposés du soleil envoient sur la 





lentille L des rayons passant par son centre optique, et en ad- 
mettant que l'axe optique de L, indéfiniment prolongé, passe par 
le centre du soleil, cet axe fait avec chacun de ces rayons un 


angle de 16. Appelons 4 le diamètre de l’image AB du soleil ; 
on à 
— 100 tg 16, 


(e 


log — = log 100 + log tg 16’, 


DIS we 


d'où d = 0°®,9308. 

90 Par suite de l'interposition de L', l'image AB ne se forme 
pas, mais joue par rapport à L’ le rôle d'objet virtuel. Il en 
résulle une image réelle et agrandie A'B’; cette image se formera 
sur le verre dépoli et sera 40 fois plus grande que AB. 


! r2 
On a . = er 
; s # LAN 
d'où VE ner 
d’où A Lea à De 
D'un autre côté, la formule des lentilles donne 
ea fe RER 
Footer CR 


f désignant la distance focale de L’. Remplaçant p et p" par leur 
valeur, il vient f:=120°2;80; 
(L. DAVID, lycée de Saint-Elienne.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bernardeau; Cattin; Durand; Gernez; 
Guyot ; Henry ; Marx ; Meynier ; Thonet ; Ybert.] 





CONCOURS DE 1900 (Suite.) 


SECTION NORMALE ANNEXÉE A L'ÉCOLE NATIONALE 
D'ARTS ET MÉTIERS DE CHALONS 


Composition d'Arithmétique ou d'Algèbre. 


Résolution et discussion complète d'un système de deux équations 
du premier degré à deux inconnues. 
(Durée: 2 heures.) 
Problèmes d'Arithmetique et d’Algèbre. 


L. — 4962. Un marchand a acheté les 7/8 d'une pièce de drap à 
raison de 36fr,50 le mètre ; il cède les 0,9 de son achat à un de ses 
confrères qui lui donne en paiement un billet de 3600{ payable dans un 
an, 4 mois et 20 jours. En escomptant ce billet à 3 600 chez un ban- 
quier, le marchand rentre dans 
ses déboursés et gagne 136f' sur 
son dernier marché, outre le 
drap qui lui reste. Trouver le 
nombre de mètres de la pièce de 





A ; drap. 

l D C Il. — 4963. Un chemin de 
fer AX part d’une ville À et 
RE EL passe à une distance à d'une 


autre ville B. En quel point D de 
AX faut-il établir une gare pour qu'en la reliant à la localité B par 
une route, le temps employé pour aller de A en B soit un minimum ? 
On connaît la distance AC = d, ainsi que la vitesse v du train et celle 
du parcours de la route BD. 
(Durée : 2 heures.) 
Composition de Géométrie, 


.— Établir à l'aide du théorème des projections les tormules donnant 
le sinus, le cosinus et la tangente de la somme algébrique de deux 
ares. 


|A 


- = arc Cotg 1 + 2 arc cotg 3. 
(Durée : 2 heures ) 


IL. — 4964. Démontrer que 


rs 


Problèmes de Géométrie. 


I.— Étant donnés une circonférence et deux points À et B, 
Sur un même diamètre, on joint respectivement à ces points les extré= 





mités d'un diamètre mobile PQ. Les droites PA, QB, ainsi obtenues se 
coupent en un point M. On demande de trouver le lieu géométrique 
décrit par le point M quand on fait mouvoir le diamètre PQ: 


IL. — 4965. Etant donnée une sphère de rayon R; on construit sur 
un grand cercle comme base un cône droit équivalent à la moitié du 
volume de la sphère. On demande: 

49 de trouver le rayon du petit cercle d'intersection ; | 

2° d'évaluer le volume de la portion du cône comprise entre la base » 
et le plan du petit cercle. 

(Durée : 2 heures.) 





s' à 
Épure de Géométrie descriptive.. 
4966.— Un. 
tétraèdre ré-. 
gulier SMNP- 


et un prisme 
horizontal 
dont les arêtes 
se projettent 
respectives 
ment en À et. 
A',B et BU: 
et C',Det D'« 
sont dessinés. 
sur la figure 
ci-contre. On 
demande de 
représenter le. 
tétraèdre en-. 
taillé par le 
prisme. 


#4 









QUESTIONS PROPOSÉES 


4967. — Soient À, B, GC trois nombres entiers composés : 
A, de 2m chiffres égaux à 1 ; va 1 
B, de m +1 chiffres égaux à 1 ; 14 11 
C, de m chiffres égaux à 6. 

Démontrer que A+B+C+S est un carré parfait. 
(Luis de ALsa, à Malaga.) 


4968. — Par un point A dans le plan d'une circonférence de centre 
0 et de rayon R, on mène une sécante ABC 
qui coupe la circonférence aux points Bet G 
et fait avec AO un angle +. Considérant alors 
le triangle BOC, on demande : 
10 l'expression de son aire en fonction de &; 
de R et de & ; k 
20 Ja valeur de + pour laquelle cette aire est 
maxima ; 
3° la valeur correspondante de l'angle BOC ; 
4° Ja construction géométrique qui en résulte pour la sécante. 


(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1900.) 





“ 


969, — On suppose que par trois points A, B, C on fait passer 
une corde sonore parfaitement flexible et également tendue sur toute. 
sa longueur. Déterminer la forme de ce triangle de telle sorte que les 
trois côtés, quand on les fait vibrer, produisent l'accord parfait majeur. 
(On se bornera à donner les valeurs des cosinus des trois angles, sous 
la forme de fractions ordinaires irréductibles.) 
(Bacc. lettres-sciences, Montpellier, juillet 1900.) 4 
; 
4970. — Sur la face AB d'un prisme ABC d'angle æ on fait tomber, 
un rayon lumineux sous l'angle &. Si n désigne l'indice de réfraction 
du prisme par rapport à l'air, quelle est la valeur qu'il faut donner. à 
l'angle æ pour que le rayon sortant du prisme soit normal à la face AB 
AT ES 
4 = & etun—= “oh 
(Bacc. leltres-math., Bordeaux, juillet 1900.) 


Cas particulier où 
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ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 


(Concours de 1900.) 





[2 


4826. — Un particulier achète un terrain à bâtir et un champ 
contiqu, qui ont ensemble une superficie de 1 hectare 56 ares. Le 
terrain à bâtir coûte 4 SOU et Le champ 3 500", et Le prix d'un 
mètre carré du terrain surpasse de 2f*,75 le prix d'un mètre 
carré du champ. Quels sont les prix du mètre carré du terrain 
et de l'hectare du champ ? 


Désignons par æ le prix d’un mètre carré du terrain. Ce 
terrain valant #4 800f° à pour superficie, en mètres carrés, 
&800® | 


, 


Ca 
de même, le prix du mètre carré du champ est x —2 
sa superficie, 


M 


3 500 

æ — 2,15 
| La superficie totale devant être de 1 hectare 56 ares ou 
. 15 600m4, on a l’équation 
L 4 800 3 500 
| ou 394? — 128x + 33 — 0, 
_. d'où l’on tire Hama D ARRRRRE 

39 


Le prix du mètre carré du terrain valant au moins 2°, 75, la 
première solution convient seule. Ainsi le mètre carré du terrain 
vaut 3, le mètre carré du champ 3—2,75 — 0,25 et l’hec- 
tare de ce champ 0,25 >< 10 000 = 2 500fr. 


- 


Interprétation de la solution x".—Cettesolution vérifie l'équation 
4 800 3 500 


11 11 Oo + 
@'— 2,15 





— 15600, 


æ 
ou, en mettant en évidence le signe du second terme, 
| x 800 3 500 
Rat 29 75m 

Cette dernière équation s'applique au problème suivant : 

La superficie d’un terrain surpasse de 1 hectare 56 ares celle 
d'un champ; le terrain coûte 4 800% et le champ 3 500%, et la 
somme des prix du mètre carré du terrain et du champ vaut 
2fr,75. Quels sont les prix du mèlre carré du terrain et de 

 l’hectare du champ ? Rép.: 0fr, 282 et 24 680fr. 
(A. VANNIER, à Chaource.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger ; E. Baudoin ; 
benoit; Bouzy; F. Clabault; A. Delaire; L. Demogyue ; J. Guéret ; 
J. Haag ; Hugonnier- -Ginet ; A. Legros ; D. Lword : 
R. Mouzon; Noël ; J, Pendariès SEX Roncaglia à 
E. Szivessy ; P. Valentin ; H. Vincent ; P. Zlatco.; 


— 1415600! 


LÀ 1 Et ef HE CAT. 


H. Bel- 
Ce Guinand; 
R. Mauen ; de Meynier ; 

M. Royer ; E. Serres ; 











4827. — On donne deux demi-droites orthogonales AX et BY, 
dont AB = 2a en position et en grandeur, 
distance. On prend sur elles deux longueurs variables 
et 


est, la plus courte 
AD 
BQ —Yy, telles que xy = k?, k’étantuneconstante donnée: 
19 Quel'est le minimum de PQ ? 

2° Quelle valeur faut-il donner à k? 


oulre,constamment 


pour que l’on ait, en 


æ+y = PQ? 
30 Montrer que, lorsqu'il en est ainsi, PQ reste tangente à la 
sphère décrite sur AB comme diamètre. 
49 Montrer que le lieu yéométrique du point de contact de PQ 
et de cette sphère est la demi-circonférence de grand cercle située 
dans le plan bissecteur du dièdre XABY. 


jo AX étant perpendiculaire à AB et à BY, est perpendiculaire 
au plan ABY; le triangle APQ 
est donc rectangle en A et donne 
PQ° fe AQ° = 2? + y? + 4a?. 

Le minimum de PQ corres- 
pond celui de la somme 
variable x? + y?; cette somine 
étant composée de deux parties 


à 





dont le produit a?y? = kt est 
constant devient minimum 
lDrSqu ee de yet. AOnRS 


alors 
PQ = V2? + 4a2. 


20 Pour que æ+y— PQ, on doit avoir 
(x +y)? = x? + y? + 4a? 
ou ALU Lo? 
ou RS. 


Dans ce cas, le minimum de PQ est 
PO—= V4a? + ka? — 2aV2. 


30 Abaissons du milieu O de AB la perpendiculaire ON sur 
PQ. Je dis que lorsque 
PQ = x + y, 

oOnas 0H" 
En effet, dans le tri- 
angle acutangle OP, 


À 17 X 











on à 
00° — OP° + PQ? 
— 92PQ. PH 
ou, comme 
00° — = a+ y, 
OP = «2 + »° 
et PQ = x + y, 


MS 


D Hp = + +(e +y)— 2e +y)PH, 
(+ y) + a — y" | 
Moy) 

Par suite les triangles OPA, OPH ayant l'hypoténuse commune 
et deux côtés égaux sont égaux, et OH — OA — a, ce qui 
montre que PQ est tangente en H à la sphère de centre O et de 
rayon a. 


d’où PH= 


4° Pour démontrer que H est situé dans le plan bissecteur du 
dièdre XABY, projetons la droite PHQ en P'H'Q sur le plan 
X'BY parallèle à AX. 

Le rapport de deux segments de droite restant le même en 
projection, on peut écrire 


OH QI 
HP HD 
Mais, d’après ce qui précède, HP =x et QH = y; 


QH _ y BQ 


donc 


HP ME EN DPr 

Ce dernier résultat montre que BH’ est bissectrice de l'angle 
X'BY; comme cet angle est l’angle rectiligne du dièdre XABY, 
le plan ABHH n'est autre que le plan bissecteur de ce dièdre. 





















Le lieu de H est alors le grand cercle, intersection de la sphère 
de diamètre AB avec le plan bissecteur en question, 
(Noïëz et RaouLz MOUZON). 


[Ont complétement résolu cette question : MM. E. Anzemberger ; F. Cla- 
bault ; J. Guéret ; J. Haag ; de Jarny ; R. Manen ; J. Pendariès; P: Thonet ; 4 


H. Vincent:] 
{Ont partiellement résolu cette question : MM. P. Bonnet; 
Zlatco.] 


E. Hugonnier- 
Ginet, ; A. Legros ; D: Lword ; P: Valentin ; .P: " 


4828.— Placer la feuille de manière que l'en-tête soit à droite. … 

Sur une droite parallèle au bord inférieur de la feuille et située 
à 14cm de ce bord, marquer les points À et b, À à 120w et b à 22 , 
du bord de gauche. 

A est le centre d'une sphère de 10° de rayon et b est le point M 
de contact avec le plan de comparaison (plan de la feurlle) d'une … 
sphère de 10% de diamètre, dont le centre est B. 4 

Soit I Le point où la droite AB perce le plan horizontal tangent | 
à la fois à ces deux sphères, et soit G le point de cote maximu de 
l'intersection de ces mêmes sphères; soit enfin P le plan quia. 
IC pour ligne de plus grande pente. ; 

Représenter la projection horizontale de l'ensemble a portions 
des surfaces sphériques qui est compris entre le plan de comparai- É 

















son et le plan P. On supposera le plan P transparent, les surfaces 
sphériques opaques, et on supposera enlevée La portion de chaque 
surface sphérique comprise dans l’autre sphère. 

Construire les projections horizontales des tangentes menées de 1 
aux sections faites dans les sphères par le plan P. Inscrire les 
cotes du point 1, des points de contact des tangentes précédentes, 
et des points de contact des tangentes menées aux deux sections 

















planes : 1° parallèlement au plan horizontal ; 2° parallèlement au 
plan vertical contenant les centres des sphères. 


En prenant Ab comme ligne de terre, la sphère A a pour pro- 
jection verticale le cercle A de 10" de rayon, et, la sphère B, 
le cercle b' de 10c® de diamètre et tangent en b à Ab. 

La corde bc’, commune aux cercles A et d', est la projection 








2 ENTRE DD L ZA der sale dl lp. à Va vr- 
OP PONIPERS D PT ITA) AR ON TT CE SPA RENE 
" = ”, AT OURS Ü d Va, Ps TE RER, : 

+ 


Lake ; 
MA de 47 
NS Ro. 


\ Q 
- 


verticale du cercle d'intersection des deux sphères; la projection 
horizontale est une ellipse admettant bc pour petit axe et la per- 
pendiculaire mn = bc' au milieu À de bc pour grand axe. 

La droite Ab’ rencontre en ? la tangente commune aux cercles 
Aetb'; le plan P est donc le plan de bout dont la trace verti- 
cale P’ est la droite vc'. Ce plan P coupe les deux sphères 
AetB suivant deux cercles projetés verticalement suivant les 
cordes c'd' et c'e’; horizontalement ces cercles ont pour projec- 
tions deux ellipses admettant respectivement pour petit et grand 
axe : la première cd et fy, la seconde ce et Al. 

Pour obtenir directement les points de contact des tangentes 
menées de I aux deux sections planes, rabattons le plan sécant 
autour de sa trace verticale P’ sur le plan vertical; les cercles 
d’intersection avec les deux sphères ont pour rabattement les 
cercles de diamètres c'd' et c'e’; la tangente commune cuty à 
ces cercles est le rabattement d’une des tangentes cherchées, 
iut, obtenue en prenant sur la ligne de rappel de #, 
. Les tangentes aux deux sections parallèles au plan horizontal 
ont évidemment pour projections horizontales les droites cc, dd’, 
ee! ; les tangentes parallèles au plan vertical contenant les centres 
A et B des sphères ont pour projections les tangentes en f, g, h,1 
aux deux ellipses o etw, ces tangentes étant parallèles à la trace 
Ab du plan vertical considéré. 

On obtient immédiatement les cotes du point I et des points 
de contact projetés en c, d, e, f, g, h, l au moyen des projections 
verticales de ces points situées sur la droite 1’. 


(Davin LWOW, à Piatra N.) 


D 
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NOTE SUR LA PARABOLE 


par M. V. Hioux. 


I. Théorème. — Si une droite mobile A interceple sur les 
côtés d’un angle YOX deux segments OP —p, O0 = 3%, liés 
par la relation ap—+bq = À, a, b et l désignant trois lon- 
gueurs données, la droite A enveloppe une parabole. 


DémonstrarioN. — Nous démontrerons d’abord que tous les 
cercles OPQ passent 
par un second point 
fixe F. Pour cela, à 
une posilion initiale 
PQ de A, adjoignons 
une autre position P'(}'; 
nous aurons séparé- 
ment 

ap+ bg = (1) 
et 
ap +bg =; (2) 
d'où, par soustraction, 
a(p—p}+ b(g—g') = 0. 
Mais pour p'>p, on 
a nécessairement 





gd <4; 
si les quatre segments 
interceptés sont positifs. Or PP'—=p—p et QQ = g—4!. 


On a donc —a.PP'+b.Q'Q = 0, 


ble : 


d'où la relation remarqua- 


PP pb 


Q'Q 2 (3) 











Cela posé, soit F le second point commun aux deux cercles OPQ 
et OP'Q’. On peut reconnaitre que les triangles FPP’ et FQ'Q 
sont semblables en remarquant que : 


SD , : RES — 
lo FPQ est supplément de son adjacent FPP' fet de FQQ, 
angle opposé du quadrilatère inscriptible PFOQ ; donc 
RS — HR ee 
FPP° =:EQQ": 
ER Rs 


FO'Q'—="FP'P. 


2° de même 
Le rapport des hauteurs menées de F est par suite égal au 


rapport des bases PP’ et Q'Q, c’est-à-dire égal à - Ainsi : 


Le point F est situé sur la droite lieu des points dont les distances 
; . 2 b 
à OX et OY sont dans le rapport vÉ 


Cette droite passe en O et, si on désigne par F son second 
point de rencontre avec le cercle initial OPQ, tous les cercles 
OP'Q/ passeront forcément par ce point F, puisque dans l’angle 
YOX il n’y a sur la circonférence OPQ qu'un seul point difré- 
rent de O dont les distances à OX et à OY soient dans le rap- 


b 
port Et Donc : 


1° Les cercles OPQ passent par un second point fixe F situé 
dans l'angle YOX. 

Pour achever la démonstration, menons du point F les per- 
pendiculaires FD, FE et FI sur les côtés du triangle OPQ. 

Le point F se trouvera sur la circonférence circonscrite au 
triangle OPQ ; on sait que ces trois points sont sur la droite fixe 
DE déterminée par D et E. 

Le pied mobile 1 est donc le sommet d’un angle droit dont 
un côté FI passe 
parun point fixe, 
et, comme le 
point I décrit 
une droite, l’au- 
tre côté de l’an- 
gle enveloppe 
une parabole qui 
a pour foyer le 
point F et pour 
tangente au 
sommetla droite 
DE. Donc : 

2° La droite 
mobile A enve- 
loppe une para- 
bole. C.q.f. d. 


REMARQUE |. — 
Les droites OY 
et OX sont deux 
positions de A qui correspondent à et OMret: ANT E D" 
donc la parabole est tangente à OX el à OY. En désignant 
par G et C les points de contact l’un sur OX, l’autre sur OY, 

RL UE st JA 
ou > et pour p—=0, 0C— Ta 
La droite GC’ ou corde de contact, rapportée aux axes OX et OY 
aurait pour équation ax + by = l?, qui se déduit de la relation 
ap + bg = À en y remplaçant p et q par « et y. 





ou/a pour: .qg — 0, 


REmarQuE Il. — Si on fait varier la longueur / seulement, le 
foyer F décrit la droite lieu des points dont les distances à OX 


sea alt 
et OY sont dans le rapport = ; cette-droite est la diagonale OL 


d’un parallélogramme OALB 
de côtés OA = a et OB—b, 
car les distances du sommet 
L à OX et OY sont dans le 


rapport û 
pport —. 


Lorsque A touche la para- 
bole entre C et C, les seg- 
ments désignés par OP et OQ 
sont positifs ; mais l’un d'eux 
devient négatif quand 4 touche la parabole soit au delà de C, 
soit au delà de C. 





ReëmarQuE Il. — À la relation donnée substituons ap — bg = l?, 
ou bien bg — ap = À. 


Dans le premier cas, on démontre facilement que le fover F 
se place dans l'angle Y'OX, un des deux suppléments de YOX, 
sur la droite OL’ conjuguée harmonique de OL par rapport à OX 
et à OY. La parabole est inscrite dans l'angle Y'OX. Dans le 
second cas, le foyer F se trouve dans l'angle YOX’, sur la même 
droite OL’ conjuguée de OL, et la parabole est inscrite dans 
l’angle YOX. 


Nora. — Connaissant le foyer d’une parabole et la tangente au 
sommet on peut, sans tracer la courbe, lui mener une tangente 
passant par un point, ou parallèle à une droite donnée. On 
pourra, par conséquent, en tenant compte du théorème qui vient 
d'être démontré, traiter facilement deux problèmes placés plus 
Join dans les Questions proposées. 





—— 
ARITHMÉTIQUE 


4953. — Dénontrer que si À et B ont leurs k derniers chiffres 
communs, A et B" ont aussi leurs k derniers chiffres communs. 

Lorsque deux nombres entiers A et B ont leurs X derniers 
chiffres communs, la différence A—B est terminée par x 
zéros, c'est-à-dire multiple de 10%. Réciproquement si cette 
condilion est remplie, les nombres A et B ont leurs À derniers 
chiffres communs. 

Tout revient donc à démontrer que si l’on a 


A—B—m.10x, 


on à aussi A — Br — m/,10%, 


Or on sait que A*—B* est toujours divisible par AB ; 
donc 
An = Br miA =D) = mm 10k 
CT, 0! 
Remarque. — La réciproque de la propriété énoncée n’est 


pas vraie; car, par exemple, A? et B? peuvent être terminés par 
le même chiffre sans que A et B soient terminés par le même 
chiffre. 


[Ont résolu la même question: M'e S, Lauzanne: A. Saleilles; MM. S. Amy: 
D. Antonescu ; A. Arcizet ; P. Bancillon ; L. Bannerot ; E. Barbé ; H. Bel- 
benoit ; M. Bernard ; A. Bernardeau ; P. Bonnot ; L. Camillet ; R. Cattin ; 
V. Chosson; L. David; G. Desnoës; Ducongé-Cabireau; À. Duittoz; E. Durand; 
J. Franceschini ; R. Rives ; F. Gérard ; À. Gheysens ; P. Hamon ; J. Hébré; 


R. Henry ; L. Hostier . E. Hugonnier ; À. James ; D. Koenig ; M. Laurence ; 
P. Legros ; L. Lemmet; M. Marx ; A. Meynier ; J. Permann ; P. Phisson ; 
M. Royer; E. Serres; F. Sol; J. Tastet, V. Thébault; G. Tourneux ; J. Trouillé; 


Verot ; P. Zlatco.] 
RL PRE EN à 


ALGÈBRE 


Vautrey; F. 


4353. — Soit un tétraèdre SABC, CD perpendiculaire sur 
SH perpendiculaire au plan ABC ; les sens positifs sur AB, 
DUT, 


AB, 
DC, 
HS 24 





HS sont tels que les trois segments AB = a, 





soient positifs. On considère un purallélépipède rectangle inscrit 
ou exinscrit au tétraèdre. Trois arêtes étant OM, ON, OP, Les som- 
mets opposés à O, M, N, P sont 0’, M', N’, P'. La face OMP'N est 
duns le plan ABC ; La face opposée O'M'PN' a un côté PN' dans 
le plan SAB, un sommet M' dans le plan SAC, un sommet O' dans 
le plan SBC. 

On pose OM=x, ON = y, OP — z, et on demande d’éta- 
y 3 


ht M He 


; faisant ensuite 


blir, en une seule fois, la relation DE 


1 


æ 
a 
y 


en supposant 


Calculer 2 à — 


kasect, on obtiendra les côtés des quatre cubes que 
l'on peut généralement inscrire ou exinscrire à un tétraèdre, ainsi 
que la disposition de ces cubes. | 


| à 


RS 


ER ? 


La face O'M'PN’ étant inscrite dans une section A'B'C' du 
tétraëdre, on a 


OW _ CD —ON 


BA CD 

ou 
CN OR T 
B'A' C'D' 


Or OM =—», ON = =y; 
donc l'équation (1) peut s'é- 
crire 





z y 
À 
A'B' D'C 
D'autre part on a, dans 
tous les cas, 








AB 
en tirant AB et DU des 
relations (2), et en les por- 
tant dans la précédente, on a 
x y 











Se 
Ad LE — H =; 
AB Ho DGSE 
RE 3 
ou CRE 
AB DC 
: æ y 3 
re ER Eee 7 2 
ou enfin : 3 —- H 
”. Ér y 3 ‘ 
Si on suppose = — = —, on en déduit 
À be 1 
= 2 Y = U3 _ . 
= AS; y = H3, en me 1 
m h H 
Sion fait ÀA= Hu, p = +4, v, ylelss sonttlonnennes 
| 
LEA n de OUPS Yi = Zi; 
PES NO ERTE 
{ 
89 — n I 1 ’ 2 — — 39, Y2 — 232, 
H: 18 ar 
(l 
33 — T n Te. Ty — Z3, V3 — — 343; 
H 53 h ' 
fl 
34 — 1 1 Te Lg = — <}; Ye = 44 
Hies cc ar 






1 
4 
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mbdminh fi à 2. doté is 


se taf 
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4833. — On donne un tétraèdre régulier ABCD dont le côté est 
a. Sur les côtés DA, CA onprend deux longueurs DF, CE égales 
à æ ; sur les côtés DB, CB, des longueurs DH, CG égales à y. 
On demande de déterminer x et y de telle sorte que le trapèse 
EFGH soit circonserit à un cercle de rayon R. Discussion. Évaluer 
ensuite le volume du polyèdre EFDCGH. 


(Bacc. lettres-math., Clermont, juillet 1899.) 


Le triangle AEF étant équilatéral, on a 
BÉSAE a 0 : 
CHE BR = 27: 

Considérons le cercle O, de rayon 
R, inscrit dans le trapèze EFGH. 
Les droites EO, OG étant les bissec- 
trices des angles supplémentaires E 
et G sont rectangulaires et l’on a 


de même, 








RASIEP/PG: 
ou, comme EP — a = PR: 
rT 2 
pe — CH GH ee 
TE 2 


et AR? —(a— xa— y). (1) 
D'autre part, 
PO D ee de Did 


D » 


A 





et, dans le triangle EGC où C— 60, 


E F EG = + y —xy. 
FRE La seconde équation entre x et y est donc 
P (2a—x—y} = (a+ y — xy). (2) 
ÎkC /\ De l'équation (1), on déduit facilement 
G H y — (SF y)AAR?= a? ; (3) 
en portant cette valeur dans (2), après avoir 
par (æ+y) —2xy, il vient 


(2a — & — y}? — 4[(x + y — 3a(x + y) — 3(4R? — a?)], 


remplacé x? + y? 


ou, en simplifiant et ordonnant, 
3(x + y)? — 8a(x + y) + 8a? — 48R? — 0. (4) 
Cette équation fait connaître æ<+7; si on pose 


GHY = U;, 


l’équation (3\ donne 


ay = au + AR? — «?, 
Par suite x et y vérifient l'équation 
X2— uX + au + 4R?— a? = 0. (5) 

Discussion. — Les valeurs de x et y doivent être réelles, 
positives et inférieures à a, si les points E, F, G, H sont sur les 
arêtes du tétraèdre et non sur les prolongements. 

La condition de réalité de l'équation (5) s'exprime par 

u? — 4kau + ka? — 16R? > 0 
ou (u — 2a}? — 16R? > 6 
ou enfin (u — 2a — kR)(u — 2a +4R) Z 0, 
ce qui donnerait 
u <2a — 4R ou u > 2a + 4R. 

La première inégalité doit seule être admise, x et y devant 
être tous deux inférieurs à a; et on voit qu'il faut que a > 2R. 
Pour que les racines soient positives, il faut et il suffit que 


a? — LP? 
u > = Ê 
Les inégalités 
a? — 4R? 
u <2a— ER, Hi ee 


«a 


SUR 


sont toujours compatibles, car l'inégalité 
(pese) << 2a — 4R 
(44 
0O<(a—2R}. 

On est donc conduit à chercher si l'équation en « admet des 
racines vérifiant les inégalités précédentes. 

La condition de réalité des racines de l'équation en w est 

1642 — 24a? + 144R2 > 0 
ou a? < 18R? 
ou enfin a < 3RV2. 

Si on désigne par f{u) le premier membre de l'équation (4), 
les conditions de limite conduisent à considérer les expressions 
f(2a — 4R) = 4a(a — 4R), 
{ a—4R2\  3(a?—4R?) 

a 


revient à 


—16a2R2  (3a2—4R?)(a 


2— 12h?) 


w| © 


a a 

Comme a doit être supérieur à 2R, la dernière expression est 
du signe de a?—12R? ou a —2R}/3. 

Si a est compris entre 2Rÿ3 et 4R, les deux résultats de 
substitution sont de signes contraires; on a une solution donnée 
par la plus petite racine de l'équation en «. 

Si 2R<a<2Ry3, les résultats sont négatifs ; il n’y a pas 
de valeurs de x vérifiant les condilions. 

Si 4R < a < 3RV2, les deux résultats de substitution sont 
positifs, donc les valeurs substituées sont extérieures aux racines, 
la plus grande de ces valeurs, 24 —4R, est inférieure à la 
demi-somme des racines de l’équalion (4), car l'inégalité 

2a —4R < Le 
conduit à a <6R, inégalité vérifiée. 

Donc, on ne peut trouver qu'un système de 
et cela n’a lieu que si 


valeurs de x et y, 


2RV3 < a < 4R. 
Le volume EFDCGIT est celui d’un prisme tronqué, et a pour 
expression F 
V — CEG Eee li 
RER désignant les distances des sommets D, K, H à la face 
opposée CEG. 








Or | 
CEG = £CE. Césioû — Lai e # SR RATE fi 
aÿ2 
h, haut. du tétraèdre — nC 
_ É — d'où ho big as 
h AD & 
h!! BH LOL Re) 
Chi — BD ’ d ou h" — TPS RTE 
Donc (LS = er LES Com + | 
== h a (4 in (3a Le y), 
DOME PA er PRE y) 3 ] 
T Ty D ; $ 
et par suite Vu — V2(3a —_ x —y). 


On doit remplacer æ+y par la plus petite racine, w', de 


l'équation en w, et «y par 
au! + 4R? — a? 
En remarquant que 
8au! — 8a? + 4R? 

= —————— y 

3 
on peut amener l'expression de V à ne contenir w qu'au pre- 
mier degré, et on trouve 


V = Le ZLA(a?— SR} — af — 12aR?]. 


12 


u 








4917. — Dans un triangle rectangle ABC, on appelle r le 
rayon du cercle inscrit à ce triangle et r' le rayon du cercle tan- 
gent à l'hypoténuse BG et aux prolongements des deux côtés de 
l'angle droit (cercle exinscrit). 

On donne l'hypoténuse BC = a, 
rayon r' au rayon Tr. 

1° Calculer les deux côtès de l'angle droit de ce triangle rec- 
tangle. Discussion par rapport à m. 

20 Pour chaque valeur convenable de m, on trouve un triangle 
rectangle ABC répondant à la question. On appelle M le milieu 
de son hypoténuse et O et O' les centres des cercles inscrit et ex- 
inscrit dont les rayons ont êté désignés précédemment par r et r. 

Calculer, en fonction de m et de a, l'expression + du rapport 
de la différence des carrés des distances du point M aux points 
0’ et O à la somme des carrés de ces mêmes distances, soît 
à MO”? — MO? 
 MO® + M0? 

Variations de cette expression suivant les diverses valeurs attri- 
buées à m. 


ainsi que le rapport m du 


Application. — Dans les deux parties du problème, examiner 
le cas particulier de m—3+2V2 et dire ce qui arrive lorsque 
m croît au delà de toute limite. | 

(Certificat d'aptitude au professorat des écoles normales, 1900.) 


1° Cette partie ayant déjà été traitée complètement ici (V. Jour- 
nal, p. 21), nous mentionnerons seulement les résultats obtenus. 
Les deux côtés » et c sont racines de l'équation 


x? — a(m + 1) D'or 2ma? Here 
m— 1 (m —1)? 


et la condilion de possibilité est 
m > 3 + 22. 
Pour m—3+2/2, ona 
be — V2 


et le triangle devient isocèle. 





s 1 
1 + — 
Si m croît au delà de toute limite _—— — — 
== j ts 
m 
2m 2] 
LENTANCrS 4 Et — tend vers 0; de 
(m— 1}? ( 1 ) ? 
m| 1 — — 
m 


sorte que l'équation devient 

X2— aX = 0; 
elle a comme racines 0 et a. Donc, dans ce cas, A vient se 
confondre avec B ou C. 


2° Soient D et D' les points de contact des cercles O, 0’ avec 











BC. On a 
A PRES te, 
MO® = »2 + MD”, 
ne MO” — r2 + MD': 
ne sh 
B MST, on déduit de là, en ob- 
Dal servant que | 
NW  m=mz=D 
{ à ND" 
MO" + MO 
k MEL y 
= + 
0" Ci JE CENT La 





Ce 


3 ; Ad 
Mais DD’ est la tangente commune intérieure de deux cercles 








de rayons y, r'_et dont la distance des centres est 
00’ = OD'A —OA = (r' —r)ÿ2; 








par suite 
DD” = 00° — (r' + r}? 
= Sn r} = (r +7), 
7? = y? 
et Ve - : 
Ph Ne (PRICES lbs . Les 
= 2(r'2 — r?) 
Dr Hrt) —(r +7) + Qi — rh} 
PE tn PO an | 
Er — 7) Br —r 7 3 m— 4" 
Pour suivre les variations du rapport s 
2 m+lI 
PET Tree") 


lorsque » varie depuis son minimum 3<+2ÿ/2 jusqu’à l'in- 
fini, effectuons la division indiquée ; nous aurons 


2 2 
En sG+) 


Sous cette forme on voit que : décroit à mesure que m croit. 
D'ailleurs pour s n 


= 2 /a+2ÿ2 CET 
== 3 g = EC ie 
m = 3+2V2, 2 (3 =) = 3 V2, 


| 10 


et pour M == 


Ainsi, lorsque m croît de 3+2/2 à + œ, 2 décroît de 
Das ie 
— V2 à —. 
3 V 3 

(Herr GUILLAUD, école primaire supérieure de Chantonnay.} 

Ont résolu la même question : MM. E. Anzemberger ; E. Barbé ; L. Bar- 
berot ; P. Bély ; P. Bonnefoy ; L. Bordron ; 1. Bourrec ; H. Dobryzniak ; 
E. Durand ; H. Dutordoir ; E. Gernez-Pfanmatter ; J. Guéret; J. Hébré ;. 
R. Henry ; A. Larcher ; A. Lecoutour ; L. Lemmet ; E. Licope; M. B., 
instituteur à I. ; R. Manen ; A. Meynier ; T. Millet; R. Mouzon; F: Pégorier; 
M. Petit ; G. Rabaté ; G. Réveillon ; L. Richard ; R. Rives ; A. de Saïint- 
Gabriel ; V. Thébault ; P. Zlatco.] 


in 


4954. — Résoudre et discuter le système 
T+Y+3— A, 

a? + y? + 3? — b?, 
Ys + 2x -— xy = 0. 


Le système peut s'écrire 


m+y—=a—3, (1) 
a? + y? = b?— :?, (2) 
ay. = 3(& + y), ; (3) 


Des équations (1) et (3) on déduit 
æy —= 3(a— 3). 
En remplaçant æ+y, æ?+%? et xy par leurs expressions 


dans l'identité 
(x + y}? = (x? + y?) + 2xy, 


il vient 
(a— 3} = Db— 3? + 9sa— 5) 
ou 43° — kaz + a? — b? = 0. 
On tire de là, en résolvant cette équation, 
AE | 
ne 


Connaissant z, les équations (1) et (3) fournissent æ+y et 
æy, de sorte que x et y sont racines de l'équation 


X2—(a—:)X+3{(a— 3) = 0, 











qui donne 


Ten 
DRE MP 


a + b 
— 


En prenant d'abord + =. , les valeurs correspondantes 


= 


de x et y sont 
4 __a—b#ÿ{b— a)(5b +3a). 
y} a 


/ 


et ne sont réelles que lorsque 4 est extérieur à l'intervalle 


nt) 
Ent sc)" 
9 


| SiUb = a, DOME EE EC UN a —" à; 
- pu 34 2 a 
; si b—=——, ona ME HE ER 


a—b 

Pour 3— ——, les valeurs correspondantes de « et y sont 
. + à Eb HE Vib + a)(5b —3a) . 
9 ÈE 4 


ces valeurs ne sont réelles que lorsque à est extérieur à l'inter- 


3 
DRE Ous :m—y—0, 40; 
: 34 2 a 
SL b= —, ona a —y—= —4a, 3 = —. 
5 p) 5 
Suivant la grandeur de à par rapport aux quatre valeurs 
3 , 
remarquables a, ie Pie Mi Tr, ON peut résumer la 
discussion des deux solutions du système comme suit : 
3 3 ; 
— co — «a ST pe a eh 
5 5 
A 2 Fee” RSS 
1 sol. 0 sol. 4 sol. 2 sol. 


2 sol. 
(Gaszuc de SÉNÉBRON, à Hesbru.) 


[Ont résolu cette question : Mile $S. Lauzanne ; MM. M. Amiol ; 
. Andréis : M. Antoine; D. Antonescu: A. Arcizet: P. Bancillon; M. Bernard; 
Bernardeau : A. Bourlat ; J. Bournisien ; R. Cattin ; Golomer ; L. David ; 
. Desnoës : Douce ; Ducongé ; E. Durand; G. Foucry ; J. Franceschini ; 
.. Gernez-Pfanmatter : A. Godfroy; P. Guerrier ; J. Hébré; R. Henry: 
. Heyraud ; Joly ; D. Koenig ;. J. Lafargue ; M. Laurence ; R. Lautre ; 
. Lemmet ; J. Lestable ; Marais-Parier ; M. Marx ; H. Martin ; H. Masson ; 
Maury ; F. Mestre ; À. Meynier ; B. Paynel ; J. Permann ; M. Petitjean ; 
. Platrier; R. Rives; E. Roncin; A. de Saint-Gabriel ; G. Sanpite; E. Serres; 
Sol ; J. Tastet ; V. Thébault ; J. Trouillé ; P. Valentin; G. Ybert; 
P.Zlatco.] 
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GÉOMÉTRIE 


4955.— Construire un triangle connaissant la hauteur AD, 
sachant que cette hauteur, les côtés AB, AC qui la comprennent et 
le troisième côté BC sont en progression géométrique. 


Supposons le problème résolu ; soit ABC un triangle défini 
| par la hauteur AD — , les côtés 


: AB, AC, BC étant tels que 
ENT PET Se NT 
q désignant la raison inconnue de la 
progression géométrique. 
B Di E\ € En remarquant que 


ET AB.AC — h?g® = AD.BC, 
on en déduit que le triangle ABC est 
rectangle en A ; on peut donc écrire 

ADICEMC: és BC? 


ou g—g—1—=0, 
q° —_ Heu, 











et par suite AC — a ET) 


A 


AC est ainsi égal au segment soustractif de la droite AD = » 
divisée en moyenne et extrême raison. Pour obtenir ce segment, 


: 6 or h 
il faut, comme on sait, décrire le cercle E, de rayon re CR 


tangent en D à AD : AEC est le segment qu'il suffit de rabattre 
en AC de façon que C soit sur la perpendiculaire en D à AD. Elevant 
ensuite la perpendiculaire en A à AC, on obtient le triangle 
cherché ABC. 
Le problème, toujours possible, ne comporte qu’une solution. 
(F. PÉGORIER, à Carcassonne. } 


[Ont résolu la même question: Mie A. Saleilles ; MM. $S, Amy ; L. Bannerot; 
H. Belbenoit ; M. Bernard ; A. Bernardeau ; L. Butruille; M. Campuzan ; 


L. Carmillet; R. Catlin ; J. Cougnaux ; L. David ; A. Duittoz ; E. Durand ; 
J. Franceschini ; E, Gernez-Pfanmatter ; P. Guerrier ; R. Henry ; À. James; 
Joly ; L. Kayser; D. Koenig ; Lamarre ; M. Laurence SN = Legros : 
L. Lemmet; E. Licope ; H. Masson ; F. Mestre; A. Meynier ; E. Périnet ; 


M. Pelitjean ; R, Rives ; J. Tastet ; J. Trouillé; P Valentin.} 


4956. — Construire un losange dont deux côtés opposés repo- 
sent sur deux parallèles données, chacun des deux autres côtés 
passant par un point donne. 


Supposons le problème résolu : soit ABCD un losange dont 
les côtés opposés AB, CD reposent sur les parallèles XX’, YY’, 
et dont les deux autres côtés BC, DA passent par les points 
donnés M et N. 

Les hauteurs du 
losangeétantégales, 
le côté AD est tan- 
gent à un cercle de 
centre M et de 
rayon égal à la dis- 
tance d qui sépare 
les parallèles don- 
nées XX’, YY'. Par 
: suite le côté AD 
s'obtient en menant du point N une tangente au cercle connu 
M; on en déduit ensuite BC en traçant la parallèle à AD issue 
de M. 

Cette construction fournit généralement les deux losanges 
ABCD et A'BCD', pourvu que le point N soit extérieur au 
cercle M. 

Lorsque l’une des tangentes issues de N est parallèle à XX' ou 
YY', la solution correspondante n'existe plus, et le problème 
n'admet plus qu'une solution ; il en est de même lorsque le point 
N est situé sur la circonférence M. 

Ainsi pour tout point N du plan extérieur au cercle M et non 
silué sur l’une des tangentes 
LE’, FF’ parallèles à XX, le 
problème a deux solutions ; 
pour tout point N pris sur la 
circonférence M ou sur l’une 
des tangentes EE’, FF", le pro- 
blème n’a qu'une solution, 
et devient impossible si N est 








1 F” 


intérieur au cercle M. 
(A. BERNARDEAU, à Surgères.) 


[Ont résolu la même question : Mis S. Lauzanne ; A. Saleilles; MM. S. Amy; 


5 3 ee] nard : >rnarde 6 ‘uret;: 3onnat ; 

E. Barbé ; M. Begney ; M. Bernard: A. Bernardeau ; L. Beuret: P. I al; 
Bourlat ; J. Bournisien : L. Butruille ; J. Cassan ; R. Cattin ; Douce . 
Duittoz ; E. Durand ; G. de France ; C. Fontanel ; G. Foucry ; G., à G. 


Gheysens ; M. Guyot ; P. Hamon ; J. Hébré : R. Henry ; E. Hugonnier 
. James ; L. Kayser ; D. Koenig ; R. Larrieu ; M. Laurence ; PR Lemmet 
. Licope ; M. Marx ; H. Masson ; F. Mestre ; À. Meynier ; H. Palustran 


Free 


H. Pariselle ; F. Pégorier ; J. Permann ; M. Petitjean ; L. Pignier ; P. Plisson; 





V. Rives ; E. Roncin ; A. Rousseau : Samson : A. Scotte ; E. Serres ; 
R. Thébault ; C. Tourneux ; F. Vallée ; F. Vérot : P. Zlatco.1 
GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 
4958. — On donne la trace horizontale aP d'un plan. Déter- 


miner sa trace verticale de façon que sur l'épure cette trace et son 
rabattement sur le plan horisontal soient en ligne droite. 


Première solution. — Supposons le problème résolu : soit 
P/ aP' la trace verticale cher- 
chée. 

Le rabatlement a; au- 
tour de «P d'un point 
(a, a) de la trace aP’ est 
situé par hypothèse sur le 
prolongement de «P', Donc 
aa = aa, C'est-à-dire 
que « est le milieu du seg- 
ment «a ou de sa projec- 
tion ba sur æy. D'où cette 
construction : 

Par un point quelcon- 
que a de xy on mène la 
perpendiculaire ap à «P, et par le point b, tel que ba = aa, 
on élève une perpendiculaire à y qui rencontre la première en 
4 ; en joignant ax, on obtient la trace cherchée. 





Remarque, — Si aP est perpendiculaire à æy, a, se confond 

avec 0, etle plan P4P' coïncideavecle plan horizontal de projection. 
(Emize SERRES, lycée de Pau.) 

Seconde solution. — Si, dans le triangle aa'a;, on mène par 


le milieu à de aa; une parallèle au 
côté &;a, elle passe par le milieu #/ 
du troisième côté aa! et est en 
même temps perpendiculaire à &P, 
ce qui conduit à cette seconde 
construction : 

On élève en « une perpendicu- 
laire à «P et en a une perpendicu- 
laire à xy; ces deux droites se 
coupent en »'; on prolonge am’ 
d’une longueur m'a — am : ua’ 
est la trace cherchée. 

(RAPHAËL RIVES.) 

Solution trigonométrique — On sait que si w et w’ sont les 
angles des traces 4P, :P° avec la ligne de terre, l'angle V de ces 
traces est donné par la formule 

cos V — cos w.C0s w', 

Or, en vertu de l'hypothèse faite, l'angle V est représenté ici 
par le supplément de l'angle plan Pal’ = 0 + w. 
précédente s'écrit donc 





La relation 


— COS (w + w') — COS w.cos w’, 
— COS w, COS w' + sin w.sin w’ — COS w.C0s w, 
ou (guw.{guw'— 2, 
d'où go’ — 2 cotg w. 
L’angle w’ détermine ainsi la trace 4P”. 
(BELTCÇAGUY et PORTALIER, lycée d'Alger.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; M. Bérnard ; A. Bernardeau; 
R. Cattin; C. Chessin; V. Chosson; L. David; Douce: E. Durand; G Koucry; 
G. de France; E, Gernez-Pfanmatter; Joly; M: Laurence: L. Lefèvre; E. Licope; 
H. Palustran ; J. Tastet ; J.-Trouillé ; J. Valentin ; C. Yrvuag de Notelrac.] 
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TRIGONOMÉTRIE 





4858. — Un triangle équilatéral ABC de côté a tourne autour 
d'un axe XX' situé dans son plan et passant par son sommet A. 
Déterminer l'angle 0 = BAX' de telle façon que la surface 


totale engendrée par le périmètre du triangle soit égale à rm°. 
(Bacc. leltres-math., Paris, juillet 1900.) 


Première solution. — Menons les perpendiculaires BB', CC 
à l'axe XX’. En tournant autour de 
B XX', les côtés AB, AC engendrent les 
ü surfaces latérales de deux cônes, et le 
| côlé BC, la surface latérale d'un tronc 
60° | de cône. On doit donc avoir 
raBB' + raCC'+ra(BB' + CC')= rm? 
ou 2a(BB' + CC') = m2. 
Or BB':= 20 
CC = a sin CAX' = a sin (60° + 6). 
L’équation du problème est donc 
2a? [sin 0 + sin (600 + 0)] — m? 


ARCREX 


ou, en développant sin (60° + 6) et remplaçant sin 60° par E et 
1 
cos 600 par —— 
a (3 sin 0 + V3 cos 0) = m?. 
Pour résoudre cette équation, nous exprimerons sin 8 et cos 0 


enfonctionde tg a à l’aide des formules connues, 


(] 0 
sin 0 — G? cos 0 — *TU0RE ; 
1ohire LES 


on obtient ainsi, toutes réductions faites, 
(m2 + a? V3) tg? CE — 6a?tg 2 + m2 — &V3—=0, 
Discussion. — Lanele ne Pobvan prendre que les valeurs 
comprises entre 0 et 180 — 60 — 120°, une valeurde tg _. n'est 
acceptable qu’autant qu’elle est réelle et comprise entre 0 et 


14200 ss 
tg Te —= (obse V3. 





x : 0 
Remplaçons dans le premier membre de l’équation tg 7 par 0 


et ÿ3; nous aurons ; 
f(0) = m?— a? ÿ3, (V3) = 4(m? — a? 3) . 

Ces deux résultats ayant le même signe, il ne peut y avoir de 
solution unique. 

Pour qu'il y ait deux solutions, il faut : 

10 que l'équation ait ses racines réelles, c’est-à-dire que l’on 
ait : 

(3a2)? — (me? + a? V3) (m? — a? ÿ3) > 0 

ou A2at — m*> 0 
ou m? < 20? V3 ; 

2 que /(0) et (V3) soient positifs comme le coefficient de 
Lg” 2 ce qui entraine 


m2 > a%V3; 
3 que la demi-somme des racines soit comprise entre 0 et V3: 
34°? 
m2 + a? V3 <V3 
condition toujours remplie, puisque 
3a? << m°V3 + 3a?. 


0 < 


b 
j 
1 
L 
: 
l 
: 


# 








Croni ! 


Den de 


PONT VE VO 


PP CD 


| 
| 





Ainsi lorsque  a2V3 << m° <2a?%V3, le problème est 
et admet deux solutions. 


possible 


Cas particuliers. — 10 ”?— «V3. Ona 
Ok V3 0, 
0 0 à 
G d'où tg— —=0 et t8 = V3 
/ \ et B—0,  6— 120°; 


l’un des côtés AB ou AG coïncide avec 
B oee 
20 mm? — 2a2V3. Les deux racines sont 
120° égales à leur demi-somme : 
A X A en NE PR 
8% m2 + a2V3 V3 SRE 
0 
d'où 192 000 et 
cos le côté BG est parallèle à XX’. 
x À x (E. ANZEMBERGER, lycée de Lyon.) 


D 00€; 


Seconde solution. — L’équation du problème 


m2 





sin 0 + sin (60° + 0) — 


2a? 
2 


2 sin (30° + 0) cos 30° = = 


s'écrit S 
Ad“ 


d’où, en remplaçant cos 30° par &, 
m?y3 
6a 
0 ne pouvant varier qu'entre 0 et 120°, l'angle 300 + 0 
entre 300 et 1500. Or 


sin 30° — sin 1500 — _ : 


sin (30° + 0) — 





On doit donc avoir 
1 DE m3 <1 
Ga? 
ou a? V3 < M? < 2a2ÿ3. 
Lorsque cette double condition est remplie, en désignant par 
m2V3 
6a? 


n| 


« le plus petit arc positif ayant pour sinus » on a les 





deux solutions 
30040 = a, 
0 = x — 30», 


300 +0 — 1800 — «, 
0 — 1500 — x. 
(P. SAINTIN, lycée de Versailles.) 


d’où 


Remarque. — On pouvait appliquer le théorème de Guldin; 
le centre de gravité du périmètre étant évidemment le point G 


B de concours des médianes; ce point 
c est à une distance de À égale à 
2 ay3 


SIL de NET 

F EE 3 
AG fait avec AX l'angle 0 + 30°, de 

sorte qu'on a immédiatement l’équa- 

tion ge 
27 as 





X 3a sin (0 + 300) — rm°. 


On pouvait obtenir une solution géométrique en écrivant 
l'équation ( 
"2rGG' XX 3a = rm?, * 
m? 
Fra 
On a ainsi la distance du point G à l’axe ; d'autre part comme 
l'axe ne doit pas traverser le triangle, G devait être sur l'arc 


ce qui donnait GG 





varie 


de cercle de rayon AG correspondant à un angle au centre de 
1200 et dont la corde était parallèle à AX; on avait donc deux 


; J'MBBENTNS 2 ns ë À 
solutions si TA était supérieure à l’apothème de cette corde 
(42 
aÿ3 
6 
données pour deux positions du triangle, symétriques par rapport 
à la perpendiculaire élevée en A sur AX. 





NP ay3 : 
et inférieure au rayon te Les deux solutions sont 


[Ont résolu la même question : MM. E. 


| Anzemberger ; F. 
M. Laurence ; Noël ; P. Saintin.] 
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4823.— Un triangle rectangle a un côté OB de l'angle droit 

horizontal, tandis que l'autre OA, de longueur a, est vertical et 

dirigé vers le haut. Un point matériel 

À pesant, de masse m, descend sans vitesse 

initiale et sans frottement, à partir de 

pe a A, le long de l'hypoténuse AB. Ce point 

matériel est, en outre, repoussé par le 

sommet À avec une force constante égale 

à mhk><AB:, k désignant une cons- 
tante positive et x un exposant entier el positif. 

10 Calculer le temps que met le mobile pour arriver en B. 

20 En supposant que la descente du même point s'effectue suc- 
cessivement sur les hypoténuses AB, AB’, AB", de différents trian- 
gles, quel est celui de ces triangles qui donnera le temps de 
descente minimum, dans chacun des deux cas particuliers où 
Ce 


B2 BE 0 


= 1 AC 
(Bac. lettres-math., Lille, mars 1899.) 


1° Le point matériel est soumis à une force dirigée suivant 
AB et égale à la composante du poids de ce point suivant AB, 
c'est-à-dire à mg cos A. Ce point est ainsi sollicité par une 
force constante dirigée de A vers B et égale à 
mg cos À + mA x AB*; 
cette force lui communique une accélération y telle que 
y __ mg cos À + mk xX AB? 
g mg 
d'où y = 9 cos À + A >X AB, 
Par suite, l'espace e parcouru après un temps # est 


Le — 7 (gcos A+ A x AB*)E. 


— 
2 à 


AB 


) 


Er —= 


a 





En remplaçant e par , on en déduit pour le 


cos À 


temps cherché, 


2a 
É V A rs 
oi (o 698 cos? | 


on à 


74 v 2a : 
7 V gcos A+ka? 


le minimum de t correspond au maximum de g cos? À + ka 
ou de cos A, lequel est atteint pour cos A1 ou À — 0. 
Le point pesant descend alors verticalement suivant AO. 

Dour = 3, ona 


2a 
PUR er 
2 
g cos er 


Le minimum de t estici 0, carpour cos À — 0, le déno- 
minateur devient infini. Mais ce dénominateur peut admettre 








20 Pour a—1, 





<° 


LAS 


ka 
cos? À 
leur somme devient minimum 


un minimum ; en effet, les deux quantités g cos? A et 


ayant un produit constant, 


lorsque 
ka Fe # /kaë 
d'où cos À — 


Cou A 
À cos? À ? q 





Cette valeur du cosinus n’est acceptable que si l’on a 





DSTI 

V4 ne <fl, OL FE TL. Dans ce cas, il existe une direction 
LME 

AB parcourue dans le temps le plus long ; dans le cas contraire, 


cette direction correspond au minimum de la différence posi- 
tive 


ka à 
cos 9008 
qui est atteint pour cos À —1 ou A = 0. 


[Ont partiellement résolu cette question : MM. R. Cattin ; G. Foucry; 


M, Gondran; J. Haag.; 


4959. — On donne un triangle ABC dont les longueurs des 
côtés sont exprimées par a, b, c. On applique aux sommets A, B, C 
des forces parallèles ayant pour mesures algébriques m+)a, 
m + bd, m+ùc. 

1° Trouver le lieu du centre de ces forces, en 
comme un paramètre variable. 

20 Intersection de ce lieu avec le côté AB. 


On peut considérer la force #”<+)a appliquée en À comme 
la résultante des deux forces m el a ayant même point d’appli- 
cation et même direction que 
la première. 

En opérant de même sur 
les deux forces appliquées en 
B, C, on est ramené à com- 
poser les deux systèmes de 
forces parallèles suivants : 

19 Un système de trois for- 
ces parallèles égales à m» et 
appliquées en A, B, C. Ce système a comme on sait son centre 
au centre de gravité G du triangle. 

2° Un système de trois forces parallèles égales à }a, Xb, 1e et 
appliquées respectivement en A, B, C. Ce système ayant son 
centre sur chacune des bissectrices intérieures du triangle, ce 
point se confond avec le centre I du cercle inscrit. 

Il résulte de 1à que le centre des forces parallèles considérées 
est le point d'application de deux forces parallèles dont l’une, 
égale à 3m, est appliquée en G, et l’autre, égale à M{a+b+0), 
est appliquée en I. Ce point M se trouve sur la droite GI, et 
comme cette dernière droite est fixe quel que soit # ou À, elle 





constitue le lieu cherché. On a _ ne ACT ma R de sorte 
] I m 


À 
que quand —r Varie, M peut occuper toutes les positions sur GI. 


2° Le point où la droite GI rencontre AB correspond au cas 
particulier où la force #”+)c appliquée en C est nulle; dans 
ce cas, en effet, les deux forces paralléles restantes ont leur 
centre en un point P de AB tel que 
PA __m+Àb _—)c+2Xb _ b—c 
PB Time 2) ae 
(F. PÉGORIER, à Carcassonne ) 


[Ont résolu la même question: MM. Bellçaguy ; A. Bernardeau ; G. Foucry: 
M. Laurence ; Portalier.] 
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| PHYSIQUE 


49514. — Un réservoir communiquant avec un manomètre est 
rempli d'air sec à zéro sous la pression de 4 atmosphères. On élève 
sa température à 1000, et l’on demande quelle sera la nouvelle | 
pression, le volume de l'air étant maintenu constant quelles que 
soient la température et la pression : 

10 Si la totalité de l'air comprimé participe à l'élévation de tem- 
pérature ; 

20 Si la fraction de la masse d'air participant à l'élévation de « 
température est seulement les neuf dixièmes de la masse totale, | 
le dixième étant maintenu à zéro dans les tubes de communication. 


(Bacc. lettres-math., Montpellier, juillet 1900.) 


1° La force élastique H, acquise par l'air porté à la tempéra- 
ture de 1000, s'obtient en appliquant la formule 
H = H,fi + at), 
He if + rs) — patm,46, 


20 Dans le second cas, tout se passe comme si l’on mélangeait 


d’où 


10 


sous la pression de 4atm, En . 


deux gaz, l’un occupant un volume sous la pression de 


satm,46, l’autre, un volume 


10 
appliquant la formule générale du mélange des gaz, on a 
OV V | 
T CN 5 Si 
VESo—= 10 X 5,46 + T0 X 4, 


æ désignant la pression finale. 


On en tire 
æ — batm,31. 
tr (A. BERNARDEAU.) 

[Ont résolu la même question : MM. Beuret ; Beyney ; Cattin ; Chessin ; 
Cognet ; David ; Desnoës ; Desmoulins ; Durand ; Gernez ; Grunfelier; 
Guerrier ; Guyot : Henry : Hugonnier ; Lapresle ; Legay ; Lestable ; Larché ; 
Lecoutour ; Lemmet ; Martin; Mestre ; Meynier ; P. Michaud ; R. Petit ; 
Roger ; A. de Saint-Gabriel ; Saintin; Weimann ; Le Wermand.] 


4952. — La force électromotrice d'une dynamo est de 410volts, 
sa résistan”e intérieure est Qohm,1. Elle alimente des lampes à 
incandescence placées en dérivation aux bornes de la dynamo. La 
résistance de chacune des lampes, à chaud, est de 1200hms, 

19 Quel est le nombre de lampes que peut alirienter. la dynamo, 
sachant que le courant est de Onmpère,5 dans chacune d’elles ? 

20 Combien faudrait-il employer d'accumulateurs en série pour 
alimenter le même nombre de lampes ? La force électromotrice 
d'un accumulateur est 2volis et sa résistance est Oohm,1, 


(Bacc. lettres-sciences, Nancy, juillet 1900.) 


1° L'intensité du courant fouroi par la dynamo est 
ua EAU RL 
TR ET DOAET 
r désignant la résistance extérieure. 
Les lampes étant montées en dérivation, la résistance exté- 


… 





rieure est ohms, x étant le nombre de lampes. On doi! 


avoir 
0,5 x SE 
: Di nca 
ouE 
œ 
d'où æ — 1000 lampes. 





2° Soit y le nombre d'accumulateurs. l'intensité du courant 
que doivent fournir ces accumulateurs est 


0,5 x 1000 — 500 ampères. 
On a donc, avec l'association en série, 


y SK 2 
500 = —1#* 
YO; Le 1000 
Cette égalité ne peut être vérifiée pour aucune valeur positive 
2 
de y. Mettons le sécond membre sous la forme CRE LT En 
DER ci 
) 


y faisant y — ©, la valeur de ce second membre est 
2 
0,1 
c'est-à-dire que l'on ne peut dépasser 20 ampères avec des accu- 
mulateurs de ce genre disposés en série. 


— 20 ampères, 


(DURAND...) 


[Ont résolu la même question : Mlle Madonne ; MM. Bernardeau ; A. de 


Saint-Gabriel.] 
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DISCOURS 


prononcé par M. Maurice Lévy, Membre de l'Institut, 
à la séance publique annuelle 
de l’Académie des Sciences du 17 décembre 1900. 


Messieurs, voici notre dernière séance solennelle d'un siècle où 
la science aura tenu la plus grande place. 

C’est la première fois que le fait se produit. Mais aussi, nous 
sommes les premiers hommes que la science, par une sorte de 
miracle, aura fait assister à deux existences terrestres : celle d'il 
y a soixante ans et celle d'aujourd'hui, infiniment plus dissem- 
blables, à bien des égards, que si, en d’autres temps, elles 
avaient été séparées par des centaines, des milliers d'années, si 
bien que nous aurons vraiment vécu comme si nous étions nés 
- deux fois à de longs siècles d'intervalle. 

Pourquoi cette rénovation de la vie s’est-elle produite juste à 
notre époque et pas avant ? Est-ce un accident ou un commence- 
ment ? Vivons-nous en un siècle fortuit ou est-il bien le premier 
d’une ère nouvelle et durable qui serait l’ère du messianisme de 
la science sur cette terre ? 

C'est sur ces questions que je voudrais vous présenter quelques 
courtes réflexions, [l en devra ressortir ceci : que notre siècle est 
fait de toute la poussière de pensée scientifique éparse dans le 
passé, et que c'est bien sous nos yeux que cette nébuleuse devait 
recevoir ses premières clartés. 


F: 


En toutes choses et de tout temps, la pratique a devancé le 
précepte. Les arts utiles sont venus avant la science. Mais, sitôt 
nés, ils auraient eu besoin de cette mère nourricière pour se 
développer. Ils l'ont appelée, ils l'ont interrogée. C'est de ces 
appels et de ces.inlerrogations qu'elle est sortie. Ils étaient la 
fonction, elle est devenue l'organe. Comme toujours, la fonction 
a créé l'organe, puis l'organe a grandi et anobli la fonction. Pour 
cela, la nature réclame beaucoup de temps. C’est pourquoi la 
science a tardé à venir. En fait, et j'en dirai la raison un peu 
plus loin, le capital scientifique susceptible d’être sérieusement 
mis en valeur par l'industrie humaine n’a commencé à être 
constitué que vers la fin du siècle dernier. Jusque-là, les plus 








| grandes idées et les plus belles inventions du passé étaient 


restées stériles. 

Ainsi, il ya vingt-cinqsièclesqueles philosophes grecs ont ensei- 
gné, comme un axiome de métaphysique, la pensée que rien ne 
sort de rien et que rien ne rentre dans le néant. Il a fallu juste 
ces vingt-cinq sièeles pour que cette pensée sortit des rêves de la 
métaphysique pour entrer dans le domaine de la certitude et de 
la précision scientifiques, c’est-à-dire pour devenir féconde. C’est 
de cette vieillerie renouvelée que notre siècle aura tiré sa plus 
riche parure, sa grandeur scientifique et sa prospérité matérielle, 

C’est à cette même époque des plus anciens philosophes de la 
Grèce que remontent les premières notions acquises par l’homme 
sur les phénomènes électriques et magnétiques. Qu'entre les 
deux il y a une parenté, c’est ce dont les grands navigateurs du 
xve siècle eussent bien pu s'apercevoir chaque fois que, par les 
gros temps, précisément quand la boussole leur eût été le plus 
nécessaire, ils la voyaient affolée sous l'action de la foudre. Ils 
devaient voir là quelque pouvoir surnaturel uni aux éléments 
pour les perdre plus sûrement. 

Il à fallu arriver à l’année 1801, c'est-à-dire à cette invention 
tout à fait primordiale qui s'appelle la pile de Volta et la décou- 
verte, par OErstedt, de l’action du courant voltaïque sur la bous- 
sole, pour que Ampère pût enfin établir entre l'électricité et le 
magnétisme cette union féconde d’où, avec les travaux de Faraday 
sur l'induction, est sortie notre industrie électrique avec toutes 
les merveilles que vous connaissez. 

La force de la vapeur a été étudiée par l'École d'Alexandrie. 
Mais la science manquait, et ce n’est encore qu’au début de notre 
siècle, après l'expiration des brevets de Watt, quand la cons- 
truction de la machine à vapeur fut devenue libre, qu'elle a 
commencé à prendre son essor, mais encore sans guide scienti- 
fique suffisant. Aussi, se tenait-elle dans les basses pressions. 
C'est la création de la thermodynamique qui, dans le dernier 
demi-siècle, lui a donné sa puissance et à permis d'obtenir le 
cheval-vapeur avec une consommation de charbon quatre ou 
cinq fois moindre que celle des débuts. 

La poudre à canon, qui devait tant révolutionner le monde, a 
commencé par le révolutionner bien peu pendanteinq cents ans, 
Ce n’est qu’au xvire et au xvure siècle qu'elle a sérieusement mo- 
difié l’art de la guerre et, entre le canon d'aujourd'hui et celui 
d'alors, il y à presque autant de différence qu'entre celui-ci et 
une simple arquebuse. 

Le canon d'aujourd'hui est un des laboratoires les plus instruc- 
tifs que possède la science. Et n'allez pas croire que, dans le 
laboratoire dont j'entends vous parler, ce soit la chair humaine 
qui serve de réactif, 

D'abord, c'est du canon moderne que sont sortis ces autres 
canons très pacifiques, eux, qui s'appellent des machines à 
explosion ou machines à pétrole où à gaz tonnant, qui rendent 
tant de services, notamment à l’automobilisme, 

Ce sont ensuite les grandes pressions obtenues dans ces 
machines qui ont aussi déterminé la machine à vapeur à passer 
à des pressions de 20 à 25 kilogrammes, qu'il y a quelques 
années on eût regardées comme impossibles. C’est de là que 
sont venues à la fois la puissance et l'économie de ces moteurs 
de 20000 à 30000 chevaux, qui promènent des navires aussi 
populeux que de petites cités, sur les vagues de la mer, avec 
autant d’aisance et de coquetterie que vogue le cygne sur le Jac 
tranquille et, dans ces locomotives qui, lancées à des vitesses de 
100 à 120 kilomètres à l'heure, « se dirigent aussi aisément dans 
la nuit la plus sombre qu’en plein jour ». 

C’est, de même, le canon qui a appris à trouver des fermetures 
simples et étanches contre les plus hautes pressions, Je me rap- 


pelle combien ce problème nous a paru difficile lorsque, pendant 
la guerre de 1870, j'étais chargé par le gouvernement de Tours 
et de Bordeaux de faire, pour la première fois, construire du 
matériel de guerre par l'industrie privée. C'était une grande 
innovation qui semblait alors une grande hardiesse que cette 
décision prise, sous l'empire de la nécessité, par le gouvernement 
de la Défense nationale. Je ne sais qui était le plus ignorant, en 
fait de matériel de guerre, de l’industrie qui devait le fabriquer 
ou de moi qui devais lui en fournir les éléments. Cela a marché 
pourtant. L'industrie s’y est mise avec autant de science que de 
dévouement et de patriotisme, Mais combien était délicate la 
construction de l’obturateur dans ces premiers canons français 
se chargeant par la culasse que venait d'imaginer l’illustre 
général, alors colonel de Reffye, et combien, de son côté, la gar- 
gousse était compliquée ! 

Aujourd'hui tout cela est bien facilité, et les résultats obtenus 
par des expériences faites en vue de la guerre ont servi tous les 
arts et toutes les branches de la science, où les hautes pressions 
acquièrent chaque jour un rôle plus capital : les machines, la 
fabrication des agglomérés, l'emploi de l’air comprimé, et de l’eau 
sous pression et enfin cette grandiose opération scientifique et 
philosophique de la Jiquéfaction et de la solidification des gaz les 
plus réfractaires. 

Ce sont encore les nécessités créées par l’art militaire qui ont 
amené, dans la métallurgie, les merveilleux progrès accomplis 
dans ces dernières années, qui, notamment, ont contribué à nous 
apprendre qu'en ajoutant au fer quelques centièmes de carbone, 
ou de nickel, ou de manganèse, ou de telle autre matière, on 
peut modifier à son gré soit la ténacité, soit la ductilité de l'acier, 
el adapter ainsi les qualités de ce métal aux besoins les plus 
variés : aux grands ouvrages métalliques, aux rails des chemins 
de fer, au matériel roulant, au matériel naval, et c'est par là 
que chaque jour permet d'accroître un peu la vitesse de marche 
sur nos voies ferrées et la vitesse denos paquebots. 

C'est encore en vue du canon qu'on a étudié ces puissan(s 
explosifs qui ont ensuite servi dans les machines, dans les exploi- 
tations des mines, des carrières, dans les grandes percées comme 
celle des Alpes qu'on n'eût jamais pu entreprendre sans eux. 

D'autre part, les appareils inaugurés pour observer tous les 
détails du passage du projectile dans l’âme du canon, malgré la 
durée à peine appréciable du phénomène, et les lois ainsi obser- 
vées sont d'un haut intérêt pour la physique et la chimie. Ces 
lois forment l’objet de la balistique intérieure. 

La balistique extérieure constitue, de son côté, un des plus 
beaux problèmes de la mécanique, surtout en raison des vitesses 
formidables données aujourd'hui aux projectiles. Ces vitesses 
atteignent de 1 000 à 1200 mètres par seconde, c’est-à-dire que 
les canons d'aujourd'hui sont capables d'envoyer leurs projec- 
iles, d’un poids de plusieurs kilogrammes, à destination avec une 
vitesse trois ou quatre fois plus grande que celle avec laquelle la 
nature est capable d'envoyer un simple son. Il s'ensuit que, de 
même que l'éclair se voit avant qu'on entende le tonnerre, de 
même le projectile arrive avant le bruit de la détonation, et ce 
fait a donné lieu à des remarques théoriques extrêmement im- 
portantes en hydrodynamique, sur la propagation des vagues que 
le projectile produit dans l'air, remarques faites, pour la pre- 
mière fois, par le savant et regretté capitaine d'artillerie de 
marine Hugoniot. 

Ainsi, on voit que le canon nous instruit de bien des manières, 
C'est pourquoi, tout en restant très pacifiques, ne souhaitons pas 
la mort du canon, à charge de réciprocité de sa part, autant que 


possible. Souhaitons que, de plus en plus, il ne travaille que pour 
la science et l'humanité. 


84 


Nue Ne el "rs 


De loutes les inventions qui ont occupé notre siècle, la seule 
qui ne soit pas d’origine ancienne, est l’aérostation. C’est sans 
doute pour cela que le concours scientifique nécessaire pour la 
faire complètement réussir n’a pas encore pu être obtenu. On 
s’en console en la promettant à nos successeurs du xx° siècle, 
qui ne la verront peut-être pas plus que nous. On oublie un peu 
qu'elle avait déjà été promise à nos pères. L'apparition des pre- 
mières montgolfières fut naturellement un grand évènement na- 
tional. On s’en entretenait à la Cour et à la ville. Arago rapporte 
que, quand la maréchale de Villeroy, qui n’y avait d’abord pas 
voulu croire, eut vu, de ses propres yeux, s'élever, dans les airs, 
le premier ballon qui portaitle physicien Charles, elle s’est écriée: 
« Décidément, rien n’est impossible aux hommes; je suis cerlaine 
à présent qu'ils vont découvrir le remède contre la mort. Et dire 
que je serai peut-être morte à ce moment-là ! » Non seulement 
on regardait les voyages par ballons dirigeables comme chose 
prochaine, mais on pensait à la guerre aérienne, non pas simple- 
ment aux parcs d’aérostation, tels qu'on les emploie aujourd'hui, 
ou tels qu'on les à employés pour la première fois, si je ne me 
trompe, et pour le grand profit de la France, à la bataille de 
Fleurus, mais à de vrais combats en ballons, On tenait pour très 
urgent de mettre nos forteresses en état de défense contre ce nou- 
veau genre d'agression. 

Une trentaine d'années se passent. Rien n’esl changé, et il est 
assez curieux de rapprocher de l'enthousiasme, bien naturel d’ail- 
leurs, qu’avaient excité les commencements de la conquête de 
l'air, la prédiction suivante faite, dès les premières années de 
notre siècle, par un grand ingénieur américain, Evans, l’un des 
aïeux de l’automobilisme sous toutes ses formes (*) : 

«Je ne doute pas, disait Evans, que mes machines n'arrivent 
à faire marcher des bateaux contre le courant du Mississipi et 
des voilures sur les grandes routes avec grand profit. 

« Le temps viendra où l’on voyagera d’une ville à l’autre dans 
des voitures mues par des machines à vapeur et marchant aussi 
vite que les oiseaux peuvent voler, 15 ou 20 milles à l'heure... 
Une voiture partant de Washington le matin, les voyageurs dé- 
jeuneront à Baltimore, dineront à Philadelphie et souperont à 
New-York le même jour... 

« Des machines feront faire aux bateaux 10 à 12 milles par 
heure, et l'on verra des steamers courir sur le Mississipi, confor- 
mément aux prédictions faites il y aura alors bien des années (*‘).» 


Certes, voilà un augure que les autres augures pourraient ren- 
contrer sans rire, mais non sans se découvrir respectueusement. 
Il est impossible de prévoir plus juste jusque dans les chiffres 
annoncés. On voit donc que ce grand ingénieur trouvait, il y à 
près de cent ans, que l’automobilisme est la meilleure concur- 
rence à faire aux oiseaux. 

Il n'empêche que le problème de l’aérostation a été poursuivi 
en Amérique, et il est juste de dire que cette invention si fran- 
çaise n'a pas non plus été négligée en France, ce qui n’a pasété 
le cas de toutes les grandes inventions nationales, notamment 
de celles de Papin et du marquis de Jouffroy et de celle moins 
connue de Joseph Cugnot. On sait avec quelle clairvoyance notre 
illustre confrère Dupuy de Lôme a approfondi la question, et 
deux de nos officiers qui ont le génie de la mécanique, — ils ne 
sont pas les seuls, — sont de leur côté, arrivés à de très heureux 
résultats. L'un d’eux dirige aujourd’hui l’une de nos plus grandes 
usines de fabrication d'automobiles. Il contribuera certainement 








(*} Après toutefois l'ingénieur français Joseph Cugnot, qui a construit, 
dès l'année 17170, un tricyc'e à vapeur, très bien conçu et conservé au 
Conservatoire national des Arts et Métiers. 

(”) Taunsrone, Histoire de la machine à vapeur ,traduction deM. Hirsch, 
vol. I, p. 108. Le passage en italique a été souligné par l’auteur. 


à défi 





Ave 


=, à 





| 


L 


nl. dt ER 


fe Pa FT 


À 


à maintenir à la France la suprématie qu'elle paraît avoir en ce 
genre d'industrie. 

Mais serait-ce à dire qu'après avoir beaucoup médité sur la navi- 
galion aérienne, il en serait arrivé à penser aujourd’hui comme 
Evans pensait il y a près d'un siècle, à savoir : que l’automobile 
est le plus rapide des oiseaux ? 

ILest certain que l'oiseau est une machine dont le rendement 
est encore incomparablement supérieur à celui des machines les 
plus légères que nous sachions construire. Il reste donc beaucoup 
à faire et on n’arrivera peut-être à l'aviation que quand les phy- 
siologistes auront, commeils y tendent, donné pluscomplètement 
la main aux mécaniciens, en ce qui touche la machine animale. 

Quant au ballon, il ne semble pas devoir constituer une solu- 
tion définitive. La nature aurait pu faire des oiseaux-ballons, 
c'est-à-dire des oiseaux se gonflant et se dégonflant à volonté en 
produisart un gaz plus léger que l'air. Elle l’eût sans doute fait 
si ce n’eût été moins simple que l'aviation. 

Après cela, je ne me dissimule pas que le métier de devin est 
devenu très ingrat en France, depuis que Rabelais nous a appris 
qu'un horoscope est à la naissance de chaque sot. 


IL. 


Dans ce qui précède, j'ai montré qu'en fait, ce n’est qu'au 
cours de notre siècle que la science est sérieusement venue en 
aide à toutes les inventions passées. Mais alors se pose cette 
question : Pourquoi est-elle venue précisément pendant notre 
siècle et non avant ? 

Pour répondre à cette question, il convient de faire la remar- 
que suivante : tant que l’homme à cru que la Terre est le centre 
fixe du monde, tant qu’il n'en a pas connu même la forme, tant 
qu'il a pu admettre, avec Lucrèce, qu’il ne pourrait pas exister 
d'habitants à notre antipode parce qu'ils seraient forcés de mar- 
cher la tête en bas, il est évident qu'il ne pouvait rien connaitre 
des forces cachées de la nature, ni, par suite, les utiliser. Pour 
que la science pût prendre naissance et venir au secours de l'in- 
dustrie, il a donc fallu, avant tout, que quelques libres esprits, 
quelques hommes de génie et de courage la délivrassent de la 
servitude du passé. Ces honumes ne sont venus qu'aux environs 
de la Renaissance, et ce n’est que vers La fin du xvne siècle que 
leur œuvre fut couronnée par la grande découverte newtonienne 
de la gravitation universelle. De 1à est sortie d'abord la mécani- 
que céleste qui s’est développée au xvin° et au xixe siècle et a 
trouvé en France ses plus puissants apôtres : Clairaut, Laplace, 
Le Verrier, Delaunay et enfin Tissérand, qui a repris l’œuvre mo- 
numentale de Laplace : a Mécanique céleste, pour la mettre au 
courant de la science de notre époque. Je ne cite que des morts. 

C’est de la mécanique céleste que Newton et ses successeurs 
du xvurt siècle ont tiré la mécanique générale. Ce n’est donc qu'au 
cours de notre siècle qu'a pu se constituer la mécanique indus- 
trielle, celle que nous appliquons chaque jour. 

Qu'il me soit permis d’insisler sur cette genèse de la mécani- 
que. Le fait qu’elle descend du ciel est bon à faire connaître aux 
utilitaires, à ceux qui n’apprécient la science qu’en tant qu’elle 
peut leur être d’un profit immédiat, qui se plaignent de ce qu’on 
en enseigne toujours trop dans nos écoles et qui regardent 
comme une superfluité toute celle qu’ils ne puisent pas dans ces 
formulaires, manuels, aide-mémoire, dont quelques-uns, fails 
consciencieusement, auraient leur utilité, et encore pour ceux 
qui savent, mais dont nous sommes vraiment trop envahis. 

Les encyclopédistes du siècle dernier qui ont procuré à la France 
la gloire d'avoir offert au monde, mieux qu’une exposition, le 
premier exposé philosophique, scientifique et technique du savoir 
humain, et d'où est sortie cette évolution vers la pratique de notre 








siècle, nous avaient déjà annoncé, comme seul inconvénient de 
leur grande œuvre, que nous serions débordés par des entre- 
preneurs d’aide-mémoire. D'Alembert, dans sa magistrale Intro- 
duction à l’œuvre de l'Encyclopédie, nous met en garde contre 
leur intrusion dans la science. 

Sans doute, il ne faut pas, dans les écoles professionnelles, en- 
seigner la science pour la science. A ce point de vue, l’idée très 
philosophique qui, au siècle dernier, fut d’abord émise par Lam- 
blardie, de créer l’École polytechnique, c’est-à-dire une école où 
serait réuni, sous forme doctrinale, un enseignement purement 
scientifique capable de préparer à toutes les applications, a pu, 
comme les meilleures idées, avoir son revers. Elle nous a habitués 
à trop séparer, dans notre enseignement à tous les degrés, la 
doctrine de l’application. IL faut, au contraire, les réunir. Dès 
l’école primaire, il faut montrer l'application dans la science et 
la science dans l'application, et il faut maintenir cette méthode 
unitaire dans toute la hiérarchie de notre enseignement. Quant 
à ce qui touche la quantité de science dont il convient d’abreuver 
chaque élève, il faut s'inspirer non pas strictement de celle qui 
lui suflirait à son entrée dans une carrière professionnelle, mais 
chercher à prévoir celle qu'il lui faudra à la fin de sa carrière, en 
escomptant le progrès si rapide à notre époque. Lui en donner 
davantage serait inutile, lui en donner moins serait insuffisant 
et abaisserait peu à peu notre industrie. 

Enfin, les méthodes d'enseignement doivent être très géné- 
rales quand on s'adresse à ceux qui sont destinés à foriner l'élat- 
major de l’industrie, d'abord parce que ces méthodes sont les 
voies rapides, celles qui permettent d'enseigner beaucoup de 
matières en peu de temps, ensuite parce que ceux à qui on en- 
seigne seront précisément voués, pendant toute leur carrière, à la 
conception des idées générales et des organisations d'ensemble, 

Pour les autres, il faut, au contraire, les méthodes de plus 
en plus directes et voisines du but spécial à atteindre, à mesure 
qu’on descend dans l’échelle hiérarchique des emplois, 

Mais au sommet de l'échelle devra toujours briller la science 
pure et désintéressee. Ce sont les pays qui la cultivent le mieux 
qui seront les maîtres du marché de demain, parce que c'est la 
haute science, celle que les utilitaires croient inutile, soit parce 
qu'ils l’ignorent, soit parce qu'elle est peut-être en effet l’inutile 
d'aujourd'hui, qui sera l’utile de demain. N'oublions donc jamais 
que, si la mécanique appliquée est arrivée aujourd’hui à des résul- 
Lats si merveilleux, si nous pouvons calculer à l’avance les organes 
des machines les plus complexes, c’est parce qu’autrefois les pâtres 
de la Chaldée et de la Judée ont observé Les astres, c’est parce que 
Hipparque a réuni leurs observations aux siennes et nous les à 
transmises, c’est parce que Tycho-Brahé en a fait de plus par- 
failes, c'est parce que, il y a deux mille ans passés, un grand 
géomètre, Apollonius de Perga, a rédigé un traité des sections 
coniques regardé, pendant des siècles, comme une inulilité, c’est 
parce que le génie de Képler, utilisant cet admirable ouvrage et 
les observations de Tycho-Brahé, nous à donné ses sublimes lois 
qui, elles-mêmes, auront été jugées bien inutiles par les purs 
utilitaires, c’est enfin parce que Newton à trouvé la loi de la 
gravitation universelle. 

Il semble que la science, comme les anciens prophètes, ait eu 
besoin de passer des siècles dans la contemplation du ciel, loin 
des hommes, avant de pouvoir leur apporter la vérité. Il en sera 
toujours ainsi. Toujours, avant de devenir utile, la science devra 
aller communier sur les hauteurs, là où s'assemblent les nuages, 
mais où jaillit aussi l'éclair. Et voilà pourquoi ce n’est qu’à la 
fin du xvue siècle que la mécanique pouvait être et a été défini- 
tivement constituée et que c'est nous qui, par une extraordinaire 
faveur, avons, les premiers, pu en profiter. La chimie venait, 





de même, d'être constituée par Lavoisier. La physique était 
encore dans les limbes, où elle attendait le sauveur qui la rachè- 
terait du péché de n'avoir pas encore répudié les six fluides im- 
pondérables : fluide calorifique, fluide lumineux, deux fluides 
électriques et deux fluides magnétiques. 

Tel est, en dehors des sciences nalurelles qui se formaient 
aussi en suivant leur voie propre, le bilan de la science au début 
de ce siècle ; c'est la première fois qu'il existait une véritable 
réserve scientifique permettant de commencer à guider lindus- 
trie humaine dans les voies de la science. 

A cet héritage que nous avons reçu, voyons sommairement ce 
que notre siècle a ajouté et celui qu'il laissera après lui. C’est 
par là que nous pourrons juger du degré de vitalité que garde 
encore l'ère des grandes inventions, même après tout ce qu’elle 
nous à déjà donné. 

Pour me lenir dans la limile de temps qui m'est imposée, je 
suivrai plus particulièrement la mécanique, parce que c'est à 
elle que toutes les autres sciences physiques et même naturelles 
doivent peu à peu être ramenées. Elle est ainsi la science des 
sciences, le (thermomètre de toutes les autres. Tant qu’elle n'a 
pas existé, il n’y a pas eu, à proprement parler, de science. Ce 
n'est que depuis que Newton, complétant les travaux de Galilée 
et d'Huygens, lui a donné quelques fondements solides que la 
science moderne tout entière est née. 


HT, 


De même que la mécanique céleste, de même que la chimie, 
c'est en France que la mécanique générale a été définitivement 
constiluée. Après les travaux d’Euler et de D. Bernoulli, d’Alem- 
bert a montré qu'elle pouvait être comprise tout entière dans un 
principe unique qui porte son nom, et Lagrange a traduit ce 
principe par une formule mathématique qui fait tenir tout le 
dynamisme newtonien dans une ligne d'écriture. C’est la plus 
haute perfection qu'une science humaine ait jamais atteinte. 

Mais, à cette hauteur et sous cette forme concise, elle était 
plutôt un témoignage de la puissance de l’esprit humain qu’un 
instrument usuel. Elle n’avait jusque-là donné la preuve de sa 
force qu’au ciel. Il fallait la rendre propre aux grands problèmes 
qu'allait bientôt lui poser le progrès de l’industrie humaine. Ici 
encore c'est notre pays qui a tout préparé. C'est l'Ecole poly- 
technique, ce sont nos grandes écoles d’application, c'est l’en- 
seignement d'une pratique rationnelle qui y a été inauguré, ce 
sont les maîtres qui ont créé cet enseignement qui, par leurs 
écrits et leurs découvertes, ont rendu cette haute mécanique 
propre aux applications. 

Navier, Cauchy, Poisson, Lamé, de Saint-Venant, créent ou 
perfectionnent la mécanique moléculaire. 

Navier, Clapeyron, Bélanger, Bresse, créent ou perfectionnent 
la résistance des matériaux. 

Poncelet publie ses lecons de l'école de Metz et crée la méca- 
nique industrielle que Coriolis, Bélanger, Résal, Philips, etc., 
développeront. 

Borda, le baron Charles Dupin et Reech perfectionnent l’art 
nautique et la théorie du navire, 

Poinsot apporte à toute la mécanique la géniale notion des 
couples, qui jettent une lumière nouvelle sur toutes les parties 
de cette grande science. 

Coriolis donne la théorie des mouvements relatifs. Lazare 
Carnot avait donné celle du choc. Foucault force la terre à écrire 
sur son propre sol le témoignage de son mouvement diurne et, 
par ses admirables expériences, découvre les propriétés gyro- 
scopiques de la matière, et la mécanique est assez forte pour les 
expliquer et créer des appareils de ce genre. 





Mais soudain, cette science d'apparence si robuste est arrêtée 


devant la machine à vapeur dont elle n’a pas, à elle seule, su 
donner une théorie satisfaisante et utile et, à plus forte raison, 
devant les machines électriques. Elle est souveraine dans l'étude 


interviennent ces mouvements invisibles qui s'appellent la cha- 
leur, la lumière, l'électricité et le magnétisme. Or nous savons 
aujourd'hui que ce sont là les grandes puissances de l'univers. C'est 
la science de ces invisibles que notre siècle a, pour la première 
fois, entreprise, et c’est là ce qui lui donne son caractère spéci- 
fique. Mais, pour cela, il a dû revenir aux idées cartésiennes qui 
avaient été trop délaissées pendant le xvrire siècle. 

On s’est rappelé alors que celui qui avait créé la géométrie 
analytique, qui a eu cette grandiose pensée de mettre l'espace 
figuré en équation, nous a, par là même; suggéré l’idée que tout 
allait pouvoir se mettre en équation ; que toute forme, toute 
qualité, toute phénoménalité allait pouvoir être quantifiée ou 
positivée, comme diraient les disciples d'Auguste Comte. 

Après la mise en équation de l’espace figuré est venue la mise 
en équation de l’espace impénétrable, c'est-à-dire la mécanique 
analytique de Lagrange ; puis la mise en équation de l’espace 
impénétrable dans ses rapports avec l’espace pénétrable, mais 
substantiel, c'est-à-dire les équations de l’électromagnétisme 
de Maxwell, d’où sont définitivement sortis, grâce aux travaux 
de Herz et de ses continuateurs, d’une part l’unité de cette trinité 
qu'avaient été la lumière, l'électricité et le magnétisme, d'autre 
part la télégraphie sans fil, c’est-à-dire le fait qu'il y a des germes 
d'énergie partout, fait qu'il convient de rapprocher du fait pas- 
teurien de la préexistence des germes de vie. 

On voit ainsi le génie de Descartes en puissance dans les plus 
modernes spéculations de la philosophie naturelle. Certes, il s’est 
trompé souvent, et souvent aussi il n’a produit que des concep- 
tions vagues. Mais c'est quand il visait trop haut. [1 ne se conten- 
tait pas, comme le feront ses successeurs plus pratiques du 
xviue siècle, d'envisager le monde corporel. Il regardait l'univers, 
corps et âme, à la façon de Platon. 

Newton, en bâtissant sur la matière tangible, a fait un édifice 
aux lignes splendides, bien ordonnées et bien saillantes ; mais 
les bases en devront être élargies. Descartes, en cherchant à 
bâtir dans le vide des espaces, là où s’accomplit l'éternel 
frémissement de l'univers, a seul entrevu le fondement du- 
rable. 

Il n’y a que substance et mouvement : la chaleur est un mou- 
vement, comme la lumière, comme l'électricité. C’est de ces 
idées cartésiennes que sortiront les théories fécondes de la 
lumière d’Huygens, de Fresnel, de Maxwell, avec toutes leurs 
conséquences : photographie, spectroscopie, rayons cathodiques, 
rayons X, rayons de Becquerel, corps radiants, etc. C’est de là que 
sortiront aussi le principe de la conservation de l'énergie et le prin- 
cipe de la dissipation de l'énergie qui, avec le principe déjà entrevu 
par Leibniz de la conservation de la matière établi par Lavoisier, 
sont les seules propositions universelles que nous possédions sur 
le mécanisme de l’univers. Elles apparaissent en quelque sorte 
immanentes. Elles ne le sont sans doute pas; car il n’y a rien 
d'immanent dans la science humaine. Toute doctrine, vraie au- 
jourd’hui, en ce qu’elle n’est infirmée par aucun fait connu, sera 
infirmée par quelque fait nouveau que l'avenir fera apparaitre. 
Nous ne possédons que des contacts passagers avec l’éternelle 
vérité ; c'est beaucoup pour les applications, c'est peu pour notre 
curiosité toujours déçue, toujours inassouvie, La mécanique 
newtonienne est à reviser parce qu'elle sépare le pondérable et 
l'impondérable. La chimie de Lavoisier et le principe de l'énergie 
font de même. Il est vraisemblable que ces divers principes se 








des mouvements de la matière tangible, mais non dans celle où 
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fondront en un seul dans l'énoncé duquel entreront à la fois le 
_ pondérable et l’impondérable. En chimie, cela ramènerait à une 
sorte de phlogistique envisagé sous un point de vue tout nou- 
veau. 


Mais, quoi que réserve le lointain avenir, les grandes doctrines 
de ce siècle resteront longtemps à la base de toute la science et de 
toute l’industrie humaine. Elles ne sont pas seulement admirables 
par leur générosité et leur puissance, mais aussi par leur simpli- 
cité. La science newtonienne exige toujours le haut calcul. La 
science nouvelle, basée sur ces principes, peut s’en passer, dans 
une cerlaine mesure, au moins quant à présent, et celui qui, le 
premier, a imaginé les raisonnements simples et féconds qui ont 
conduit à ces grandes vérités relatives à l'énergie, est un homme 
mort à l’Age de trente-six ans, inconnu de son vivant, à peine 
célèbre en France même aujourd’hui, bien qu'il soit reconnu 
partout ailleurs comme un génie de premier ordre et que, d’ail- 
leurs, il porte un nom particulièrement cher à notre pays : c’est 
Sadi Carnot. Il n’est pas un raisonnement, il n’est pas une ré- 
flexion que nous fassions sur les grandes forces de la nature, 
dont on ne trouve l’origine dans les Réflexions sur la puissance 
motrice du feu, publiées par Sadi Carnot en 1824, ou dans ses 
papiers posthumes, qui contenaient réellement le principe de 
l'équivalent mécanique de la chaleur, et qui, malheureusement, 
ont été publiés trop tard pour que la gloire lui en restât. Des 
deux grands principes modernes, il n’en est qu'un auquel son 
nom reste attaché, bien qu'il ait conçu les deux. Mais en plus, 
c'est lui qui, le premier, aura publié les méthodes simples et 
profondes de la physique moderne. 


C’est cette simplicité dans les méthodes et les résultats qui ont 
fait que, soudain, à notre époque, la science a pu descendre du 
ciel newtonien sur la terre ; que, pour la première fois, elle a pu 
se montrer aux hommes sans apparat, leur parler le langage com- 
préhensif de la pratique et, par là, porter ses bienfaits partout : 
au domicile de l’humble comme dans la demeure du riche, au 
village comme à la ville, à la ferme comme à l’usine, au champ 
de labour comme au champ de manœuvre et même au champ de 

_ bataille ; qu’elle a débordé hors de ses amphithéâtres d’enseigne- 
ment, hors de ses laboratoires ; qu’en rendant l'industrie scien- 
tifique,-elle a, à son tour, trouvé des laboratoires auxiliaires dans 
toutes les industries et des adeptes dans chaque atelier, chez le 
contremaitre, chez le simple ouvrier même. C’est vraiment dans 
l’œuvre de Sadi Carnot qu'on trouve l'origine de tout cela. Il 
semble que ce soit lui qui, le premier, ait travaillé à faire une 
réalilé de ces pensées prophétiques exprimées par Condorcet 
presque à la veille de sa mort tragique : 


« Jusqu'à celte époque, les sciences n'avaient été que le patri- 
moine de quelques hommes ; déjà elles sont devenues communes, 
et le moment approche où leurs éléments, leurs principes, leurs 
méthodes les plus simples deviendront vraiment populaires. C’est 
alors que leurs applications aux arts, que leur influence sur la 
justesse générale des esprits sera d’une utilité vraiment univer- 
selle. » 


Déjà ils sont venus, en partie, les temps annoncés par Condor- 

cet, et c'est Sadi Carnot qui aura été son premier exécuteur 
testamentaire. 
_ L'Académie des sciences s’est honorée récemment en s’asso- 
ciant à l’œuvre de la statue tardivement élevée à Lavoisier. Nous 
ne saurions oublier que Sadi Carnot attend encore la sienne, On 
l'a dit avec raison, il ne lui a peut-être manqué que de vivre 
pour être le Newton de notre siècle : il en est à coup sûr le 
Galilée. Du grand astronome de Pise, il avait tout à la fois la 
finesse et la force. 
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Si les premières vérités nouvelles dont je viens de parler ont 
pu s’établir presque sans le secours des hautes mathématiques, 
celles-ci n’en restent pas moins, suivant la parole d'Ampère, la 
langue universelle, celle qui « ajoute à la puissance du raisonne- 
ment plus que le télescope n’ajoute à la puissance de l'œil, plus 
que l’aiguille aimantée n’a ajouté aux progrès de la navigation ». 

Elles aussi ont progressé dans notre siècle plus qu’à aucune 
autre époque. Entre leur puissance d’aujourd’hui et celle d'il y a 
cent ans, il n’y à pas moins de différence qu'entre la puissance 
des machines aux deux époques. 

Appuyées sur des observations de plus en plus précises, elles 
permettront à nos successeurs de pénétrer un peu plus profon- 
dément dans la connaissance de ce milieu mystérieux qui rem- 
plit l'univers, qui en fait un être unique et vivant, où l’œuvre des 
physiciens et des chimistes et l’œuvre de Pasteur nous auront 
seulement laissé entrevoir l’origine de toutes les forces aveugles 
ou conscientes dont dispose la nature. Par les merveilles que 
nous à données le peu que nous savons sur ces forces, on peut 
juger de celles qui nous restent cachées, tout en élant peut-être 
bien près de nous, et qui sont réservées à l'avenir. 

Par les quelques vérités générales qu'il a découvertes, notre 
siècle est celui qui aura le plus largement préparé cet avenir, et 
il n’en pourra plus jamais être séparé. 
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EXAMENS ET CONCOURS 


ÉCOLE DE CHIMIE INDUSTRIELLE DE LYON () 


(Concours de 1899.) 


Mathématiques. 


s ; SERRES ; : 1058 
1. — Trouver une fraction équivalente à la fraction 3625 et 
dont la somme des termes soit égale à 80, 
Il, — 4974. On a trois alliages formés d'or, d'argent et de cuivre. 
Le 4er contient : 2 or, 3 argent, 4 cuivre; 
— 2° — des A DIE DR NT à 
ge — CU D à 


Quel poids faut-il prélever de chaque alliage pour en obtenir un 
quatrième renfermant : 9 or, 10 argent, 14 cuivre? 


Il. — 4972. Étant donné un tronc de cône dont les rayons de base 
sont R et r et la hauteur h, déterminer la distance x d’un plan paral- 
lèle aux bases partageant ce tronc de cône en deux parties dont les 
volumes soient équivalents, 

Chimie. 

I. — Chlore. 

If. — Lois de Berthollet. 

Physique. 

1. — Tension des vapeurs 


II. — 4973. Une masse de platine pesant 1008 est chauffée dans 
un fourneau dont on tient à connaitre la température ; on la place 
ensuite dans un vase en laiton pesant 2008 et contenant 6008" d’eau 
à 100, La température s'élève à 14°; on demande la température du 
fourneau. On prendra 0,03 pour la chaleur spécifique du platine el 
0,09 pour celle du laiton. 








(*) Les candidats à l'école française de tannerie composent sur Îles 
mêmes sujets que les candidats à l’école de chimie industrielle de Lyon, à 
moins qu'ils ne préfèrent prendre part au concours d'admission à l’école 
supérieure de commerce et y suivre les cours de la section des preduits-chi- 
miques en même temps que ceux de l'école de tannerie installée à la Faculté. 





ÉLÈVES DE LA MARINE MARCHANDE 


(Examens de 1900.) 





Élèves de lre Classe. 


PREMIER SUJET. 


1. — 4974. Trouver les trois côtés d’un triangle rectangle con- 
naissant son périmètre 2p et le rapport »m du volume engendré par 
le triangle tournant autour de l'hypoténuse à la somme des volumes 
engendrés en tournant autour des côtés de l'angle droit. 


II. — Calcul des coordonnées écliptiques d’un astre ; mouvement 
du pôle du monde dans la sphère céleste, 
ILI, — Exposer et démontrer les principes qui conduisent à la com- 


position de deux couples quelconques. 


DEUXIÈME SUJET, 


I. — Étudier les variations de la fonction 
Droit ir, 
Votre 
Il, — Mouvement elliptique du soleil; loi des aires. 
II. — Résoudre un triangle sphérique rectangle connaissant b et B; 


discussion des formules trouvées. 


Élèves de 2e classe. 
PREMIER SUJET 
{. — Dans un tronc de pyramide on mène une section parallèle aux 
bases et équidistante des deux bases; on demande de l’évaluer en 
fonction des deux bases. 


I. — Sachant que l’on a dans le triangle de position 
tg D cos L = sin L cos P + sin P cotg Z, 
démontrer la relation 


P P 
2 cos D cotg Z — sin (D — L) cotg — + sin (D + L) tg CE: 


IL. — Calculer l'heure temps moyen du lever vrai d’une étoile, dis- 
cuter la formule trouvée et expliquer comment on passe du temps de 
l'astre au temps moyen. 

DEUXIÈME SUJET 

[L. — Un triangle étant donné, on en forme un second qui a pour 
côtés les médianes du premier et ainsi de suite ; on demande d'évaluer 
la limite de la somme des aires des triangles ainsi obtenus en fonction 
de l'aire du premier. 

1. — Établir les formules qui permettent de trouver la déclinaison 
et l'ascension droite d'une étoile, connaissant : 1° l'heure moyenne, la 
latitude et la longitude du lieu ; 2° la hauteur vraie et l’azimut vrai de 
l'astre. 

II. — Définir le coefficient Pagel et démontrer la formule servant à 
le déterminer (les candidats sont libres de choisir la méthode). 
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QUESTIONS PROPOSÉES 


4975. — Un domaine plan à la forme d’un polygone irrégulier de 
huit côtés ; soient A4, Ao, A3, A:, A5, A6, A7, A4 les sommets consécutifs 
de ce polygone. 

La position d’un sommet Ai quelconque a été définie sur le terrain : 
1° par sa distance xi à une droite fixe, D, tracée sur le terrain ; 2° par 
sa distance yi à une autre droite fixe, D’, tracée sur le terrain perpen- 
diculairement à la première. On suppose que le relevé de ces distances 
soit le suivant : 


pour A: Fi Gn Piel pour 4 Fe Li VAT 

y =1; ya = 11m,50 : 
pour A; CE Fe pour As É Lei ue 
pour A, : D: Le: pour À; $ ds ‘a 
pour À; ci % de pour A: à 1e 


88 Fr RP OR N  E e 








1° Calculer la valeur, en mètres carrés, de la superficie du polygone. 
2° Calculer à 1 décimètre près le rayon du cercle qui a même sur- 
face que le polygone. he, 3. k 
(Bacc. lettres-math., Montpellier, novembre 1900.) 


4976. — P étant un point fixe du 
plan d'une circonférenee O derayon 7, 
on trace par ce point toutes les droites 
possibles A'PA,- et on marque sur Gha- 
cune d'elles : 1° le milieu C de la corde 
AA'; 2° le point M tel que 


AA! 2 
CPC le 


2 
Calculer la projection 0Q de la dis- 
tance OM sur Ja direction fixe OPzx. De 
son expression conclure le lieu géo- 
métrique des points M. 

L'un des points M de ce lieu étant 
regardé comme fixe, on peut construire pour lui, comme pour P, un 
lieu de définition semblable : montrer qu'il passe en P. 

(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1900.) 





4977. — Soit un angle XOY; mener par un point, ou parallèle- 
ment à une direction donnée, une droite qui intercepte sur les côtés de 
cet angle deux segments OP et OQ tels que l’on ait 

soit OP + O0 — 1, soit OP — 0 — 1, 
L désignant une longueur donnée. 

Plus généralement, tracer la droite de telle sorte que les segments 
OP—p et 0Q—g soient liés à trois longueurs données à, b, | par 
l'une ou l’autre des relations ap + bq = À, ap — bq = l. 

(V7) 


4978. — Sur les côtés OX et OY d'un angle donné on a marqué 
deux points À et B, le premier sur OX, le second sur OY ; tracer une 


droite coupant les côtés de l'angle en deux points P et Q, tels que le 
AP 
rapport 0 ait une valeur donnée. (V. H) 


4979. — Dans une lame homogène, très mince et d'égale épaisseur, 
on découpe un hexagone régulier ABCDEF, de côté a et de centre O0, 

1° De la surface de l'hexagone on enlève le triangle AOB, et on de- 
mande de trouver le centre de gravité de l'objet formé par Les cinq 
triangles équilatéraux restants. 

2° On enlève encore le nouveau triangle BOC, et on demande le cen- 
tre de gravité de l'ensemble formé par les quatre triangles équilatéraux 
restants. 

En enlevant successivement ainsi les divers triangles COD, DOE, on 
formera des figures composées de trois, de deux et de un triangle 
dont on demande les centres de gravité. 

(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, novembre 1900.) 


4980. — On donne une machine d’Atwood dans laquelle l’espace 
parcouru pendant la cinquième seconde est égal à 22,7. Sachant que 
les deux poids égaux valent chacun 1008r et le poids additionnel 25sr, 
trouver la longueur du pendule simple qui bat la seconde au lieu 
considéré. 

(Bacc. leltres-sciences, Rennes, novembre 1900.) 


4981. — La température étant de 25°, la hauteur de la colonne de 
mercure dans un baromètre normal est trouvée égale à 758,5 divisions 
d'une règle de laiton dont chaque division a une longueur de 41mm 
quand la règle est à Oo. 

Calculer : 10 La hauteur barométrique réduite à Ov; 

2° La pression atmosphérique en mégadynes par centimètre carré 


Densité.du mercureà:00 "4.0 A13;64 

Coefficient de dilatation du mercure. . . . 0,000 18. 
— —— — — laiton 0,000 018. 

Accélération de la pesanteur. . . 980. 


1 mégadyne — 105 dynes. 
(Bacc. leltres-math., Oran, novembre 1900.) 


ERRATUM. — Page 72, n° 4962 (4e ligne). — Une erreur typogra- 
phique à dénaturé énoncé de cette question ; il faut lire : 
. au taux de 6 °/0... au lieu de 0360002 
Les solutions seront reçues jusqu'au 5 mars. 


Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 


Bar-le-Duc. — Imp. Comte-Jacquet, Facpouez, Dir. 





| 








| 
| 
| 


CCR AR CO OT 7 


. tot 0 bal oi six 


ET PU PP SNL ER PEN CR 


D 5 + 2 POT  PROMENT CRSE CRETE SET 


ge Année. — N° 41. 


" 


LA 


IE mA, 


JOURNAL 


DE 


Paris, le 1* Mars 1901. 


MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 


Paraissant le 1° et le 15 de chaque mois, du 1°* octobre au 15 juillet inclusivement. 











Paris et Départements. | Étranger. 
EREREDO NUMÉRO: 52... 030 | 035 
ABONNEMENT ANNUEL... .. ........ 5 » 6 » 


Tous les Abonnements nt du 1° Octobre, à quelque époque de l’année que 
l'on souscrive on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 





Boulevard Saint-Germain, 63, Paris, 5e. 


Librairie Nony et Cie, Boul* St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en- 
voyer des mandats. 


Rédaction . 
Abonnements. 








NOTE D'ARITHMÉTIQUE ET D'ALGÈBRE 


par M. A. Goulard, professeur au lycée de Marseille. 


La somme et le produit de deux nombres commensurables ne 
peuvent être entiers simultanément que si ces deux nombres sont 
entiers. 


PREMIÈRE DÉMONSTRATION.— On sait que la somme de deux frac- 

tions irréductibles ne peut être égale à un nombre entier que si 
° A , . RL m 

ces fractions ont le même dénominateur. Soient donc a et 


n ‘ z . 
” ces deux fractions, m et n étant premiers avec p. Le pro- 





duit est une fraclion irréductible, car ”n est premier 


p? 


avec p°. 


Deuxième DÉMOxSTRATION.—- On sait que les deux nombres dont 


; : 1 > 
la somme est « et le produit b sont —(a+ya—3%) et 


+6 
surables, il faut que a? — 4b 


et b sont entiers, ÿa? — 4b 
a. Donc a+ ÿa?—4b et 


— a? — kb). Pour que ces deux nombres soient commen- 


soit un carré parfait ; alors, si a 
est un entier de même parité que 
a— a?—%4b sont pairs, et par 


suite a+ ya? —4b) et (a— Ya? — %4b) sont entiers. 


EP . 


Application.— On sait que, a et b étant commensurables, s’il 
existe deux nombres commensurables x et 7 tels que 


Va+2V8 = a + y, 


on aura x+y = a et y h: 


Alors, si a et b sont entiers, il résulte de ce qui précède que 
æ et y sont aussi entiers, ce qui permet de les trouver facilement 
dans les cas simples. 


V5+2V6 = V3 + Vz : 


V Lt +27) TUE. 


a —— ——© — À —— ———— 


Exemple : 


V5 V2T ou 

















ÉCOLE NAVALE 


(Concours de 1900.) 





4813. — On donne une droite AB, de longueur 2a; on 
demande de déterminer sur la perpendiculaire OZ élevée au 
milieu O de cette droite deux points X et NV tels que, si l’on fait 
passer par chacun d'eux et par les extrémités de AB deux arcs de 
cercles : 10 le volume lenticulaire engendré par la surface AXBY, 
comprise entre ces deux arcs, en tournant autour de OZ soit dans 
un rapport p avecde cylindre ayant pour hauteur XN 
diamètre de base la longueur AB ; 20 la surface de cette lentille 
ait pour valeur 9rm?.(0X = x, OY = y). 


el pour 


Le volume lenticulaire engendré par la figure AXBY est la 
somme des volumes de deux segments sphériques à une base, 
de rayon a, et dont les hauteurs sont OX = x, OY—Yy. En 
écrivant que ce volume est dans un rapport p avec le volume 

du cylindre dont le rayon de base est a etla 





Z hauteur XY=—zx+7, on à comme première 
équation 
NC 1 x l ; # 
e — = Ta + y) + rat ra {x + y) = pra(æ + y) 
À Y PB ou, en supprimant le facteur positif z{x +), 
a? — œy + y? = 3a(2p — 1). (1) 


D'autre part, la surface de la lentille est la somme des deux 
zones engendrées par les arcs AXB et AYB ; cette surface a donc 


pour expression 
2r(Rx + R'y) = 2rm°, 


R et R’ étant les rayons des cercles dont font partie les arcs 
AXB et AYB. Ces rayons se déduisent, comme on sait, des rela- 
tions | 
; — y(2R' — y), 
qui donnent 
2R& = æ&° +'a?, 2R'y = y? + a?, 
de sorte que la seconde équation du problème est 
x? + y? = 2{(m°— «?). (2) 
Des équations (1) et (2) on déduit 
(&? + y?) — 
et ensuite 
m+y = Va? + y? + 2xy = V6(m°? — 
Il résulte de là que x et y sont les racines de l'équation 


X2— 61m? — 2a?p).X + 2m? + a? — Gap = 0. 
La mise en équation suppose le point X sur OZ et le point Y 
sur le prolongement de OZ ; pour la rendre générale, il suffit de 
regarder x comme négatif lorsque X vient sur le prolongement 


de OZ; de même pour y. 


(x? — y + y?) = xy = 2m° + a? — 6a?p, 


2a?p): 





Mort MS. ra 7 “AN Péri -9.2". DAS LR SET: LS LA 
US RL en MON es ASE ET PTE E à RER SMART TT, PA Frs ACTOR 
ss « É 7 * dE ( EC F. ’ cn? PA 
: * 2 : Le bed FUN x : ACT + RC 
t 3 a 


Discussion. — D'après la remarque précédente, pour que les 
valeurs de æ et y conviennent, il faut et il suffit qu’elles soient 


réelles. 
Cette condition entraîne d'abord 


me 
nm? — 2a?p > 0, ou p < Ta 
puis G{n? — 2a2p) — 4(2m° + a? — Gap) > 0 
m? + 2a° 
ou Pp > ES TI 
Ainsi le problème n’est possible que si l’on à 
‘m2 + 20? m? 
ii se. D dg a Ass 
6a? EP PRO TE 


limites compatibles seulement dans le cas où m>a, condi- 
tion évidente d’après (2), et d’ailleurs facile à déduire de la consi- 
dération de la figure. | | 
Pour fixer la position relative des points X et Y par rapport 
au point O, il suffit de remarquer que le produit 
ay = 2m? + a? — Ga?p 
devient négatif lorsque * + 
AMÉ + d . 
barre 
dans ce cas X et Y sont d’un même côté de O et la lentille 
devient convexe-concave. 
m? + 2a? 


— — y/mÈè— 92: 
ba? ; œ = y = ÿm a”, 


Cas particuliers. —Pour p = 
la lentille a ses deux faces égales. 
9m? + a? 


UN Re = ÿ2(m? — a); 
Di— Ge y VX ) 


Pour ; æ — Ù, 


la lentille est plan-convexe. 


2 

Pour p — = D = y = ÿm?= 0, 

Il y a lieu de remarquer que l’on a supprimé le facteur x +Yy 
qui était en évidence dans la première équation; de sorte que 
l'hypothèse æ+y — 0 vérifie cette équation quel que soit p. 
D'ailleurs, si on suppose x+7—0, la lentille aurait une 
épaisseur nulle, et le cylindre au volume duquel on rapportait 
celui de la lentille aurait une hauteur nulle. 


on trouverait 


[Ont résolu la inême question : MM. M. Baÿorf ; Bouzy ; R. Cattin ; 


J. Haag ; R. Manen.] 


4814. — La durée de l'oscillation d'un pendule simple de 
F2 
longueur l'est donnée par la formule  t — m/s calculer à 


_—. de seconde près la durée d’oscillation d'un pendule de 
10 


300 mètres, sachant que 9 — 9,809% en prenant le mètre et la 


seconde comme unités. 
Première méthode, — (Commandant Guyou). 


TABLEAU DU CALCUL 


Approximations Approximations 
à vue 
défaut | excès 


Résultals 
définitifs 


Opérations 
à faire nécessaires 


10 0,00142 9,81 


34 0,0055 30,581 


0,0006 
0,0004 
0,01 


5,530 
3,1416 
17,37 








LE RE ER PAU PR ARE SO TE 
FRE es NET TT EU pub. 


“ 


2 : 





DÉTAIL DES CALCULS 
On doit avoir : 
Ôt = R'ôr + r'ÈR € 0,01 — 0,005. 
IL suffit pour cela que l’on ait 





ST > ES > 0,0004 
2 2 
et iR < LS > PES > 0,0006. 


Les approximations nécessaires de x et R sont donc 0,0004 et 
0,0006. 





Or. ôR = HIthe on doit donc avoir 
| Vo 
0Q < 2/0Q7.0,00055 > 10.0,00055 = 0,0055, 
et enfin 
30009 + x 9%:0,005 2002000 
= 0 a — é 
PE < 0,005, d'où ôg< 300 Fe 300 > 0,0012 


Le résultat demandé exprimé en secondes est donc 17,37. 


Seconde méthode. — (Erreurs relatives). 
L'erreur relative d'un produit est égale à la somme des erreurs 
relatives des facteurs ; or le temps à calculer étant compris entre 


7 1 x 
10sec et 20sec, une erreur absolue de —— de seconde correspond à 


100 
: 1 1 
i ss Ole) 
une erreur relative comprise entre 1000 5000 ? il suffit donc 


Fa 
de prendre chacun des facteurs + et V= avec une erreur rela- 


tive inférieure à ste : 
4000 
Si on prend pour x la valeur 3,141, l'erreur absolue est infé- 
rieure à ee et l'erreur relative à PE. ou TEE 
10 000 10 000 5 000 


k 1 à : 4 
Pour avoir V avec une erreur relalive inférieure à 


D. En eÿ 
000 il suffit de calculer le quotient = avec une erreur relative 





inférieure à 5 . 0” c'est-à-dire avec une erreur absolue infé- 
rieure à 0 _ su donc il suffit d'avoir le quotient avec 
2000 — 200 
2 décimales exactes, et la racine avec une erreur absolue infé- 
Heure ON soit avec 3 décimales. 
4 000 1 000 


Comme / est divisé exactement, il suffit donc de prendre : 


1° g avec une erreur absolue inférieure à soit g = 9,81; 


200 ” 
l HUTE SEL CURE > 

2° — avec une erreur absolue inférieure à =—, goit = — 30,58; 
y 100 g 


Pet: MEL 3 5 L 
30 Née avec une erreur absolue inférieure à 2000" soit 
va 
Ve =D, DU 
9 , 
l MT ; £ 
4° n/— avec une erreur absolue inférieure à 100 * soit 
“ mt Nc 
LOVE Trot (E. ANZEMBERGER, lycée de Lyon.) 


REMARQUE. — Pour les applications de la formule + — “V2 


T 


VT 


de sorte qu'on a très sensiblement, {— VT, tétant 


il est commode de remarquer que est à peu près égal à 


Es : 
270 ” 
exprimé en secondes et / en mètrés. 


[Ont résolu la même question : MM. M. Bayor ; Bouzy ; K. Clabault : 
À. Delaire ; G. Foucry ; M. Gondran ; J. Haag ; E. Hugonnier-Ginet.] 

















4815. — Deux cônes de révolution ont leur sommet commun 0 
situé dans le plan horizontal de cote zéro. Ils ont même demi- 
angleausommet 30°. 
A L'axe du premier 
est la demi-droite 
verticale OA dirigée 
vers le haut ; l'axe 
du second est la 
demi-droite horizon- 
tale OB dirigée vers 
la droite. 

On considère un 
cylindre oblique à 
base circulaire horizontale dont l'axe OC, situé dans le plan 
OAB, est incliné de 45° sur l'horison et disposé par rapport à 
OA et OB comme l'indique la figure. Sa base inférieure est dans 
de plan horizontal de cote séro et a pour rayon Op — Og — 42m, 


NPA 
O0 q 


P 








14 





Sa base supérieure est dans le plan horisontal de cote égale à 
ion, 

Construire les courbes d’intersection de ce cylindre et des deux 
cônes et représenter la partie solide du cylindre extérieure aux 
deux cônes. On effectuera cette représentation sur le plan hori- 
3ontal de cote séro, sur le plan vertical OAB, et sur un second 
plan vertical perpendiculaire à OB et distant de O de 60vn & droite. 

On déterminera la tangente en un point des courbes d’intersec- 
tion. 


Le plan de la base supérieure du cylindre rencontre le cône 
à axe vertical suivant un cercle de centre (4, a’) et de rayon 4/#'; 
ce cercle à avec la base (c,c’) du cylindre deux points communs 
tels que (d, d', d'i). 

Le plan OAB détermine dans le cylindre et dans les deux 
cônes des génératrices de contour apparent se coupant aux points 


(e, e', 1) et (f, f’, fi). 


























Enfin la base inférieure du cylindre a avec le cône d'axe hori- 
zontal deux points communs tels que (9, g', g':). 

Le plan OAB étant un plan de symétrie du cylindre et des 
deux cônes, les courbes d'intersection sont symétriques par rap- 
port à ce plan, de sorte que les parties symétriques ont leurs 
projections horizontales symétriques par rapport à æy; ilen est 
de même pour les projections verticales sur le plan de profil ; 
quant aux projections verticales sur le plan OAB, elles se super- 
posent. 


Construction d'un point commun au cylindre et à chacun des 
deux cônes, ainsi que la tangente en ce point. 


Un plan auxiliaire quelconque passant par OC coupe le cylin- 
dre suivant la génératrice (Lx, Wk', h'ik'1) et le premier cône 
suivant la génératrice o/; ces génératrices se coupent en 
(m, m', m1) et en menant les plans tangents au cylindre et au 
cône suivant ces génératrices, leurs traces horizontales se ren- 
contrent au point (f, #’, t), (la trace horizontale du plan tangent 




















au cône est perpendiculaire à o/), qui est un second point de la 
tangente en M à l'intersection. 

En appliquant cette construction au plan auxiliaire limite tan- 
gent au premier cône, on obtient le point (?, à’, 1) pour lequel la 
tangente est parallèle à OC. On obtiendrait de même le point 
(9, Ji Ja) commun au cylindre et à l’une des génératrices du cône 
située dans le plan de profil oa’. 

La droite OC, également inclinée par rapport au plan horizon- 
tal et par rapport au second plan vertical de profil a sa trace ver- 
ticale sur ce dernier plan confondue avec o, de sorte que or, 
est la nouvelle trace verticale ou horizontale du plan auxiliaire 
déjà considéré ; ce plan coupe donc le second cône suivant la 
génératrice (sr, sr) qui fournit ainsi le point (n, ni, »')}. En 
menant le plan tangent au cône suivant cette génératrice, sa 
trace horizontale sv rencontre en (w, w'1,u') la trace horizontale 
ht du plan tangent au cylindre ; par suite (nu, n'iw1, nu’) est la 
tangente au point commun au cylindre et au second cône, 

Sur le plan horizontal et sur le plan OAB, les projections des 


courbes d'intersection sont entièrement vues ; quant aux portions 
intérieures des génératrices de contour apparent des deux cônes 
et aux projections de l'intersection sur le second plan vertical» 
ces parties sont entièrement cachées par le cylindre. 

(Davin LWOW, à Piatra N.) 


4816. — ABA'B' est un trapèse inscriptible et circonscriptible : 
il est nécessairement isccèle. 

Soient O et TI Les centres respectifs des cercles circonscrit et ins- 
crit ; M Le point de contact de AB et de la circonférence inscrite ; 
OR Za perpendiculaire abaissée de O sur AB ; MQ La perpendicu- 
laire abaissée de M sur O1, et P son point de rencontre avec OR ; 
T Le point de rencontre de AB et de OI. 

Démontrer les propriétés suivantes : 

1° La circonférence décrite sur AB comme diamétre est tangente 
en 1 à OI, et le point T est d'égale puissance par rapport au point 
Let à la circonférence 0; 

20 Les quatre points À, M,B,T forment une division harmo- 
nique ; 

30 RI° — OR X IM et l'angle OAP est droit. 

Appliquer ces propriétés à la construction d'un trapèze inscrip- 
tible et circonscriptible connaissant : 

1° son périmètre et le rayon du cercle circonserit ; 

20 La distance OT des centres des cercles inscrit et circonscrit et 
le rayon du cercle circonscrit ; 

3° les rayons des cercles inscrit et circonscrit. 


1° La droite RI joignant les milieux de AB et CD est parallèle 
à AC, c'est-à-dire perpendiculaire à OT; de plus, dans le tra- 


pèze ACDB, 
AC+BD AM+BM 
RI =: RER nr fe ES | 
2 2 
— ss —:RA 


2 


diamètre AB est tangent 
en I à OI. Il en résulte que 
TI = TA. TB, 

relation qui exprime que 
le point T a même puis- 
sance par rapport au point 
I et au cercle O. 

2° IB et IA étant les bissectrices intérieure et extérieure du 
triangle MIT, B et A sont conjugués harmoniques parrapport à MT. 








Autrement : Dans le triangle rectangle RIT, on a 
RM. RT = RI° = RA° ou RB” 
ce qui montre que la division AMBT est harmonique. 
3° Les angles ORIet RIM sont égaux comme alternes-internes ; 


les triangles rectangles ORI1 et MIR sont donc semblables et 
donnent 


DRSRARI 
SRTAOIM 
ou RE = OR. IM. 
D'ailleurs, IM — RP (côtés opposés d’un parallélogramme) 
et RI—RA; la relation précédente s'écrit donc 


RA° = OR. RP, 
et exprime que le triangle OAP est rectangle en A. 

Autrement: La division AMBT étant harmonique, la droite PMQ 
est la polaire du point T par rapport au cercle O, et comme telle 
contient le pôle de la droite ABT; ce pôle est donc en P, inter- 
section de MQ avec OR. Par suite PA est tangente en A au cer- 


= 92 — RES 


Par suite le cercle de. 


cle O et l'angle OAP est droit; on en déduit ensuite 
RA? = OR.RP ou RI2 = OR.IM. 
Constructions du trapèze. — 1° On donne son périmètre 2p et 


le rayon R du cercle circonscrit. 


On a (1'° figure) 
AC + AB + BD = p 


ou, comme AC + BD = AM + MB = AB, 
D. 
AB 


> A 


D'où cette construction : Après avoir tracé le cercle O de rayon 
R, on yinscrit la corde AB — À; puis on décrit le cercle de 
diamètre AB auquel on mène la 


tangente OI: le reste s'achève faci- 
lement. 

La seule condition de possibilité 
B' est que la tangente OI existe, c’est- 
à-dire qu'on ait 


OR > À 


D'\?=5 0 
ou Ve —(+) > £ 
ou p < ?2Ry2. 
Lorsque p = 2RY2, O est sur le cercle de diamètre AB, et la 
tangente en O est parallèle à AB; le trapèze devient un carré. 






A 


20 On donne la distance OI et le rayon R. 
Le point T étant d’égale puissance par rapport au point [ et au 
cercle O s'obtient en traçant un cercle quelconque tangent en 1 
à OI et coupant le cercle O, de 


rayon R, en A, et B;: la corde 
A'B' rencontre OI au point T, 
& puisque TI°— TAi.TB1 =TA.TB. 
On détermine ensuite le point 
R par l'intersection du cercle de 
. diamètre OT avec la perpendi- 
| culaire en I! à OT Connaissant 
ainsi le côté AB du trapèze, on 
A achève sa. construction en me- 
nant les cordes AA, BB’ per- 
pendiculaires à OL, et en tirant A'B. 

Le problème est toujours possible pour tout point | situé à 

l’intérieur du cercle 0. « 
Lorsque I coïncide avec O, le point T est rejeté à l'infini, et le 
trapèze se transforme en un carré. 


30 On donne les rayons R et r des cercles O et I. 

On a vuque OA — OR.O0P; donc le cercle O coupe ortho- 
gonalement le cercle de diamètre PR = IM = r. 

De là cette construction : Sur une tangente en E au cercle 0 


on prend EK = — et l'on décrit le cercle de centre K et de 


rayon KE, qui coupe en P, R le 
diamètre KO ; élevant ensuite en R 
la perpendiculaire AB à OK, on a le 
côté AB, et le reste s'achève comme 
dans la première construction. 

La seule condition de possibilité 
est que la tangente OI puisse être 
menée au cercle de diamètre AB, 
ce qui nécessite 

OR > RA 
ou, comme AR = ÿOR.r, 
OR>7r 
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# 

OK — "oz > r 

RER 3r 
Fe Vire Œu 

RV2 
ou enfin r & v ; 
PAU RE ss M 
Quand r — 3 Ise confond avec O, et le trapèze devient 

un carré. 


(J. HAAG, collège de Pont-à-Mousson.) 


[Ont complètement résolu la même question MM. R. Barthélemy ; 
4 M. Bayor; Bouzy ; F. Clabault ; G. Guinand; R. Henry ; H. Janois ; 
A. Legros ; R. Manen ; G. Marquet ; P. Petit; P. Thonet ; P. Valentin.] 


_ [Ont partiellement résolu la même question : MM. KE. Anzemberger ; 
E. Cognet ; G. Foucry; E. Hugonnier-Ginét ; R. Mouzon ; Noël ; A.Vannier.] 


4817. — Calculer les valeurs de æ comprises entre zéro et 900 
satisfaisant à la formule 


en 29 oo" 
(9? (2œ-+ 3400) — cos (394-370) sin*139° 1928 


cos 21801925" 
sachant que l'on a 


tgo — (0,94732)5 tg 13101915". 


Ramenons d’abord les arcs au premier quadrant en observant 


cos 21801925" — — cos (218°19' 25” — 1800) — — cos 38°19/25/, 
tg 131049/45" —— tg (1800 — 13101915") — — tg 4804045”. 
Les deux formules deviennent alors 
cos (30 + 370)sin° 40°40"32" 
— cos 3801925" 
LR (0,94732)5 tg 48040'45”. 
I. Calcul des valeurs de +. — Posons 
iga — (0,94732)5 tg48040/45", 
4 étant un angle du premier quadrant fourni par les tables. On 
en déduit 


tg? (2x + 3100) — 


? 


tgo = —iga— tg(— à) 
ou | o = k.180 —a. 
En calculant « par les tables à 7 décimales, on trouve - 
5 log 0,94732 — 1,8824835 
log tg 4804045" — 0,055 9291 


log 1g à — 1,9384126, 
a = 40°57'3/,54. 
IT. Calcul des valeurs de x, — On a 
cos (30 + 37°) — cos (3A.180° — 3x + 370) 
— cos (34 — 37°) 
PNR — + cos 85°51/10”,65. 
Par suite 


0 ! NPA AT | 0 40) 29” 
te? (26 + 3109) = + cos 85051/10”,65 sin° 40° 40" 32 


que 
sin 13901928” — sin (1800 — 13901928”) — sin 40°40/32”, 
| 
| 
| 
| 


cos 3801925" 
Le premier membre étant toujours positif, le signe — doit 
être rejeté, et en posant 
cos 85°51/10",65 sin 40040"32" 
tg2 6 pneu. O0 14/0200 NL 
cos 38°19°25 
8 étant un angle du premier quadrant, on a 
- tg (2x + 3100) = Ltgf = tg HP, 
2x + 310° = k.180° EH B, 
P 


æ — h.90° — 1559 + 5 . 


dl 








Calculons maintenant 6 au moyen des tables. 
log tg 6 — + (log cos 85°51/10",65 + 3 log sin 40°40° 32” 
F + colog cos 38°19/25"). 
log cos 85°51/10",65 — 2,8592363 
3 log sin 40°40/32" — 1,442 2928 
colog cos 38°19/25" — 0,105 3955 


2,406 9248, 
log tg 8 — 1,2034624, 
B — 9°4'36",30. 
Tous les arcs æ ont ainsi pour formule générale 
æ — R.900 — 1550 + 4°3218",15 ; 
les arcs compris entre 0 et 900 s’obtiennent en faisant k — 2, 
ce qui donne les deux arcs : 
æ1 = 29032/18",15 
et œ> = 20027 41,85. 
(Ch. GODARD, à Nantes.) 


[M. H. Janois, à Saint-Calais, a résolu la même question.] 


4818. — Deux tubes verticaux À et B cylindriques, de même 
section et de même hauteur, communiquent à leur partie inférieure 
par un tube horizontal et sont fermés à leur partie supérieure. Ils 
contiennent du mercure et de l'air sec. 

Lorsque les deux tubes sont à la même 
température, le niveau est le même dans 
les deux tubes, et la partie occupée par 
l'air a une hauteur de 50°. 

La température du tube A étant 
maintenue à 0° et celle du tube B à 100», 
on constate que le niveau du mercure dans le tube B baisse de 
5em, Quelle est, à un centimètre près, la pression de l'air contenu 
dans l'un et l'autre tube lorsque leur température commune est 
de 0°? 

On ne tiendra pas compte de la dilatation du mercure ni de 
celle de l'enveloppe. 





Soient æ la pression dans l’un et l’autre tube lorsque leur 
température commune est 0°; f la pression dans le tube À, et 
f! la pression dans le tube B quand leurs températures respec- 
tives sont 0e et 1000. 

Puisqu'on ne tient pas compte de la dilatation du mercure ni 
de celle de l'enveloppe, si le niveau du mercure dans le tube B 
s'abaisse de 5°, le niveau du mercure dans le tube À doit 
s'élever de 5°, On a donc 

f+10=#F, (1) 
ces pressions étant évaluées sur des surfaces égales dans les 
deux tubes. 

Appliquant la loi de Mariotte à l'air du tube A, on a, s dési- 
gnant la section des tubes, 
50æs — (50 — 5}sf, 

+9 4 

Pour l'air contenu dans le tube B, il faut appliquer l'équation 
qui réunit les lois de Mariotte et de Gay-Lussac : 
(50 + 5})s x f” 

100 
re 373 


PPT , _ DO X 373% 
d'où pe 55 < 213 | 


d’où 


50æs —= 





Remplaçant / et f’ par leur valeur dans l'équation (1) 
vient 


50x 50 XX 373% 
— TOR 
45 Fr 55% 273 


d’où æ = 16° à un centimètre près. 


(M. GONDRAN.) 
MM, Bayor ; Bouzy ; ÿ1À. Delaire ; J:Haag ; 


Hugonnier- Ginet ; J. Laverdant ; David Lwow ; L. Patin ; 
Saint- Gabriel ; C. Tourneux : ; P. Valentin ; L. Vige.] 


—+ 


[Ont résolu la même question : 
RHenTve nr 
A. de 





ARITHMÉTIQUE 


4967. — Soient À, B, C trois nombres entiers COMpPOSES : 


A, de 2m chiffres éqaux à 1; 
B, de m+14 chiffres égaux à 1 ; 
C, de m chiffres égaux à 6. 


Démontrer que A+B+C+S 


est un carré parfait. 


En effet, tout nombre entier formé par m chiffres 4 est égal à 


16e it 40"—2 + .., +40 + À = +. 
On peut donc écrire 
102m — 1 1Qm+1 4 10% — 4 
À = (=, BE —————— == —————— 
9 9 VER: 9 


d'où l’on déduit 
LOT HR 1OMH 4 6.10 — 6 
9 PES 
AO + 40m ER 6,107 + 64 
LS 9 
1020 + 16.10% + 82 
Q 


né (— + 8 2 


L’ expression A+B+C+S8 est ainsi le carré du nombre 
entier 


A+B+C+S— 








m m 


PETER 


m Ÿ TT ETS 
APR Se Aide Sens 


3 
(LÜIS pe ALBA, à Malaga.) 


[Ont résolu Ja même RAP UoE MM. L. Barberot; A, Bernardeau ; R. Cattin; 





G. Desnoës ; Durand ; E. Foucart : A. Gheysen : P. Guerrier ; A. Haar ; 
E. Hugonnier ; A. He ! M. Laurence ; A. Legros ; E. Licope ;: H. Martin; 
H. Palustran ; F, Pégorier; P. Plisson ; R, Rives ; A. Rousseau ; J, Schwarz; 
P. Septembre ; E. Serres ; V. Thébault ; H. Thibon : : P:Thonet: si Trouillé ; 
F. Vérot; P. Zlatco ; Mile A, Saleilles ; MM. E, Barhé : "M. Bernard ; 
O. Guittet; D. Kœnig; P, Michaud ; Ch. Vallot.] 
— 
ALGEÈBRE 


4963. — Un chemin de fer AX part d'une ville À et passe à 
une distance à d'une autre ville B. En quel point D de AX faut- 
il établir une gare pour qu'en la reliant à la localité B par une 
route, le temps employé pour aller de À en B soit un minimum ? 
AC = d, ainsique la vitesse v du train 
et celle v' du parcours de la route BD. 


On connaît la distance 


En posant AD = x, le temps mis pour parcourir le chemin 
ADB est 


Vtd — x}? + 


Ld 











AD DB æ 
TRES moe 
T Tv Tv T 

Pour déterminer le minimum de cette quantité, égalons-la à 
m, el cherchons pour quelles valeurs de m la valeur correspon- 


dante de x est réelle et positive, 


Pal 





L’équation 
NT ee 
v Tv 
À v 
devient (d— &}? + à = — 


ou, en élevant au carré et simplifiant, 
(u2— v?)a? — 2u(do — mv?)e + v?(d? + à? — mv'?) = 0, 
La condition de réalité est 
vè(do — mov?) — (0? — v?) 
v(d2 + — mr?) > 0 


l 
1 
l 


ou 
v°v"2n2 — 2vv'?2dm + 
X vd? + 82) —_ 8 > 0. 
On satisfait à cette inégalité 
en prenant ” extérieur aux 
| deux valeurs qui annulent le 
premier membre. La plus grande de ces valeurs, soit 
v'A + dÿo? — v? 
vv’ : 
représente donc le minimum de "” si toutefois la valeur corres- 
pondante de x est positive. Or, cette valeur est 


v(dv — m'v'?) v'à 


Rr vi — v'? RH fo? — v°?? 
quantité positive lorsque 
dv? — v?) > v'?0? 
v VERRE : o? 
ou re ’ 


Cette condition remplie, la gare ‘ est entre A et C; elle doit 


[27] 





= ———— ——— "3 


| 





Q 


1 
l 
0 
l 
! 
il 
! 
i 
! 
! 
| 
[ 
(l 
‘ 
1 


" 








être placée en A si le rapport est égal ou inférieur à 


v 
Var 7 AB 
Es Ce RTS 


(Anroixe SCOTTO, lycée d’Alger.) 


MM. E. Barbé ; Durand ; E. Gernez- 


[Ont résolu la même question 
F. Mestre.] 


Pfanmatter ; E. Hugonnier ; Lemmet ; 


Se — 


GÉOMÉTRIE 


4965. —— Étant donnée une sphère R, on construit sur un 
grand cercle comme base un cône droit équivalent à la moitié du 
volume de la sphère, On demande : 

1° de trouver le rayon du petit cercle d'intersection ; 


2% d'évaluer le volume de la portion du cône comprise entre la 


base et le plan du petit cercle. 


Soient SAB la section déterminée dans le cône par un plan 
passant par le sommet S du cône et le 
centre O de la sphère donnée, et CD la 
section déterminée par ce même plan dans 


de la sphère. En désignant par X la hau- 
teur du cône SAB, on a 

2 Rs rh: 

CE rR$ — 3 rR h, 
d'où hk=.2R; 
SAX SC = (S0 +R)(SO — R) = 3R?, 
SA — Rÿ5, on en déduit 
3R UE 


V5 





Or, on à 
et, comme dans le triangle AOS, 


SC = — 





-. 


le petit cercle d'intersection O' du cône et 


de ch 








En posant OC = 7, la similitude des deux triangles SOC et 
SOA donne 


| par ot 4 
| RDS SAT EURE 
3R 


d'où 


mn, "my 


| Les volumes des deux cônes SCD et SAB étant proportionnels 
. aux cubes de leurs éléments linéaires homologues, on a 


2 AT) 
PPT D ; 
Vol. SCD — . rR x 


par suite, Le volume de la portion du cône comprise entre la base 
et le plan du petit cercle a pour expression 


2 27 1967R° 
ES  . 
El ( nl SET 


(E. HUGONNIER, école nationale professionnelle de Voiron.) 


(Ont résolu la même question : MM. L. Barberot ; À, Bernardeau ; 
M. Beyney i A, Bourlat ; J. Brouard ; D. Cognet ; J. Cougnoux ; Delage ; 
Desmoulins ; H. Dobryzniak ; Ch, Duüpüs ; Durand ; Etienne ; G. F.:E. Fou. 
cart ; Gérard ; E. Gernez-Pfanmatier ; R. Grenouillot ; P. Guerrier ; 
G. Güillaumé ; À. James ; A. Lapresle ; M. Laurence ; R. Lautré; L. Le- 
fèvre ; P. Legros ; Leémmet : G@. Lepoivre ; G. Lesage : J. Lestable ; 
L. Lestocart ; E. Ticope ; P. Luquet ; A. Mabon ; H. Martin ; M. Marx ; 
J. Maury ; F. Mestre ; A. Meynier ; F. Pégorier ; M. Petitjean ; H. Pourtoy; 
J. Raymond ; A. Renault ; R. Rivés ; E. Robert ; E. Roncaglia ; A. Rous- 
seau ; P. Saintin; A Scotto; E. Serres; J. Trouillé ; P.Valentin ; G.Ybert ; 
P.Zlatco ; Mie G. Oddos; MM. E. Anzemberger ; E. Barhé ; M. Bernard ; 
Ducongé-Gabireau ; Gasluc de Sénébron ; R. Henry.] 

















: Le + 


TRIGONOMÉTRIE 


4957. — Les angles w et w' étant assujettis à vérifier la relation 
sin w sin w’ 
Rcoswta — Rcosw — a? 
prouver que la différence 





a? — R? 1 1e 8 
2 à Cos © —R a COS wù + R 
conserve une valeur constante. 


La relation entre w et w' peut s'écrire successivement 


R sin w cos w'— a sin w = R cos w sin w + asin w’, 
R sin (© — w') — a(sin w + sin w’), 
À PE, CN 0 & — 4) 
COS ———— = 2a sin cos 
2 2 CET 
w == w/ a @ + 6’ 


pe R ‘n FFSA (1) 


Transformons maintenant l’expression proposée en cherchant 
&w — y PE. + w’ 
D DRE pre 


COM) 


2% sin 

















_ à mettre en évidence les arcs Il vient 





a — F? 1 1 
2 Cah  vererR) 
(a? — R?)| a(co< w — cos w’) + 2R] 
2| 43 cos & cos w' — aR (Cos  — cos w’) — R?] 


2(a? — Ra) (R = a sin LE sin ——) 














ie 2 
Ne ) x . +w w —— w/ 
a cos(w — w/}+cos(w + w')]+ 4aR sin > — Si : —9R 
. DH ., © —0w 
(a? — R?)[R — a sin sn 
2 2 
. WU: CS ETES . DE. o—v)! ; 
2 4 — Sin? ————— sin2——— }+2aRsin sin AR: 
a (: sin 5 sin? — }+ a z 7 R 


! 


En remplaçant sin par la valeur (1), l'expression 


_ précédente devient 





2 } 
a? — R? (R— D ina +0 
( ) p-sin S 
D LR ne ——— — 
L : + ! 
| ( } sine 2 |] + 2a? sin? ar sb 


à 
AE LE 
; dt . W + (u’ 
(a? — Re) (R — 12 sin? ——) 
rest 
2 








2 
(2 RS | œ 


7 1) sin? 





R(a? — R:)(R3 — 2 sin? = 5 2 ) 
(a? — Re) (Re 2 sin? = se ) 


(M. LAURENCE, lycée de Bordeaux.) 


1h" 


[Ont résolu la même question : MM. M. Amiot; E. Barbé ; H. Belbenoit ; 
L. David ; F. Durand :; E, Hugonnier ; E. Licope ; F. Pégorier.] 


A 


PHYSIQUE 


4960. — On demande le volume d'un aërostat rempli d'hydro- 
gène capable d'enlever 1 250K8 avec une force ascensionnelle de 
10K8, 

Le poids du litre d'air à Oo et sous la pression 16°» de mercure 
est 18",293. 

La densité de l'hydrogène par rapport à l'air est 0,0693. 

On négligera le volume de l'enveloppe et celui de la nacelle. 

(Bacc. letires-math., Lyon, mars 1900.) 


Soit V le volume du ballon en mètres cubes. Ecrivons que la 
poussée que reçoit le ballon, diminuée du poids de l'hydrogène 
contenu dans le ballon et du poids à soulever, est égale à une 
force de 10“. On a 
VX 1,293 — VX 1,293 X 0,0693 = 1 250 = 10, 

V >< 1,293 (1 — 0,0693) = 1 260, 
1260 
1,293(1 — 0,0693) 


d'où 


On entire Me — 1047mc,0#1. 


(DESMOULINS:) 


[Ont résolu la même question : Mlle G, Oddos; MM. 
Amiot { Afcizét, Bancillon ; Bannerot; Beuret ; 
Belbeñoit ; Bonnot; Bourrec ; Carliton ; Chauvalon ; Cognet ; 
Desnoës ; Dobryzniak; Durand ; Foucry ; Gérard ; Gernez ; 
Grünfelder ; Guyot ; Guerrier ; Godfroy ; Henry ; Hugonuier ; Lärcher 
Lefèvre ; Lestable ; Luquet ; Martin ; Maben ; Mestre ; Megnier ; Marx 
Palustran ; Périnét ; Portalier ; Poürtoy ; Pernidun ; Poirier : Raymond ; 
Royer ; Saintin ; Sanpité ; Serres ; Tastét ; Trouillé ; Valentin ; Vanuier ; 
Weimann ; Ybert,.] 


Andrées ; Antoine ; 
Béyney ; Beckerich ; 
David 1: Dr; 
@renouillof ; 


4961. — On donne une corde AB de longueur l rendue immo- 
bile en un point Q tel que Von ait AC = AB X BC. Trouver 
le rapport des hauteurs des deux sons que 
rendraient les deux segments vibrant trans- 
versalement. La corde tout entière rendant 
le fu? de la quatrième octave, trouver les 
hautèurs des sons dés deux segments. On donne la - tierce 
= 4345 vibrations doubles, 

(Bacc. lettres-sétences, Réènnes, juillet 1900.) 


14 — 
À C B 


La relation AC?— ABXBC indique que la corde AB est 
partagée en moyenne et extrême raison, On à donc 


u 
AC = 5 (V5 —1), 


BG = —(3— V5). 

Or, les nombres des vibrations transversales exécutées par des 
cordes de longueurs différentes, toutes autres choses égales 
d’ailleurs, étant inversement proportionnels aux longueurs, le 
rapport des hauteurs des deux sons que rendraient [es deux 
segments est 


n___3—V5 410, 
n' y5—1 309 


n représentant le nombre de vibrations du segment AC, n» celui 
du segment BC. | 
La corde tout entière, rendant le faÿ, exécute 


a8 L Ê 
5 XEXEIX%5 95 vibrations doubles. 


Il 


5 X 3 XX 24 
Le segment AC exécute donc par seconde 
2e — 1173 vibrations, 
= NP) 


et le segment BC 
PET 25 


(813) 


— 1898 vibrations. 


(A. MEYNIER.) 


{Ont résolu la même question : Mie Lauzanne ; MM. Bernard ; Bernardeau ; 
Cattin ; Desmoulins ; Gernez ; Hugonnier ; James; Lemmet ; Luquet ; Marx ; 


Palustran ; Pariselle ; Périnet; Royer ; de Saint-Gabriel ; Tourneux ; 
Vannier ; Yhert.] 
———— 4  ————— 
QUESTIONS PROPOSEES 
4982. — Résoudre et discuter le système d'équations 
2(28 + y) + (x + y) = (2 + Y), 
T+y—=û. 


4983. — Un quart de cercle AOB tourne autour du rayon OB. Ayant 
tracé la corde AB, on demande à quelle distance OP il faut mener la 
parallèle PCD au rayon OA pour que l'anneau en- 
gendré par le segment CD intercepté sur cette paral- 
lèle par la corde AB et la circonférence ait une 
surface donnée mn. 

Maximum de cette surface quand on fait varier la 
distance OP depuis 0 jusqu'à OB = «. 

On prendra si l'on veut pour inconnues 

CPE, PD==7: 
(Bacc. letfres-muth., Alger, novembre 1900.) 


B 


0 A 


4984. — Sur la droite OA, de longueur !, on prend entre 0 et A un 
point M situé à la distance x de O0. On construit sur la base OM le tri- 
angle équilatéral OMD, puis sur MA le 
carré MABC, et l'on tire CD. 

1° Calculer, en fonction de ! et æ, la 
surface du pentagone OABCD ; 

2° Tracer la courbe qui représente la 
variation de cette surface lorsque x 
croît de 0 à L; indiquer si la surface 
passe par un minimum ou un maxi- 
mum, et trouver les valeurs corres- 
pondantes de æ. On prendra l'axe des æ 
suivant OA, l'axe des y suivant la perpendiculaire ; 

3° Former les équations des tangentes à la courbe précédente aux 
points qui correspondent aux valeurs æ—=0 et æx—l; calculer 
l’abscisse du point d'intersection de ces tangentes. 


(Bacc. leltres-sciences, Montpellier, novembre 1900.) 





0 M À æ 


4985. — On donne un angle æ0y et un point P dans cet angle ; 


SOL OP GOP — a, POy = b. On 
mène par ce point P une droite APB 
limitée aux côtés de cet angle et inclinée 
d'un angle z sur la direction OP. 

19 Exprimer en fonction de !, a, b, 3 le 
produit PA x PB; 

2 {, a, b restant invariables, pour 
quelles valeurs de z ce produit PA x PB 
est-il maximum où minimum ; 

3° Déduire du résultat obtenu la construc- 
tion géométrique de la droite APB pour 





(Bacc. leltres-math., Lille, novembre 1900.) 


4986. — On donne un cercle de 
rayon R et deux diamètres rectangu- 
laires Ox, Oy de ce cercle; sur 0x on 
prend un point P situé à une distance 
d du centre. On demande de mener au 


soit droit. 


(Bacc. lettres-math., Clermont, 
novembre 1900.) 





4987. — Par les sommets A, B, C d'un triangle on mène trois 
droites parallèles quelconques qui coupent les côtés opposés en 
4’, B', C’. Démontrer que les points de rencontre des droites AB et 
A'B', BC et B'C', CA et C'A'sont en ligne droite. 

(H. Lévy.) 


4988. — Un madrier de section uniforme, ayant 4% de longueur 
et pesant 3048, repose par l’une de ses extrémités sur un sol horizontal, 


et est appuyé par l’autre contre un mur vertical. Ce madrier est. 


incliné à 45° ; il supporte un poids de 208 qui est suspendu au milie 
de sa longueur. On demande : l 


1° Quel est, en faisant abstraction de tout frottement, l’effort hori-. 


zontal à exercer sur le pied de ce madrier pour l'empêcher de glisser ; 
20 Si cet effort augmente ou diminue quand on déplace le poids 
additionnel vers le pied du madrier. 


(Concours de 1900 pour l'emploi d'inspecteur du travail.) 


4989. — Un marteau pesant 1k8, animé d’une vitesse horizontale 
de 1% par seconde, frappe une bille qui roule sur un plan horizontal 
parfaitement poli. Après le choc, le marteau reste immobile, et la bille 
a une vitesse de 02,20 par seconde. 

On demande l'élévation de température de la bille sachant que sa 
masse est 5008" et sa chaleur spécifique 0,1. On admet que le marteau 
absorbe les 2/3 de la chaleur dégagée par le choc. 

(Bace. lettres-sciences, Besancon, juiliet 1900.) : 


4990. — Deux corps pesants, de masses » et m.,, sont lancés simul- 
tanément du même point, suivant la verticale, mais en sens contraires, 
avec la même vitesse initiale a. 

1° Exprimer et discuter l'énergie ou puissance vive totale de ce sys- 
tème en fonction du temps ; 

2° Minimum de l'énergie ; 


3° Calculer l'époque de ce minimum, ainsi que sa valeur en kélo- 


grammèlres et en ergs. 
m = 3 kilogrammes-masse (vers le bas), L 
HR) kilogrammes-masse (vers le haut), 





D AUm pes 
RTE - JE (1sec.}? 


(Bacc. lettres-sciences, Montpellier, novembre 1900.) 





Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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ARITHMÉTIQUE 


4962. — Un marchand a achete les 7/8 d'une pièce de drap à 
raison de 56,50 Le mètre ; il cède les 0,9 de son achat à un de 
ses confrères qui lui donne en paiement un billet de 3600fr paya- 
ble dans un an, 4 mois et 20 jours. En escomptant ce billet au 
taux de 6 °/, chez un banquier, le marchand rentre dans ses dé- 
boursés et gagne 136% sur son dernier marché, outre le drap qui 
lui reste. Trouver le nombre de mètres de la pièce de drap. 


(Section normale annexée à l'école nationale d'Arts et Métiers 
de Chülons, 1900.) 


En escomptant le billet un an, 4 mois et 20 jours ou 500 jours 
avant son échéance, le banquier retient les intérèts simples de 
3600 pendant ce temps, et le marchand ne touche plus que 
3600 X 6 >< 500 
100 >< 360 

Cette somme comprenant les 136! de bénéfice du marchand, 
ce dernier a ainsi déboursé 
3 300 — 136 — 3164fr 
pour acheter du drap à 561,50 le mètre; le nombre de mètres 
achetés est donc 


3 600 — = 3300". 


3164 
—— —= 6m, 
Érieu 
Ces 56% représentant les 7/8 de la pièce, celte dernière mesu- 
rait donc 


8 
56 XX RE G4n, 
7 


Sur les 56% achetés, le marchand en à vendu 9/10, de sorte 
qu'il lui en reste 5,6 qui, avec les 136f", constituent son béné- 


fice total. 
(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


N.-B. — Plusieurs correspondants ont supposé à tort que le 
prix déboursé par le marchand se rapportait à la pièce vendue 
ou bien à la pièce achetée augmentée de la portion invendue. 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; A. Bernardeau; M. Beyney; 
Delage ; Douce ; G. Dupas ; E. Gernez-Pfanmatter ; H. Lacape ; Lefèvre ; 
M."Marx ; M. Royer ; J. Trouillé ; G. Ybert; R. Henry; P. Luquet; 
E. Périnet; R. Rives.] 


Rd 
ALGÈBRE 


4972. — Étant donné un tronc de cône dont les rayons de base 
sont R et r et la hauteur h, déterminer la distance æ d'un plan 
parallèle aux bases partageant ce tronc de cône en deux parties 
dont les volumes soient équivalents. 


(École de chimie industrielle de Lyon, 1899.) 
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Soit æ la distance du plan cherché EF au plan de la base de 
rayon R et y le rayon du cercle d’intersection de ce plan avec 
le tronc de cône donné. On doit 
avoir 


52 RER + r° + Rr) 
J 


Ta(R? + y? + Ri). 


cw| 19 





Or les deux triangles rectan- 


A A AO B gles semblables, O'OA’ et O’04”, 
donnent 
EE Us (1) 
PP LES pa : 


l'équation précédente devient, en remplaçant x par sa valeur, 
(R — r)(R2 + 72 + Rr) = 2R — y)(R? + y? + Ry), 


> 3 FF Ms 3 d 
ou R5— 75 — 2R3 — 2y5, 
ou 21 — R° E r3, 
d'où heSh tr nes 


V 5 


a 


En remplaçant y par sa valeur dans la relation (1), il vient : 


k / 8 /R3 E 
= pr (Ve) 

On voit facilement qu'en supposant R => 7, cette valeur de x 
est toujours positive et inférieure à k, et par suite toujours accep- 
table. 

Si le tronc de cône donné était de deuxième espèce, il suffirait 
de remplacer r par — 7 dans chacune des relations précédentes, 
et nous aurions pour la distance du plan cherché à la grande 


base, 
ER | Re ): 
NOURTON Or, \ 2 
(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


Ont résolu la même question: Miie$,.Lauzanne ; MM. Antonescu-Verceseu ; 
A. Bernardeau ; L. Bordron ; OC. Bourvéau ; Ducongé-Cabireau ; E. Durand; 
P. Guerrier ; M. Laurence ; P. Legros ; L. Lemmet ; J. Lestable ; A. Mabon; 
H. Martin; M. Marx; P. Vercesco; G. Ybert; Mlle G. Oddos ; MM. E. Barhé; 
M. Bégué ; R. Catlin ; G. Dupas ; R. Henry ; F. Pégorier ; R. Rives ; E. Ron- 
cin ; P. Vernet.] 


4974. - Trouver les trois côtes d’un triangle rectangle con- 
naissant son périmètre 2p et le rapport m du volume engendré par 
le triangle tournant autour de l'hypoténuse à la somme des volu- 
mes engendrés en tournant autour des côtés de l'angle droit. 


(Élèves de la marine marchande, 1900.) 


Désignons par +, y les deux côlés de l'angle droit et par 5 
l'hypoténuse du triangle. 


ve if: 
On a d’abord 
x+y+z=)p, (1) 
a + y? = 2. (2) 


En tournant autour de BC, le trian- 
gle ABC engendre un double cône, de 
volume 





4  — LS y 
7 TA . BC = œi TS ’ 
de même en tournant autour de AB et de AC, le triangle ABC 


engendre deux cônes dont les volumes sont respectivement 


BH  KH >% C 


sl 
_ Ty?x et a Ta?y. 
La troisième équation du problème est donc 
dy? 
4 = — 8 raœy(x + y)m, 
3 5 3 
ou ay = M{x +y)s. (3) 


De l'équation (1), on déduit 
T+y = 2p —3 
puis, en tenant compte de (2), 
D + y) — 
œy = = 


24 


a? + y°) 
CRE Sp nr 


Portant ces deux valeurs dans l'équation (3), on obtient 
2p(p — #) = mas (2p — 2), 
ou mz? — 2plim + 1): + 2p? = 0. (4) 
z étant une racine de cette équation, x et y sont les racines de 
l'équation ' : 
X2— (2p — 3)X + 2p(p — 3) = 0, (5) 
Discussion. — Un triangle rectangle étant complètement déter- 
miné par les deux côtés de l’angle droit, il suffit d'exprimer que 
les valeurs de x et y sont réelles et positives. 
La condition de réalité de l'équation (5) est 
(2p — 5) — 8plp — 3) > 0, 
ou PEU > 0, 
inégalité satisfaite pour toute valeur de 3 au moins égale à la 
racine positive annulant son premier membre : 
3 > 2p(ÿ2—1). 
Les racines de l'équalion (5) sont toutes deux positives lorsque 
Z'EOD. 
Le problème admet ainsi autant de solutions qu'il y a de raci- 


nes de l'équation (4) comprises entre 2p(ÿ2 — 1) 
tituant ces limites à la place de : 


et p. En subs- 
s dans l'équation (4), on trouve 
f(2pV2 — 2p) = 2p°{(3 —2/2)(1 — 92my2), 
lp) = — mp}. 
Comme /(p) est négatif ou de signe contraire au terme en 2°, 
p sépare les deux racines de l'équation (£ ), qui sont par suile 
réelles. Pour que la plus petite racine, seule acceptable ici, soit 
supérieure à 2p{ÿ2—1), il faut et il suffit que /(2py2— 2p) 
soit posilif, c’est-à-dire qu’on ait 
1 — 2myÿ2 > 0 
ou ML ——> — v2 
En résumé : 
Si MT Le le problème admet une solution correspondant 
à la plus petite des racines de l'équation (4). 


. 2 — 
Si m= 2, 3= 2p(ÿ2 —1) et a=y= PE 


le triangle est isocèle. 


=p(2— 2); 





Si m> 2 Y=, le problème est impossible, 
(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


L. Barberot ; A. Ber- 
E. Durand ; Gasluc 
A. Legros : 

EME . Do- 


[Ont résolu la même question! MM. L. Azaubert ; 
nardeau ; P. Bily ; L. Bordron ; Bottin ; A. Bourlat ; 
de Sénébron ; M. Hermant ; E. Hugonnier ; M. Laurence ; . 
P, Legros ; M. Marx ; Le Thonet ; M. Bevnev ; R. Cattin : L 
bryzuiak ; P. Luquet ; E. Roncin ; F. Thibier ; P. Valentin.} 


x 


4975. — Un domaine plan a la forme d'un polygone irrégulier 
de huit côtés; soient A1, A, As, A4, A5, A6, Ar, As les sommets 
consécutifs de ce polygone. 

La position d'un sommet À; quelconque a été définie sur le ter- 


rain : 10 par sa distance xi à une droite fixe, D, tracée sur le 
terrain ; 29 par sa distance y; à une autre droite fixe, D', tracée 
sur le terrain perpendiculairement à la première, On suppose 
que le relevé de ces distances soit le suivant : 
( x = 60m, &5, — 190 
our À; 
pour Ai À jm” p HE: 
\ { æ, — 66, ag, = 150% 
pour A» | yo = 14,50; pour À; EE 
\ æ; = 80m, ' œ; = 631, 
pour A3 yes 40m pour A: yr = 50m ; 
x ( Ty = 200, Lg — ôu, 
pour A, l'y 190 pour Às y = 122. 


lo Calculer la valeur, en mètres carrés, de la superficie du 
polygone. 

20 Calculer à 1 décimètre près le rayon du cercle qui a même 
surface que le polygone. 


(Bacc. lettres-math., Montpellier, novembre 1900.) 


1° Pour fixer la position des divers sommets du polygone par 
rapport aux droites D et D’, portons sur OD, Ou =, et- 
menons par a; la parallèle a;A, = y; à OD; en opérant de 
même pour les autres sommets successifs, on obtient le poly- 
gone AjAAsA;A;A5A-As& dont la superficie est la différence 





entre les aires des polygones A,A:AçA-Asasas et AsAiAoAsA;a@s. 
Or le premier de ces polygones est décomposé par les paral- 
lèles menées à OD en quatre trapèzes dont les aires sont 


AuAsasa, = Lee = as) us) _ ie RE 310, 

AA de RUE — 1800, 
Ave a ete — 3945, 
À jA saga OT GUN NRES 


nn 


l'aire S:1 du premier polygone est donc 
Si — 310 + 1 800 + 3915 + 1767 = 77921, 
Par un calcul analogue, on obtient pour l'aire S: du second 


polygone, 
S2 — 621 + 67,5 + 150,5 + 1 320 — 2159ma, 








| 
| 
| 
| 


PTT, CONNUS LEARN LMD IS € CRT a EE 
: + Lee VE oc" . ECS ce PE : 4 Ve, Le 7 € Le 
En Re DS LU QE r ’ c 


LITE: # . 
um à \ 


La superficie cherchée est donc | 
S = Si — Sa — 7192 — 2159 — 5633ma, 


2° Soit R le rayon du cercle de surface égale à $. On a 
TR? = 5633, 


R = 1/55. 
TC 


R ayant deux chiffres à la partie entière, pour l'obtenir à 14m 
près, il faut calculer la racine avec 3 chiffres exacts, et par suite, 


d’où 





: 3 
évaluer le quotient » dont le premier chiffre est inférieur 





à 5, avec 4 chiffres exacts, ce qui revient à prendre r avec 
5 chiffres exacts. En faisant le calcul numérique, on a ainsi 


5 633 


— 3,1416 == 42m 3. 


(EnnesT FOUCART.) 


[Ont résolu la même question: MM. L. Azaubert ; H. Belbenoïît ; A. Bernar- 
deau 1 Rils À. Bottin ; G. Desnoës : E. Durand ; A. Fraysse ; Gasluc de 
Sénébron ; E. Hugonnier ; L. Lefèvre : A. Legros ; P. Legros ; A. Mabon ; 
H. Mangin; M. Marx: G. Nègre ; M. Poirier; Mie A, 


Saleilles ; 
MM, E, Lelarge ; P. Luquet : H. Palustran ; F. Pégorier.] 





GÉOMÉTRIE 





4976. — P étant un point fixe du plan d'une circonférence O . 


de rayon r, on trace par ce point toutes les droites possibles A'PA, 
et on marque sur chacune d’elles : 1° le milieu C de la corde 
AA’; 2° le point M tel que 
r\2 
CP. CM — (=) 


D) 


CA 


Calculer la projection OQ de la distance OM sur la direction 
fixe OPæ. De son expression conclure le lieu géométrique des 
points M. 

L'un des points M de ce lieu étant regardé comme fixe, on peut 
construire pour lui, comme pour P, un lieu de définition sem- 
blable : montrer qu'il passe en P. 

(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1900.) 


Les angles OCM, OQM étant droits, le quadrilatère OCQM est 
inscriptible et donne 


OP. PQ = CP. PM. 
Or, en posant OP = 4, 





PQ = 0OQ — 4, 
et PM = CM — CP. 
Donc 


à: 
d(0Q— d) =CP(CM — CP), 
d'où 
d— CP + CP.CM 





N on d , 

î 2 =] AA'\? FA? 

ou, comme d’—CP —O0C et CP.CM — ==) —= CA", 
00 = LC + C4” TES r? 
E d Hd a à 


La projection OQ de OM sur Ox étant indépendante de la 
sécante APA", le lieu de M est la perpendiculaire élevée en ( 
à Ox. 

Les points M et P jouant le même rôle dans la relation 


TENO 
CP.CM = 


2 
d’être dit pour le point P; le lieu de P est alors la perpendicu- 
laire élevée en un point Q’ de OM tel que 
pe Ve 
RON: 
Remarque. — Par définition, le point M est le conjugué har- 


monique de P par rapport au segment AA’; ce point M décrit 


» On peut appliquer au point M ce qui vient 


és c 
P1 stef Pr DR és "1 y 


donc la polaire du point fixe P par rapport au cerele O, c’est-à- 
dire la perpendiculaire MQ à OP. En regardant le point M 
comme fixe, le point P décrirait de même la polaire de M par 
rapport au cercle ou la perpendiculaire PQ/ à OM. 
(Marcez MARX, collège de Montargis.) 
(Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoît ; A. Bernardeau ; 


À. Bottin ; A. Bourlat ; G. Bourvéau ; G. Desnoës ; E. Durand ; E. Foucart ; 
A. Fraysse ; H, Fricquegnon; Gasluc de Sénébron ; G. Gründfelder ; P. Guer- 


trier; E. Hugonnier; M. Job; L. Kayser; B. Krausz ; G. Leclereq ; 
P. Legros ; L. Lemmet ; C. Marie ; J, Maury ; A. Meynier ; À. Minary ; 
G. Nègre ; GC. Perroquin; P. Saintin ; J. Tastet ; P. Thonet; G. Vallot ; 


A. Vannier ; E. Barbé ; M. Beyney ; R. Cattin ; L. David ; H. Dobryzniak ; 
R. Henry ; H. Lacreuse ; E. Lelarge; R. Mouzon ; M. Petitjean ; V. Pollet ; 
R. Rives ; F. Thibier ; P. Zlatco.| 


4977. — Soit un angle XOY; mener par un point, ou purallè- 
lement à une direction donnée, une droite qui intercepte sur les 
côtés de cet angle deux segments OP et OQ tels que l'on ait 

soit OP+0Q — 1, soit OP—OQ — 1, 
l désignant une longueur donnée. 

Plus généralement, tracer la droite de telle sorte que les seg- 
ments OP—=p -et O9 —=g soient liés à trois longueurs 
données a, b, L par l'une ou l’autre des relations 

ap +bq = P, ap — bq = P. 


Traitons d'abord la question dans le cas général où la droite 
PQ satisfait à la relation ap + bq = P. 

D'après la note de M. Hioux (V. p. 15), la droite PQ est tan- 
gente à une parabole dont le foyer F est à l'intersection de la 
droite OL, dia- 
gonale du paral- 
lélogramme 
OALB de côtés 

OA 
O0Ob=r 
avec la circon- 
férence OP'Q, 
P'Q' étant une 
position particu- 
lière de PQ, par 
exemple celle 

pour laquelle 





15 
a+b? 
de plus, cette parabole admet pour tangente au sommet la droite 
DE qui joint les projections du point F sur OX, OY. 

Le problème revient alors à mener à une parabole définie par 
son foyer et la tangente au sommet une tangente issue d’un 
point donné M ou parallèle à une direction donnée Z7/. 

On sait que la tangente au sommet d’une parabole est le lieu 
des projections du foyer sur les tangentes à cette courbe; il en 
résulte que dans le premier 
cas, la tangente cherchée est 
la droite qui joint M à l’un 
des points de rencontre T 
ou T' de la circonférence de 
diamètre MF avec la tangente 
au sommet DE. Suivant le 
nombre des points d’inter- 
section du cercle et de la 
droite, le problème admet 
2, 1 ou 0 solutions. Lorsque 
le cercle MF touche la droite 
DE, le point M est situé sur 
la parabole, comme il est facile de le voir directement. 


OM O0C= 





Re mr ee et LP ENT ER ee En ES UE 


TRS 


Dans le second cas, la tangente s'obtient en joignant M au 
point de rencontre T de DE avec la perpendiculaire abaissée 
de E sur la direction donnée Z7'. Tant que le point T existe, 
ce qui suppose 72° non perpendiculaire à DE, le problème 
admet toujours une solution. 

Pour rendre les résultats précédents applicables à la relation 
ap — bg — À, il suffit de supposer b négatif dans la relation 
ap + bq = À. Le point A ne change pas, et les points B, P', Q/ 
sont définis par les distances ù 
re a 0! 

Sauf ces différences, la solution reste la même que ci-dessus. 


DPEOUDE 





Examen du cas particulier où 
déduit du cas général, en faisant 


OP + O0 = 7. — Ce cas se 
U= =: 

La droite OL est alors bissectrice de l'angle XOY et par suite 
perpendiculaire à la droite P'(' telle que 

REX 
FE AT QT 
Comme les angles OP'F et OQ'F sont droits, DE se confond 
avec P’(. 

Dans le cas où l’on donne OP — 0Q — l, OL est bissec- 
trice de l’angle XOY’ et on peut prendre pour la droite P'(' celle 
qui interceple sur les côtés de cet angle des segments égaux 


à 





OP':= 00:=—= 


l 
2 
(HeNrt FRICQUEGNON, à Vigneulles. ) 
[Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoit : A. Bernardeau ; 


E. Foucart ; E. Hugonnier; A.Krausz; M. Laurence ; J. Tastet; V. Thébault; 
JTrouillé # G. Vallot ; KE. Weber : L. David.] 





4978. — Sur les côtés OX et OY d'un angle donné on a mar- 
qué deux points À et B, le premier sur OX, le second sur OX : 
tracer une droîte coupant les côtés de l'angle en deux points PetQ, 


AP ; | 
tels que le rapport Bo tune valeur donnée. 


Au cours de la démonstration donnée dans la note de M. Hioux 
(V.p. 75), on à vu que si deux droites PQ et PQ" vérifient la 


/ 


L x PP 
relation ap+ bg = À, le rapport DO est constant et égal 


à F4 Si donc on suppose la droite arbitraire PQ’ confondue 


avec AB, toute droite PQ telle que 

AAA E ou Ru ee sa 

DETEUS RETURN D" 
enveloppe une parabole dont nous allons déterminer le foyer et 
la tangente au som- 
met, 

Le foyer F est à 

l'intersection de la 
circonférence OAB 
avec la diagonoale 
OL’ du parallélo- 
gramme OAL'B' 
dont le côté 


OB’ SE A OA. 
a 


La tangente au 
sommet DE s’ob- 
tient en projetant 





le point F en D et E sur OX 


et OY: 
Il ne reste plus qu'à mener à la parabole ainsi définie une 





tangente quelconque, ce qui revient à 

conque M de DE une perpendiculaire à la droite MF, coupant 
en P,Q l'angle XOY. 

AP 
BQ 
positif, à a une valeur négative ; si on suppose ce rapport néga- 
tif (c’est-à-dire A et B de part et d’autre de PQ), b doit être posi- 


tif, et le point B’ est situé sur OY, de facon que OB! — 2 oA. 
La droite OL’ coupe alors le cercle OAB dans l’angle XOY en 


Dans ce qui précède, Le rapport 





étant regardé comme 


un point F, foyer d'une seconde parabole dont les tangentes : 


répondent également à la question. 
(Henri FRICQUEGNON, à Vigneulles.) 
[Ont résolu la même question : MM. H. Belbenoit : 
J. Chapron ; E. Foucart ; É. Hugonnier ; B. Krausz ë 
V. Thébault ; Beltçaguy-Portalier ; L. David; R. Rives.] 


————————— 
GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


A. Bernardeau ; 
: M. Laurence ; J. Tastet; 





4966. — Un tétraèdre régulier SMNP et un prisme horizon- 
tal dont les arêtes se projettent respectivement en A et A', B et 


69 


pe 2 





B', Cet C’, D et D', sont dessinés sur la figure ci-contre. On de- 
mande de représenter le tétraèdre entaillé par le prisme. 


(Section normale annexée à l'école nationale d'Arts et Métiers 
de Chälons, 1900.) 


Intersection du prisme avec le plan de la face SMP. — En cou- 
pant cette face par des plans horizontaux ayant pour traces les 
projections verticales A’, B’, C', D’ des arêtes du prisme, on ob- 
tient facilement, au moyen des horizontales issues des points 
(a, a'), (b, D’), (c, c'), (d, d'), les points (a, a), (b1, Di), (cs, ci), 
(di, di), où les arêtes du prisme percent le plan de la face SMP. 
Le prisme détermine ainsi dans le plan de cette face la section 
convexe (&ibidic;,a'b'idc'i) qui coupe les arêtes MP et SP du 
télraèdre aux points (e, e’), (f, f'), (g, g'), (h, h'). 


Intersection du prisme avec le plan de la face SNP. — En opé- 
rant comme ci-dessus, on obtient la section (azbadacs,a'ab'od'ac'a) 
qui rencontre les arêtes SP, PN, NS du tétraèdre aux points 
(g, 9°), (hi, N°), (6, à), (3, 7, (A, #°), (8, D). 


Intersection du prisme avec la face SMN. — On voit sans diffi- 
culté que la face SMN ne peut être coupée que par les faces 


élever en un point quel- 
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* (AG, AC!) et (CD, C’D’) du prisme qui y déterminent ainsi l’an- 
gle (Act, k'e'sl'). 

| Intersection du prisme avec la base MNP, — Cette intersection 
_ est représentée par les deux portions d'horizontales (e, e'j') 
pet (fi, fi). 


Dans la mise à l’encre, on à supposé enlevée toute la partie du 
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tétraèdre intérieure au prisme, de sorte que le tétraèdre se trouve 
décomposé en deux morceaux constitués, en projection horizon- 
tale, parle tétraèdre hfip et le polyèdre sgaciemnjlc;kag. 
Sur l’épure les parties visibles de la section du tétraèdre par 
le prisme ont été couvertes de hachures. 
(A. JAMES, école professionnelle de Clermont.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bernardeau; R. Rives; C. Sudreau : 
J. Trouillé.; 


SR 


TRIGONOMÉTRIE 
4810. — Éliminer l'angle © entre les deux équations 
a + blg o + cos 2o(c tg o — d) = 0, 
a tg p— b + cos 2e(c + d'igo) = 0. 
On peut résoudre les équations par rapport à tgo et cos 2 ; 


il suffira alors de remplacer les valeurs des lignes trigonomé- 
_ triques calculées, dans une identité. 





CRE.) 


 Eliminons d'abord cos 20 en égalant entre elles les deux valeurs 
fournies par les équations ; il vient 
G DE QT 
ctgo—d — 
ou, en simplifiant, 
2{(ad + bc)tge — (bd — ac)(1 —tg? ©), 
ce qui peut s’écrire 


atg o —b 


NET RER Fat 
c+dtgo9 


bd — ac 


LPC rar (a) 
Éliminons de même fg® ; nous aurons 
dcos 29 — a __ b—ccos 2e 
ou d cos? 20 — a = b? — c? cosi 20, 
2 2 
d'où cos? 20 — FF = - : (2) 


Il ne reste plus qu'à porter les valeurs (1) et (2) dans l'identité 
2 ct 
tard 1 — cos? 29 
Pre cos? 20 
On obtient ainsi 
c? + d 


( bd — ac\? 
es | a+ b? 
bd? + ac? + ad? + be? _ c'+d | 
(ad + bc} — HU 
ou, après suppression du facteur commun € +4, 
(a + b2}2 = (ad + bc}, 


a+ b? = +{ad + bc). 
(R. BARTHÉLEMY.) 


en 


ou 


ou encore 


Remarque. — On peut observer que les équations proposees se 
T : à 

déduisent l’une de l’autre en changeant ® en — +; si On ex- 
prime cos 29 en fonction de tg®, on a deux équations du 3° degré 


4 
1e 0n 
t8® 
peut alors trouver la relation précédemment établie en écrivant que le 
premier membre d’une des équations est divisible par 


te o+2tgo—1 — 0. 





qui se déduisent l’une de l’autre en changeant {59 en — 


[Ont résolu la même question: MM. Aubert ; J. Haag; Noël ; H. Pitrat; 
P. Thonet; A. Vanhier.] 
4853. — Dans un triangle ABC, soit O Le point de rencontre 


des perpendiculaires élevées sur chaque côté en son milieu et soit 
x le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet A sur BC. On 
prend sur Au un point A' telque Az. aA' — Ba. aû en gran- 
deur et en signe. De même, sur les hauteurs BB et Cy on prend 
les points B' et C' tels que 
B6: PB — C8. "64, Cy. yC' = Ay. YB. 

10 Démontrer que les points À, B, C, A’, B', C' sont sur une 
même circonférence. 

20 Exprimer les hauteurs Au, B$, Cy en fonction des angles 
du triangle ABC et de la longueur AO = 1. 

30 Démontrer que la somme 

AA BB' CC’ 
mur CUVEE + Cr. 

est constante ou indépendante du triangle ABG considéré. Trouver 
la valeur de cettesomme. Examiner le cas où l'angle G est oblus. 

4° Etablir la formule 

sin 2A + sin 2B + sin 20 — 4 sin A sin B sin C. 
(Concours général de 1900 entre les élèves des institutions libres 
du Nord et du Pas-de-Calais.) ; 


’ : £ : ANRT. SE x Tr 
1° Puisque Aa. A’ = Bu. «€, 
d'un même cercle (propriété 
des sécantes); le point A’ 
est donc sur le cercle circons- 
crit au triangle ABC. Il en 
est de même pour B’ et C. 

2° Dans le triangle rectan- 
gle AB«, on a 
Aa — AB sin B. 
Or, dans le triangle ABC, 
ne — 21; 
sin G 
donc Aa = 2! sin B sin C. 
On aurait de même 
BB — 27 sin C sin A, 
Cy = 21 sin A sin B. 














3° Ona 
AA" __Aa+aA HE 
AGE Aa ie Aa 
: BB HB 
de même TE — À RE 
et _CC" = À Hy 
Cy Cy 
Par suite 
AA’ BB CU Hz HB Hy 
Je 0 OT en Pres BB." {CR 


Les triangles HBC, ABC ayant même base, sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; donc 


x 





L'an _HBC 
Au A PTE 
[! A 
et de mème re = Se. 
Hy _  HAB 
CY :1/ABC 
Dès lors ; 
AA’ BB’ GORE HBC + HCA + HAB 
Ag dupe fr ee ABC 


= 3 +1 —"4! 
On parvient au même résultat en observant que 
Ho  tg HBC 
PVNETE 
et en utilisant la relation connue 
coig B cotg C + cotg C cotg À + cotg A cotg B — 1. 
Lorsque l'angle C estobtus, on a 


— cotg B cotg C | 





AA __ Ax—aA + Hz 
Aa Aa f Ac” 
BB _ BB Hi 
BU BB F3 BB ? 
CC __ Cy+ye Hy 
G . CMMRCr 





On en déduit 





AA! BB te He _ He _ 
FER EN # As N CHEN 
Bas RAR LAS EME ni 
= ABC Li 


& On a successivement 
sin 2A +sin 2B +sin 20 — 2sin (A+-B) cos (A— B) + 2sin GcosC 
— ? sin C[cos (A — B) + cos C] 
— ? sin C{cos (A — B) — cos (A + B)] 
= 4sin Asin BsinC. 
(G. FOUCRY, école normale de Châlons-sur- Marne.) 


102 Pen Ne ae 


AA’ et BC sont deux cordes 





re Bone æ: Clabault : 


a tons résolu la même. question : MM. KR. 

Delahaye ; G. dé Fos 1 Guilhem ; J, une R. Henry; E 
chats D: Koenig ; A. Lecoutour ; qe Leeros ; 
E. Licope ; D. Lword : R. Manen : He 


P, Thonet ; H. Varennes : SVPE Zlatco.! ] 


. Hugonnier. 
DR T. EHAREUAES ne 
Mouzon : No L. Ollié; H. Tellier : 


— — arc cotg 7+ 2 arc cotg 3. 


(Section normale annexée à l'école nationale d'Arts et Métierss 
de Châlons, 1900.) 


4964. — Démontrer que 


Posons arc cotg 7 = a, arc cotg 3 — b, ou, ce qui revient 


au même, 
kg a = À PANNE 
g Ru a 7 ? 8 D 3 
La relation proposée devient 
a + 2% = 2 
PVR | 
ou, en prenant les tangentes de chaque membre, | 
tg (a + 2b) = 1. « 


Réciproquement si cette dernière relation est vérifiée, elle 


d 
entraîne a+2b — — si on suppose que a et » sont les plus | 


1 
petits arcs positifs ayant respectivement pour tangente Ch et 2, 


3 
car les arcs a et b ayant leur tangente inférieure à 4 sont infé- 


rieurs à — et a<+2b est égal à — seul arc compris entre 
0 et x dont la tangente soit 4. 


Cela posé, on a 





__ tga<+tg2b 
tgla+ 2) = PTT : 
1 
Or ; her 
me 
2 tg b 3 3 
9h — ©: — RE. 
de EP Tee A 
9 
1 3 
CHARTS 


‘Donc tg (a + 2b) = Ses 4 


3% 
(BE à EE À 
(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; L. Bannerot ; A. Bernär- 


deau ; M. pe G. Bianchi ; A. Bottin ; A. Bourlat; C. Bourvéau ; 
15h Cognet ; . David ; G. Delahaye ; A. Desmoulins : Douce ; 3 E, Durand ;. 
F. Filiol ; “ Foucart : Gasluc de Sénébron ; F. Gérard ; E. Gernez-. 
Pfanmatter ; pe Guerrier ; G. Guillaume; R. Heury ; ; V. Herzenberg ; 
A. James ; H. Lacape ; M. ” Laurence : L. Lefèvre : A. Legros ; P. Legros; 
L. Lemmet ; G. Lesage ; Luquet ; H. Martin ; . Pégorier ; M. Petitjean ; 
A. Renault ; Riatdurand ; R. Rives QUE Robert : pe Saintin ; A, Scotto ; 
H. Thibon; P. Thonet ; J. Trouillé ; A. Vannier ; P. Vercesco ; P. Zlatco.] 


tante et oh SDS LS OS nn SC D dt ss 


—— #4 
PHYSIQUE 








4969. — On suppose que par trois points À, B, C on fait pas- 
ser une corde sonore parfaïtement flexible et également tendue sur « 
toute sa longueur. Déterminer la forme de ce triangle de telle. 
sorte que les trois côtés, quand on les fait vibrer, produisent l'ac- 
cord parfait majeur. 

(On se bornera à donner les valeurs des cosinus des trois angles, 
sous la forme de fractions ordinaires irréductibles.) 


(Bacc. leltres-sciences, Montpellier, juillet 1900.) 


Vas 





L'accord parfait majeur est formé de trois sons dont les rapports 


_ des nombres de vibrations sont 1, _. + 


Toutes choses égales d’ailleurs, les longueurs des cordes 
vibrantes sont en raison inverse des nombres de vibrations. Les 
trois côtés du triangle cherché peuvent donc être représentés par 


L: 5 + ou par 15, 42 et 10. 
| Or, on sait que le carré d'un côté d’un triangle est égal à la 
somme des carrés des deux autres côtés, moins le double pro- 


duit de ces côtés par le cosinus de l’angle qu’ils comprennent. 








D On a donc, en posant a —15, bd — 12, c — 10, 
3 F3 2bc 1 240) 
ù a+e— b? 181 
. = = — 
: RES 77 300° 
__ai+b—c 269 
PT NET Pot TT 


(GE. BOURVÉAU, à Quimperlé.) 


çOnt résolu la même question : MM. Amiot ; Barberot ; Bernardeau; Bottin : 
Caltin ; Cognet: Desnoës ; Etienne ; Estave ; Foucart ; Gernez ; Guerrier ; 
R. Henry ; Hugonnier ; James; Lapresle ; Legros ; Lestable ; Lefèvre ; 
Luquet ; Marie ; Martin ; Marx ; Matheron ; Meynier ; Palustran ; Poirier ; 
Pourtoy ; Raymond ; Rives ; Robert ; Trouillé ; Vannier ; Ybert.] 


RS D D D LS = 


a. à à 


4970. — Sur la face AB d'un prisme ABC d'angle æ on fait 
tomber un rayon lumineux sous l’angle i. Si n ‘désigne l'indice 
de réfraction du prisme par rapport à l'air, quelle est la valeur 
qu'il faut donner à l'angle x pour que le rayon sortant du prisme 


soit normal à la face AB? 


« : x - ua 
Cas particulier ow à = re et 


(Bacc. lelires-math., Bordeaux, juillet 1900.) 


ns nd. nd 


Pre 
LRU 


Les formules ordinaires du prisme donnent dans le cas du pro- 


L. blème : 

sini — nsinr, 
; INPI SiN 7, 
| FH = D. 


Les angles ” et x sont 
égaux comme avant les côtés 
perpendiculaires ; on a donc 


sin æ = nsinr', 





d'où sinæ = nsin(x—r) 
= n(sin æ COS 7 — Cos x sin r). 
RE ; Le: S ; sin ? 

L'équation sini—A#sinr donne sinr = ——. 


Par suite 


L ; sin?1 Cosæsinti 
MR NBI NY Dee a), 
n n 


d’où sin & (/n?— sin’i — 1) = cosæsin ti. 
| Divisant par cos x les deux membres, il viendra : 
| { sin ? 

iQ ET |, * 
8 Vrè— sin?i— 1 











4 
Cas particulier. — Si 1 — — où Tr É on à 
1 
sin 30° RS ACRPAS Lis 
1 . tg æ = DRE RES = RU T ==100, 
Se 0/9 0e. AT he 5 
V= sin? 30 Î VE Z 
d'où æ — 90, 


| 
F 


(P. GUERRIER, à Sant-Etienne.) 





[Ont résolu la même question : MM. Barberot ; Bernard ; Bernardeau : 
Beyney ; Boivin ; Bourrec ; Cognet; David; Durand ; Etienne ; Foucart :- 
Gernez ; Henry ; Hugonnier ; James ; l'apresle ; Legros ; Lestable ; Licope ; 
Luquet ; Mabôn ; Martin ; Marx ; Mestre ; Michaud : Palustran ; Pierquet ; 
Pourtoy ; Raynaud ; Robert ; Rousseau ; Rousselin; Saintin ; Thonet.] 


PEUR DEL = LL 


CONCOURS GÉNÉRAUX DE BELGIQUE (1900) 





ATHÉNÉES 


Troisième des Humanités anciennes {section laline). 
MATHÉMATIQUES 


Arithmétique . 

Énoncer et démontrer le théorème de Fermat. 

Algèbre. 

On contracte un emprunt remboursable par 10 termes annuels de 
2000", Le taux étant de 4 °/,. Le prêteur nous propose de le rembourser 
par une rente trimestrielle immédiate de 20 termes au taux trimestriel 
équivalent à 4 °/, annuel. Déterminer le terme de cette nouvelle rente, 

Taux trimestriel équivalent = 1,04À — 1 pour 1. 

Géométrie. 

Rechercher le lieu géométrique des orthocentres (point de rencontre 
des hauteurs) des triangles de même base BC et de même angle au 
sommet A, 


Trigonométrie. 


4991. — Résoudre un triangle, étant donnés 4, b+c et r, le 
rayon du cercle exinscrit au triangle et compris dans l'angle A. 
(27 juillet. — Durée : 4 heures.) 


Seconde grecque-latine et Troisième moderne 
(section scientifique). 


PHYSIQUE 


[. — Énoncez et formulez les lois de la chute des corps dans le vide 
et appliquez-les au cas suivant : 

4992. — Deux poids, l'un de 408r, l’autre de 108°, sont attachés aux 
extrémités du fil qui passe sur une poulie d'Atwood et abandonnés à la 
pesanteur dans le vide. Quel sera l'espace parcouru par les poids lorsque 
la vitesse acquise sera de 29m,427 par seconde ? Quelle sera en outre à 
ce moment la durée de la chute ? 

Il, — Énoncez les lois de la tension dans le vide : 1° d'un mélange de 
vapeurs à la même température; 2° d’un mélange de vapeurs d'un 
même liquide à des températures différentes ; 3° d'un mélange d’air et 
de vapeurs. 

JL, — Qu'est-ce que le degré hygrométrique de l'air? Donner la des- 
cription de l'hygromètre de Daniell ou de celui de Regnault. 

IV. — Miroirs convexes : définitions, détermination géométrique et 
expérimentale des foyers, foyers conjugués. Situation et caractère de 
l’image. 

Remarque. — Les élèves de 3° moderne établiront eu outre les formules des 
miroirs convexes et en déduiront leurs conclusions quant aux foyers et à l'image. 


(28 juillet. — Durée : 4 heures.) 


Seconde des Humanités modernes (section scientifique). 
Seconde des Humanités anciennes (section latine). 


MATHÉMATIQUES 


Arithmétique. 

2993. — Rechercher le caractère général de divisibilité d'un nombre 
écrit dans la base B par un facteur quelconque de B'Ær. Appliquer 
la formule au nombre 123ab56 (base 12) divisé par (10 Æ1 et par 
(10) Æ2 (base 12). 


Algèbre. 


I. — 4994. Démontrer que les racines incommensurables d’une 
équation du second degré à coefficients rationnels donnent naissance 


à des fractions périodiques continues. 


11. — 4995. Rechercher dans le développement de la-puissance 
(1 + 2% +2%x° +2%x°), dontles termes semblables sontsupposés réduits, 
le coefficient du terme en æ*. 

Géometrie. 

1. — Deux sphères de rayons respectifs R et R', tangentes extérieu- 
rement, sont inscrites dans un cône. Démontrer que le volume inté- 
rieur limité par les deux sphères et par le cône vaut la moitié du 
volume extérieur compris entre le cône et la sphère qui passe par les 
deux circonférences de contact des sphères données ("). 


IT, — Partager une pyramide à base de parallélogramme en deux 
parties équivalentes par un plan passant par un côté de la base. 
(27 juillet. — Durée : 5 heures.) 


Seconde des Humanités modernes (section commerciale). 


SCIENCES COMMERCIALES 
Opérations financières. 


Voulant acheter à Anvers 8000 A à 50 jours, je trouve les cotes sui- 


vantes : 


J # ’ ss 
Anvers sur Amsterdam, vue 209,40, Amsterdam sur Vienne, 3m, 95, 


= Berlin, — 123,65, Anvers +: c.j., 200, 
— Londres, — 25,24, Londres — 2MNASNTS, 
— Paris, vue 1/8 0/0 prime. Berlin — 2m, 161,10, 
Paris = p'1108 
Les frais sont : à Amsterdam et à Berlin, 1/4 0/00, 
à Londres et à Paris, 4 0/00. 


Escompte à Vienne, 5 0/0. Le 

Déterminer la voie à suivre et le prix d'achat. 
(27 juillet. — Durée 4 heures, y compris les composilions d'his- 
toire commerciale, droit commercial, géographie commerciale .) 


Rhétorique des Humanités modernes(section commerciale), 


MATHÉMATIQUES 
Algèbre. 

1. — Une ville emprunte 20 000 000 représentés par des obligations de 
500 fr. remboursables au pair par annuités constantes en 60 ans, 
taux 4 0/0. 

Rechercher : 

10 L'annuité qui fait le service de l'emprunt; 

2° Le nombre, à une unité près, d'obligations amorties au 25° tirage ; 

30 La nue propriété, à cette époque, d’une des obligations restantes. 

IL. — Rechercher la valeur actuelle d’une rente viagère différée de 
d années, au taux de » pour 4 fr. pour une personne d'âge n. Le 


terme de la rente est a. 
L'usage de la table de logarithmes est autorise. 


Géométrie. 


Deux circonférences de rayons R et R' sont tangentes extérieurement 
en A; leur tangente commune extérieure à pour points de contact 
B et C. Déterminer, en fonction de R et de R’ le volume engendré par 
le triangle ABC tournant autour de la ligne des centres comme char- 
nière (*). Le 

(27 juillet. — Durée : À heures.) 


Rhétorique des Humanités modernes 
(section commerciale). 


CHimre 


Ï. — Que savez-vous du ferrocyanure et du ferricyanure de potas- 
sium ? Indiquez les caractères des sels ferreux et ceux des sels fer- 
riques . 

U. — Qu'est-ce qu'un alcool triatomique ? Donnez la description de 
la glycérine et la composition de ses éthers. Nitroglycérine et dyna- 
mite. 
rte 28 1 PES A 1 #24! TBE, ci UE 

(el Voir la solution dans le n° du 45 juin 1900, p. 139. 

{ ) Dans le ne du Aeï mai 1896, p. 118, on a calculé ce volume et prouvé 
qu'il était le double du volume engendré par le triangle mixliligne ABC. 





4 AR re PE. 


HI. — Qu'est-ce que vous savez de la benzine et de sa constitution ? 
Exposez la thforie de ses dérivés bisubstitués isomères. | 


IV. — Que savez-vous des propriétés des solutions de permanganate 
de potassium, de leur rôle dans les dosages ? Liqueurs titrées de per- 


manganate les plus en usage. 


Doser le fer contenu dans un fer commercial donné : fonte ou acier. 


V. — 996. Rechercher la formule moléculaire du corps dont I 


composilion centésimale est la suivante : + 1 


Carbone : 52,17; Hydrogène : 13,04; Oxygène : 34,19. 
La densité de vapeur de ce corps est 1,593 par rapport à l'air. 
28 juillet. — Durée : 6 heures.) 


Rhétorique grecque-latine. 


- CHIMIE ; 
Dites ce que vous savez : 10 de l'acide carbonique ; 2° du carbonate 
de soude artificiel ou sel de soude. Préparation, usages. ; 
PHYsiQUE 


1. — 4997. Rechercher l’angle d'incidence qui donne à un prisme 
d'angle À sa déviation minima, On admettra que le rayon réfracté 
intérieur forme des angles égaux avec les deux faces du prisme. Appli-| 


quer la formule trouvée au cas où l'indice de réfraction est m3 et 


déterminer l'angle cherché. 


Il. — Exposer le phénomène de la polarisation des piles et les pro- 
cédés de dépolarisation. : DS. 
IL. — Exposer sur un exemple le principe des machines magnéto- 


électriques. Indiquer en outre le principe des machines dynamo-élec- 
triques et faire ressortir leurs avantages. 
(28 juillet. — Durée : 4 heures.) 


PL. Mean ARS ni Le à 
QUESTIONS PROPOSÉES 


4998. — Etant donnés deux cercles O et 0’ tangents intérieurement, 
on inscrit dans le cercle O0 un triangle ABC dont les côtés AB et AC 
sont tangents au cercle 0". Les cercles O0 et 0’ étant supposés fixes on 
demande, quand le triangle ABC varie : 

1° Le lieu du centre du cercle inscrit au triangle ABC ; 

2° L'enveloppe du côté BC ; ; 

3° Le lieu du point où le cercle inscrit touche le côté BC (ce lieu n'est 


pas une conique). 
(A. D., à Castres.) 


4999. — Pour que les centres de gravité de deux triangles ABC, 
A'B'C" coincident, il faut et il suffit que les forces représentées par les 


segments AA, BB’, CC forment un couple. 
(T6) 


5000. — Le circuit d'une pile est fermé par deux conducteurs APB. 
(résistance r), BMA (résistance R). Par 
A quelle résistance æ faut-il réunir les points 

A, B pour que l'intensité I du courant qui 
M traverse P devienne " fois l'intensité pri- 
mitive Jo? 4 
Exprimer l'intensité à du courant qui tra- 
verse Ja résistance x. 
Le problème est-il toujours possible ? 
Que signifie, en particulier, le résultat 
. relatif au cas m—1? 
(Barce. lettres-math., Montpellier, juillet 1900.) 


a È——  —  —— 











B 





ENT ON NN 


ERRATUM, — Page 74, épure, distinction des parties visibles : Le plan è 


P qui détermine deux ouvertures dans les deux surfaces sphériques 
étant transparent, d'après l'énoncé, et non opaque, toute la partie de 
l'intersection bmen comprise dans l'ouverture cleh est visible. 
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Tous les Abonnements partant du 1+ Octobre, à quelque époque de l’année que 
l'on souscrive on reçoit tous les numéros parus depuis cette date. 


SUR LES RELATIONS ENTRE LES ÉLÉMENTS 
DES TRIANGLES 


On établit dans tous les traités de trigonométrie les systèmes 
suivants de relations entre les éléments des triangles : 
A + B+C— 1800, 
I a Eo CRE UE (HAUTE 
SMART ain BA sin Cr 
a? = b? + €? — 2bc cos À, 
IL À b2 — c? + a? — 2ac cos B, 
c? = a? + b? — 2ab cos C; 
a = bcos C+ccosB, 
II ? b = ccos À + a cos C, 
ce = a cos B + b cos A ; 
et on démontre que si, a, b, c étant positifs, A, B, C étant com- 
pris chacun entre 0 et 180°, a, b, c«, A, B, C vérifient les équa- 
tions d’un des systèmes II ou Ill, ils vérifient les équations du 
système |. 
On peut assez facilement, de différentes façons, montrer qu’on a 
entre a, b, c, A, B, G les relations 


CV URL UN TET: 
sin Atuisin b'00 2 sin ( 


Pour retrouver la relation 
A+B+C— 1800, 
on emploie diverses méthodes ingénieuses, mais souvent délicates 
à exposer pour des élèves. IL me semble qu’il y aurait intérêt à 
utiliser un calcul, qui se fait d’ailleurs dans tous les cours à propos 
de la résolution des triangles, et une remarque très simple. 


* 
x 


w|e 


On obtient pour tg a tg . 1g en partant du sys- 


ne Il Les ere 


ET 


8 ee (p—a)(p—b) 


Or, on a 
Dar Aauree RUE Lt À +4 B,,0 
Tps FACE mi que ps 5’ 


de sorte que si | le dénominateur de la AA qui Les qe le 
second membre est nul, on à 


A+B+C 


G —= 909 + k,.180o, 





Rédaction . Boulevard Saint-Germain, 63, Paris, 5e. 


Abonnements.. Librairie Nony et Cie, Boul St-Germain, 63, PARIS. 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d’en- 
voyer des mandats. 





ou A+B+C=— 1800 + X.360c 

Si A, B, GC sont compris chacun entre 0 et 180°, la somme 
A+B+C est positive et inférieure à 1800+360° ; donc on 
ne peut donner à Æ que la valeur 0. 

Donc, pour montrer que A+B+C— 180 lorsque A, B, G 
sont des angles compris chacun entre 0 et 180°, il suffit de mon- 
trer que 








og CAPE A A B 
lg gs +i Sie +8 ts 1 
Or 
B CG — / (p — a)(p — b) D— a 
tg — 7 =+\/ ie 9 2LE VA WA Amen / EE) 
“cATELe V0 PR 
de sorte que le premier M A de la relation est égal à 
de ie _ 3p — 2p 
dre 2 + HRTIe ie ou She +. 
P D p P 
La proposition considérée est donc établie. 
Cu. BIOCHE, 
© 2 — 
ALGÈBRE 
4971. — On a trois alliages formés d'or, d'argent et de cuivre. 
Le 1° contient : 2 or, 3 argent, 4 cuivre; 
— 2e — 3. — 4 4, — mntiilE 
— 9° — k— 3 — 5 — 


Quel poids faut-il prélever de chaque Me pour en obtenir 
un quatrième renfermant : 9 or, 10 argent, 14 cuivre ? 


(École de chimie industrielle de Lyon, 1899.) 


En supposant les parties figurant dans les trois alliages égales 
en poids, la fusion des trois alliages en fournit un quatrième qui 
contient 

9 or, 10 argent, 14 cuivre, 
c’est-à-dire les proportions indiquées. Pour former le quatrième 
alliage, il suffit donc de prendre 

2+3+4—9 du premier, 

3+4+5 — 12 du deuxième, 

k+3+5 — 12 du troisième. 

On peut d’ailleurs obtenir algébriquement ce résultat. 

Soient x, y, + les poids à prélever respectivement sur le pre- 
mier, le deuxième et le troisième. alliage pour en former le 
quatrième. 

Écrivons que les quantités d'un même métal contenues dans 
les trois alliages se letrouvent dans l’alliage final ; nous aurons 





Es CRÉÉ RE 9 , 
PE ROUE AE 27 EE Va ne D 
JON AE Et, 10 

9 AT ARTS (@+y +32), 
ie SHnS nel 
AE ee Er y +3). 








En ajoutant ces trois équations, on obtient l'identité 
THYH+IZ=L+Yy+ 3, 

ce qui montre que l’une des équations est une conséquence des 

deux autres, de sorte que les équations déterminent les rapports 

de deux des inconnues à la troisième, qui reste arbitraire. 
Multiplions chacun des membres des deux premières équations 

par 36 ; il vient 

, 3 >%x< 12 


8x + 9y + 123 — Ti (+ y+ 3), 
10 x 12 
120 + 19y + M — (0-1 + 2), - 


ou, en simplifiant, 


XL = 7 4, 


4 
Les quantités à prélever sur les trois alliages sont donc pro- 


VER 


portionnelles aux nombres _ 1, 1, où bien 3, 4, 4. 


(Pérrus GUERRIER, pensionnat Valbenoîte, Saint-Etienne.) 


[Ont résolu la même question : Mie A, Saleilles ; MM. H. Belbenoïit; A. Bot- 
tn; C. Bourion; C Bourvéau; L. David; R. Henry: M. Laurence: L. Lefèvre: 
P. Legros ; M. Marx ; R. Rives; M. Royer ; P. Saintin; J. Trouillé ; A. Van- 
nier; «G..Yhert’] 


4982. — Résoudre et discuter. le système d'équations 
Ant +) + (x + y) = 3(x? + y), 
D HUIENG: 


Des identités connues 
(@ + y = a+ y + 3ay(x + y), 
(o + y} = a+ yù + Qxy, 
on déduit, en remplaçant æ—+y par a, 
a+ YyB = A 3axy, 
D HP = a — Vy. 
La première équation du système devient alors 
Aa — 3ary) + a = 3(a?— 2wy), 
20 — 3 + a 
6(a— 1) 
où, en remarquant que le numérateur de cette valeur s’annulant 
pour est divisible par a—1, 


a(2a — f) 
2 be CON VE TE 


d’où l’on tire œy = 


&= Î 


Connaissant ainsi æ + y! et æy, æ et y sont racines,de, l’équa- 
tion 


X? — aX Éxel = 0, 
Discussion. — La condition de: réalité est 
ae tata) oi 


6 
-7 @? +, 2%a 2-0, 
inégalité vérifiée pour toute valeur de a comprise entre les deux 
valeurs qui annulent le’ premier membre : 
0 << a <K 2 
La somme, a, des racines est par suite toujours positive ou 
nulle; quant au produit P des racines, il prend Je signe de 


ou = 


24 — 1, c'est-à-dire est positif pour «> _. 


On peut alors dresser le tableau suivant, qui résume toute la 
discussion ; 









Racines imaginaires. 


A D, ENV 0: 
0<a< Er P est négatif ; deux racines de signes contraires, 
ME plus grande en valeur absolue étant positive. 
az _ P —0; une des racines est nulle et l’autre 
égale à a — _ 
r< a<2, P'est positif; deux racines positives. 
a La 2,5 D SEAL 
a>2, Racines imaginaires. 


\ 


(H. DAMOISEAU, école primaire supérieure de Bar-sur-Seine.) 


REMARQUE. — Si a = { l'équation d’où on a tiré æy se réduit 
à une identité ; dans ce cas, le système proposé admet toutes les 
solutions de l’équation < 

G+y = 1. 
On peut vérifier que la première équation peut s'écrire 
(+ y — 10 + UP — (+ y) — Goy] = 0, 

de sorte que le système d'équations à résoudre se décompose en 

G+y—1—=0, 2(@ + y) — (x + y) — 6xy = 0, 


G+Y= Aa, OU = C4 
C'est le second système qui seul a été considéré dans la solu- 
tion précédente. 


ou 


[Ont résolu la même question : MM. M. Amiot ; H. Andréis ; Antonescu- 
Vercescu ; L. Azaubert ; L. Banmerot ; V. Barol; A. Bernardeau: M. Beyney; 
P. Bonnefoy ; P. Bounetain ; A. Bottin ; A. Bourlat ; J. Bournisien ; C. Bour- 
véau ; R. Cattin ; H. Cazaux ; F. Clabault: M. Compain ; F. Coutard ; 
L. David; Delhotel ; G. Douce; Ducongé-Cabireau; C. Dupas ; E. Durand ; 
E. Foucart ; Gasluc de Sénébron ; E. Gérard ; P. Guerrier ; M. Guyot ; 
A. Haar ; R. Henry; E. Hugonnier ; À. James ; Lamarre ; E. Larran £ 
C. Laurent ; L. Lemmet ; G. Lepoivre ; J. Lestable ; E. Licope.; H. Martin; 
M. Marx ; J. Maury ; A. Meynier ; À. Mouzon ; H. Palustran ; H. Pariselle ; 
B. Paynel ; E Pémneb ; J. Permann ; D. Petit ; M. Petitjean ; L. Platrier 5, 
M. Poirier; Poujol ; E. Roncin ; M. Royer ; F. Sol ; J. Tastet; V. Thébault ; 
J. Trouilé ; P. Valentin ; A. Vannier ; M. Vidal ; G. Yhert : P. Zlatco 3 
G. Marie; F. Pégorier; H. Thibon.] 


4984. — Sur la droite OA, de longueur l, on prend entre Q 
et À un point M situé à la distance x de O. On construit sur la 
base OM le triangle équilatérat OMD, puis sur MA Le carré 
MABOC, et l'on tire CD. 

4° Calculer, en fonction de l et x, la surface du pentagune 
OABCD ; 

20 Tracer la courbe qui représente la varialion de cette surface 
lorsque x croit de 0 à L; indiquer si la surface passe par un 
minimum ou un maxinum, et trouver les valeurs, correspondantes, 
de æ. On prendra l'axe des x suivant OÀ, l'axe des y suivant 
la perpendiculaire à OA ; 

3° Former les équations des tangentes à la courbe précédente 
auæ points qui correspondent aux valeurs x —0 et x —=l; 
calculer l'abscisse du point d'intersection de ces tangentes. 

(Bacc. lettres-sciences, Montpellier, novembre 1900.) 


19 Menons la hauteur DH du triangle OMD: La surface y du 
pentagone est la somme des surfaces des triangles OMD, DMC 
et du carré MABC. 


Or, surf, OMD — 









La surface cherchée a dône pour expression 





ma  a(l— 7x à 
(eee pis TE 
ou, en ordonnant par rapport à +, 
a uv 
4 4 


_ pour une certaine valeur de x suivant que cette valeur rend 
positive ou négative la dérivée de la fonction. 
En prenant la dérivée de ÿ, on a 
, _ 84+V8 qi 

| TELE 
cette dérivée s’annule pour 
$ 71. e 
2(3+ V3) 
valeur comprise entre 0 et {. Par suite, lorsque x croît de 0 
à æ1, y! est négalif et y décroit ; x variant de «1 à /, y’ devient 
positif et y croît. La valeur «1 correspond done au minimum 
de y, dont la valeur est 


ol 





4902 4972 
A OeT TE ee ENONCE UNE Sub 
__ P(16/3 —1) _. 12(49)3 —51) 
tbe 25) ON 96 ï * 
Pour x = 0, HV MRel por HA y : 


On peut dès lors figurer 
les. variations de y par 





: 
l'arc de courbe BMC, qui 
représente d’ailleurs un 
à arc de parabole ayant son 
+ sommet en M. 
: Re 
; 3° L’équation de la tan- 
; gente à la courbe au point 
: (x, y) est 
; Y—y = y(X— x). 
Les équations des tan- 
à gentes aux points B et C 
N sont done 
4 71 
Ne 72 
id Fe QU 
à 2/3 
nee 
à - À | 
| En égalant entre elles ces deux valeurs de Y, on a 
à qi (2ÿ8 21) 2 Py3 
+ TE 2 = ————— ——— 
L A X +7 ï (X — 1) + A 
_ d’où l’on tire à 
F = l 
l Si in: 
? pour l’absciséé du point commun dux deux “ht L’ordotiée 
_ de ce point est d’ailleurs 
k. ; 
4 ours 
| à SN) NEA 
£. (Aimé LARUE, à Saint-Trojan.) 


re) 


Réfiärque: — Lä fonction y s’expriiant par un trinornée en x, 
dans léquel 4? à un côefficiehit positif, il ëst facilé de trouver que 
_ l4 fonction passe par tin minitiim, et de calculer la valeur de 
correspondanté sans fäire GONENIE la dérivée. 


TTL 


C3. LE 


. [Ont. complètement résolu cette question : MM. A. Bernardeau ; A. Legros; 
. Légros ; À. Vänniet.] 


[Ont partiellement résolu cétté qiéstiôn : MM: G. ANG ; G: Aüverghe : 
H.Belbenoît; Bénech ; M. Beyney ; P. Bonnetain; F. Clabault; M. Compain; 





20 On sait qu'une fonction y est croissante ou décroissante | 


aure; E: Délécraz; G. FDeshoës : E. Foucatt ; 


A. Fraysse; H. Fricque 
. Garin ; H. Haour se etret : 


1e Henry ; E. Hügonnier ; Æ, ira ; €. laure #23 


j à Lestable ; M. Marx : H. Martin ; J. Maury : J. Permann; D. Petit : 
M. Petitjean ; M. Poirier ; J. Raymond ; P. Saintin; P. Thonet ; P. Valen- 
HMS P : Zlatco.] 

4986. — On donne un cercle de rayon R et deux diamètres 


rectangulaires Ox, Oy de ce cercle ; sur Ox on prend un point P 
Situé à une distance d du centre. On demande de mener au cercle 
une tangente rencontrant Ox en À, Üy en B, et telle que l'angle 
PBA soit droit. 

(Bacc. lettres-math., Clermont, novembre 1900.) 


OB, =.y. 


ONE 


Posons Dans le triangle rectangle 


OAB, lahauteur OC=R 
correspond à l’hypoténuse 
AB =:yx? + y; donc 
2y = RVF FU 
ou, en élevant au carré, 
2242 = Rx? + y°). (1) 
D'ailléurs, l'angle PBA 
étant droit, on a 
We Ur. 
Portant cettte valeur de 
y? dans (1), on obtiént 
dax? — R°(x? + dx) 





ou, en divisant par x, qui n’est pas nul, 
x? — R?x — R?d = 0. 

Cette équation ayant ses termes extrêmes dé signes contraires 
admet deux racines réélles et de signes côhtraires. La racine 
positive, seule acceptable ici, convient si elle surpasse R, ce qui 
a toujours lieu, puisque 

f(R) = — R° 
étant négatif, R Sépäfe les deux valeurs de x. 


Duc cm PARUS +4), 


et par suite P=R(S VT (+) 


On peut déterminer 
géométriquement le 
point B en reñärquant 
que si l’on mène OD 
parallèle à AB, on a 


LUE A ie 
REP e R 


R l'ARN 
=5+V(G)+e 
de sorte que PB est 
représenté par le seg- 
ment PK, obtenu en 
joignant P au milieu 
| de OE eten prolon- 
geant PI jusqu’à la circonférence de diamètre OE. 

(P. LEGROS, à Rethel.) 


"+ 





[Ont résolu la même question : 
nestu-Vérceséu ; G. Auvergne ; 


Mie S. Lauzanne ; MM. M. Amiot; Anto- 
L. Azaubert; L. Bannerot; V. Barol, M. Beau; 


H. Belbenoït ; Bénech : A. Bernarteau ; L. Béuüret ; M. Beyney ; Ÿ. Bogdân : 
P. Bonhefoy: P. Bonnetain ; À. Bottin ; A, Bourlat ; GC. Carleton; R. Cattin ; 
‘H. Cazaux ; F. Clabault; L. Colombey ; M. Compain ; Courtade; Damoisex: 
Daure ; L. David : E. Délécraz ; Delhotel : Ge Desnoës ; A: Duittoz; @. Dupas: 
E. Dürañd ; . Foucart : À. Frayÿsse ; Fricquegnon ; G., à L.; J. Garin ; 
Gasluc de Sénébron ; E. Gérard ; À “Godfrôy : P. Güerrier : M. Guyot ; 
A. Häaur ; E. Hélary ; R. Henry ; E. Hugonnier ; A. James ; ‘H. Janois ; 
Joyer-Luciani ; L. Kaÿser ; Lambert; A. Larchet ; L: Befèvre ; P. Legay : 
A. Legros ; P, Legros ; 4. Lemmet ; 1 Lepoivre; J. Lestable: L.  Lestocart; 
H. Martin; M. Marx; J. Maury; A. Meynier: À. Minary ; Montel; K. Mouzon; 


H> Paiustran : À: Parisey ; D, Petit ; ; , Petitiean ; L. Platrier ; M. Poirier; 









j FE ‘ \ ‘à 
allet-Toulemonde : Poujol ; 


Pollet J. Raymond ; E. Roncin suMTE Royer ; Sade ; 
Saintin ; F.:Sol; J. Tastet; V. Thébault; G. Toublet ; J. Trouillé ; 


A. 
trip? 
ce Valentin ; A. Vannier ; X., à Ajaccio ; G. Ybert: P. Zlatco ; F. Thibier ; : 


Thibon.] 
ane 


GÉOMÉTRIE 


41386. — Dans un triangle équilatérat ABC, on détermine le 
point de rencontre de chaque côté avec la droîte qui joint un point 
M du cercle circonscrit au milieu de l'arc soustendu par ce côté ; 
on obtient ainsi les trois points A', B', C. Montrer que ces points 
sont situés Sur un diamètre du cercle parallèle à la droîte de Sim- 
son du point M. 


Les trois points A, C’, B' sont situés sur un même diamètre 
du cercle circonscrit 0. 
En effet, les trois points B’, O, C’ sont en ligne droite, car on 
a, en observant que les 
points E, F sont les symé- 
triques de O par rapport 
à AC, AB, 
AOB — EP, 
AOÛ = Ar, 
d’où, en ajoutant, 
ru Er 
AOB'"+ AOC’ 
—AEM + AFN — 2 dr. 
On établirait de même 
que les trois points A, O, 
B' sont sur une même 
‘droite, qui se confond 
nécessairement avec la 
droite précédente. 
Pour démontrer que le 
diamètre A’ C’ B' est paral- 
lèle à la droite de Simson cab du point M, il suffit de montrer 
que l’on a 





AICO — Âca. 
Or ACO = ACF — 90° — OF, 
Aca = ÉMa = 900 — #Ba À 4 
les angles inscrits OFC’ et MBa interceptant le même are MC 
sont égaux, et par suite, aussi leurs compléments AC'O et Aca. 


Lra-110) 

(CARPENTIER-JAVELOT, lycée Chanzy.) 
[Ont résolu la même question :.MM. J. d'Avillez ; Benoist Daubray ; 
C. Bourdet ; E. Foucart : G. Hiernaux ; A. Marcenet ; À. Mirc : P. Vincent.] 





4403. — On considère deux cercles O et 0’ et deux points fixes 
À et À' sur chacun d'eux ; on mène deux rayons OB et O’B/, 
rencontrant les cercles O et. O' en B et B', et faisant entre euxun 
angle constant V; on mène enfin les droites AB et A'B qui se 
coupent en P. On fait varier OB et O'B' et on demande : 

1° Le lieu géométrique du point P ; 


20 Le lieu géométrique du centre du cercle circonscrit au triangle 
PBB. 


Désignons par 4, 4’ les angles constants que font les rayons 
OA, O'A' avec la direction 0’Ox, et par f, $" les angles que font 
les rayons OB, O'B' avec la même direction. Abaissons les per+ 
pendiculaires O0Q, O'Q/ sur les droites PA, P4', et désignons 
par x, x' les angles de ces droites avec la même direction. On a 

D “Sr bee Re 


















aa jé | 1 La Von Ê 
à Hu Le É (PE, NT pa ne 
L'angle des deux directions 0Q, O'Q' est 
pre Este 
| À a—a P— 
D + b 8 ui 


2 2 

Or, B—$ — V, et l'angle APA' estégalà æ— x ou à son 
supplément, suivant sa position par rapport à AA’. Cet angle est » 
égal à : | 


V + ; — a , 
ou à T— Pr nte) 
Cet angle est constant de chaque côté de AA’. Le lieu du point 
P est donc le segment capable de l’angle Den ou. 
AE n ne À construit sur AA’. Le lieu complet est alors 


2 
une circonférence C ayant pour corde AA’, 


PARAITRE SRE Te D 7 D - 


none LE 


cd us nsc léane e 7 





Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle PBB'. — Ce 
centre « est obtenu en menant les perpendiculaires au milieu M 
de PB et au milieu M’ de PB’. L’angle de ces perpendiculaires 
VE ae 

2 

D'autre part, la perpendiculaire au point B à PA passe par le 
point A4, intersection du diamètre AO avec le cercle O, etla, 
perpendiculaire à ,PA menée par le point P passe par le point A», 
intersection du diamètre AC avec le cercle GC. Les points A4, Ao 
étant fixes, la perpendiculaire Mw passe par le point fixe H, 
milieu de A4A2. On démontrerait de même que la perpendicu- 
laire M’ passe par le point fixe H', milieu de A’A£4. Le lieu du 
point w est donc un cercle ayant pour corde HH'. j; 

(J. VIDAILLET.) 


mt cts, ne de 


est égal à l’angle ou à son supplément. 


4987. — Par les sommets À, B, CG d'un triangle on mène trois 
droites parallèles quelconques qui coupent les côtés opposés en 
A', B', C'. Démontrer que les points de rencontre des droites AB 
et A'B', BG et B'C', CA et C'A' sont en ligne droite. 


Soient «, 8,7 les points où les droites B'C’, C’A', A'B' rencon-. 
trent respectivement les côtés BC, CA, AB. 





La 







‘ s 
F PRES Pr 


Les droites BB’, CC’ 6 


AUET e 






sont semblables, et 
donnent, en gran- 
deur et en signe, 








7% _ Er 
«0 ACC 
De même 
CORRE 
. D te al) 
L- BA AA’ 
j et n 
| œ B A G À = AA" 
BB 
Multipliant membre à membre ces trois égalités, on obtient 
Œ En, 
SCANNER NT A 


relation qui exprime que les trois points x, $, y sont en ligne 
droite (réciproque du théorème de Ménélaüs). 
(P. SAINTIN, lycée de Versailles.) 


Généralisation : PREMIÈRE SOLUTION. — Supposons que les 
droites AA’, BB’, CC’, au lieu d'être parallèles, concourent en un 
même point P. En appliquant le théorème de Céva à ces trois 
droites concourantes, on a 


= — 1. (1) 


Mais, dans le quadrilatère complet ABPC'CB, la diagonale BC 
est divisée harmo- 


niquement en A’ 
et « par les deux 
autres ; donc 
AB aB 
AC aC 
et d’une manière 
analogue, 


BC 


B'A 








2 B A sr 6 


La relation (1) devient ainsi 
æ En 
aC FA 
et sous cette forme exprime comme plus haut que les trois points 
4, P, y sont en ligne droite. 


= 


(Ernest FOUCART.) 


SECONDE SOLUTION. — Si on coupe un tétraèdre SABC par un plan 
non parallèle à la base, on 
obtient unesection A'B'C'; 
le plan sécant coupe le 
plan de la base suivant 
une droite qui contient les 
traces «, 8, de BC, 
C'ASY ABS 
- Au lieu d’un tétraèdre, 
on peut considérer un 
prisme triangulaire de 
base ABC. 

En projetant la figure 
sur le plan de la base, on retrouve la figure considérée dans 
l'énoncé. (V. H. 











tant parallèles, les triangles aBB’, «CC, 


ReMARQUE. — On peut ramener le cas général au cas particu- 
lier en faisant la perspective de la figure de façon à ce que le point 
P ait sa projection rejetée à l'infini. 


.{Ont résolu la même question: Me À, Saleilles ; MM. Antonescu-Verceseu : 
L. Bannerot ; V.Barol; M. Beau; H: Belbenoit H. Bénech ; A. Bernardeau ; 
M. Beyney ; P. Bily ; E. Bohler ; A. Bourlat; Bournisien ; C. Bourvéau : 
R. Caitin ; L. David ; Delhotel ; G. Desnoës ; H. Dobryzniak ; G. Douce ; 
A. Duittoz ; E. Durand ; J. Franceschini ; Gasluc de Sénébron ; R. Henry : 
E. Hugonnier ; A. James ; H. Janois ; Joyer-Luciani ; I. Kayser ; H. La- 
cape ; Lamarre ; M. Laurence ; A. Legros ; P. Legros ; L. Lemmet ; T. Le- 
moyne; E. Licope ; L. de Longueville ; A. Meynier ; A. Minary ; R.Mouzon ; 
H. Palustran; E. Périnet; G. Perroquin; D. Petit ; M. Petitjean;, C. Quantin ; 
A. Saintloup ; F. Sol ; J. Tastet ; V. Thébault ; P., Thonet ; J. Trouillé ; 
P. Valentin : A. Vannier ; Vautrey; M. Vidal ; G. Ybert ; P. Zlatco ; F. Pégo- 
rier ; F. Thibier : H. Thibon.| 


A >———————————_—e 


TRIGONOMÉTRIE 





4968. — Par un point À dans le plan d'une circonférence de 
centre O et de rayon R, on mène une sécante ABC qui coupe la 
circonférence aux points B et C et fait avec AO un angle «à. 
Considérant alors le triangle BOC, on demande : 

jo l'expression de son aire en fonction de a, de Retde a; 

20 Ja valeur de x pour laquelle cette aire est maxima ; 

30 La valeur correspondante de l'angle BOC ; 

3° La construction géométrique qui en résulte pour la sécante. 

(Bacc. lettres-math., Rennes, juillet 1900,) 


Première solution. — 1° Soit H le milieu de BC. La surface 
du triangle BOC s’exprime par 

S — OH X BH. 

OH = asin «, 


LS perte : 


gi \ Or 
BH= \V/R2 — OH = VRE — a? sin? a; 


donc $ — a sin aÿ/R?— a?sin?«. 

20 S est maximum en même temps 

que 
S? — a? sin? a(R? — a? sin? à). 

Le second membre de cette expres- 
sion est le produit de deux facteurs 
dont la somme, R?, est constante ; il sera donc maximum lorsque 
ces facteurs seront égaux, c'est-à-dire pour 





2a? sin? x = R?, 
RV2 


24 





d’où sin à — 


3° En égalant deux expressions de $?, on a 


4 


He À 
a sin? a(R?— a sin? a) = —— sin? BOC, 


a 


2 


d'où, en remplaçant sin*x par == 
sin? BOC — 1, 
ce qui entraine ÉOC = 900. 
4° L'angle ACO est égal à 43°. C se trouve donc à l’intersec- 
tion de la circonférence de centre O et du segment capable de 
43° construit sur AO. On obtiendra la sécante ABC en joignant 
le point À au point G ainsi obtenu. 
(L. BARBEROT.) 


Seconde solution. — Soit S la surface du triangle BOC ; on a 











Die LR: sin BOC. (1) 
Or le triangle AOC donne 
sin ACO _ sin« 
a RAS 
d'où sin ACO — rs a. (2) 





relation qui montre, d'après la réciproque du théorème d2 Céva, 
que les trois droites AaA', BB, CcC! sont concourantes. 


A'B'C", remarquons que le centre B/ des forces parallèles a, — &, 


cz 


















Hi PES RE 4 se Hd ne re PARLES MERE PANE gr: à "tu 
D'autre part, on à | PAU ND IR 7 ‘appartient également à la droite Aa’ qui joint À aû éeñtre 4’ 
sin BOC = sin 2 AGO = 2 sin ACO cos ACO des forces parallèles — À, y; de même, le centre C’ des forces 
da | 7 a?sin?a 9 sin aÿR?— 48m? parallèles &, &, =-- est aussi sur cette droite, puisque a! est en 
FrpooiLs \/ TR = NE à même temps le centre desforces parallèles £, — y. La droite Aa' est 
En portant cette valeur de sin BOC dans (1), il vient d’ailleurs conjuguée harmonique de AA’ par rapport à l'angle À. 
! pes RSA, < | On verrait de même que les points C’ et A’, A’ et B'sont situés . 
DEA k TN (3) respectivement sur deux droites passant par B et C et conjuguées 
La condition de réalité de S est harmoniques des droites BB, CC’ par rapport aux angles B, C. 
a? sin? a << R? ou sin à < d (H. BLANC, lycée de Clermont.) 


(Ont résolu Ta même question : MM. A: Bernardeau >; -R. Cattin ; 


La relation (1) montre que le maximum de S à liéu en même M. Laurence ; R. Rives ; P. Thonet.] 


temps que celui de sin BOC, c’est-à-dire lorsqu'on a 


Ré 
sin BOC — 1 ou BOC — 90. 
Le triangle BOC est alors rectangle ïsocèle, et l'on a PHYSIQUE 


00e 45°. La relation (2) donne alors 


R y? 

24 

Lorsque S est maximum, le ségment BC est le côté du carré 
inscrit dans le cercle donné 0. On peut alors facilement décrire 
la circonférence inscrite dans ée carré, puis, éñ ménant de À une 
tangenle à tette circonférence, on obtient la sécante ABC. 


(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


4973. — Une masse de platine pesant 1008 est chauffée dans 
un fourneau dont on tient à connaître la température; on la place 
ensuite dans un vase en laiton pesant 2005 et contenant 600er 
d'eau à 10°, La température s'élève à 14° ; on demande la te mpé- 
ralure du fourneau. On prendra 0,03 pour la chaleur spécifique 
du platine et 0,09 pour celle du laiton. 

(École de chimie industrielle de Lyon, 1899.) 


so 


[Ont partiellement résolu cette question : MM. G. Dupas; R. Grenouillot; Représentons par + la température du fourneau. La chaleur 
J. Heyraiud : E. GerneZ-Pfannratter ; A. Meyniér ; J. Raymond : P. Valentin. : rie x 
perdue par la masse de platine est égale à 
+— 





100 X 0,03(x — 14) calories. | 
La chaleur gagnée par l’eau et par le calorimètre en s'élevant 
de 10 à 14° est égale à 
(600 + 200 X 0,09)(14 — 10) calories. 
Écrivons que la chaleur perdue est égale à la chaleur gagnée. Il 
vient 100 X 0,03(x — 14) = (600 + 200 X 0,09)4, 
d'où l’on tire x = 838%, 


MÉCANIQUE 





4940, — Étant donné un triangle ABC, on représente par A, 
B', C' les centres de chacun des systèmes de trois forces parallèles 
af, yia—$,y;a, 8, — | appliquées aux sommets. 

Démontrer que AA', BB’, CC! sont concourantes et que le triangle 
ABC a ses sommets sur les côtés du triangle A'B!C'. 


(A. LAPRESLE.) 


[Oüt résolu la même question : Mes Lauzaänne : Oddos ; MM. Belbenoît ; 
Bernardeau ; Beuret ; Beyney ; Bourlat; Bottin ; Cattin ; Chauvalon ; Cusset ; 
Doucé : Dobryzhiak ; Ducongé ; Durand : Foucart ; Gasluc de Sénébron ; Gre. 
nouillot; Grunfelder ; Guéret: Guerrier ; Henry; Hugonnier ; Krausz ; Lacreuse: 
Lacape; Luquét ; Legros ; Lefèvre; Lemrinet ; Lestable: Laurence ; Lepoivre ; 
Laurent ; Mabon ; Martin : Meynier ; Nègve :; Pégorier ; Périnet ; Petitjean : 


e 
Le centre A des forces parallèles — à, 5, y se trouve sur la 
droite Aa joignant À au centre « des forces parallèles £, y, tel que 








= = Raymond; Rives ; Roncin: Roucaglia; Saintin; Testenoire: Thibon ; Thébault: | 
Ba NE oé aB nt FA TMbier; Trouillé; Vallot; Vannier: Valentin; Vernet ; Vercescuside Wormand; * 
rs nr Le 4 À a Ybert.] 
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ême, les B' Cas spectiv ites 
de même, les centres B/ et C’ sont respectivement sur les droites #BS0:-— Of doute ie matlane DA lo RS laquelle l'espace 


Parcouru pendant la cinquième. seconde est égal à 2,7, Sachant 
que les deux poids équux valent chacun 1008 et Le poids addition- 
nel 255", trouver la longueur du pendule simple qui bat la seconde . 
au lieu considéré. 

(Bacc. léthies-Sciénces, Rennes, novembre 1900.) 


On sait que, dans un mouvement uniformément accéléré, les 
espaces parcourus pendant la première, là deuxième, ... seconde 
de chute par un corps qui est parti du repos sont ehtre eux 
comme la suite des nombres impâirs 4,3, 5,7, 9, # D’après 
cela, si l'on appelle l’espace parcouru pendant la première 
seconde, on aura la relation 





BP et Cc, b et c étant deux points tels que 


. 1 RM 
t Ta CA NFOOUE PER MEN 
PA nl UT. OR d'où & = 0,30. 


L'accélération y dû système à pour valeur le double de l'espace 
parcouru pendant {a première seconde. On a donc , 
v='08 40: u 
Dans une machine d'Atwood, l'accélération y est donnée par la 
relation 


En multipliant ces trois égalités membre à membre, il vient 





aC DA B 


2 m 
ETAT 
g désignant l’accélération due à la pesanteur, 


Pour démontrer que A est situé sur le côté B'C' du triangle 











> ré 


n CR mir 


hu toits 


> hhutintstée bé nt fl nl LS St 









_ Remplaçant les lettres par leur valeur, il vient 
4 g = 5,40. 

Or, en un lieu où l'accélération est g, la longueur du pendule 
simple qui effectue une oscillation en une seconde est donnée par 


re 

1 el We -4 

q 
q 


Ja formule 


d’où l'on tire PILE, 
T2 
Remplaçant g par 5%,40, il vient 
REA (4 
= 2 — 0%,5471. 





Donc la longueur du pendule simple qui bat la seconde au 
lieu considéré est de 540,71. 
(6. LAURENT, à Saint-Elienne.) 


{Ont résolu la même question : M'e Eyquem : MM. Amiot; Belbenoît; Ber- 
nardeau ; Beckerich ; Gusset ; David; Desnoës ; Dupas ; Durand: Grunfelder ; 
Fraysse ; de Faria; Garim; Guéret, Guerrier ; Godfroy ; Guyot ; Kissel,; 
Luquet ; Lemmet ; Lestable; Lepoivre ; Lapresle ; Marx ; Martin ; Meynier;, 
Nègre ; Palustran ; Petitjean ; Poirier ; Pollet ; Raymond ; Rives ; Royer ; 
Rousselin ; Saintin; Tastet: Testenoire ; Fhibier ; Fhibon ; Fhonet ; Vannier ; 
de Wormand; Valentin ; Vernet; Ybert.] 





4981. — La température étant de 25°, La hauteur de la colonne 
de mercure dans wn baromètre normal est trouvée égale à 758,5 
divisions d'une règle de laiton dont chaque division a une longueur 
de 1®n Quand la règle est à Oo. 

Calculer : 1° La hauteur barométrique réduite à 0° ; 

2° La pression atmosphérique en mégadynes par centimètre carré. 


Densité durmercure à 00e. Je. 13,6 

Coefficient de dilatation du mercure. . . .  0,00018 
3 ns de _ — laiton. . . . .  0,000018 

Accélération de la pesanteur. . . . . 980. 


1 mégadyne = 105 dynes. 
(Bacc. leltres-math., Oran, novembre 1900.) 


4e Soient H la hauteur barométrique observée à 1°, Ho la hau- 
teur correspondante à 0°, D, la densité du mercure à 0°, D sa 
densité à t°, A le coefficient de dilatation du mercure. On a 

























RE MAD 
HUIT 
et, en remarquant que D — is errd il vient 
n 
Fe dent 


La hauteur barométrique, ayant été lue sur la règle de laiton, 
était en réalité H(1+ At), À désignant le coefficient de dilata- 
tion linéaire du laiton. La hauteur réelle de La colonne baromé- 
trique est donc 

H —H— + M 

CARRE PRET NS 

ou, approximativement, 
Mt À HS EE Hf1 nr (A — À)t]. 
__ Remplaçant les lettres par leur valeur, il vient 
Ho = 158,5(4 — (0,00018 — 0,000018)25] = 755m,438. 

2e La pression atmosphérique par centimètre carré au moment 
de l'expérience est égale au poids d’une colonne de mercure 
ayant 755,438 à 0° et un centimètre carré de section. On a 
donc, en désignant par F cette pression, 


F = 75,5438 X 13,6% 980 — 1006847 dynes, 
p — 1006847 


s0ù sur 1 mégadyne 006 847, 


(AMIOT, à Chagny.) 


[Ont résolu la même question : Mlle Lauzanne ; MM. Beyney ; Bernardeau ; 
Bourlat ; Bénech ; Claustre ; Chauvalon; Desnoës ; David ; Dobryzniak ; Du- 
congé ; Durand ; Fraysse ; Foucart ; Guéret; Guerrier ; Godfroy ; Guyot ; 
Henry ; Hostier ; Hugonnier ; Kissel; Krausz; Lapresle; Lacape ; Luquet ; 
Lestable ; Laurent; Lemoing ; Femmet ; Mabon ; Marx ; Meynier; Matteron : 
Martin ; Mouzon ; Palustran; Poirier; Rives; Saintin; Testenoire; Thébault ; 
Thibier ; Trouillé ; Vallot ; Vernet ; de Wormand ; Ybert.; 


ou 


ASTRONOMIE 


Sur la nouvelle étoile apparue récemment, 
dans la constellation de Persée. 


M. Janssen, directeur de l'Observatoire d'astronomie physique de 
Meudon, à fait, le 4 mars, à l'Académie des Sciences la communication 
que nous reproduisons plus loin. | 
La plus haute température que nous sachions obtenir (avec le four 
électrique de M. Moïissan) est d'environ 3500°. Or la température du 
Soleil est évaluée à 70000. M. Janssen émet l'hypothèse que l'oxygène 
pourrait ne pas être un corps simple et qu'à la température du Soleil 
les éléments constitutifs de ce gaz seraient dissociés. On s'était déjà 
étonné de la complexité du spectre de l'oxygène et aussi de la facilité 
avec liquelle il semble se transformer en ozone. 

Si 1 hypothèse de M. Janssen venait un jour à se vérifier, ce ne serait 
pas la première fois que le Soleil aurait ouvert aux chimistes la voie 
des découvertes. On sait, notamment, que le gaz hélium a été décou- 
vert dans le Soleil (d'où son nom), par l'analyse spectrale, vingt ans 
avant qu on ait pu en trouver trace sur notre planète: | * 

Voici la communication de. M. Janssen : 





L'apparition Loule récente d’une nouvelle étoile dans la cons- 
tellation de Persée, et les phases si rapides de changement d'éclat 
qu’elle présente depuis qu’on l'observe, ont rappelé l'attention 
des astronomes et même du public sur les eauses qui peuvent 
produire ces grands phénomènes. 

Ces causes nous sont encore inconnues, et il faudra sans 
doute encore de longues études avant qu'elles puissent être re- 
connues et expliquées avec une entière certitude. 

Sans avoir la prétention de proposer et encore moins de donner 
une théorie de ces phénomènes, je voudrais ici émettre quelques 
idées qui, dans l'avenir, pourront sans doute concourir aux ex- 
plieations que la Science a pour devoir de chercher. 

Ces idées découlent en quelque sorte des recherches que j'ai 
faites sur la constitution du gaz oxygène et à son absenee appa- 
rente dans les enveloppes gazeuses qui surmontent la photo- 
sphère solaire. 

L'Académie se rappelle que j'ai été conduit, dans les observa- 
tions de laboratoire et par celles exécutées au mont Blane, soit 
par mes Collaborateurs, soit par moi-même, à admettre que le 
gaz oxygène tel que nous le connaissons ne se trouve ni dans la 
chromosphère ni dans l'atmosphère eoronale. 

Je faisais remarquer, à cette occasion et à la suite de mes ob- 
servalions de 1893 au mont Blanc, que l'absence de l'oxygène, 
avec la constitution que nous lui connaissons, dans le Soleil, pa- 
raissait répondre à une nécessité du bon fonctionnement de 
l'astre ; car si l'oxygène existait dans l’atmosphère coronale et 
aux points où cette atmosphère confine aux espaces extérieurs, il 
se combinerait inéluctablement avec l'hydrogène, si abondant en 
ces points, d’où il résulterait de la vapeur d’eau qui formerait au- 
tour du Soleil une atmosphère plus ou moins opaque pour les 
rayons calorifiques, d’où un affaiblissement de la radiation so- 
laire, par conséquent, qui irait en augmentant rapidement et 
compromettrait la fonction fondamentale de notre astre central. 

D'un autre côté, je faisais remarquer qu'il est bien difficile 
d'admettre que l'oxygène, corps qui joue un rôle si capital dans 
le développement et l'entretien de la vie à la surface de la Terre 
et sans doute des autres planètes de notre système, soit absent 
dans notre astre central, qui contient tous nos corps terrestres 
et beaucoup d'autres accusés par le spectre solaire et non encore 
reconnus. 

On est ainsi conduit à admettre ou tout au moins à pressentir 
que l'oxygène, en raison des si hautes températures du globe so- 
laire, y existe à l’état dissocié (la complexité des spectres de l’oxy- 
gène militerait en faveur de cette opinion). Si l’on admettait cette 
manière de voir, on apporterait un élément tout nouveau d’ex- 
plication aux phénomènes auxquels les étoiles temporaires nous 
font assister. 

En eflet, lorsque les températures des atmosphères d’une 





» 


étoile se seraient abaissées au point de permettre la genèse de 
l'oxygène et ultérieurement sa combinaison avec l’hydrogène, 
gaz qui baigne si largement dans toutes les atmosphères stellaires, 
la combinaison des gaz générateurs de l’eau, avec l'énorme dé- 
gagemert de chaleur et de lumière qui l'accompagne, se pro- 
duirait, et l'étoile passerait rapidement, de l’état correspondant à 
la température relativement basse qui a permis la combinaison 
des gaz, à celui qui résulterait de la conflagration des éléments 
en question. 

L'étoile passerait donc par une croissance d'éclat qui ne serait 
réglée que par l'abondance des éléments en présence et les con- 
ditions de leur entrée en combinaison. Mais en même temps, si 
l'augmentation et la grandeur de l'éclat devraient être singuliè- 
rement rapides, puisqu'elles sont les effets d'une combinaison, 
la décroissance ne le serait pas moins, puisque, la combinaison 
étant effectuée, non seulement la cause de ce rayonnement ex- 
traordinaire cesserait, mais la formation d'une vaste atmosphère 
de vapeur résultant des corps volatilisés, des vapeurs surchauf- 
fées et surtout de la vapeur d’eau produite, s’opposerait ensuite 
et dans une mesure considérable au rayonnement de l’astre. 

Je ne donne cette vue que comme contribution à la théorie de 
ces phénomènes sur lesquels l'analyse spectrale, si elle en suit 
exactement toutes les phases, pourra mieux que tout autre moyen 
nous en révéler les causes. 

Nota. — Il faut ajouter qu'au moment de la combinaison des 
gaz oxygène et hydrogène, ce dernier gaz, en raison des pressions 
et températures développées, doit montrer ses raies considéra- 
blement élargies ; or c’est précisément ce que montre la photo- 
graphie du spectre qu'on a obtenue à Meudou, avec notre grande 
lunette, et que M. Deslandres m'a prié de soumettre à l'examen 
de l'Académie. Cependant d'autres causes encore peuvent con- 
courir à cet élargissement généralement si considérable, ainsi 
qu’en témoignent les descriptions que j'ai reçues de l'étranger. 
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PARIS 
Lettres-Mathématiques. 
Mathématiques. 

I. — 5001. Calculer les côtés d'un rectangle ABCD, connaissant le 
périmètre 2p et le rayon R du cercle passant par les deux sommets 
A, B et tangent au côté CD. — Discuter. 

a 

II, — 1er sujet. — Connaissant tg ra calculer sin & et cos a. 

J 3 , a 
I.— 2e sujet. — Connaissant tg a, calculer tg CYa 

sin æ 
1, — 3e sujet. — Limite de Sa quand æ tend vers zéro. 
Physique. 

1. — 5002. Deux baromètres, l'un parfait, l’autre contenant de l'air 


dans sa chambre barométrique, sont observés simultanément. La tem- 
pérature étant de 0°, on lit sur le premier baromètre 760mu, et sur le 


second 740mm, 
Quand le premier marque 740mm, le second marque 7282, 


Quelle est la longueur de la chambre barométrique? 
A quelle température, le premier baromètre marquant toujours 740mm, 


le second ne marquera-t-il plus que 726mm? 
On négligera la dilatation du mercure, celle de l'enveloppe et celle 


de l'échelle. À 
Coefficient de dilatation de l'air : TN 
11, — 1er sujet. — Expériences qui établissent la composition de la 
lumière blanche. 


112 





CES 


Il, — 2e sujet. — Prisme. Cas de la lumière blanche et de la lumière 
monochromatique. : 
I. — 3° sujet. — Spectre solaire. 
Lettres-Sciences. 
Mathématiques. 


1. — 5003. On donne un cercle de rayon R et de centre 0. On le 
coupe par une sécante AB qui partage en deux parties égales le rayon 
perpendiculaire à cette sécante, et on demande le lieu des points de l'in- 
térieur du cercle situés à égale distance de la sécante et de la circonfé- « 
rence. Ce lieu fait partie de deux coniques qu'on demande de défivir | 
et de construire. 

On place ensuite la circonférence O sur un plan horizontal de projec- « 
tion, de façon que AB soit perpendiculaire à la ligne de terre. On cons- 
truit les projections d'un cône circulaire droit ayant pour base le cerele 
de centre O et dont le volume est équivalent à celui d’une sphère de 
même rayon R que le cercle donné, et on propose de couper ce cône =" 
par des plans tels que les sections obtenues aient pour projections les 
deux coniques précédentes. Mener ensuite les tangentes aux deux coni- 
ques à l'un des points où elles coupent la circonférence O donnée, et 
indiquer la valeur de l'angle de ces deux tangentes. 


Il. — 1er sujet. — Projections stéréographiques d’un hémisphère : : 
1° sur l'équateur ; 2° sur le méridien qui sert de base dans chacun des cas. 
Il. — 2e sujet. — Inégalité des jours et des nuits. 
Il, — 3e sujet. — Mesure du temps. — Jour solaire vrai; jour solaire 
moyen. — Calendrier : ses réformes. | 
Physique. 
1. — Le rapport entre le poids spécifique du cuivre à 0° et celui de 


l'eau à 4° est 8,88. Quel est ce rapport lorsque le cuivre et l'eau sont M 
à la température de 15°? | 
Coefficient de dilatation linéaire du cuivre = 





58 200” 
1 ” 
Dilatation totale de l’eau entre 4° et 15° = . 
| 1 440 
I, — 1er sujet. — Éclairage électrique. 
Il, — 2e Sujet. — Harmoniques. — Timbre des sons. 


IL. — 3° Sujet. — Sources de chaleur. 


a ——Î ————— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


5004. — L'expression n®—n°—n'+n? est divisible par 21; n 
étant un entier quelconque. | 
(V. Tuésaurr, école normale de Laval.) 











5005. — Résoudre le système d'équations 
(re m6, 2 Ce DR om b 
Bin ige PE 


5006.— Un père de famille, âgé de 30 ans, s'assure à une compagnie 
d'assurances pour une somme de 50 000!" payable à son décès moyen- . 
nant une prime annuelle de 1335fr. L’assuré meurt après le 25° verse- 
ment. En supposant l'intérêt de 3 1/2 /,, la compagnie a-t-elle perdu 
ou gagné ? 


5007. — Calculer Ja surface d'un quadrilatère sachant qu'il est 
inscriptible à un cercle et circonscriptible à un autre, et connaissant : 
4° le périmètre 2p, 2° le produit #? des diagonales; 3° un côté, @. 


5008. — Construire un trlangle connaissant deux côtés et sachant 
que la somme des hauteurs qui leur corres- 
pondent est égale à la troisième hauteur. 


5009. — Deux cercles 0 et 0" se cou- 
pent en A et B; on mène par le point A 
une corde qui coupe ces cercles en P et 
P'. On considère : 

1° le cercle w qui passe par Bet-P et 
coupe orthogonalement le cercle 0; 

20 le cercle w’ qui passe par B et P' et 
coupe orthogonalement le cerele 0’. 

Les cercles w et w' se coupent en un point M autre que B. Trouver 
le lieu de ce point lorsque APP’ tourne autour de A. | 
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NOTE RELATIVE A L'APPLICATION DU SENS DES 
ANGLES DANS UN PLAN 


par M. G. Rech, professeur au lycée de Lons-le-Saunier, 


La question du sens des angles joue un rôle très important 


dans un grand nombre de démonstrations de propositions géo- 
métriques et en particulier dans celles où interviennent des qua- 
drilatères inscriptibles. Nous allons énoncer quelques proposi- 
tions fondamentales où intervient le sens des angles, et nous les 
appliquerons ensuite à la solution d’un problème que l’on donne 
en générai, so:t d'une façon incomplète, soit en examinant suc- 
cessivement les différents cas de figures qui peuvent se présenter ; 
dans le premier cas, la solution ne peut être acceptée, puisqu'elle 
n’est pas complète ; dans le second, elle ne peut être acceptée 
qu’à défaut d'autre, car elle est défectueuse au Pour de vue de 
la méthode. 
_ Ce qui importe souvent dans une démonstration, c’est non 
seulement de savoir si deux angles sont égaux, mais aussi s'ils 
ont même sens ou des sens contraires; de même pour deux 
angles supplémentaires, il faut voir s'ils ont même sens ou des 
sens contraires. Ce que nous allons exposer montrera que dans 
certaines démonstrations, les angles supplémentaires et de sens 
contraires jouent le même rôle que les angles égaux et de même 
sens. Deux angles qui étaient égaux et de même sens dans un 
cas de figure deviennent supplémentaires et de sens contraires 
dans un autre cas, par suite d’un changement brusque de sens 
dans l’un des côtés de l'angle; c’est en ne séparant pas les deux 
cas que l’on peut arriver à traiter tous les cas de figures en une 
seule fois. | 

Nous indiquons que deux angles « et 5 sont égaux et de même 


FLD ESS 
sens en écrivant « —&, que deux angles « et Ê sont égaux et 


2 s 
_ desenscontraires par x — ©. De même,que deux angles x et 
D 


sont supplémentaires et de même sens par « a+ÿ D — —=Hadrel 


enfin, supplémentaires et de sens contraires par « a+p= = 2dr. 

Je commence par mettre en évidence les propositions Suivantes 
faciles à établir lorsqu'on a défini le sens d'un angle dans un plan 
:et déduit les conséquences immédiates de cette définition. 


_4o Considérons un angle AOB, nous désignerons par OA: la 


| demi-droite opposée à OA, et par OB,; la demi-droite opposée 


à OB; effectuons une rotation de 90° autour de OU, dans le 


sens AOB par exemple, nous obtenons A'OB' déduit de AOB par 
cette rotation ; on à 


he 


PR 
A'OB — AOB. 


Comme les angles 
AOB et AO sont de 
même sens, OB et OA’ 
sont du même côté de 
OA. Comme d'autre 
part les angles BOA et 
BOB’. sont de sens 
contraires, OA et OB 
sont de côtés différents 
de OB; les points du 
plan de côté opposé à 
OA’ par rapport à OA 
et de côté opposé à 
OB' par rapport à OB 
sont par suite les points du plan qui sont de côté opposé à OB 
par rapport à OA et du même côté que OA par rapport à OB, 
ce sont donc les points de l'angle B4OA. Soit M l’un quelconque 
de ces points ; abaissons de M les perpendiculaires Mz et M$ 
respectivement sur OA et sur OB; Mx et OA’ sont parallèles 
et de même sens, de même M£ et OB sont parallèles et de même 
sens, donc 








M 


= = AE LT ee 
aMÈ = A'OB — AO. 


Prenons maintenant un point M: dans l'angle A,0B; soient 
Mix, Mi les perpendicu- 
laires abaissées respective- 

x B ment sur OA et OB; l'angle 

Mb, a les côtés respective- 

ment parallèles et de sens 

contraires à ceux de l’angle 
aM5, on a par suite 


oies RS mais ne fe 
a MB = «M$ = A'OB' = AOB. 
Enfin prenons un point M», 


soit dans l'angle AOB oudans 
l'angle A:0B: opposé par le 





sommet, on à 


par suite 
aMÉs + AOB = 2dr. 
nn  S 
20 Les trois angles ABC, BCA, CAB. d'un triangle ABC ont 
même sens. 


3e Étant donnés deux points fixes A, B, tous les angles AMB 
ayant leur sommet M d'un même côté de AB sont de même 









sens (AMB a en effet même sens que BAM), ettous les angles 

AMB ayant leur sommet M de l’au- 

M tre côté de AB sont de sens con- 

traire aux précédents (ils s’en dédui- 

sent par une symétrie par rapport à 

AB). 

40 La condition nécessaire et suf- 

_ fisante pour qu’un quadrilatère soit 

inscriptible est que les angles opposés soient égaux et de même 

sens, ou supplémentaires et de sens 

contraires, Soit en effet un quadrila- 

tère inscriptible ABCD, A et C étant 

deux sommets opposés; si B et D sont 
d'un même côté de AC, ona 


A B 





ABC — AD; 
si B et D sont de côtés différents de 


AC, on a 
ABC + ADC = 2dr. 
= 


Réciproquement, si dans un quadrila- 
tère les angles opposés sont égaux et 


En À de même sens, ou supplémentaires et 
Re AR de sens contraires, le quadrilatère estin- 
ee scriptible. La démonstration est immé- 

D diate. 


PROBLÈME. — Étant donné un triangle ABC, on demande le lieu 
des points M du plan tels que leurs projections sur les trois côtés 
du triangle ABC soient trois points en ligne droite. 


Soient M un point quelconque du 
lieu, «,5,7 les projections de M res- 
pectivement sur BC, CA, AB; ti- 
rons Ma, MË, My, MB, MC. Le 
quadrilatère MRC étant inscripti- 
ble, on a 


MCg = Maë, (cas de la figure) 
PT 
MCB + Mag = 2 dr. 

D er 








Pour la même raison : 
ee +. c 
MBYy — M, 
MBy + May = 2 dr. ; 
vtr 
or les trois points «, f, ue étant en ligne droite, on a 
Maÿ — — ay, Ÿ 
Mag + May = 2 dr. 
m5 
On conclut des égalités précédentes : 
= nn 
MCÊ = MB, 
= 
MC$ + MBy = 2 dr. ; 
1 er 
or, ces deux angles ne peuvent être supplémentaires puisqu'ils 
appartiennent respectivement aux deux triangles rectangles 
MCg et MB, par suite 
FFE 2 ma 
NUE = ABS 
on conclut de là EMC — = MB, 


et, par une rotation autour de M de l'angle EMC, 
M8 sur MC et My sur MB, donc 


A = MB. 


ou 





(cas de la figure) 





ou (cas de la figure) 





ou 


on amène 


Comme d'autre part 
RS ie 
8My = CAB, 


TE 
ou éMy + CAB =?2?dr., 


(cas de la figure) 


à ji Pr Bi 
> 


| un 


on en conclut : CMB ais CAË 


CMB + CAB = %dr.; (cas de la figure) 
par suite, le quadrilatère ABMC est inscriptible : tout point du 


lieu se trouve par conséquent sur la circonférence circonscrite 
à ABC. 

Réciproquement, tout point de cette circonférence est un Dons 
du lieu. Soient M’ un point quelconque de la circonférence, 
a, $", y les projections de M’ respectivement sur les côtés 
BC, CA, AB du triangle, 

Si M’ est dans nc CAB, on a 


CMB + CAB — — 2 dr. 
"1 SES EMY + CAB — —\2Nr; 
donc EM — CMB. 
Si M' est en dehors de l’angle CAB, on a 
ci ET tes 
CM'B = CAB, 


ou 


(cas de la figure) 


(cas de la figure) 


ENy = GB; 
donc EM — CMB. 


Donc, dans tous Les cas, les deux angles M} et CM'B sont 
La égaux et de même sens; et, de 
ces v’ même pour les angles M'C£ et 
M'B', c'est-à-dire 
MC = ME. 
Comme conséquence, puisque les 









a Cu on déduit 
M'x War = = Way, ay', 


ou AA + May —=92dr.; (cas 


donc v’, f/, y’ sont trois points en ligne droite. , 
RES EN Lin ee 
ALGÈBRE 





4401. — Inscrire dans un losange ABCD un trapèze MNPQ 
de surface donnée S et qui soit de plus circonscriptible à un cercle. 
AC'= 24; BD 22; les bases MN, 
PQ du trapèse sont parallèles à la diagonale BD du losange. 

Inconnues : les distances AI = x, 


et C du losange aux bases MN et PQ. 
Discussion. 


Données : S—= —Mm}?; 
a 


Supposons le trapèze MNPQ circonserit à un cercle O, de 
rayon R, les bases étant parallèles à BD; soient I, H, K les 
points de contact du cercle avec 


AI + 1H + HC = AC, 
x + y +2R = 2a. 


S — IH(MI + QH) = — 


ou 


Puis 


OH et 
et ra TRE 


2R(œ + y) = m2. (2) 





mentaires 10K, KOH, l'angle 0e 


est droit, et l’on a MK. KO ok, 


quadrilatères M'C£' et M':'By sont 


de la figure) 


CH — y des sommets À 


les côtés MN, PQ, QM. On a d’abord” 


ou, en observant que —— = —. 


D'ailleurs, les droites MO et Q0 
étant bissectrices des angles supplé- : 








j 


er © A 



























CAEN PTE 
Pe 0,! u d 








_ou,comme MK—NM re ROI="'OR = lise L 
Te ‘à RAD ES Pa ds anal 
Pure 7e À (3) 
Des équations (1) et (2) on déduit 
‘ Le m?. 
par suite, R est donné par l'équation 
| FR) = 4R2 — 4aR + m°? = 0, (4) 
et alors + et y sont racines de l'équation | 
AS 4 
F(X) = X? — 2{a —R)X + 75 R = 0. (5) 


Pour qu'on ait une solution, il faut et il suffit que l'équation (5) 
ait ses deux racines réelles, positives et inférieures à a.° 


Discussion. — 1° X réel. — Pour qu'on trouve des valeurs 
réelles pour R, il faut que 4a? — 4m? > 0, ou m?< a°. 

20 X réel et positif. — Cette condition étant vérifiée, on aura 
des racines réelles pour X si 


a? 
(AR) Si R° Z 0, 


et ces racines seront positives si 
GR. 
Si on suppose cette inégalité vérifiée la précédente peut s'écrire 


L 


(4 
CRE ER, 





ab 
ou LL ————); 
| Je Pb | 
ab cs don PAS ALP AS AÈE 
COMME, < a lorsque cette dernière inégalité est véri- 


fiée, la précédente l’est a fortiori. Done la condition pour que 
l'équation (5) ait des racines réelles et positives est que 
| ab 


RES Pre 





Or, si on substitue dans le premier membre f{R) de 


l'équation (4), on a 





( AUASNS à “eu 4a2b TE sue 4a%b 
f CUT YA PE EN ESS TE ar (a + 6} | 
3 
+ étant inférieur à a?, le résultat de substitution peut 
(a +0) 
être positif ou négatif. 
| . 4ab ab À 
2 rade fai Se DES E Le De PL x d D 
Si m°< Crea sr est entre les racines; la plus 


petite racine de l'équation (4) donne seule des racines réelles et 
positives pour l'équation (5). 
| Lab 
SI MD ———; 
EE op 


a : + 37 . . M: ee 
— ! des racines de l'équation (4); on voit immédiatement que 


LA 


comparons 





à la demi-somme, 


4 


. + sine . a 

si a >b, les deux racines en R sont supérieures à br” 
4 

le problème n’a pas de solution, et si a <b, les deux racines 





b 2 k 
+ , de sorte que l'équation (5) donne 
pour chaque valeur de R déduite de (4) deux racines réelles et 
positives. 


sont inférieures à 


3° X <a. — Il est évident que l’une des racines de l'équation 
(5) est inférieure à a puisque la demi-somme est, a—R; 


donc, pour que les deux racines soient inférieures à a, il faut et 


il suffitque F(a) > 0. 
| à 
Or F(a) = a? — 2a(a — R) + 7 FR? ; 


è 
H 
: 
: 
, 






F(a) sera donc positif lorsqu'on aura 


NUE Ds Par 

we Hd 70 7 nf à « tré MAP 
AS a EVE TNT 
Lt k 4 | - Fr L7 
AL « Ag ha PNY 


R2 EN LE _. Car 


Désignons par R; cette dernière expression, le problème aura 
autant de solutions que l'équation (4) donnera de valeurs de R 
comprises entre R, et ras 

1 .n 4 b 
On peut vérifier qu'on a toujours 
bYa? + Di — p? ab 
LE RP ot Lt 
a a + b 
a 
Ri < di 

Donc la condition R>R; est toujours compatible avec celle 
qui à déjà été trouvée ; et comme P4 est inférieur à la demi- 
somme des racines de l'équation (4), pour qu'il soit inférieur 
aux deux racines à la fois il faut et il suffit que f(Ri) > 0, 
ce qui donne 


m? = &Ri(a —R,) — 





et que 


LOÉSSeLE dr rer PT 
Il résulte de cette discussion que : 
ba? + DE 4a°b 

a (a + b)° à 
blème à une solution, la valeur de R correspondant à cette 
solution étant la plus petite des racines de l'équation (#) ; 


10 si (Va + D? — b) < m°? < le pro- 


À 4a°b 
90 ç 2 â : Api ER è 
2, SU ME a+ a étant supérieur à b, le problème 
n'a pas de solution ; 
LL 4 4a°b 3 211722 ; 
3001 M2 > Dbya + (Va? + D? — D), a étant 


(a+ b} a 
inférieur à b, le problème a une solution ; 
49 si NÔHE (js +b—b)>m> al 
a (a + db} 
a deux solutions. 


, leproblème 


OU a br Eee 
Remarque. — Il faut observer que Ve ven (Va? + b? — b) 
A TE . dt s Lab 
peut être soit inférieur, soit supérieur à ——. 
(a + b)? 


[Ont résolu la même question : Gourdet ; A, Nayel ; 


J. Sire.] 


MM. M. Boutry; L. 


4983.— Un quart de cercle AOB tourne autour du rayon OB. 
Ayant trace la corde AB, on demande à quelle distance OP 1] faut 
mener la parallèle PCD au rayon OA pour que l'anneau engen- 
dré par le segment CD intercepté sur cette parallèle par la corde 
AB et la circonférence ait une surface donnée rm. 

Maximum de cette surface quand on fait varier la distance OP 
depuis O jusqu'à OB = a. 

On prendra si l’on veut pour inconnues 

(BALAI BD ==: 
(Bacc. lettres-math., Alger, novembre 1900.) 


La surface de l’anneau engendré par le segment CD a pour 
expression 


B MA 
, r(PD' PC). 
Or, en posant OP—x, ‘le triangle 
P D rectangle OPD donne 
PD — a? — x}?, 
et le triangle BPC, semblable au triangle 
isocèle BOA, 
0 A: is0c6 


PC=PBRB=a— «x. 
L'équation du problème est donc 
ra? — x?) — r(a— x) — rm, 
ou 2x* — 2ax+-m = 0, 






e, Sÿ 
#4 4 






RAR ar 


SCUSSIOX. — Pour qu'une valeur de æ convienne, 
suffit qu'elle soit réelle et comprise entre 0 et a. 
La condition de réalité est 





ou 


Cette condition remplie, les deux valeurs de x sont positives 
etinférieures à a, car leur produit est positif et leur somme égale 
à a. Le problème admet donc deux solutions. Les cordes cor- 
respondantes élant placées symétriquement par rapport au 
milieu de OB. 


Ces deux solutions se réduisent à une seule lorsque m atteint 
2 


Ê (4 > 
son maxiIMUM, —- ; dans ce cas, on à x — et P est le 


D ’ 

milieu de OB. 

On peut également obtenir directement le maximum de m en 
écrivant cette quantité sous la forme 

m = 2x(a — x), 

et en observant que le produit variable. a(a—#x) avant la 
somme de ses facteurs constante devient maximum lorsque 
. a 
2° 


(Camizze SUDREAU, école normale de Périgueux.) 


D = A—%, d'où FR 


[Ont résolu la même question : Mie À. Saleilles ; MM. M. Amiot ; P. Azaubert: 
L. Bannerot ; V. Barol ; M. Beau ; H. Belbenoît ; A. Bernardeau ; M. Beyney ; 
V. Bogdan ; E. Bohler ; P. Bonnetain; A. Bottin ; Bourdeaux ; A. Bourlat ; 
J. Bournisien ; R. Cattin ; F. Clabault : Compain ; K. Coutard ; H. Damoiseau ; 
L. David; Delhotel; G. Desnoës ; H. Dobryzniak; Ducongé-Cabireau ; C. Dupas; 
E. Durand; E. Foucart; A. Fraysse ; H. Fricquegnon ; G., à L.; J. Garin ; 


Gasluc de Sénébron ; F. Gérard; A. Gheysens ; G. Gautier ; P. Guerrier ; 
A. Haour; R. Henry; E. Hugonnier ; J., à T.:; L. Kayser ; Lambert ; 
A. Larcher ; L. Lefèvre ; A. Legros ; L. Lemmet ; G. Lepoivre ; J. Lestable ; 
L. Lestocart ; P. Legay ; L. de Longueville ; M. Marx ; J. Maury ; A. Meynier; 
À. Minary; Montel; R. Mouzon ; Martin des Pallières ; H. Palustran É 
E. Périnet: J. Permann:; D. Petit: M. Petitjean; M. Poirier; Poujol ; 
J. Raymond ; E. Roncin ; M. Royer; Sade; P. Thonet: P. Tomvieille ; J. Tastet; 
P. Valentin ; A. Vannier; X.. à Ajaccio; G. Ybert : P. Zlatco; G. Marie ; 
F. Pégorier ; F. Thibier ; H. Thibon.] 


mm 
GÉOMÉTRIE 


4788. — Sur une droite on marque trois points À, B, C. Par 
À et B on fait passer une circonférence S de centre O, et sur CO 
comme diamètre on décrit une circonférence (S'). On demande les 
lieux : 


1° Des points M et N communs aux circonférences S etS'; 

2° Du point de rencontre R de CO et de l'axe radical À des 
deux circonférences S et S'; À 

3° Des points dde rencontre P et Q de À avec les droites AO 
et BO,. 


4° L’angle OMC étant droit, la droite CM est tangente au 
cercle O, et l’on a 


CM = CA.CB = constante. 


Donc le lieu de M ou de son analogue N est un cercle de cen- 
tre C et de rayon ÿCA.CB. 

2° La droite A étant la polaire du point C relativement au cer- 
cle O passe par le point fixe I, conjugué harmonique de C par 
rapport à À et B. Par suite le lieu de R est un cercle de dia- 
mètre IC. 

3° Le point O décrivant une droite perpendiculaire au milieu 
de AB, les droites AO, CO engendrent deux faisceaux homogra- 
phiques ; de inême le point R décrivant un cercle, les droites 
IR et CR engendrent deux faisceaux homographiques. 

Les faisceaux engendrés par les droites AO et IR sont ainsi 
homographiques comme homographiques à un troisième, Le 





» 
164 


il faut etil |. po 


-de(1), | 
(MP — MQ)PN = (PP'— Q0')PQ, | 
ou, puisque MP — MQ = PP'—Q0Q' par hypothèse, À 
PN — PQ. | 

On est ainsi ramené à déterminer la droite PQ de manière 






int de rencontre P de ces deux droites décrit donc une conique 
admettant AI comme axe de symétrie. Pour connaitre son genre, 
cherchons si elle a des points à l’infini; pour ces points, AO est. 








| Lg 
Ÿ 





parallèle à A ou perpendiculaire à OC, et le point O se trouve 
sur le cercle de diamètre AC; ce cercle coupant toujours la per- 
pendiculaire élevée au milieu de AB en deux points, la conique 
lieu de P a deux points à l'infini: c'est donc une hyperbole 
définie par son axe transverse AI et ses asymptotes. 8 

En répétant le raisonnement précédent sur le point Q ana- 
logue au point P, on reconnait facilement que le lieu de Q est 
une ellipse dont l’un des axes est IB. | 


| 

| 

REMARQUE. — Un raisonnement analogue permet de trouver le ;24 

lieu du point de rencontre de A avec la parallèle à AB menée par 0. 

Ce lieu est une conique admettant un seul point à l'infini, c'est donc 

une parabole ayant pour sommet le point I. x | 

(V.H.) 

. [Ont complètement résolu la question : MM. Bayor ; Duvergé et Sainte-Laguë ; 
G. Foucry ; T. Lemoyne; D. Lwow. : 


Ont partiellement résolu la question : MM. Aubert : H. Blanc ; F. Clabault ; ir | 
A. Delaire ; H. Dobryzniak ; J. Haag ; E. Licope ; P. Zlatco.] : 















© 44414. — On donne, dans un cercle, deux cordes MN et! MR, 
qui se coupent sur la circonférence en M. | 

1° Mener une troisième corde, qui coupe MN et MR en P et en Q, 
la circonférence en P' et en (, et telle que. | 
MN — MR = MP —MQ = PP'—QQ:. A 

2° Lieu du point de rencontre des droites NQ et RP lorsque les 
points N et R restent fixes et que M décrit la circonférence. : 


1° La relation 


MN — MR — MP — PQ 
peut s’écrire nue 
MN — MP = MR —PQ 
ou NP — QR: (1) 
D'ailleurs, d’après la pro- 
priété relative à deux cordes 


.. 





d'un cercle,ona $ 
MP.PN = PP’.PQ' | 

= PP'(PQ + QQ'), 
MQ.QR = QQ'.QP’. À 

— QQ'(PQ + PP’), 


d'où, en retranchant membre à membre et en tenant compte 


que l’on ait 
NPSSPO = ON 






à nd di ou dE Sd ss 


LS Sr dt tt me dés métis. mÉRREL » : À 
“ : £ + 





NMR 
© NOR — 90° + 


& 


ne Pour Gel a, pren nons sur M le po int L tel que NL ee Le ur et 
centre M et de rayon MR : 
effet, si l’on mène P,N; parallèle à MN et limitée à NR, les 
triangles PNR, PNR sont homothétiques ; ilen est de même des 


triangles isocèles PMR, PQR qui ont l'angle en R commun; les 


deux quadrilatères MPiNR, QPNR sont donc homothétiques, et 
comme par construction NP; = PM = MR, il s'ensuit que 
NBE=XPOI OUR: 
Il existe toujours deux points P, ou P et par suite deux 
droites PQ, mais l’une de ces droites coupant les prolongements 
de NM et RM ne convient pas au problème énoncé. 


2 Soit T le point de rencontre des 
droites NQ et RP. 
On à 


Es + Ce Re PTS 
NIR = PIQ — 180° — ((PQ + OP) ; 








mais les triangles isocèles POR, PNQ 
donnent 
IP0OT= > 
& LAN IQP — ee. 
= MOP + MPQ 
donc NIR = 1800 — 0 ee 1PQ 
PE 
j, 1 ygpune 1800 — NMR 
2 
NUR 
— 90° + Frs 


Le lieu du point [ est donc un segment de cercle capable de 


NMR 
l'angle 90° + — 2 





et de base NR ; ce segment passe par le 


centre O -du cercle inscrit dans le triangle MNR, puisque 





5 ta son centre w au milieu de l'arc No. 


On verrait de même que lorsque M décrit l’are NwR, le point 
I décrit un second segment de base NR ayant son centre au 
milieu &w’ de l'arc Nw’R. 
É É (L. WEISZ, école réale de Pécs.) 


[Ont résolu la même question : MM. A. Bertrand ; Gonrtinat ; 
J. Pastour ; P. Vincent. 


G. Hiernaux ; 


IS < 
> ——— 


TRIGONOMÉTRIE 


4939. — On considère sur le cercle trigonométrique les deux 
points H et H' qui sont les extrémités des divers arcs ayant pour 
cosinus un nombre donné m. On désignera par H celui de ces 
deux points qui est sur la demi-circonférence ABA'. 

- 4° Etablir les formules permettant de calculer tous les arcs x 
re des cordes 
joignant le point P aux points H et H' soit égal à un nombre 


dont l'extrémité P. est telle que le rapport 


donné k. 


_ 2e Les extrémités de tous ces arcs sont en deux points Pi et P; 
du cercle trigonométrique .… Calculer la distance du centre O de 


ce cercle au point où la droite P1P2 rencontre le diamètre AA'.. 
3° On considère le cercle C qui passe par les points Pi et P», 
et dont le centre G est sur la droite HH'. En quels points coupe- 
t-il la droite HH'? 





_menons de L une  arallote à NR qui coupe en P; le cercle de 
la droite PR coupe MN en P. En 


tangentes au cercle C. 





Lo Danone que je droites GP; et GP sont AT #4 au" CR 
cercle trigonométrique donné, et que les droites OP; et OP2 sont 





+ 











(Bacc. lettres-math., Lyon, juillet 1900.) : } 
10 Soit P; le point P situé sur l'arc HAH’ et tel que 
AP; = x. La bissectrice PA’ de l'angle HP,H’ coupe HH' en 4 
un point D, tel que | À 
ADN EN 
DH PH x 
ce qui peut s’écrire 
HI—DI _, d 
HI+DI  ? | 
ou HE = die : k 
DI 1—À 
Or ke 
Hi= VOH — OÙ = = 
et 
DI = ATtgA' = (1+m)tg 
a CEE Lite 
LT Eee 
\ Due 2 
rs Er 1 —R 1—m 
d'où te = = ne L 
Lorsque —1<m <1, cette valeur est réelle et positive ou 


négative suivant que 


RS QUE AU 
gente d’une série d'ares compris dans la formule 


elle correspond à la tan- 
kr + 3, 


« désignant le plus petit d’entre eux. On peut donc écrire 


cd — 
GR — ÉT+a, ou 


x = 2kr + 24, 


formule qui représente tous les arcs æ aboutissant en P1. 
En considérant le point P> situé sur l'arc HA'H' et tel que 


41+Rk 
LT 


POA = ri Test 


Am 


VE 1+m 


qui ne diffère de la 
première que par 
le changement du 
signe de À. On en 


P°H . A , ex 
TT = k, on verrait de même que l'angle 
r 
donné par la formule analogue 
HA 
E 
LES SE 
ns X 
ve 





œ'—@ 





d'OS cos KOP: AV 
cos SOK m'+ œ 

cos 

x’ æ 

1 — tg L tg = 








1+ 


déduit de même 
x = 2kT + Qu’, 
formule définissant 
LOUS les AN 
aboutissant en P». 
20 Soit S le point 
de rencontre des 
droites P:P1 et A’A. 
Projetons O en K 
sur P:P1. 
On a 
OS cos SOK = OK 
_ OP: cos KOP:, 
x’ œ ND RES 5 
cos 5 cos, + sin al S 





ai x æ& NE ANSE 
cos cos — Sin Sin 
1—m 
Lim 
1m m L 
“ai A+ m 


À : f4 
PR TEE NET 21 


pi parvient De rapidement à 
les droites AP: et AP, se coupent en un point de la polaire 
de S; comme ce point D est situé sur HH, cette polaire 
coïncide avec HH', et HS est la tangente en H. Donc 


0S.01 = OH, ou DS LS 


m 
3° Les points P; et P2: étant tels que le rapport des distances 
de chacun d'eux aux points fixes H et H’ est constant et égal 
à k, appartiennent à un cercle ayant son centre à l’intersec- 
tion G de HH’ avec la perpendiculaire OK au milieu de PP». 
Ce cercle G divise harmoniquement le segment HH' aux points 
DetE, tels que 


DHL PARA 
D'HPRRCE HT 00 
4° G étant le milieu de DE, on sait que 
GD = GH.GH. 
Or GE CGPI = GP 
donc GPS = GP, = GH.GH, 


ce qui montré que les droites GP; et GP; sont tangentes au cer- 

cle trigonométrique O, et par suite, les droites OP; et OP: qui 

sont perpendiculaires à GP: et GP» sont tangentes au cercle G. 
(Eucène LICOPE, à Mons.) 


MM. A. Bernardeau ; A. Bottin: L. David; 
. Poucin; J. Trouillé.] 


[Ont résolu la même HESon : 
J. Maury ; F. Mestre; 


4985.— On donne un angle gle «0y etun point P dans cet angle ; 
soit. OP —4, &0P — a, P0y — = bd. On mène par ce point P 
une droite APB limitée aux côtés de cet angle et inclinée d'un 
angle z sur la direction OP. 

1° Exprimer en fonction de 1, a, b, : le produit PA X PB ; 

2° 7, a, b restant invariables, pour quelles valeurs de z ce 
produit PAÏXCPB est-il maximum ou minimum ; 

30 Déduire du résultat obtenu la construction géométrique de la 
droite APB pour laquelle a lieu ce maximum ou ce minimum. 

(Bacc. lettres-math., Lille, novembre 1900.) 


1° Les triangles POA, POB permettent d'écrire 


PASS l 
y sina | sin(a+c) 
PB 8 l À 
sinb  sin(:— 0)" 
d'où l’on déduit 
PA.PB—, na ce 


2° Le maximum de PA.PB corres- 
pond au minimum du produit 
sin (a+ :) sin (3 — b). 





0 À . 


Or comme 
2 sin (a + :) sin (3 — D) = cos (a + b) — cos (2 
ce minimum répond au maximum de cos (2 
est atteint lorsque 


3 + a — b), 
+ a—b), lequel 





COS (23 + a — b) — 1, 
d'où 236 a —. Di 10 
Da 
et Di — ——- 
Cet angle étant inférieur à b, la sécante APB ne coupe 


pas Oy, mais son prolongement, de sorte que le maximum de 
PA.PB convient seulement aux positions de la sécante APB 
pour lesquelles cette sécante rencontre l’un des suppléments de 
l'angle donné x0Oy. 
On verrait de même que le minimum de PA.PB a lieu en 
même temps que celui de cos(2:+a—b), c'est-à-dire pour 
COS (25 + a —b) = —1, 


ce résultat en. Dent ant que | d'° 


et | A 3 = 90e " 


ose 





+ a" 

Cet angle étant supérieur à pb, Rs a+b<180, la 
sécante correspondante APB coupe les côtés de l'angle æ0y. 
- 3° Menons la bissectrice 
OC de l’angle x0y. On a 


FOÈ = 22 





. 


Par suite la sécante 
A:PB; répondant au mi- 
nimum s'obtient en abaïs- 
sant de P une perpendi- 
culaire sur OC, .car on a 
ainsi 


OPAï = 90° — POU — 900 — a 





—_b 





De même la sécante PBsA», perpendiculaire à à A1PB; ou poisse 
lèle à OC, s'applique au maximum signalé plus haut. 


(F. PÉGORIER, à Carcassonne.) 


REMARQUE. — L'expression trouvée pour PA.PB est posi- 


tive dans le cas où la sécante coupe bien Ox et Oy et non leurs 
prolongements ; elle serait négative dans le cas contraire. 

Le premier cas correspond aux valeurs de + telles que 

b LL 3 L'180° — a. ; 

Si on ne considère que les valeurs absolues de PA.PB ül 
y a un minimum correspondant à chaque cas de figure. 

[Ont résolu la même question : MM. M. Amiot; L. Bannerot; M. Beau ; 
A. Bernardeau ; L. Beuret: M: Beyney: A. Bottin; F. Clabault: Compain ; 
L. David; G.: Desnoës ; E. Durand; E, Foucart; J. Garin; A. Godfroy; 


M. Guyot; Legros; Licope ; C. Marie ; bp. Petit; Ÿ. Pollet ; Poujol ; E. Ron- 
cin ; H. Thibon ; PF: Zlatco.] 


SE RE a te ne 
MÉCANIQUE 


… 


4979. — Dans une lame homogène; très mince et d’'égale épais- 
seur, on découpe un hexagone régulier ABCDEF, de côté a et de 
centre 0. 


1° De la surface de l'hexagone on enlève le triangle AOB, eton 


demande de trouver le centre de. gravité de l'objet formé par les 
cinq triangles équilatéraux restants. 

2° On enlève encore le nouveau triangle BOC, et on demande 
le centre de gravité de l'ensemble formé par les quatre triangles 
équilatéraux restants. 

En enlevant successivement ainsi les divers triangles COD, DOE, 
on formera des figures composées de trois, de deux et de un trian- 
yle dont on demande les centres de gravité. : 


(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, novembre 1900.) 


1° Soient g le centre de gravité du triangle AOB, situé aux 


9 
Ve de l’apothème OH 


rapport à O, 
figure totale, on a 


— OAB.0g +5. 0AB.0G = 0, 
ra 
= 





d'où 


à partir de O, et 


G le centre de gravité de la partie res 
tante, situé sur HO prolongé. En appli- 
quant le théorème des moments par 
centre de gravité de la. 






om lens mt ét ae tds. 


POP" ECO 




















2° La figure restante se compose ici des deux losanges OAFE 


B et OCDE ayant leurs centres de gra- 
ZM. 


vité aux milieux g,g’ de OF, OD; 

par suite son centre de gravité G .est 

à l'mtersection de gg’ avec l'axe de 
symétrie OE, etl'on a 

1 1: ; 
OC z 0 = 7 VE, Ou a. 
3Soientg,g',g" les centres de gravité 
des triangles enlevés OAB, OBG, OCD, 











Pc el G le centre de la figure restante, 
/ I\ gi \ situé sur l’axe de symétrie Og' pro- 
9! N hs 19 longé. Gr 
N D En appliquant le théorème des mo- 
ments par rapport à l’axe AD, on a 
— OAB.g1 — OBG.0g' — OCD .g'"1”" 
: à + 3.0AB 0G = 0, 
5 Je 
— OH 
9 0 : 
F. d’où ou RES — +— 
PS MU = 
+ FOR 4 ai _ 2ay3, 
| 10 | MA ET 9 
| | 4 Le centre de gravité G du losange 
A E restant OAFE est situé au milieu de 
Ë a 
F UFaret 20G—= CÉ 
C D 5° Le centre de gravité du triangle 
ATEN ge PT 2 
/ Ne restant OAF est situé aux ee de 
"4 \ 
B{ L ŸE l’apothème OH à partir de O, et 
* pe Us ay3 
de / OG nds 3 - 
ATH EM (Ernest FOUCART..) 


[Ont complètement résolu cette question : Mie A. Saleilles ; MM. M. Amiot; 
L. Barberot ; H. Belbenoït; M. Beyney; R. Cattin ; Chauvalon; L. David; 
G. Desnoës ; H. Fricquegnon; P. Guérit; M. Guyot: KE. Hugonnier; B. Krausz; 


Lamarre; Le Bunetel; L. Lemmet; G. Lepoivre; H. Maugin; Martin; 
M. Marx; H.… Palustran; F. Pégorier; J. Trouillé; Valentin; A. Vannier; 


P. Vernet; G. Ybert. 
Ont partiellement résolu cette question : MM. B. Bernardeau; G. Bianchi; 


E. Durand; A. Fraysse ; Gasluc de Sénébron; P. Guerrier; R. Henry; 
E. Kissel: L. Lefèvre; V. Thiébault; C. Vallot.| 
—————— ——— 4 ——————————— 
PHYSIQUE 
4989. — Un marteau pesant 1K8, animé d’une vitesse horison- 


tale de 1x par seconde, frappe une bille qui roule sur un plan 
horisontal parfaitement poli. Après le choc, le marteau reste 
immobile, et la bille a une vitesse de 0®,20 par seconde. 

On demande l'élévation de température de la bille sachant que 
sa masse est BO00E et sa chaleur spécifique 0,1. On admet que le 
marteau absorbe les 2/3 de la chaleur dégagée par le choc. 

(Bacc. lettres-sciences, Besancon, juillet 1900.) 
Le marteau en mouvement a une force vive constante expri- 


rs 
mée par Zn, ou notes — 5000000er8s, 


Le marteau restant immobile après le choc, cette force vive se 
retrouve tout entière dans la force vive de la bille et dans la 
chaleur qui élève la température de la bille et du marteau. 

500 x 20: 


9 


— 100000er85, 


ou Ojoule,01. Le reste de la force vive du marteau, c’est-à-dire 


ou Ojoule,5, 





La force vive de la bille est égale à 


À 401 
0,5 — 0,01 — Oioule,49, s’est transformé en chaleur; mais — 


3 
0,49 


’est-à-dire  —*— — Ocal,039 
seulement de cette chaleur, t'est-à-dire HI75<3 ; 





est consacré à chauffer la bille (on sait en effet qu'une calorie ; 
correspond à un travail de #ioules (7). 

On à donc, en appelant x la température de la bille, 

0,039 — 500 X0,1 <x, 
d'où æ — (0°,00078. 
(LEMMET.) 

[Ont résolu la même question : Mie Saleilles; MM. Bérnardeau ; Beuret : 
Cattin ; David ; Desnoës ; Dobryzniak ; Durand ; Fournel : Godfrov : Guérit : 
Guyot ; Rousselin.] 1 


4990. — Deux corps pesants, de masses m et m, sont lancés 
simultanément du même point, suivant la verticale, mais en sens 
contraires, avec la même vitesse initiale a. 

1° Exprimer et discuter l'énergie ou puissance vive totale de ce 
système en fonction du temps ; 

29° Minimum de l'énergie ; 

3° Calculer l'époque de ce minimum, ainsi que sa valeur en 
kilogrammètres et en ergs. 

m = 3 hilogrammes-masse (vers le bas), 
M — Ÿ hilogrammes-masse (vers le haut), 





pa 10%e LE OR SE 
Tr Asec. 9 TO (sec. 


(Bacc. lettres-sciences, Montpellier, novembre 1900.) 


Le premier corps est animé d'un mouvement uniformément 
accéléré dont la vitesse à l'instant # est «à + gt. 
Le mouvement du second corps est uniformément retardé, et 
sa vitesse à l'instant # est a— gt. 
L'énergie W du système aura donc pour expression 
W—= L(a + gt}? + mia — gt}?. 


Discuter cette expression revient à chercher les valeurs qu'elle 
prend pour des valeurs réelles et positives de t. Pour une valeur 
donnée de W, les valeurs correspondantes de + sont fournies 
par l'équation 

g’(m + mi) — Lag(ns — mt + am + mi) — 2W = 0. 
La condition de réalité est 
dat en ES ON fa (EE 2N] 20, 

n. W > 2ammi | 
m + Mi 
Le signe des racines dépend de celui de leur produit 

p — ai(m + m1) —2W : 

g'(m + ma) 

a(m + ma) 
DR Sel 


A 


Lorsque W> P est négatif; les deux racines 


sont réelles et de signes contraires. 
a(m + nu) 2a?mmi 
2 M + MA 
sont réelles et du signe de leur somme 
__, 2a(nu —m) 
g(Mi + 1m) 
Dans ce cas, si 12m, les deux valeurs correspondantes 
de t sont réelles et positives; si mi<m, ces valeurs sont 
réelles et négatives. 
2o D’après ce qui précède, le minimum de W est 


Lorsque > W> , les deux racines 


: 24? mm , 
W = ————, si mi >-M; 
m + Mi 
: a?(m + mi ; 
où Wii SARL, SI Ms LM. 
Dans le premier cas, la valeur correspondante de # est 
aa ) 


g(m + ma) ? 
dans le second cas, cette valeur est 
t! = 0, 





+ 


ane 


c'est-à-dire que iei le minimum de l'énergie W COUR à 
l'instant du départ des deux COTrps. 


3 Dans l'exemple numérique donné, m4>m; on a donc 
pour le minimum de W et l'époque de ce minimum, 
jy 2émm _ 2x 1000 X 3 000 >< 5000 : 
OM 3 000 + 5 000 

= 375 X 107,ergs, ou 375 joules. 

, = au —m) 1 000(5 000 — 3000) MO ue 

g(m+ ms) — 981(5000 + 3000) 
(DURAND...) 


[Ont résolu la Fees question: MM. Bernardeäu ; Beuret; Foucart; Fournel ; 


Godfroy ; Guyot ; James ; Lemmet ; Marx ; Rousselin ; Royer ; Saintin.] 
EE — 
ÉLÈVES DE LA MARINE MARCHANDE 
DIEPPE 





Examens de 1900. 


(31 mars.) 





Élèves de 1re Classe. 


1. — 5010. Par un point P pris dans un angle droit, on mère une 
sécante APB. On demande d'étudier la variation du produit PA x PB 
quand la sécante tourne autour du point P. 

A La position du point P est déterminée par les 

distances PC — a, PD = b. 

P IL. — Déterminer les points de rencontre 
d'une droite et d'une ellipse donnée par son 
grand axe et ses foyers ou bien par ses deux 


C 





0 D B axes. 

Ul, — Démontrer la relation 
dw _ Pp 
TPE 


IV. — Mouvement elliptique du soleil. Exprimer l'excentricité de 
l'orbite en fonction des demi-diamètres maximum et minimum. 
Élèves de 2e Classe. 


I. — Calculer la somme des n premiers termes de la progression 
arithmétique 











n—1 n — 2 n —3 
n n n 
IL. — Un triangle AOB, rectangle en 0, engendreun cône en tour- 


nant autour de AO ; le côté AO —0m,15, la somme des deux autres 
côtés, AB + BO = 0®,45. On demande de calculer : 1° le volume du 
cône ; 2° l'angle du secteur circulaire obtenu en développant la surface 
latérale du cône supposé ouvert suivant une génératrice, 


IL. — Démontrer que dans tout triangle ABC, on a la relation 
b — 2a cos G € — 2bcos À a—2ccosB 
a sin C b sin A c sin B 
DIV Régler un chronomètre par la méthode des hauteurs corres- 


pondantes. 


Examens de 1901. 
(3 mars.) 





Élèves de 1re Classe. 


L — Déterminer p et q de facon que la fraction 
IL? + PT + Q 
a + | 


puisse prendre toutes les valeurs comprises entre +4 et — 3 et 
seulement ces valeurs quand æ varie dé — à +. 
IL — Trouver les points de rencontre d'une droite et d’une para- 


bole., 

UT — 5011. Un corps très petit descend verticalement dans un tube 
rempli d'eau à 4° et dont la hauteur est 2m, Partant sans vitesse ini. 
tiale de la surface du liquide, il arrive au fond en {4% 1/2, On demande 
de trouver le poids spécifique de ce corps en supposant qu'on puisse 
considérer comme négligeable la résistance du liquide au mouvement. 


IV. — Instruments servant à déterminer les coordonnées des astres. 
V. — Théorie des cartes marines. 


(l 


é à pe 


Élèves de 2e Classe. A * 


1. — 5012. Étant donnés sur les côtés d'un angle æ0y qustes points 


A, A’, B, B' tels que 
y OA= a, OA = a, 
OB — b, OBS; 
on mène les droites A'B' et AB, qui se 
coupent en N. 





demande de calculer 0P—x et NP= y 
IT. — Résoudre un triangle rectiligne 


* 


A 


0 Ph4RA:S 





On mène NP parallèle à Oy, et ons 


connaissant les angles A, B, C et le périmètre 2p. On rendra les for- : 


mules trouvées calculables par logarithmes. 
11, — Du coefficient Pagel: le définir et indiquer les différents moyens | 
de le calculer. x 


—__—4 ——— 


QUESTIONS PROPOSÉES 


5013. — Inscrire dans un cône de rayon R et de hauteur 4 un 


cylindre de surface totale donnée. 


5014. 


— Étant donnés une droite fixe, XY, et un angle constant 
tournant autour de son sommet 0, trouver le 
lieu : 

10 Des points de rencontre des médianes et 
des hauteurs du triangle formé par la droite 
fixe et par les côtés de l'angle mobile ; 

20 Des centres des cercles inscrit et circons- 

 crit à ce triangle. 

(E. Sixrurez, à Brioude.) 





5045. — On donne un cercle de diamètre AB; OC étant le rayon 
R 
perpendiculaire à AB, on prend 00 - + 


on décrit un cercle qui coupe OA en P. Dé- 
montrer que CP est le côté du pentagone 
convexe inscrit. 

Déduire de là, en généralisant, la construc- 

tion de la corde de longueur 
R V2(nt +1) — 2Vn? +1. 

n 

(Lüis de Arpa, 


GS, 


à Malaga.) 


5016. — Calculer en fonction du rayon, l'aire de la partie commune 
C'D'MN aux carrés inscrits, l’un dans un 
secteur de 60°, l'autre dans le segment 
correspondant. 


(A. Bernanbeau, à Surgères.) 


5017. — Les cercles décrits des pieds 
des hauteurs d’un triangle comme centres, 
avec un même rayon, rencontrent les côtés 
correspondants du triangle formé par les 
milieux des côtés en six points qui sont sur. 
un même cercle dont le centre est à la 
rencontre des hauteurs du premier triangle. 


(M. 0.) 


— Un aréomètre à poids constant à une tige, exactement 





5018. 
cylindrique, divisée en cent parties égales. Plongé dans l’eau pure, de 
densité 1, il s'enfonce jusqu’à zéro ; le point d'affleurement est 100 dans 


SO'H?, de densité 1,84. Calculer le rapport du volume d'une division 
de la tige au volume total limité au zéro. Quel serait le point CEAENS 
rement dans AzO'H, de densite 1,4? 


(Bacc. lettres-math., Besancon, novembre 1900.) s ; 


Erralum.— Page 112, question 5004 : lire « —n#», au lieu de € — n° ». 


. : : - 
Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 


Bar-le-Duc. — Imp. Comte-Jacquet, FacpoueL, Dir. 


et, de 0 comme centre, avec 0'C pour rayon, | 


s# 
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CONCOURS GÉNÉRAUX DE BELGIQUE 


(Concours de 1900.) 





ATHÉNÉES 





4991. — Résoudre un triangle, étant donnés a, b+c et ra 
le rayon du cercle exinscrit au triangle et compris dans l'angle A. 


Soit D le point de contact du côté AB avec le cercle exin- 


scrit O, de rayon 7x. 
Dans le triangle rectangle OAD, on a 


BR ee AD 18, 





d'où,en observantque AD = p = She, 
A a 
té = AE 


FI PETER 


À », ne : 
Cette valeur de tg-- étant positive, dé- 


; A à 
termine un angle — et un seul compris 


entre 0 et 90°. Par suite on trouve un angle A compris entre 0 
et 4800. 

A étant connu, B et C se déduisent des relations connues 

| A + B + C = 180°, 














a LR CUT 
SIA ou sin/B'e sin C 
En effet, ces dernières s’écrivent 
a b+c 
a ee AC 7 
sin À sin B + sin C 
a b+c 
= LE 
ou .* À AN B+C B—C 
DCI => DES DAS UN 0 DO 
2sin—- cos 2 Sin —.— COS — 
2% A . B+C 
d’où, en observant que cos 5 = SN — 
EC b+c A 
, —— — QU 
COS 2 s a > 
. ÿ : s B+C 
L’angle C ne pouvant varier qu'entre 0 et ——, 
; ES : AbEr A 
son cosinus doit être compris entre 1 et COS—— = sin ; 


de là la double condition 


pete ne 





TUA F 
sin Sr sin D” 








EL 
ou (be}sin = <a < bre: 
On peut d’ailleurs remplacer sin —- par sa valeur en fonction 


des données en observant que 


2rà 


Va + 0 + oc} + 472 





cle VOA B— C 
Cas limite. — Lorsque a=(b+c)sin—, cos —— —=1, 
d'où B—C, et le triangle devient isocèle. 
(H. THIBON, lycée d'Aix.) 
SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. — Dans le triangle ABC, considéronsle 


cercle exinscrit O et le cercle inscrit 0’, tangents en D et E au 
côté AB. On a 


À a+ b+c 
| ADI, 

l C— 
et AE — PEL Er 


Les longueurs AD et AE sont donc con- 
nues ; de là cette construction: 

Avec AD et r, comme côtés de l'angle 
droit, on construit le triangle rectangle ADO; 
b+c—a 


sur le côté AD on prend AE = 





et l’on élève la perpendiculaire EO" à AD. Il 
ne reste plus qu'à tracer les cercles 0, 0° tangents en D, E à 
AD, et à leur mener les tangentes communes AC et BC. (La 
seconde tangente commune intérieure donne un triangle symé- 
trique du précédent.) 

Pour que le problème soit possible, il faut d’abord que AE 
soit positif, ce qui entraine la condition évidente a <b+c. 
Il faut en outre pour que la tangente BC existe, que les cercles 
O et O0’ soient extérieurs, c’est-à-dire qu'on ait 
OD-RUEAS 00} 





A ? VA 
Or OBS ADE ES O'E ='AE 18 at 
AD AGE 
00! = AO — AO — , D RIRE UC 

cos —- cos —- 

l'inégalité précédente devient donc 
_ A AD — AE 
(AD + AË) tg Te < FRET 
cos 2 


ou, en remplaçant AD et AE par leurs valeurs, 


MANU 
(b+c)sin = < a; 


LA 


à Le: r. EN AIME ARR 
+ LAC ue 





QUE À 14 (les 4 x à Votre 78 % 


Lorsque (b+csin __ — a, les cercles 0, 0’ sont tangents 


extérieurement, et le triangle ABC estisocèle. 
(H. THIBON.) 


[Ont résolu la même question : MM. H. Andréis ; A. Bernardeau ; M. Beyney; 
A. Bourlat ; Delhotel ; Ducongé ; E. Durand ; R. de Faria ; H. Fricquegnon ; 
Gasluc de Sénébron ; F. Gérard ; P. Guerrier ; E. Hugonnier ; A. Humblot ; 
M: Laurence ; Le Bunetel ; Mestre ; A. Meynier ; T. Millet; H. Palustran ; 
EF. Pégorier ; D. Petit; M. Petitjean ; P. Saïntin ; A. Vanuier.] 


4992. — Deux poids, l'un de 406", l’autre de 108", sont attachés 
aux extrémités du fil qui passe sur une poulie d'Atwood et aban- 
donnés à la pesanteur dans le vide. Quel sera l'espacé parcouru 
par les poids lorsque la vitesse acquise sera de 29®,427 par seconde? 
Quelle sera en outre à ce moment la durée de la chute ? 


La masse qui met le système en mouvementest 40—10 = 308. 
Si cette masse tombait librement, son poids p lui communi- 
querait un mouvement uniformément accéléré, et l'on aurait 

D PO EU: 

En agissant sur la masse totale, 40 + 10 — 50s", la même 
force constante p lui communiquerait un mouvement qui est 
encore uniformément accéléré, mais dont l'accélération y est 
plus petite que g. On a alors 


p = 50 X y. 

Égalant les deux valeurs de p, il vient 

30g = 507, 

d’où 4 = SERIE — 5n,886. 

La vitesse au bout du temps { est donnée par la formule 
v— yt On a donc 

29,427 = 5,886t, 

d'où t— see, 


, ? mn 1 
L'espace parcouru est donné par la formule e — VE 


Par suite, cet espace a pour valeur 
1 —2 
e— —XXE,886X5 — 730,575. 
(P. GUERRIER, à Saint-Etienne.) 


[Ont résolu la même question : Mie A. Saleilles; MM. Amiot; Bourlat ; 
Cattin ; Delhotel ; Durand ; de Faria ; Fraysse ; Gérard : Hugonnier ; James ; 
Laurent ; Licope ; Martin ; Meynier ; Millet ; Palustran 3 Poirier ; Rousselin; 
A. de Saint-Gabriel ; Thibon ; Valentin ; Vannier.! 


4993. — Rechercher le caractère général de divisibilité d'un 
nombre écrit dans la base B par un facteur quelconque de B'+r. 
Appliquer la formule au nombre 123ab56 (base 12) divisé par 
(0) H1 etpar (110$ +2 (base 12). 


Un nombre quelconque écrit dans le système de base B (‘) est 
de la forme 

N = à0 + a31 0% —E ao 027 A En OA O7, 
+++, 4m désignant les nombres obtenus en partageant 
N en tranches de n chiffres à partir de la droite, 


œ0; 1, 


Divisibilité de N par le facteur 
En posant 


10% +r (base B). 
10+ 7 = A, 
LE et PEN OR: RER EN UE RTE 0 à 


(*} I importe de remarquer que dans tout système la base s'écrit 10. 
Par exemple, si la base est le nombre douze, les douze premiers nombres 
sont représentés par 


1,2, 3,4, 5,6, 1, 8, 9, a, b, 10. 


_ sance à des fractions périodiques continues. 


ke a 199 +! £ 


AO — A7, 


on en déduit 
10? — mult. A + r?, 


: 


10% = mult. À Hrm, F 
suivant que » est pair ou impair. 

Par suite 

N = mult. À + a0 — or + ar? — ar +... + amri. 

De cette égalité, on déduit comme caractère général de divi- 
sibilité de N par A, dans le système de base B, la règle sui- 
vante : 

On partage le nombre N en tranches de n chiffres à 
partir de la droite ; on multiplie ensuite les diverses tranches 
successives par 1, —r, r?, ..., Er, 
somme des tranches de rang pair de la somme des tranches de 
rang impair augmentée s'il y a lieu d’un multiple de A. On 
obtient ainsi un certain nombre N’'; si N'<A, N'est le reste 
de la division de N par A; dans le cas contraire, on opère sur 
N° comme sur N jusqu’à ce qu’on parvienne à un nombre N 
inférieur à A. 

Appliquons cette règle aux deux exemples donnés. 

1 On a B = 12, PEUT 

123ab56 — mult.[(10} + 41] + 56 — ab + 23 —1 
= mult.[(10)?+1]4101+78—ab — mult.[(10)2+1]+8a. 
20 On à Bmi2:0n = Lredas 
1234056 — mult. [(40)° +2] + 056 — 23a X 2 + 4 
= mult. (10) -+ 2] + 6a2. | 


ni 2 


Divisibilité de N par le facteur 10% — 7 (base B). 


En posant 10% — r = À, 
on déduit 410% — Aer, 
10% — mult. À + r?, 
10% — mult. À + rm, 
Par suite 


N = mull. À + Go + our ar? + ..... + ar, 
ce qui conduit à la règle suivante : : 

On partage le nombre N en tranches de n chiffres à partir de 
la droite ; on multiplie ensuite les diverses tranches successives 
par 1, r, r?, ..., r", puis on fait leur somme N'. Si N'>A, 


on opère sur N' comme sur N jusqu’à ce qu’on tombe sur un 


nombre N inférieur à A. 
Applications : 
1° On a B — 12, r = 1; 
123ab56 — mult. (10? — 1) + 56 + ab + 23 +1 
= mult. (10? —1)+169, 
169 — mult.(10?—1)+69+1—mult. (10? —1)+6a. 
2 On a B= tan = INR? 
14123ab56 — mult. (10% — 2) + b56 + 23ax2+4 
= mult. (40% — 2) + 1416, 


DR, 


1416 — mult.(10%—2)+4.16+2—mult.(109—2)+418. 


(R. CATTIN, à Mont-de-Marsan.) 
{Ont résolu. la même question: MM. L. David ; A. James ; M. Laurence.] * 


4994. — Démontrer que les racines incommensurables d’une 
équation du second degré à coefficients rationnels donnent naïs- 


puis on retranche la, 



















| 
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FRACTIONS CONTINUES 


NOTE SUR LES 


Les fractions continues ne figurant plus dans les programmes fran- 
çais, nous allons donner à leur sujet quelques indications de façon que 
tous nos lecteurs. puissent comprendre sans difficulté la solution de la 
question suivante, proposée dans un concours en Belgique. 

Soit æ un nombre positif quelconque, x sa partie entière ; si on pose 

LT = AH + 
Ti 
æ, est un nombre positif supérieur à 1 ; on peut poser de même 


1 1 
Da —= Ai —), La = + —; etc., 
; T2 T3 
&1, , ... étant les parties entières de 21, 2, ... 
On peut alors écrire, par exemple, 
LU 
HH ES + NT ET TOR 
mu + ———— 
{ 
Lahaie 
La 


Si æ est commensurable, l'un des nombres, æ,, est entier; sinon on 


peut prolonger indéfiniment le développement. 


L'expression ainsi obtenue est ce qu’on appelle une fraction continue. 

Les nombres 21, 2%:, ... sont les guotients complets ; 

les nombres a, œ, ... sont les quotients incomplets. 

On dit que la fraction continue est périodique si les quotients incom- 
plets se reproduisent périodiquement. 

La fraction est dite périodique simple si la première période com- 


. mence à œ, et périodique mixte si le premier terme de la première 


période est un terme d'indice supérieur. 


SOLUTION 


On peut toujours ramener l'équation proposée à avoir ses 
coefficients tous entiers, le premier étant positif. L'équation sera 
donc ‘ 

ax? + bx +c = 0, (1) 
a, b, ce étant entiers, et a positif. Il y a différentes hypothèses 
à distinguer relativement aux signes des autres coefficients. 


_1re Hypothèse : c < 0. Les racines sont de signes contraires ; 
considérons la racine positive, qui est donnée par 


— b + D? — kac 
2a : 


Soit & sa partieentière; posons & = 4 + = ; en remplaçant 
æ par cette expression et en réduisant, on a 
(aa? + ba + cjaï + (2aux + bjr + a = 0, 
ou did + bia + ci = 0, (2) 
Il est facile de vérifier que 
Di — 4aici = D? — 4ac ; 
il est d'ailleurs évident que les racines des équations (1) et (2) 


sont réelles et en même temps irrationnelles. 


Le nombre à étant compris entre les racines de l'équation 
(1), les racines de l'équation (2) sont de signes contraires : c’est 
la racine positive qu'il s’agit de calculer. Si on désigne par « 

: ri : ‘ 1 
la partie entière de cette racine, si on pose m=m<+—, et 
2 
si on continue comme précédemment, on a successivement les 
équations 
ao + ba%o + co = 0, 
a3ts + bts + C3 = 0, 


. . > ve CE 17 . . C 


Les coefficients de ces équations sont tous entiers, les racines 


sont irrationnelles et de signes contraires, et on a 





D? — kac = Di — ka — bi — kasc2 = . . . | . ; 


de plus QU —a@, C2 = — am, etc. 
Remarquons que les nombres &, @, ..., ontdes valeurs 
RAT RE , 0? — kac 
absolues inférieures à DT TELE 


En effet a, est négatif puisque « est compris entre les racines 





de l'équation (1), et comme le premier membre de cette équa- 


3 A . ac — b°? , EAN 5 € 
tion a pour minimurñ Mi 00 
kac — b? 
ETF < ai < 0 ; 
doi b? — Lac b? — Lac 
a re 
[LAN La F 4 ; 


a étant entier et positif. 

De même a, est positif puisque « est compris entre les ra- 
cines de l'équation (2) dont le premier terme a un coefficient 
négatif ; done «> est inférieur au maximum de ce trinome qui 





&aic1 — b? b? — Lac: . RAS ef bi — kaiC 
Est — EN Val: INférIeUre h 
ka: — La 
D? — kac : ! AU ve MALTE 
ou uen PUSqUreL est un entier négatif. Et ainsi de 
suite, 


De même bi, b:, ... sont inférieurs, en valeur absolue, à 
VE? — ac, V0 — &kascr, ... puisque les produits @ci, ass, 


sont négatifs. Donc bi, b:, ... sont inférieurs, en valeur 
absolue, à ÿb? — 4ac, valeur commune de ces radicaux. 
Les nombres 1, c+, ... étant égaux à — a, — &, ... ont 
A RU e … D? — Lac 
des valeurs absolues inférieures à re 


Donc le nombre des systèmes de valeurs que peuvent prendre 
les coefficients des équations successives est limité ; par suite 
on retombera à un certain moment sur une équation déjà 
obtenue, et par suite on retrouvera la suite de quotients incom- 
plets déjà trouvée après celte équation. 

Pour montrer que la racine négative possède la même pro- 
priété que la racine positive il suffit de changer æ en —x; 
on à ainsi une nouvelle équation dont les racines sont celles de 
la première changées de signes; la racine positive, pour la- 
quelle la périodicité est établie, donne la valeur absolue de la 
racine négative de l'équation initiale. 


2e Hypothèse : Supposons c positif en même temps que a; b 
étant négatif. Les deux racines sont positives si elles sont réelles, 
Si leurs parties entières sont différentes, soit «& la partie 
Fe 1 
entière de la plus grande, par exemple ; posons x = a + ae 
1 
on aura pour æ une équation du second degré à racines de 
signes contraires ; ces racines sont développables en fractions 
continues périodiques d’après ce qu’on à vu plus haut. Il en 
sera de même des racines de l'équation primitive. 
Si les racines ont même partie entière, soit « cette partie ;, 
LP SENTE 
posons æ—4+--; les deux valeurs de æ1 sont positives. 
ai 
Si elles n’ont pas même partie entière, on est ramené au cas 
précédemment examiné. Si elles ont même partie entière, «, 
on poséra æ —=a—+—, et ainsi de suite jusqu'à Ce quon 
X2 
trouve pour les quotients complets des parties entières diffé- 
rentes, et on retombera sur le cas précédent. 
3e Hypothèse : c et b sont positifs en même temps que a. Si 
les racines sont réelles elles sont négatives, leurs valeurs abso- 
lues sont les racines de 
ax? — bxæ +c = O0, 
équation qui correspond à la seconde hypothèse. 
Le théorème est donc établi dans tous es cas. 
(M. LAURENCE, lycée de Bordeaux.) 


Remarque. — Le théorème préeédent est connu sous le nom 
de théorème de Lagrange. 


Ent 7 


RUE ARS 4. F k Léo & $ 
PR OV Re VUE PRET DES 
* Fz C4 + * L2 


f ke 
“24 


On peut établir facilement : 

lo Que toute fraction continue périodique représente un 
nombre qui est racine d’une équation du second degré à coeffi- 
cients rationnels ; 

20 Que l'équation du second degré a ses racines de signes 
contraires si la fraction est périodique simple, et ses racines de 
même signe si la fraction est périodique mixte. 


4995. — Rechercher dans le développement de la puissance 
(+20 + 2x + 2%%)5, dont les termes semblables sont sup- 
posés réduits, le coefficient du terme en 2x8. 


En remarquant que 
1 + 20 + Pat + Da = 1 + 22 + 4x1 + 2x) 
= (1 + 2x) (1 + 4x?), 
la puissance considérée peut s’écrire 
(1 + 2æ)5(1 + 4x?)5, 
Chacun des deux facteurs de ce produit peut être développé 
au moyen de la formule connue 
A+ a) = 4 + 5a + 10? + 10a + 5at + aÿ: 
on trouve ainsi 
(+ 2x) = 1 + 10% + 402? + S0x? + S0xt + 32w5, 
(1 + 4a°)5 — 1 + 202? + 160% + 640x86 + 12808 + 102410. 

Lorsqu'on effectue le produit de ces deux polynomes, les 
termes en x$ sont donnés par les trois produits suivants : 

15 1980x8 — 1280x, 
40x? > 640x6 — 25600x$, 
80x* >< 160x* — 12800zx8, 

dont la somme est 396808. 

Le coefficient du terme en x$ est donc 39680. 

REMARQUE. — Si on pose 2x — y, on,est ramené à calculer 
le coefficient de y dans ({+y+y+y)5. En opérant 
comme précédemment on voit que ce coefficient est 

5 +10 10 + 5 >< 10 = 155. 

En remplacant y par 2x, ou y par 28æ, ou 
voit que le coefticient de x$ est 

155 X 256 — 39680. 

(DURAND, instituteur à Salernes.) 
Romane à Bou DES RDS A Hi 


de Sénébron ; KE. Hugonnier ; A. James; M. 
F. Pégorier. 


250 ><, … on 


Beyney ; 
Ducongé ; Gasluc 
Laurence ; H. Palustran ; 


4996. — Rechercher la formule moléculaire du corps dont la 
composition centésimale est la suivante : 

Carbone : 52,17 ; Hydrogène : 13,04; Oxygène : 34,79. 

La densité de vapèur de ce corps est 1,593 par rapport à l'air. 


En divisant les résultats que donne la composition centési- 
male par le poids atomique correspondant à chaque élément, 
on obtient le nombre relatif d’atomes de chacun de ces éléments 
contenus dans une molécule du corps considéré, 

On a, pour l'oxygène 





16 — PAU 
pour l'hydrogène 
Le — 13,04 ou sensiblement 4 lp QU 


et pour le carbone 
32,17 





D 4,34 où 2,172. 


Il y a done, pour un atome d'oxygène, 6 atomes d'hydrogène 
et 2 atomes de carbone, ce qui conduit à la formule générale 
C2H60n. 


Le poids moléculaire d’un composé volatil s'obtient en multi- 


pliant la densité de sa vapeur par 28,8. Le poids moléculaire 
du corps considéré est donc 


1,593 X 28,8 — 45,878 ou sensiblement 46. 
Si l’on fait n —1 dans la formule C2H60v, 
pour poids moléculaire correspondant 46. 
La formule moléculaire du corps considéré est donc C2H60. 
Ce corps est l’alcool ordinaire ou alcool éthylique. 
(DELHOTEL, à Vaucouleurs.) 


[Ont résolu la même question : M! A. Saleilles ; MM. Ambard ; Amiot ; 
Bernardeau ; Bianchi; Bourdeaux ; Durand ; de Faria ; Fraysse ; Gérard'; 
Guerrier : Hugonnier ; James ; Laurence ; Laurent ; Lefèvre: G. Lepoivre ; 
Martin ; Maubeck; Meynier ; Millet; Palustran; . Poirier ; Rousselin ;: A. de 
Saint-Gabriel ; Saintin ; Thébault ; Thibon ; Vannier.] 


on trouve 





4997. — Rechercher l'angle d'incidence qui donne à un 
prisme d'angle À sa déviation minima. On admettra que le rayon 
réfracté intérieur forme des angles égaux avec les deux faces du 
prisme. Appliquer la formule trouvée au cas où l'indice de 


réfraction est _. et déterminer l'angle cherché. 

Le rayon réfraclé intérieur faisant des angles égaux avec les 
deux faces du prisme, le 
triangle AI est isocèle. 
Abaissons la perpendiculaire 
AH sur Il. “ 

Les angles N'IH et IAH 
sont égaux comme ayant les 
côtés perpendiculaires. On a 
donc 

A 


NH ES 
JL DER 





En désignant par » Findice de réfraction de la substance du 
prisme par rapport à l'air, et par + l'angle cherché, on aura 


s A 
Sin æ = nsin — - 


2 
Dans le cas où l'indice de réfraction est égal à PE) , la for- 
mule précédente devient | 
x 2 PRE HA 45 A 
SIN Z = — SIn — = Sin —ÿ?. 
V2 PR 2 de 


A cette valeur de sin æ correspondent deux angles supplé- 
mentaires ; l'angle aigu est seul admissible, car æ < 900. 


A 1 Vz  : 
SIN SEE 
2 V2 2 


A0 00: 


Quand sin = Ve 1 on à 


d’où EE OT GLS 


| se 


Pour È > 45°, le problème est impossible, car on aurait 
ed > 1.0 
(A. MEYNIER, à Thonon.) 


[Ont résolu la même question : MM. Amiot: Bernardeau ; Bourdeaux ; 


Delhotel ; Durand; Gérard ; Guerrier ; Laurent; Licope ; Poirier ; Vannier.] 


© ————_—_—_ 
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5006. — Un père de famille, âgé de 30 ans, s'assure à une 
compagnie d'assurances pour une somme de 50000f" payable à son 
décès moyennant une prime annuelle de 1335". L'assuré meurt 
après le 25° versement. En supposunt l'intérêt de 3 1/2 °/,, la 
compagnie a-t-elle perdu ou gagné ? 


La première prime placée à intérêts composés jusqu'au décès 
de l'assuré, c’est-à-dire pendant 24 ans, devient, au bout de ce 
temps, 

1335(1 + 0,035) 
de même la seconde prime devient 

1335(1 + 0,035); 
et ainsi de suite jusqu’à la 25° prime qui ne rapporte aucun 
intérêt. 

Au décès de l'assuré, la valeur des primes payées sera égale à 


1335[(1 + 0,035)% + (1 + 0,038) +... Hay 
p | PR EE CRIE LES FRERE 
EE AT TANETITRNEN — 51 996 , 


La compagnie a done gagné 
51 996 — 50000 = 1996f. 
(G. DESNOËS, à Chezal-Benoît.) 
[Ont résolu la même question : MM. H, Andréis; E. Barbé ; A. Bernardeau ; 


M. Beyney ; A. Bourlat; P. Chanvallon ; E. Durand ; Gasluc de Sénébron ; 
E. Hugonnier ; M. Laurence ; M. Marx ; F. Mestre; P. Valentin.} 


————————— ————— À 


ALGÈBRE 





5001. — Calculer les côtés d'un rectangle ABCD, connaissant 
le périmètre 2p et le rayon R du cercle passant par les deux som- 
mets À, B et tangent au côté CD. — Discuter. 

(Bacc. lettres-math., Paris, mars TS 


Soit O le cerele de rayon R passant par A, B et tangent en 
E à DC. 
En posant AB—x, AD=—Yy, ona 
2x + 2y = 2p, 
ou T+Yy = D. (1) 
D'autre part, le triangle rectangle 
AOI donne la relation 


AO0° = AI +10 

H 2 
ou re (2) +(y—R}. (2) 
Remplacons dans (2), 


valeur tirée de (1), nous aurons, après avoir ordonné par rap- 
port à y, 


D E C 





æ par sa 


By? — 9{p + 4R)y + p°? = 0. (3) 
Diseussiox, — Pour qu'une valeur de y convienne, il faut et 
il suffit qu’elle soit réelle et inférieure à p. En effet si l'équation 
(3) a ses racines réelles, elles sont nécessairement posilives ; 
2 
d’ailleurs l'égalité (2) entraine (5) SARA OURLE <S AR 
et (y—R}<R? ou y(y—2R) <0; par suite 0 <y<?2R. 
La condition de réalité est 
(p + 4RP — 3p° > 0, 
ou p? — 2Rp — 4R? a 0, 
inégalité vérifiée lorsque : + 


_0<Lp KR + V5). 


En remplaçant y par p dans le premier membre de l’équa- 
tion (3), on obtient 
5p? — 2p? — 8Rp + p°? = 4p(p — 2R). 

ce résultat est négatif ; p sépare les deux racines; 
la plus petite convient seule. 


Si p>2R, p est extérieur aux racines et supérieur à leur 
: + 4R à A0 
demi-somme À —— au plus égale à RATE les deux 
) 


bl 0 <2R, 





- 
racines conviennent. 

En résumé, pour p <2R, 
2R <p < R(1 + W5), 


,il y à une solution, et pour 
il existe deux solutions. 


(G. SANPITÉ, à Soissons.) 


Solution géométrique. — Pour figurer le demi-périmètre p 
du rectangle, prolongeons EF d’une longueur FH — AB, de 
sorte que EH = ». 
On peut tracer le cercle O et dé- 
terminer le point H ; il reste ensuite 
à mener la droite BH de manière 
G que l’on ait 


E HT 4 pe ÀB — FH 


B, a 2 
Pour cela on remarque que la 


droite HB prolongée coupe le côté 
CD tangent en E au cerele O en un 


D A 


K 3 
point connu K tel que 
ER FR 
DENCIREN PES 
d'où ‘EEK = £. 


Pour que la droite KH rencontre le cercle O, il faut que sa 
distance OI au centre du cerele soit inférieure ou égale à R : 
OI KR. 
Or le triangle OIH étant semblable au triangle BFH, on a 


20 1H 0H OL: 


OH p—kR 
’ot OI a une) 
d'où : E 
La condition de possibilité est donc 
p—kR 
— <R 
TRS 
ou p SR + V5). 


Cette condition remplie, la droite KH coupe le demi-cerele EG 
en deux points lorsque 
EH > EG ou p.>2R; 
il existe alors deux solutions, qui se confondent en une seule 
pour p = R(I + ÿ5). 
Lorsque p<2R, la droite KH n’a plus qu'un seul DO 
commun avec le demi-cercle EG; dans ce cas le problème n’a 


qu'une solution. 
(R. CATTIN, à Mont-de-Marsan.) 


[Ont résolu la même question ; MM. M. Amiot ; E. Barbé ; A. Bernardeau ; 
M. Beyney : H. Bollin; A. Bourlat ; J. Bournisien ; G. Bourvéau ; L. David ; 
R. Ducongé ; A. Duittoz; E, Durand ; H. Fricquegnon ; Gasluc de Sénebron ; 
A. Godfroy; P. Guerrier ; E. Hugonnier ; A. Humblot; A. Lapresle ; 
M. Laurence ; A. Legros; M. Marx ; F. Mestre ; Pariselle : D. Petit ; 
L. Platrier ; E. Ronçin ; M. Thibon; A. Vannier; Mie G. Oddos ; MM. Daure ; 


H. Dobryzniak ; Serres.] 
—————————_—_—— 
(*) On peut remarquer que la moyenne géométrique des racines 


est ns ; comme ÿ > ae p est supérieur aux racines. 
5 


V5 





ie A A Te y es ms PERS Di Sora Fr Av à K Fr 3 Ph he X % r. É v À, 
p: À t: Lis L a M à SUVE È MAS = a ; 
E — 126 — Rnb * 
5008. — Construire un triangle connaissant deux côtés et | d’où l’on déduit k. , 
e , 4 ! 
sac te que 1 S0Nne des hauteurs qui leur correspondent est DB — 2RR _O'D = k.0D, 
égale à la troisième hauteur. d —R? 
2RR' . 
Soient a, b les deux côtés donnés et æ le troisième côté | €n Supposant d£R eten posant RU OS 
inconnu du triangle. Si X, k, k" sont les hauteurs correspon- plifier l'écriture. 
dantes, on a, par hypothèse, On à alors 
IDE OT L 
AR ; — 0DEz0M-= 0) + À). 
Or des égalités ah = b}' = x, OT 1 2 Qu 
ere Lu æh" ne œæh" Cette égalité montre que les points I, l appartiennent aux 
{ TU TX (0 ED deux cercles transformés par homothétie du cercle O, O0’ étant 
os GRR RATS p" le centre et 1% les rapports d'homothétie. 
EE a b di Si d—R, O' est sur le cercle O et les égalités ci-dessus | 
d'oi ab donnent 
où = —— ' 
mia 20 t DR sn 
valeur facile à construire au moyen d’une quatrième propor- 01 O’A 
tionnelle. d’où or DATE CRE 


Le triangle est ainsi déterminé par ses trois côtés à, b, æ. 
Pour qu’il existe, on doit avoir 
a—b<x<a+b, 





ou a — b < 2e << a+ db. 
a + b 
La seconde inégalité revient à 
ab << (a + b}?, 
résultat évident puisque (a+ b} > 2ab; la première inégalité 
s'écrit a? — b? < ab, 
ou a — ab — D <L0, 


inégalité vérifiée lorsque NE 


(DURAND, instituteur à Salernes..) 


[Ont résolu la même question : Mie A. Saleilles; MM. P. Antonescu : 
H. Belbenoït ; A. Bottin; C. Bourion; R. Cattin ; F. Clabault; L. David ; 
A. Duittoz ; H. Fricquegnon: Gasluc de Sénébron ; P. Guerrier ; E. Hugonnier ; 
M. Laurence; A. Legros; M. Marx; F. Mestre; A. Meynier; A. Minary; 
F. Pégorier ; J. Permann; R. Perrot; P. Septembre; A. Vannier ; E. Weber ; 
G. Ybert; F. Coutard; H. Dobryzniak.] 


——————————— 4 
GÉOMÉTRIE 





4998. — Etant donnés deux cercles O et 0 tangents intérieu- 
rement, on inscrit dans le cercle O un triangle ABC dont les 
côtés AB et AC sont tangents au cercle O'. Les cercles O et O’ 
étant supposés fixes on demande, quand le triangle ABC varie : 

1° Le lieu du centre du cercle inscrit au triangle ABC ; 

20 L’enveloppe du côté BC ; 

3° Le lieu du point où le cercle inscrit touche le côté BC (ce 
lieu n'est pas une conique). 


Pour plus de généralité, supposons les céreles O et O' quel- 
conques,. 
1° Soient I et l' les centres des cercles tangents aux côtés du 
triangle ABC et situés 
sur la bissectrice AO’. 
Cherchons le lieu de ces 
B centres. 


La bissectrice AO" coupe 
le cercle O en D. On sait 


Désignons par R et R’ les 
rayons des cercles O et 
0’, par d la distance O0’. On a les relations 
DB 
snDAB — ds 
O'A sin DAB = R/, 
d?’— R? = O'A.OD, 


quel’ona DI=DI'=DB. 


Les points I et l’ sont alors sur les deux droites transformées 
par inversion du cercle O, O0’ étant le centre et —2RR les 
puissances d’inversion. Ces droites ne sont autres que les tan- 
gentes au cercle 0’ aux extrémités du diamètre 00". 

Dans tous les cas, les parties utiles sont limitées par les 
droites qui joignent 0’ aux points d’intersection des deux cer- 


cles O et 0’. Les portions des lieux intérieures au cercle 0 


correspondent à un cercle inscrit, et les portions extérieures à 
un cercle exinscrit. 





2° Décrivons le cercle de centre D et de rayon DB ainsi que 
le cercle F orthogonal au cercle O et passant par 0’, | 
Le cercle F coupe 00 en un point G fixe déterminé par la 


relation 
0G. d = R?. 





L'axe radical de O et de F passe également par un point . 


fixe H sur 00, car la division OGHO’ est harmonique. On trouve 
facilement 


24R? 4: 
Œ+R 
L'axe radical de D et F coupe AO’ en K et l’on a 
DK.DO' — DB? = #°.D0”, 
donc DK = k2.D0’. 
Si M est le centre radical des cercles O, D, F on voit que KM 
parallèle à OD coupe 00 au point fixe N tel que 


HUE 


ON 21. d 
Les triangles semblables OHD et NHM donnent alors 
NM HN 46 __{fHO—ON 
ODAEHU d'où NE (on, 
R?(d? + R? 
et finalement NM=R— HET 








Le lieu de M est le cercle de centre N et de rayon NM définis 
par les égalités ci-dessus. Ce cercle est aussi l'enveloppe de BC 
qui lui est tangent en M. ; 

On s’assurera facilement que les cercles N, 0, 0’ ont même 
axe radical. 

En remarquantque H est un centre d'homothétie des cercles N 
et O on voit que les parties utiles du cercle N sontlimitées aux 
droites joignant H aux points d'intersection des deux cereles 0 
RON 

Quand d—R, BG se déplace parallèlement à lui-même en 
restant perpendiculaire à O0’. 


3° D’après la première partie, les rayons des cercles lieux des 
points I et l’ qui aboutissent en I et en J’ sont parallèles à OD, 
par suite perpendiculaires à BC. Les points de contact des cer- 
cles I et l’ avec BC sont alors les projections des centres des 
cercles lieux de I et l' sur BC. BC enveloppant le cercle N, les 
lieux de ces deux points de contact sont donc deux limaçons de 
Pascal dont les deux points doubles et le cercle générateur 
sont connus. 

Si d=R le raisonnement précédent n'est plus applicable. 
Soit P le point de contact du cercle 1 avec BC, la figure ci- 
dessous permet d'écrire les relations suivantes : 


PU = IT = 10° — OT° 





Le carré de l'ordon- 
née PU est propor- 
tionnel à l’abscisse US. 
La courbe P est donc 
une parabole ayant 00 
pour axe, 5 pour sOm- 
met, 2R pour para- 
mètre. I’ donne lieu à 
la même parabole. 

Les parties utiles 
de “ces différents 
lieux se  déduisent 





À 


aisément de celles des lieux I et TJ. 


(A. D., à Castres.) 
[M. P. Thonet a résolu la même question. 


5009. — Deux cercles O et O' se cou- 
. penten A etB; on mène par le point A 
une corde qui coupe ces cercles en P et 
P'. On considère : 
10 le cercle w qui passe par B et P 
et coupe orthogonalement le cercle O ; 
20 Le cercle w' qui passe par B et P' 
et coupe orthogonalement le cercle 0’. 
Les cercles w et w' se coupent en un point M autre que B. 
Trouver le lieu de ce point lorsque APP’ tourne autour de A. 


\ 


P 


Transformons la figure par rayons vecteurs réciproques en 
prenant A pour pôle, la puissance d'inversion restant quel- 
conque. 

Les cercles O, 0’ passant par le pôle A se transforment en 
deux droites bd, bd’; la sécante AP’P devient la droite App'; le 





cercle w passant par B et P et orthogonal au cercle O à pour 

réciproque un autre cercle pas- 
sant par b et p et orthogonal à 
bd, c'est-à-dire le cercle de dia- 
mètre bp; de même le cercle w’ 
a pour réciproque le cerele de 
diamètre bp’. Les cercles de 
diamètres bp et bp’ se coupent 
en un point m,inverse du point 
M. Comme l'angle Amb est 
droit, le lieu de » est le cercle 
de diamètre AD. 

En revenant à la figure primi- 
tive, le cercle de diamètre Ab a 
pour inverse la droite passant par B et perpendiculaire à AB : 
cette droite représente le lieu de M. 

(AMBLARD, à Saint-Flour.) 


[Ont résolu la même question : Me A. Saleilles; MM. E. Barbé ; H. Belbenoit: 
À. Bernardeau ; M. Beyney ; A. Bottin ; F. Clahault; R. Colomer ; L. David; 
E. Durand ; L. Hostier ; A. Legros.] 
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MÉCANIQUE 


4988. — Un madrier de section uniforme, ayant km de lon- 
gueur et pesant 30Y6, repose par l'une de ses extrémités sur un 
sol horisontal, et est appuyé par l’autre contre un mur vertical. 
Ce madrier est incliné à 45°; il supporte un poids de 205 qui est 
suspendu au milieu de sa longueur. On demande : 

1° Quel est, en faisant abstraction de tout frottement, l'effort 
horizontal à exercer sur le pied de ce madrier pour l'empêcher 
de glisser ; 

2 Si cet effort augmente ou diminue quand on déplace le 
poids additionnel vers le pied du madrier. 


(Concours de 1900 pour l'emploi d'inspecteur du travail.) 


Première solution. — Le milieu G du madrier est sollicité 
par une force verticale P égale 
à son poids plus le poids addi- 
tionnel, soit 
P = 30 +.,20 = 50%6. 
La force P se décompose en 
deux forces parallèles égales 


DEEE : la force P: est 


détruite par la résistance du 
sol ; la force P, se décompose 
en deux autres dont l’une, F’, 
est normale au mur et détruite par la résistance du mur, et 
l’autre, F, est dirigée suivant AB. Laforce AF peut être trans- 
portée en BF, où elle se décompose encore en deux autres 
forces. Ces forces sont égales puisque le madrier est incliné à 





P : 
45°; elles ont pour valeur commune P; ou Tai ; l’une, fi, est 


dirigée suivant OB, et l’autre est normale au sol OB et détruite 
par sa résistance. En définitive, la force f1 tend à faire glisser 
le madrier dans le sens OB ; pour empêcher ce glissement, il 
faut donc exercer en B un effort horizontal égal et opposé à 


F 
fe 


DE, =— (OU KE 
5 #0; 

2 Lorsque le poids additionnel est appliqué entre G et B, 
en le décomposant en deux autres forces parallèles appliquées 


en À et B, la composante agissant en A est moindre que celle 





agissant en B, de sorte que l'on a alors 
A 
PT Po, ‘OÙ PP —P;,r qu Pl, Ets ; 


Par suite la force F tend à diminuer, ainsi que l'effort hori- 
zontal de glissement opposé à fi. 
(LAMARRE, collège de Châtillon-sur-Seine.) 


Seconde solution. — Le madrier en équilibre est soumis à 
l'action de cinq forces, savoir : son poids P appliqué au milieu 
G de AB ; le poids additionnel P’ 
appliqué en un point quelconque D 
de GB; les réactions normales N et 
N' déterminées par la résistance du 
mur et du sol ; enfin la force horizon- 
tale X qui s'oppose au glissement de 
l'extrémité B. 

En prenant les moments par rap- 
port au point d’intersection C des 
réactions N et N', les moments de ces 
forces sont nuls, et il reste pour 
l'équation des moments des trois autres forces : 





Pa+Pzæx = 2aX, 
en posant DA ODA I BlE= E 


On tire de là 





L Pr 
Sa 2 7% : 
On voit que & variant de a à 0, l'effort horizontal décroît 
Pé TAPIE Pl 
ASS 


2 
(D. PETIT, lycée de Belfort.) 


[Ont résolu la même question : MM. M. Amiot; B. Andréis ; À. Bernar- 
deau; G. Desnoës ; E. Durand; Fournel ; P. Guérit ; M. Laurence ; G. 
Lepoivre; G. Marie; M. Marx; F. Pégorier ; D. Pelit; M. Poirier ; P. Va- 
lentin.] 
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DISCOURS DE M. MASCART 


MEMBRE DE L'INSTITUT, 
PROFESSEUR DE PHYSIQUE GÉNÉRALE ET EXPÉRIMENTALE 
AU COLLÈGE DE FRANCE, 
Prononcé le 13 avril, à Nancy, à la séance de clôture du Congrès annuel 
des Sociétés savantes de Paris et des départements : 


Monsieur LE MINISTRE, 
MESSIEURS, 


La marche de la civilisation est continue ét les siècles successifs 
n'y tracent que des limites artificielles ; mais ces étapes s’im- 
posent à l'esprit, par suite d’une longue tradition, et il arrive 
parfois que le nom d’un siècle suffit à éveiller le souvenir de 
grands événements dans l’histoire de l'humanité. 

Au moment où nous venons d’inaugurer une nouvelle période, 
il est naturel de reporter sa pensée en arrière et de dresser l’in- 
ventaire des connaissances actuelles, en le comparant au 
bilan des richesses intellectuelles que le dix-neuvième siècle 
avait reçues du passé. 

Ce serait là le programme d'une œuvre immense, mais le 
temps des encyclopédistes n'est plus ; le domaine scientifique a 
pris une telle extension que les efforts individuels se doivent 
concentrer sur une région très restreinte, et il faut borner sa 
curiosité à des notions générales sur les progrès accomplis dans 
les différents champs que l'on n’a pas soi-même exploités. 

Pour ne pas risquer de m'égarer, je voudrais seulement vous 
soumettre quelques réflexions sur les sciences qui constituent 


la physique et montrer comment, d’abord isolées les unes des 
autres, elles ont fini par se rapprocher et se réunir pour cons- 
tituer un ensemble dont toutes les parties se tiennent étroite- 
ment. Au surplus, si les connaissances mathématiques sont 
nécessaires pour donner à l'esprit l’habitude et le langage des 
raisonnements exacts, la physique intervient également dans 
toutes les recherches expérimentales, par les méthodes et les 
instruments d'observation, par l'étude des divers agents que 
l'on fait intervenir, et par les notions qu’elle suggère sur la 
constitution de la matière. La physique, à laquelle les Anglais 
ont conservé le beau nom de philosophie naturelle, se trouve 


ainsi à la base de toutes les sciences qui visent aujourd’hui à la 


précision, et mérite peut-être une attention particulière. 

À la fin du dix-huitième siècle, si nous laissons à part les 
questions relatives à la pesanteur et à l’élasticité, on peut déjà 
signaler des progrès importants dans l'étude de la chaleur, de 
la lumière, de l'électricité et du magnétisme. 

En optique, on connaissait les principales lois de la propa- 
gation, la réflexion sur les surfaces polies et les miroirs, la 
réfraction dans les différents milieux, les propriétés des rayons 
colorés qui constituent la lumière blanche ; on savait construire 
les lunettes, les télescopes et les microscopes, qui augmentent 
la puissance de l'observation pour l'étude des astres qui peu- 
plent le ciel, et pour l'observation de ces organismes dont la 
petitesse échappe à la vue ordinaire et dont le rôle grandit tous 
les jours. On connaissait aussi les lois expérimentales des phé- 
nomènes qui se rapportent à l'irisation des bulles de savon et 
les propriétés singulières que présentent les deux espèces de 
rayons réfractés dans les cristaux transparents. 

Sur la nature même de la lumière, on hésitait entre la notion 
des projectiles, abritée sous l'autorité de Newton, et l'hypothèse 
émise par Huygens des ondes ou des vibrations d’un milieu 
spécial. Si l’idée des projectiles lumineux se prêtait malaisément 
à l'explication des anneaux colorés, par contre on ne pouvait 
encore concilier celle des vibrations avec la propagation en 
ligne droite ni avec les qualités acquises par les rayons qui ont 
subi la double réfraction. « Pour dire comment cela se fait », 
ajoute Huygens, « je n’ay rien trouvé jusqu'iey qui me satisfasse. » 

L'électricité paraissait marcher plus vite. On avait reconnu 
les deux manières différentes d’électriser les corps, les attrac- 
tions et répulsions qui s’exercent entre eux et l’électrisation par 
influence à distance; les machines électriques furent perfec- 
tionnées ; la bouteille de Leyde permit de condenser ce nouvel 
agent et d’exagérer les phénomènes ; l’analogie de la foudre et 
de l'électricité, conduisant à l’invention du paratonnerre, avait 
illustré le nom de Franklin. 

Les mémorables expériences de Coulomb montrèrent ensuite 
que les actions réciproques des corps électrisés suivent les 
mêmes lois que la gravitation universelle, et cette partie de la 
science semblait définitivement établie. 

Il en fut de même pour le magnétisme. Si les propriétés ma- 
gnétiques ne peuvent pas se transmettre aisément d’un corps à 
l’autre, comme en électricité, on avait reconnu qu'il est possible 
de donner au fer doux, par influence, une aimantation tempo- 
raire, que les deux pôles d'un aimant ont des qualités différentes, 
qu'ils se repoussent ou s’attirent suivant qu'ils sont de même 
nom ou de noms différents. Après que Coulomb eut constaté 
également que ces actions obéissent aux lois de l'attraction 
universelle, on put admirer combien parfois la nature semble 
se plaire à la simplicité des moyens, puisqu'elle a recours aux 
mêmes règles dans des ordres de phénomènes aussi différents. 

La boussole servait, de temps immémorial, à la direction des 
navigateurs. Tant que les voyages furent réduits à des éten- 
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actions électriques 


dues de mér limitées, la déviation du compas restait à peu près 


invariable ; mais la découverte du Nouveau-Monde fit voir que 
l'action de la terre .sur l'aiguille aimantée n'a pas la même 
direction géographique en tous les points du globe. En outre, 


Jaiguille libre tend à prendre une direction inclinée sur lho- 


rizon et cette inclinaison varie d'un lieu à l’autre. Les grands 


‘voyages de la fin: du dix-huitième siècle ont ainsi planté les 


premiers jalons des travaux ultérieurs sur le magnétisme ter- 

di eh | 
"ILya beaücoup r moins à dire sur la chaleur. On avait bien in- 

ventéles thermomètres pour mesurer les degrés de température ; 


on voyaitla chaleur se transmettre soit de proche en proche, : 


entre des particules voisines ou des corps en contact, soit par un 


-ravonnement à distance, pour tendre toujours à l'équilibre des 


températures ; on avait été un peu plus loinen comparant les 


quantités de chaleur.nécessaires pour échauffer également un 


même poids de différentes substances, ou pour opérer certaines 
transformations d'état, comme la fusion de la glace. 

Au point de vue théorique, c'était le règne des fluides, mot 
magique destiné trop souvent à voiïler l'ignorance et commode en 
ce sens qu'il était loisible d'attribuer à ces fluides, mal définis, 
toutes les: qualités successives qu'exigeait l Qi Grp tenoE de 
nouvelles expériences. 

L'électricité est attribuée à deux fluides différents, d'abord 
réunis en quantité illimitée dans chaque corps à l’état de fluide 
neutre, que l’on pouvait séparer par contrainte, mais toujours 
disposés à se rapprocher pour reconstituer un fluide neutre. Le 
magnétisme est dû également à deux fluides semblables, moins 
faciles à traiter cependant, parce que, séparés en apparence, ils 
persistent à exister simultanément en quantités égales et consen- 


tent seulement à rester face à face dans les moindres particules 
des corps, sans vouloir passer de l’une à l’autre. 


De même, la chaleur s'explique par un fluide calorifique, 
d'essence inaltérable, dont les éléments se repoussent, et qui 


‘s'écoule des points plus chauds vers les points plus froids avec 


une vitesse qui dépend des variations de la température et de la 
conductibilité propre des milieux. ñ 
Il y avait bien lieu de se demander comment tous ces fluides, 


-qui doivent cohabiter dans les mêmes particules avec des pro- 
_priétés si différentes, y peuvent vivre en bonne harmonie et si 


le moment n’était pas venu d'examiner de plus près leur ménage. 


La chaleur n’était pas sans créer un réel embarras dans le phé- 
nomène de rayonnement, car la lumière qui nous vient du soleil 


est accompagnée de chaleur qui la suit avec la même vitesse et 
obéit aux mêmes lois générales de propagation ; il fallait donc 


ii joindre la lumière et la chaleur et renoncer pour elles à l’idée 


de fluide. 
Et cependant, de cet ensemble de travaux, en apparence si 


disparates, une idée féconde s'était dégagée, qui consistait à 


mesurer les phénomènes et à déterminer leurs rapports numé- 
riques, au lieu de constater simplement leurs qualités en plus 
ou en moins. En même temps que Lavoisier transforme la chi- 
mie par l'emploi général de la balance, que Lavoisier et Laplace 
comparent les chaleurs spécifiques, Coulomb mesure et pèse les 
ou magnétiques. 

Un esprit éminent de notre époque aime à répéter : « Quand 
on peut mesurer ce dont on parle et l’exprimer en nombres, on 


y connaît quelque chose; si on ne peut le traduire par un 


nombre, la connaissance est maigre et ne mérite pas le nom de 
science. » | 
Ce qui importe alors, c'est que tous les peuples civilisés em- 


ploient les mêmes mesures et parlent, pour ainsi dire, la même 


langue. Au-dessus de l'intérêt des transactions commerciales, 


l'intérêt de l'esprit humain ‘demande qu 


‘cultés dans les transactions 
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e chacun, sans calculs 
stériles, puisse mettre à profit les travaux et les documents des 
savants disséminés dans le monde entier. 

A la fin du dix-huitième siècle, alors que les échanges deve- 
naient plus actifs, on vivait encore sous un régime essentielle- 
ment particulariste, et la complication des mesures était 
inextricable. 

En France seulement, chaque province et même, ce qui semble 
plus étrange, chaque administration de l’État avait son système 
particulier de mesures, ce qui constituait une source de diffi- 
de l’une à l’autre. En outre, les 
mesures de longueur, de surface et de poids n'étaient reliées 


entre elles que par des rapports compliqués ; suivant les cas, 
‘il fallait recourir à des subdivisions par 10, 12, 


16 ou 32 
passer des unités principales aux unités secondaires. 

Les longueurs s'évaluaient en lieues, toises, pieds, pouces, 
lignes et centièmes de pouce ou de ligne ; les mesures agraires 
en arpents et perches ; les volumes en muids, setiers, boisseaux 
et pintes ; les poids en livres, onces et grains, sans compter lés 
carats des orfèvres et les scrupules du pharmacien 

Les savants avaient proposé une refonte générale des mesures 
en prenant comme point de départ une base empruntée à la 
nature, tèlle que la longueur du pendule qui bat la seconde ou 
une fraction de la circonférence du globe, afin que le nouveau 
système püût être adopté par tous les peuples. 

Les grands corps politiques de la Révolution française avaient 
surtout en vue de confirmer l'unité nationale dans ses diverses 


; pour 


manifestations en imposant dans toute l'étendue du pays l'usage 


de mesures uniformes et coordonnées ; mais leurs projets pri- 
rent un caractère plus élevé. 


Le 8 mai 1790, sur la proposition de M. de Talleyrand, lAs- 


‘semblée constituante rendit un décret par lequel « le roi était 
‘supplié d'engager le 


Parlement d'Angleterre à concourir avec 
l'Assemblée nationale à la fixation de l'unité naturelle des 
mesures et poids... et en déduire un modèle invariable pour 
toutes les mesures et pour les poids ». 

Le moment n'était pas favorable à une entente internationale, 
mais l'entreprise ne fut pas abandonnée. La Convention confia 
à une commission de savants le soin d'établir les bases du sys- 
tème métrique; une dizaine d'années furent nécessaires, au 
milieu des troubles politiques et sous un régime de suspicion 
qui frappa plusieurs membres de la commission, pour aboutir à 
à la fin des travaux. C’est là une œuvre dont on ne saurait trop 
admirer la grandeur et dont la perfection s’est affirmée de nos 
jours par la création du bureau international des poids et 
mesures. 

Le dix-neuvième siècle débutait ainsi avec un outillage per- 
fectionné et un ensemble considérable, quoique un peu décousu, 
de connaissances scientifiques ; il nous reste à montrer com- 
ment il a su faire fructifier ce bel héritage. 

L'un des progrès les plus tardifs a été celui de la chaleur, 
dont on commençait à voir déjà l’utilisation mécanique dans les 
machines à vapeur. À cet égard, l'ouvrage de Sadi Carnot inli- 
tulé : «Réflexions sur la puissance motrice des machines à feu » 
fut un trait de génie, mais il venait presque trop tôt, car il fut 
mal compris. Le célèbre théorème de Carnot, sur la relation 
qui existe entre le travail accompli et les deux températures du 
foyer et du réfrigérant, avait besoin, pour constituer une véri- 
table théorie mécanique de la chaleur, d'être complété par une 
autre notion, à savoir : que la chaleur n’est pas un fluide indes- 
tructible, qu’elle peut disparaître en produisant un travail, de 
même qu'on peut la créer par un travail mécanique. Des notes 
posthumes, publiées trop tardivement, ont montré que Carnot 
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sf Late 
avait conçu et énoncé formellement ce Reed à nécessaire 
de la doctrine et, vingt ans après sa mort, le mérite allait en 
revenir à Jean-Tobie Mayer. 

Le fluide calorique était. donc appelé à disparaître et on ne 
voit plus dans la chaleur qu'un mode particulier de mouve- 
ment. 

En même temps, les quantités de chaleur absorbées ou déga- 
gées dans les opérations mécaniques permettaient de rétablir, 
sans aucune réserve, le grand principe de la conservation de 
l'énergie, que l’on doit sans doute faire remonter à Galilée. 

Pour l'optique, les travaux de Fresnel ont fait prévaloir sans 
conteste la théorie des ondulations. Le rayon lumineux n'existe 
plus avec son ancienne rigueur géométrique ; il se dévie et 
s'étale latéralement quand on veut le serrer entre des orifices 
trop étroits. Les lumières émanées de deux sources voisines 
peuvent s’entredétruire si les déplacements qu'elles tendent à 
imprimer à un même point sont égaux et directement opposés, 
de sorte que la lumière ajoutée à la lumière produit parfois 
l'obscurité. Les colorations des lames minces et des lames cris- 
tallines, les phénomènes de réflexion et de réfraction, le pou- 
voir rotatoire des corps dits actifs, tout s'explique par les 
vibrations d’un milieu qui remplirait les espaces vides du eiel, 
pour pénétrer les corps pondérables en y subissant diverses 
modifications, 

Les découvertes plus récentes, l'analyse spectrale des sources 
de lumière, les rayons chimiques et calorifiques, l'entraînement 
partiel des ondulations par les corps où elles se propagent, la 
détermination du mouvement des astres suivant la ligne d’ob- 
servation par la nature de la lumière qu'ils nous envoient, 
toutes ces notions nouvelles n’ont fait que s'adapter aux idées 
de Fresnel et confirmer ses prévisions les plus hardies, 

L'optique paraissait ainsi devenir une science définitive, par- 
tiellement rattachée à la chaleur par un certain nombre de pro- 
priétés communes, mais soumise encore à une sorte de régime 
particulier, 

Dans le domaine de l'électricité, les grandes découvertes ont 
débuté avec le dix-neuvième siècle qu’elles ont continué d’émer- 
veiller jusqu'à la fin. 

Le 16 brumaire an X (28 octobre 4801), Volta lisait devant la 
ire classe de l'Institut de France: sciences mathématiques et 
physiques, son premier mémoire sur la théorie du galvanisme 
et, particulièrement, sur le fluide galvanique. 

A la suite de cette lecture, d’après les procès-verbaux de l’Ins- 
titut, «le citoyen Bonaparte propose que la classe donne une 
médaille d'or au citoyen Volta et qu'une commission soit char- 
gée de faire en grand toutes les expériences propres à répandre 
un jour nouveau sur l’importante branche de la physique dont 
le citoyen Volta vient d'entretenir la classe ». 

La lecture de Volta fut continuée dans les séances du 12 et du 
22 novembre 1804. 

Dès le 2 décembre, sur la proposition de la commission, « la 
classe charge son bureau et la commission des fonds de prendre 
les mesures nécessaires pour faire frapper la médaille destinée 
au citoyen Volta ». 

On remarquera peut-être, en passant, que les académies et 
même les commissions de toute nature n'ont pas coutume, en 
général, d'aller si vite en besogne, et ce n’est pas manquer de 
respect envers la première classe de l'Institut de penser que 
l'autorité du premier consul a | pu avoir quelque influence sur 
cette activité inusitée. 

D'ailleurs, le premier consul ne devait pas borner à cette 
récompense les marques de son enthousiasme. Deux jours après 
la communication du rapport, ayant appris que les ressources de 
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! Li L 
Volta s'étaient FRAPPE il Ii fit remettre une gratification de 
6000 fr: 

Quelques mois plus tard, le 25 juin 1802, il écrivait à | Chaptal, 
ministre de l’intérieur : 

« Je désire donner en encouragement une somme de 60 000 fr. 
à celui qui, par ses expériences et ses découvertes, fera faire à. 
l'électricité et au magnétisme un pas comparable à celui qu'ont 
fait faire à ces sciences Franklin et Volta, et ce au jugement de : 
la première classe de l'Institut national, ..... mon but spécial 
étant d'encourager et de fixer l'attention des physiciens sur cette 
partie de la physique qui est, à mon sens, le chemin des gran- 
des découvertes. » | 

Ce jugement d’un grand capitaine mérite d'être conservé 
comme un précieux document historique. Les événements de- 
vaient justifier sa prévision d'une manière inespérée et nous 
pouvons être fiers que l’Institut de France, s'associant aux inten- 
tions du premier consul, ait rendu un si éclatant hommage à 
l’œuvre de Volta. 

Les découvertes n'ont pas tardé. On avait déjà obtenu quel- 
ques réactions chimiques par l’action des étincelles électriques, 
mais les phénomènes étaient mal définis et difficiles à régler. La 
pile de Volta permit de décomposer l’eau en ses éléments; Davy 
put isoler les métaux alcalins, le potassium et le sodium, et les 
applications de l'électricité à la chimie devinrent très nom 
breuses. | 

Toutefois, on s’appliquait trop à étudier les effets produits à à 
l'interruption ménagée entre les fils attachés aux pôles de la 
pile, sans chercher ce qui se passe dans le conducteur lui- même 
qui est parcouru par le courant électrique. 

I ne fallut pas moins de vingt années avant qu'OErsted, 
approchant ce fil conjonctif d’une aiguille aimantée, s’aperçüt 
qu'elle était déviée de sa position d'équilibre, comme elle eût 
fait sous l’action d'un aimant. C’est le hasard, semble-t-il, qui 
mit OErsted sur la voie de cette grande découverte, mais le . 
hasard ne réussit qu'entre bonnes mains, et la science fourmille 
d'exemples où les phénomènes les plus importants ont ares 
à ceux qui en furent les premiers témoins. 

Dès l'annonce de l'expérience d'OErsted, Ampère se mit à 
l'étude du nouveau phénomène. Avec une rare pénétration d’es- 
prit, il établit les lois de cette action singulière dont la dissy- 
métrie était imprévue. Comme dans tous les phénomènes : 
naturels, l’action du courant sur les aimants devait être accom- 
pagnée d'une réaction égale et contraire des aimants sur le. 
courant, ce que l'expérience confirma, En outre, les courants 
devaient agir les uns sur les autres, ce qui fut encore vrai. Dans 
le cours d’une seule année, Ampère réalisa une série d'expérien- 
ces ingénieuses et en suivit toutes les conséquences mathéma- 
tiques pour aboutir aux lois célèbres de l’électromagnétisme et 
de l'électrodynamique. Les mémoires d'Ampère sont restés un 
modèle auquel le temps et les progrès ultérieurs n’ont rien 
changé; ils ont excité une telle admiration qu'en Angleterre 
même un illustre savant à pu dire qu'ils n'étaient comparables 
qu'à l’œuvre de Newton. 

En même temps, Arago et Ampère découvraient l’aimanta- 
tion temporaire du fer doux par les courants et imaginaient la 
construction de l’électro-aimant, dont le rôle est devenu univer- 
sel. Un lien se trouvait ainsi établi entre deux sciences primi- 
tivement distinctes ; les aimants n'étaient plus que le siège de 
courants électriques autour des particules et les deux fluides 
magnétiques allaient devenir superflus. 

Un nouveau pas restait à franchir. Puisque les courants 
aimantent le fer doux et l’acier et que l'essence des deux agents 
paraît ainsi la même, on doit s'attendre à ce que les aimants 
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soient capables de produire des courants électriques. Ampère le 


comprit bien et chercha à mettre en évidence ce qu'on a appelé 
depuis les courants induits. Il les aperçut meme, sans y porter 
une attention suffisante, dans une expérience où il espérait pro- 
duire des courants permanents, n’ayant pas l’idée que les effets 
sont temporaires et liés au mouvement relatif des aimants et 


_des conducteurs ; ce fut plus tard un des chagrins de sa vie. On 


pourrait citer encore d’autres circonstances où il n’est pas dou- 
teux que divers expérimentateurs, à leur insu, ont eu sous les 
yeux les courants induits sans les distinguer. 

Pour Faraday, il serait injuste de penser qu'une circonstance 
fortuite le mit sur la voie de sa grande découverte. C'était un 
esprit concentré, vivant au millieu de ses appareils, toujours 
occupé d'expériences parfois si étranges qu’il mettait une sorte 
de pudeur à les tenir secrètes avant d’en avoir tiré un résultat 
intéressant. Les courants induits, dont il montra la production 
par les aimants, par les courants ou simplement par l’action du 
magnétisme terrestre, interviennent chaque fois que des modi- 
fications se produisent dans un système électrique ou magné- 
tique, et leur durée est limitée à celle de ces modifications. Ces 
courants sont le principe de toutes les machines actuelles. 

Et si, dans l’ordre d'idées que je poursuis en ce moment, on 
n'y trouve guère d’'aperçu nouveau sur les relations des diver- 
ses branches de la physique, Faraday réservait une autre sur- 
prise lorsqu'il reconnut, en 1848, que les actions magnétiques, 
quelle qu'en soit l’origine, sont capables de modifier un rayon 
de lumière qui se propage dans un milieu transparent. C’est la 
découverte du pouvoir rotatoire magnétique. Un morceau de 
verre, placé dans la direction de l’aiguille d'inclinaison, acquiert, 
sous l'influence du magnétisme terrestre, des propriétés opti- 
ques analogues à celles que possède l’axe des cristaux de quartz. 

Il y a donc quelques liens entre l'électricité, le magnétisme 
et la lumière, mais un nouvel intervalle de vingt ans fut encore 
nécessaire pour les dégager avec plus de précision. 

Dans les appareils construits pour reproduire incessamment 
des courants induits, le sens de ces courants est naturellement 
alternatif, comme les oscillations d’un pendule, comme le flux 
et le reflux de la mer en comparaison avec le cours continu des 
fleuves. Ges mouvements de sens opposés se retrouvent aussi 
dans la décharge des bouteilles de Leyde et ils présentent quel- 
que analogie lointaine avec les vibrations de la lumière. 

Par une puissante analyse mathématique, Maxwell a montré 
que cette analogie pourrait bien être une identité. Les vibrations 


électriques doivent se propager dans l’air et dans les différents 


milieux appelés diélectriques, comme le fait la lumière, avec 
une vitesse définie, que diverses méthodes expérimentales per- 
mettent de déterminer. L'interprétation d'expériences antérieu- 
res en fournissait déjà une valeur approchée, très voisine de 
celle de la lumière, et tous les travaux plus récents n’ont fait 
que vérifier l'identité absolue des deux vitesses. 

Après avoir sacrifié les fluides magnétiques, il faudra donc 
aussi passer condamnation sur les fluides électriques, les seuls 
qui eussent survécu jusque-là. 

La constitution et les propriétés mécaniques d’un seul milieu 
devront suffire à tout expliquer, et la lumière elle-même, can- 
tonnée d’abord dans une sorte de forteresse intangible, devient 


une vibration électromagnétique. 


Les découvertes de Hertz et les travaux de ses successeurs ont 
été le triomphe de cette doctrine. Les vibrations électriques 


fournissent des rayons, comme la lumière ; ces rayons se brisent 


ou se diffractent aux bords des obstacles ; ils se réfléchissent, 
changent de direction en passant d’un milieu dans un autre, se 
polarisent et subissent la double réfraction dans les corps à 


Structure cristalline. J'éprouve une satisfaction particulière à 


constater que le laboratoire de physique de l’université de 
Nancy à brillamment contribué à l'édification de cette science 
nouvelle. 

Après avoir conduit à la solution, sinon complète encore, 
mais très problable, de tant de difficultés anciennes, l’électri- 
cité semble prendre plaisir à en créer de nouvelles. Les rayons 
cathodiques, les rayons X et le rayonnement des corps actifs 
analogues aux sels d'uranium ne laissent pas de mettre la 
science dans un grand embarras. Ces substances singulières, 
dont l’action électrique est inusable et qui émettent indéfini- 
ment de la lumière, sans qu'on sache encore à quelle source 
elles la puisent, sembleraient même donner des inquiétudes sur 
le principe de la conservation de l'énergie, que l’on doit cepen- 


. dant considérer comme un dogme scientifique. 


Dans aucune autre voie qu’en électricité, les applications 
industrielles n'ont suivi d'aussi près les découvertes scienti- 
fiques. 

La pile de Volta a mis entre les mains des chimistes un agent 


puissant. La galvanoplastie permettait de recouvrir les métaux 


usuels d’une couche inaltérable, de reproduire les œuvres d'art 
avec une perfection absolue et de répandre dans les milieux 
les plus modestes l'usage des ustensiles en métaux précieux. 
Avec les courants formidables que fournissent les machines ac- 
tuelles, le four électrique a renouvelé la chimie minérale, Nom- 
bre de composés nouveaux s'y produisent et on peut y préparer 
en masses de plusieurs kilogrammes des métaux rares que l’on 
avait à peine entrevus. 

L’électro-aimant d'Ampère a fait la télégraphie électrique, les 
sonnettes de nos appartements et plus tard la téléphonie. La 
découverte de Faraday, permettant de créer les courants élec- 
triques par le travail des machines, apporta les puissants foyers 
de lumière et l'éclairage de phares. Les expériences de Hertz 
ont donné la télégraphie sans fil. 

Dans cet empressement à s'emparer des découvertes, il est 
même arrivé que la pratique a devancé la science. Les télégra- 
phes à longue distance et les câbles sous-marins ont soulevé 
des difficultés que les ingénieurs devaient résoudre sans guide 
assuré ; ils ont été ainsi conduits à imaginer des méthodes spé- 
ciales d'observation et de mesures. On pouvait dire, à une cer- 
taine époque, que la science était moins dans les universités 
que dans les laboratoires industriels. 

L'exemple d’un simple ouvrier mérite ici d’être rappelé. Les 
courants alternatifs produits par les machines construites sur 
le principe de Faraday n'avaient encore qu'un usage restreint à 
des applications spéciales. Pendant près de quarante ans on 
chercha sans succès à redresser ces courants, c’est-à-dire à rem- 
placer le flux et le reflux d'électricité par un flot continu, si 
tourmenté qu'il pût être par les vagues. C’est alors que Zenobe 
Gramme, qui avait vu dans les ateliers tous les inconvénients 
des courants alternatifs, parvint à construire une machine qui 
les redressait spontanément sans étincelles nuisibles, et four- 
hissait un fleuve d'électricité à peine ondulé. Ce fut une véri- 
table révolution industrielle. L’inventeur n'était guidé par 
aucune notion théorique et ne trouva guère d’encouragements 
auprès des hommes les plus autorisés; mais il avait une rare 
pénétration d'esprit, une persistance obstinée et il eut la joie de 
voir ses efforts couronnés par le succès le plus extraordinaire 
qu’ait jamais rencontré l'industrie. Gramme vient de disparaître; 
c’est une grande figure dont nous saluons avec respect la mé- 
moire. 

Depuis lors, on s’est ingénié à utiliser les courants alternatifs 
eux-mêmes et à leur donner de nouvelles formes. L'électricité 


. industrielle à fait des pas de géant et envahi tous les domaines 
de l’activité humaine. Les forces naturelles autrefois perdues 
dans la solitude des montagnes sont mises à profit et transpor- 
tées au loin. Les chutes du Niagara, qui n'étaient qu'un spec- 
tacle grandiose de la nature, s'asservissent aux besoins de 
l’homme. L'ensemble des capitaux engagés dans la télégraphie, 
la téléphonie, l'éclairage, les arts et les applications infi- 
niment variées de l'électricité est comparable à ceux qu'absorbe 
l’industrie des chemins de fer. 

Cette extension générale de l'électricité ct la variété des 

transactions internationales qu'elle entraîne mirent en évidence 
la nécessité absolue d'établir un langage commun, un sys- 
tème uniforme de dénominations et de mesures, pour éviter de 
construire une autre tour de Babel. Ce fut le résultat capital du 
congrès international des électriciens, réuni à Paris en 1881, 
auquel assistaient les plus grandes ‘illustrations scientifiques. 
Les décisions du congrès. prirent comme point de départ des 
unités fondées sur le système métrique. C’est peut-être le seul 
exemple d’un assentiment général de tous les peuples où pénè- 
tre Ja civilisation ; les unités électriques apportent avec elles le 
système métrique et contribueront efficacement à répandre dans 
le monde entier l’œuvre accomplie par la Convention. 
. L'électricité rapproche les peuples, supprime les distances, 
abrège le temps, fournit à l’industrie les merveilles inépuisables 
de sa fécondité; elle multiplie les relations internationales 
dans une proportion incalculable et devient ainsi un instru- 
ment puissant de civilisation, de progrès et de paix. 

Sur le terrain purement métaphysique, l'électricité a trans- 
formé les sciences voisines au point de les'absorber, élargi nos 
connaissances; élevé les idéeset, si je n'ai pas été trop inférieur 
à ma tâche, j'espère que vous emporterez la conviction qu'elle 
est véritablement.la science maitresse. 

J.-B. Dumas traduisait cette pensée, sous une forme poéti- 
que, dans la dernière séance du congrès des électriciens : 

« La mythologie grecque, personnifiant avec, bonheur les 
forces de la Nature, avait rangé les.vents, les flots et le feu sous 
les ordres de divinités secondaires ; elle avait fait du dieu de la 
poésie et des arts le représentant céleste de la lumière; par 


une admirable prescience, elle avait réservé la foudre à Jupiter. » 


me mmm 


QUESTIONS PROPOSÉES 


5019. — Trouver deux nombres entiers sachant que leurs carrés 
ont pour différence 105. 
,(Gouprais, école normale de Saint-Brieuc.) 
5020. — Résoudre l'équation 
#1 a —% *{b+æx 
—— + — = ( 
b+x a—x 
5021. — Sur une ellipse de grand axe 24, de distance focale 
FE'=— 2c, déterminer un point M tel que le rayon du cercle circons- 


crit au triangle MFF" soit égal à R, 


5022. — Quand un quadrilatère inscriptible a ses diagonales rec- 
tanguülaires, les bissectrices des angles formés par le prolongement des 
côtés opposés du quadrilatère coupent les côtés en quatre points qui 
sont les sommets d'un carré dont le côté est la demi-moyenne harmo- 
nique des diagonales, 


(R. Mae, petit séminaire de Massals.) 


5023. — On considère un triangle variable ABC inscrit dans un 
cercle fixe O0, le sommet A étant fixe et le produit AB.AC constant, 
Lieux des centres des cercles inscrit et exinscrits à ce triangle. 


‘4° Que des trois droites qui joignent les milieux des botés du trian- 
gle, deux passent chacune par un point fixe et la troisième enveloppe 


. un cercle fixe ; Û 


20 Que les trois hauteurs du triangle passent chacune par un point fixe ; 
30 Que des trois droites qui joignent les pieds des hauteurs du. 


triangle, une reste parallèle à une direction fixe et les deux autres 
_enveloppent chacune un cercle fixe ; 


4° Que le cercle des neuf points du triangle RARE deux cercles 


| fixes ; 


bo Dee les droites de Simson du triangle relatives aux Mouse des 
deux arcs BC passent chacune par un point fixe. 


(M. Reseix, lycée Louis le-Grand.) 


2025. — On considère la fonction 
4 COS” æ — T cos « — 2 
LE VE OT TT ETES À, 
1 + cos x 


étudier ses variations lorsque æ varie de 0 jusqu’à 7, et construire la 
courbe représentative en coordonnées rectangulaires. 


(Bacc. lettres-sciences, Caen, mars 1901.) 
5026. — Calculer le côté a d’un triangle, sachant que 2a = b +c 
et connaissant l'angle A et la hauteur correspondante k. 


5027. — Un cône de révolution dont l'angle au sommet est 28 et 
dont l'axe est perpendiculaire au plan hori- 
zontal de projection, est coupé par un plan 
PP" perpendiculaire au plan vertical et incliné 
de telle sorte que la section soit une para- 
bole. 

4° Démontrer que la projection de la courbe 

sur le plan horizontal est aussi une parabole 
et déterminer son sommet, sa directrice et son 
foyer. 

* 20 Trouver la position que doit occuper le 
plan sécant PP’ pour que la parabole pro- 
jection passe par un point M du plan hori- 
zontal ; s 

3° Pour qu'elle ait pour directrice une 

droite DD, perpendiculaire à æy. 

40 Trouver le lieu géométrique des traces 
verticales, des directrices et des projections verticales des foyers des 
paraboles obtenues en faisant varier la position du plan PaP’. 

5° En déduire un procédé graphique pour placer sur le cône une 
parabole de paramètre donné. 


(Baéc. lettres-sciences, Bordeaux, juillet 1900.) 





5028. — On donne dans un plan vertical un disque O circulaire 
. fixe, de rayon kR. 
Sur la circonférence de ce disque repose une 
A barre rectiligne, homogène, AB, de longueur 2a 
et de poids P. 


M Cette barre est maintenue en équilibre au moyen 
d'un fil AMC très long, non pesant et supportant 
à son extrémité libre C un poids P. 
B 19 Quelle est la position d'équilibre du sys- 
tème ? 
C 20 Calculer la pression exercée par AB sur le 
E disque. ba 
(On négligera les frottements.) . 
5029. — Pour comparer les forces électromotrices- E, et E: de 


deux piles, de résistances intérieures r1 et r: inconnues, on les met 
en circuit avec un galvanomètre de résistance également inconnue. 
Dans une première expérience, les piles sont réunies par deux pôles 
contraires et on lit la déviation D du galvanomètre. Dans une seconde 
expérience, elles sont réunies par deux pôles de même nom, c’est-à- 


dire mises en opposition, et on lit la déviation d. En admettant la 


proportionnalité des intensités aux déviations, on demande le rapport 
des deux forces électromotrices. 
Cas particulier : D = 56 divisions, — $ divisions. 
(Bacc. lettres-math., Bordeaux, mars 1900.) 





Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 
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502%. — Un angle constant tourne autour d'un point fixe À d’un 
cercle O0; ses côtés coupent le cercle en B et C., On demande de. 
| prouver : | 
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| VOLUME DE LA SPHERE 

| 3 par M. R. Badia, professeur au Royal institut technique 


| de Pérouse (Italie). 


4. Si n est un nombre entier et positif qui croît indéfiniment, 


l'expression 
PH ELR+ ... +(n—1) 
n° 

Sn 1 

a pour limile ru 
e En effet, si l'on désigne par & un nombre entier et positif, on a 
(a+ 1) — « A mL 
3 PAR, 3 D 

d'où, en posant successivement 

(== QE A0; SAR a=n—|, 


additionnant et divisant par n°, on trouve 


1! 4 \5 

; RE Ginetta ip. (ln) 

| Du PE ENTER 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

2. Etant donnée une demi-circonférence de centre O, dont le 

diamètre AB est divisé en 2n parties 


A égales en sorte que chaque rayon OA 


et OB soit divisé en n parties égales, 

ou mène par les points extrêmes A'et 

B, par le centre O et par les points de 

division des perpendiculaires à AB, 

et, par les points où ces perpendicu- 

laires rencontrent la circonférence, des 
Oo parallèles à la même droite. 

Cela posé, si l’on fait tourner la 
figure autour de AB, la sphère engen- 
drée par la demi-circonférence sera 
renfermée dans une série de cylindres 
superposés que nous appellerons exins- 
crits à la sphère et qui sont en nombre 

B 2n, et, à son tour, elle renfermera 

2(n —1) cylindres inscrits. 

2 En désignant par R le rayon de la sphère, par r1, ro, 

les rayons des bases des cylindres à partir de celui qui à pour 

rayon R, par S la somme des volumes des cylindres exinscrits, 
par » la somme des volumes des cylindres inscrits, on à 


,  2xh 
S = (Re ritrit +) © 








..…, Vn—1) 





Ari 
n 





) 


S=(r+n+ + rn) 





d'où S —s = us j 
n 

Si n croit indéfiniment, le premier membre de cette égalité 
tend vers zéro, et comme S$S, en décroissant, restera toujours 
plus grande que la sphère, tandis que le contraire arrivera pour 
s qui en sera toujours moindre, il est clair que le volume V de 
la sphère sera la limite commune des deux somnies variables S 
ets; donc on aura 


= lim. S = lim. (R+rn+rn+.. 





ou, en observant que 


de 92 f n — 1}? 
ner), RE ef LE …. azr(i et), 
Trip n° %° 











‘4 2 y 92 RTE mea NA D ! 
Vin. Le ne nn u Vente = rh 
> ———— — — — ——— 
ÉLÈVES DE LA MARINE MARCHANDE 
DIEPPE 
Examens de 1900. 
5010. — Par un point P pris dans un angle droit on mène 


une sécante APB. On demande-d'étudier la variation du produit 
PAXPB quand la sécante tourne autour du point P. La position 
du point P est déterminée par les distances PC— a, PD = b. 
Dh E=tT: 
On amMPALS V/a IAE 

PB = ÿb?+ x?. 


solution. — Posons 


Première 











Au) ACL euPD 
Can DES 
: ab. 
d'où AC = = : 
Fi 
on Pan pesto 
par suite px \/2 a De trip Va? + b 
a(b? + x?) 


ët PAS<SEPE = 


Pour étudier la variation de ce produit égalons-le à m; nous 
aurons l'équation 
AG mx Ab = 
Pour que à une valeur de m réponde une valeur réelle de x, 
on doit avoir 


m? — ka? Z 0, 
inégalité vérifiée lorsque 
m < — 2ab ou m Z 2ab. 


Les valeurs de æ correspondant au maximüim el au minimum 
de m sont respectivement 





CE ARTE 7 À SN ON OS LA CUVE NE Dern NU ee RU RME US LED POP AN ART ET AE 
Ÿ "R * PA wi ta Le si MX 
— 434 | 
RUE SE sin 2a = 1, d'où 2a — 90 et a = 450, 
— Hoir lee? os ste - : 
2a 2a En faisant alors varier « entre —90° et <+90°, ce qui 


Dans ces deux cas, le triangle PBD devient isocèle et la sécante 
APB est parallèle à l’une des bissectrices de l’angle AOB. 
D'ailleurs, pour æ =0, la fonction 
328 a(b? + x?) 
æ 


devient infinie ; comme 


b? 
y=a(+s), 


on à 7 Mer el = He 
s résultats, on forme le tableau sui- 


pour pen em 
En rapprochant ces divers 


vant des variations de y: 


4 Tears HR UE ON RATES 


+ 00 





100 


—- co 


—2ab décr. 
Max. 


2ab croit 
Min. 

La courbe figurative cor- 
respondante affecte la forme 
ci-contre ; c'est une hyper- 
bole admettant pour asymp- 
totes l'axe Oy et la droite 


y | —æ croit décr. + co 


Va, 


Seconde solution. — Pre- 
nons la dérivée de la fonction 


2 2 b2 
EE ad = af +2); 
! £ L 





on obtient 


- ( b? ) a(æ2— b?) 
ÿ=a—-— +1) = ———— 
œ? æ 


Cette dérivée s’annule pour 
æ —= —b et 
Pour chacune de ces deux valeurs, la dérivée change de signe 
et, par suite, y devient maximum ou minimum comme le 
montre d’ailleurs le tableau suivant : 


D — D: 





æ |— æ 8) tas vtin + b + © 
Signe de y + 0 — —ù — 0 + 
y |—œ croît — 2ab décr. | © déer. 2ab croît + 


+ co 


REMARQUE. — On pourrait obtenirimmédiatement le maximum 
2 

et le minimum de y en observant que la somme — ++ ayant 
Ha 


le produit de ses deux termes constant est minimum, en valeur 


2 





absolue, lorsque — = ou re TD 
(A. LAPRESLE.) 
Solution trigonométrique. — Posons APÈ = à. 
On a 
PACOSA—= GT ArREN EX — 04: 
d'où 
ab 
de COS à Sin & 
2x 2ab 
sin 24° 





Le produit PAXPB va- 
rie ainsi en raison inverse de sin 24. Il devient done maximum 
lorsque sin 24 est minimum, c’est-à-dire pour 
d'of 202 2990) ii ef 
de même ce produit est minimum lorsque 


sin 24 = — À, œ — — 459; 


fournit un tour complet de la sécante APB, on a le tableau des 
variations suivant : 





œ — 90° — 459 00 —+- 459 —+- 90° 
sin 2% O0 décr. —1 croît O0 croît +1 décr. 0 
PAXPB |—@ croît — 2ab décr. Le décr. 2ab croît + œ 


— Donnons-nous une valeur Æ du 
produit PA PB, et cherchons 
à construire la sécante corres- 
pondante APB. 

En faisant abstraction de la 
droite OD, lorsque la sécante 
APB tourne autour de P, de 
manière que PAXPB = x, le 
point B décrit l'inverse de la 
droite OC, c’est-à-dire le cercle 
de diamètre PC’, C’ étant un point tel que 

a PO 

Le cercle de diamètre PC ne coupe la droite OD qu'autant 

que son rayon est supérieur à b, ce qui donne 


PC’ 
A 


ei 


Solution géométrique. 





ou k > 2ab. 


On obtient ainsi le minimum du produit PAXPB considéré 
en valeur absolue. 
Si on mène une droite PB'A' symétrique de PAB pe rapport 


à CC',on a 
PALEPAS Br Pb, 


de sorte que PA’ PB’ — nr en valeur absolue. Les 
valeurs absolues des deux produits sont minima en même 


temps. 
(A. HUMBLOT, collège de Mauriac.) 

MM. M. Amiot ; H. Andréis ; D. Antonescu ; 
V. Barol; H. Belbenoit; Bellier ; A. Bernardeau ; M. Beyney ; P. Bonne- 
foy ; Bonnetain ; R. Cattin ; D. Cognet ; M. Compain ; L. David ; G. Desnoës; 
E. Durand ; R. de Faria ; H. Fricquegnon ; -Gasluc de Sénébron ; F. Gérard ; 
Ge Grünfelder : F. Guerrier ; E. Hugonnier ; A. Legros ; L. Lemmet: J. Les- 
table ; E. Licope; P. Luquet,; H. Martin: M. Marx ; F. Mestre ; A. Meynier; 
Tv: Millet ; D. Petit; V. Pollet ; J. Raymond; M. Royer ; DL Tastel ; H. Thi- 
bon ; P. Valentin ; A. Vannier ; Ybert.]j 


{Ont résolu la même question : 


Examens de 1901. 





50114. — Un corps très petit descend verticalement dans un 
tube rempli d'eau à 4° et dont la hauteur est 2m, Partant sans 
vitesse initiale de la surface du liquide, il arrive au fond 
en 1sec 1/2. On demande de trouver le poids spécifique de ce corps 
en supposant qu'on puisse considérer comme négligeable la résis- 
tance du liquide au mouvement. | 


Le corps étant soumis à l’action d’une force constante prend 
un mouvement uniformément accéléré dont l'accélération est 


: 1 y ANGES 
donnée par la formule e = —y;®; d'où l’on tire 


2e 40002 
Verres. 
, 1,5 
La force qui agit sur le corps est son poids diminué de la 
poussée de l’eau, c’est-à-dire, x étant le poids spécifique du corps, 


AN AS ENTE 








es. né ds 







. 
| 


v&æ—v où v(æ—1). Or, le corps soumis seulement à l'action 
de son poids vx aurait une accélération g ; soumis à la force 
v(x— 1), il prend une accélération y plus petite que g. 

Les forces étant proportionnelles aux accélérations, on a 


où PR Le à 
dsl vas 
d'où RONUS ve Se. A2, 


— 981—177,7 
(GÉRARD, à Nancy.) 


[Ont résolu la même question: Me A. Saleilles; MM. Amblard ; Amiot ; 
Beckerich ; Belbenoit ; 
Cognet ; Compain ; David ; Desnoës ; Dobryzniak ; Durand; Fraysse ; Gasluc 
de Sénébron; Guerrier; Hugonnier ; Lacape; Lapresle ; Laurent; Lestable; 
Martin ; Marx ; Métais ; Meynier ; Millet; Palustran ; Pégorier ; Pourtoy ; 
Raymond ; Rousselin ; Testenoire ; Thibon ; Valentin ; Vannier ; Ybert.] 


5012. — Étant donnés sur les côtés d’un angle x0y quatre 
points À, A', B, B' tels que 
OA &, OA, 
Où 64 ND =70 
on mène les droites A'B' et AB, qui se coupent en N. 
On mène NP parallèle à Oy, et on demande de calculer 
CREME NP = y. 


Les triangles semblables AOB, APN donnent 


DANS; PA | a __a—x 
OR — TN’ ou LA ar 7 (1) 
” Les triangles semblables A’0B/, A'PN donnent de même 
C2 PA ne a a —w à 
DORE er Ne te À) 


En divisant membre à membre les 
égalités (1) et (2), il vient 





ab = _a—x 
F7 ANRT ENEE A Ks 
aa (b — b') 


Gigu niet 
et, en portant cette valeur dans (1), 
b: = bb(a—!) 
D ne ac 
On peut remarquer que l’expression de y se déduit de celle 
de x en permutant simplement entre elles les lettres a et b, a’ 
et b'. | 
(P. SAINTIN, jycée de Versailles.) 
Remarque. — Le problème revient à calculer les coordonnées 
du point d'intersection des droites AB et A'B' par rapport aux 
axes Ox, Oy. 
Les équations de ces droites sont 
CIS LE} FAIR 0, œ y 


LA 
TANT CRUE 


on retombe sur les équations (1) et (2). 


—1—=0 


{Ont résolu la même question: M! G. Oddos ; A. Saleilles ; MM. M. Amiot; 
H. Andréis; M. Antoine ; D. Antonescu ; P. Bancillon ; E. Barbé ; V. Barol ; 
H. Belbenoît ; A. Bellier ; A. Bernardeau ; M. Beyney ; A. Bourlat; R. Cat- 
tin ; D. Cognet : Daure; L. David ; G. Desnoës; H, Dobryzniak; Duconge ; 


- E. Durand ; R. de Faria ; A. Fraysse ; H. Fricquegnon ; Gasluc de Sénébron; 


G. Grünfelder : P. Guerrier ; A. Haar; R. Henry ; L. Hostier ; E. Hugonnier ; 
J. Kivu ; A. Lapresle; L. Lefèvre ; A. Legros ; P. Legros ; L. Lemmet ; E. Li- 
cope ; P. Luquet ; H. Martin ; M. Matheron ; M. Marx ; J. Métais; T. Millet ; 
A. Minary ; H. Palustran ; J. Permann ; D. Petit, J. Raymond ; E. Ronca- 
glia ; M. Royer ; C. Sudreau ; J. Tastet; H. Thibon; P. Valentin; G. Ybert.] 


—————————————— 





| js 135 = 


Bellier ; Bernardeau ; Beyney ; Bourlat; Cattin;. 


. 


ARITHMÉTIQUE 


5004.—L'expression  n19 — n8 — n° + n° 
n étant un entier quelconque. 


est divisible par 21, 


L'expression s'écrit successivement 
PO — DS — né En? = ns — nô— n° +1) 
= n[ni(n — 1) —(n—1)] 
= nn? — {)(n5 — 1) 
= nn — 1)(n + 1)(n? — 1)(n8 +1). 
Pour établir la divisibilité de l'expression par 21, il suffit de 
montrer qu’elle est séparément divisible par 3 et par 7. 
Divisibilité par 3. — Sur les trois nombres consécutifs 
n— 1,n,n+1 figurant dans l'expression, il y en a toujours 
un multiple de 3. 
Divisibilité par 7. — Si n = mult. 7, la divisibilité est éta- 
blie. Dans le cas contraire, n est de l’une des formes 


M ere MEME 2 MSIE, 
et par suite n° de l’une des formes 
NPA ESU APRES, Là à M Le mg 
c'est-à-dire de l’une des formes 
Li eg a 


n+ 1 est divisible par 7. 


(A. BERNARDEAU, à Surgères.) 


Donc, dans ce cas, n?—1 ou 


REMARQUE. — En décomposant n°—1 et n°+1, 


sion peut encore s’écrire 
nn — 1 )n + 1 nt — n + 1)(n° + n +1). 

Sous cette forme, on voit que l’expression est divisible non 
seulement par 3, mais par 3°, et qu'elle admet en outre le divi- 
seur 2’, contenu dans l’un des carrés pairs #? ou (n—1}. 

(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


[Ont résolu la même question: Mie A. Saleilles ; MM. H. Andréis ; D. Anto- 
nescu ; P. Bancillon ; H. Belbenoït ; P. Bonnefoy ; C. Boufion ; A. Bourlat ; 
J. Bournisien ; J. Cougnoux ; F. Coutard ; Daure ; L. David ; G. Desnoës ; E. 
Durand ; Gasluc de Sénébron; A. Haar ; R. Henry; L. Hostier; Lamarre; 
M. Laurence ; A. Legros ; P. Luquet ; M. Marx ; À. Meynier; F. Pégorier : 
E. Roncaglia : C. Sudreau ; J.Tastet; V. Thébault; Thibon; P. Valentin; 
A. Vannier.]| 


l’expres- 


#4 
ALGÈBRE 


5005. — Résoudre le système d'équations 
a + x D? + y 
= 10 
ÿ +Yy + 


Le système proposé est équivalent au suivant 








a? + @ — ayÿ* — ay = 0, 
dc — bxæ — by + y = 0, 
pourvu que l'on ait: y7Æ£0 et y7£—1, car ces valeurs 
annulent le dénominateur de la première équation. 
Si nous retranchons la seconde équation de la première, nous 
obtenons ; 
(E + 1e — (a — db} — (a+ 1)y = 0, 
_ (a—b)y+(a+1)y 
C% b+i 
Portons cette valeur dans la première équation’et simplifions; 
il vient 
(a—b)y"+2(a —b)(a+ 1)}y +[(a+1}+(b+1)a—b) —a(b+1)] 
— [a(b +1} — (a +1)(b +1)] = 0. 


d’où 


A ee 0 N Ai daéd t ANT) 
1 “+ FAX 





Il est facile de vérifier que fÜ—1)=0. y—=—1 serait 
‘done une racine de cette équation; mais cette valeur a été 
écartée. Divisons le premier membre de la dernière équation 
par y+d4; il vient 
(a — 6}y° + (a — b)(a + db + 2)y + (db + 1)(1 — ab) = 0,: 

d'où 
__—(a+b+2)(a—b) + J(a—b}{a+b+2}—4{a—b)(b+1)(1—ab) 

ET Re LR AUS RE NOR 


2(a — b} 
>; _=(a+b+2) + (a+ +2) — 46 +1 — ab) 
2{a —b) ; 
; _—{(a+b+2) Æ Yia+ 6) La ve F1) 
Hide [na —b) l 


y étant connu on calculera facilement x. 

On peut remarquer que si « est positif, y sera toujours réel. 
_ (C. DESNOËES, à Chezal-Benoît.) 

REMARQUE: — Si on fait 


y D, MO, 
ou y =— À, æ = —1, 


les deux termes des fractions qui figurent dans les premiers 
membres des équations sont nuls. 

En joignant ces systèmes de valeurs à ceux qui ont été trouvés 
plus haut, on a les quatre systèmes de valeurs vérifiant les équa- 
tions mises sous forme entière. 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé; A. Bernardeau; J. Bourni- 
sien; Gasluc de Sénébron; E. Hugonnier ; M. Laurence; P. Luquet ; 
P. Saintin.] 


5007. — Calculer la surface d'un quadrilatère sachant qu'il 
est inscriptible à un cercle et circonscriptible à un autre, et con- 
naissant : 1° le périmètre 2p, 20 le produit k? des diagonales, 
30 un côte, à. 


Désignons par x, y, 3 les trois côtés inconnus. 
On sait que la surface d’un quadrilatère inscriptible et cir- 
conscriptible à pour expression, en fonction des côtés, 





S = Vaxys. 
D'ailleurs, on sait aussi que dans un quadrilatère inscriptible, 
le produit des diagonales est égal à la somme 
des produits des côtés opposés (théorème de 


a Ptolémée), et que dans tout quadrilatère 
y : circonscriptible, la somme de deux côtés 


opposés est égale à la somme des deux autres 
ou au demi-périmètre. On peut done écrire 
am + ys = k?, (1) 
æ+a =. (2) 


«a 


De (2), on tire 





&=p—Aa, 
et en portant cette valeur dans (1), 
yzs = k°? — a(p — a). 
S = Valp — ak? — afp — a)|. 
Cette valeur de S n'est réelle que lorsque p est compris entre 
les racines du trinome placé sous le radical, 
Rte 


Donc 


pa. 
(G. YBERT .) 


[Ont résolu la même question: MM. E. Barbé ; A. Bernardeau ; M. Beyney; 
À. Bottin; C. Bourion,; A. Bourlat ; R. Cattin; F. Clabault; L. David; 
E. Durand; H. Fricquegnon; A. Haar ; R. Henry; E. Hugonnier ; H. Lacape; 
M. Laurence; A. Legros; P. Luquet; M. Marx; F. Mestre: F. Pégorier ; 
D. Petit: M. Petiljean; P. Valentin; A. Vannier; F. Coutard’ J: Maury; 
E. Serres ; J. Tastet.] 





À" 


LR 


ou imaginaires. Déterminer la portion du plan dans laquelle doit 







MOROMÉTRIEN TES 4 


4562. — On considère deux angles droits XOY, X'O'Y’, et La 
parabole P tangente aux quatre côtés de ces angles. Soit Q l'in- : 
tersection des droites OX et O'X'. Laissant fixes les points O et . 
0", on fait décrire à Q un cercle fixe passant par O et 0". 

19 Trouver les lieux géométriques du foyer et du sommet de la 
parabole P. 

20 Par tout point M du plan passent deux paraboles P réelles 


se trouver le point M pour que les deux paraboles qui y passent 
soient réelles. | 

3° Trouver le lieu du point M pour que l’une des deux para- 
boles correspondantes uit un paramètre donné. 

4° Trouver le lieu du point M pour que les deux paraboles qui 
y passent s'y coupent arthogonalement. | 


{1° Lieu du foyer. — On sait que dans la parabole la directrice 
est le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la courbe 
et celui des symétriques du foyer par rapport à une tangente 











i 


quelconque. Il en résulte que la parabole P a pour directrice la 
droite O0’ et que son foyer F est à l'intersection dessymétriques 
de O0 par rapport aux deux tangentes OX, OX’ ou OY, OY. 
Lorsque Q se déplace sur l'arc 0Q0’, l'angle 0Q0’ a une va- 
leur constante 4, etl'ona 


es 
OFO' = 180° 
—_ 2 (G00 + 40/0) 
—180°0—2(1800 — a) 
— 2 («x — 900); 
le lieu de F est alors un 
segment de base O0’, ca- 
pablede l'angle 2 (x — 90°). 
Il en est de même lorsque 
Q se déplace sur Parc 
0,04, O, et O{ étant les 
symétriques de O0 et 0’. 





0 


par rapport à «. ! 
Prenons maintenant Q sur l'un des arcs restants, OO! par 
exemple. On a 
PET: RS FRÈRE 
OF0’=FO'T—F00" 


CEE et ER ee 
= 2 (Q0'1 — QUT) = 2 0Q0’ — 2 (180° — œ): 








D 


LL Re. 


.L. 





Le lieu de F est alors un segment de base 00’ et capable de 
l'angle 2 (180° — x). Comme les deux segments lieux de F sont 
de part et d'autre de 00’ et capables d’angles supplémentaires, 
le lieu de F est un cercle complet. 


Lieu du sommet, — La parabole P à son sommet S au milieu 
de la perpendiculaire FI 
abaissée de son foyer F sur 
la directrice O0’, 

Menons lediamètre AA’ du 
cercle © lieu de F, parallèle 
à 00", etsoit K son point de 
rencontre avec Ff. Le milieu 
N de FK décrit comme on 
sait une ellipse dont le grand 
axe est AA’ et le petit axe 
égal au rayon du cercle 0. 
En observant que . 


FI FK _IK 


Hi 








Cane : 
on voit que le lieu de S se déduit de celui de N par une trans- 
IK 


lation parallèle à FI et égale à 5; le lieu de S est donc 


l'ellipse lieu de N déplacée suivant son petit axe de la longueur 
IK , : 
re Cette ellipse passe par les points O et 0’. 


2° Les paraboles P passant par un point quelconque ont leurs 
foyers F et F' à l'intersection 
du cercle © avec le cercle de 
centre M tangent en P à O0. 
Pour que ces deux paraboles 
soient réelles, il faut et il suffit 
que les cercles M et © se cou- 
pent, c’est-à-dire qu'on ait 


IMP—R| <Mo <MP+R, 


R étant le rayon du cercle 0. 





La première inégalité montre que M est extérieur à une para- 
bole P1 de foyer © et dont la directrice Di est située à une 


A 


F 











D 








D, 





distance R de 00’ du même côté que ©; de même la seconde 
inégalité indique que M est intérieur à une parabole P: de 
foyer © et dont la directrice D: est symétrique de Di par rap- 
port à l’axe O0’. Les paraboles P sont donc réelles pour tout 
point M pris dans la région couverte de hachures. 


3° Le paramètre p d'une des deux paraboles P passant par 
M étant donné, son foyer sera l’un des points communs au 





cercle © et à l’une des parallèles à 00’ 
menées à la distance p. On obtient 
ainsi généralement quatre paraboles P 
avant un paramètre égal, p ; ces quatre 
paraboles étant fixes constituent le 
lieu de M. Suivant la valeur de p, il 
peut arriver que deux ou quatre de ces 
paraboles deviennent imaginaires ou 
bien que deux d’entre elles se con- 
fondent en une seule. 

les fovers des deux paraboles P passant 
par M. Lestangentesen M à ces 
paraboles sont les bissectrices 
MT et MT des angles PMF et 
PME’; comme ces bissectrices 
sont supposées rectangulaires, 
les angles correspondants sont 
supplémentaires, et par suite, 
les trois points F, M, EF’ sont en 
ligne droite. 

Paisque MF — MP = MF, 
M est le milieu de la corde FF’, 
et l'on a 

FM + Me = R° 
ou MP° + Mo th (1) 

Le lieu de M est donc le lieu des points dont la somme des 
carrés des distances à la droite O0 et au point © est constante 
et égale à R?. 





# Soient FE et F' 





Projetons © sur 00" et 
MP en A et B; soient C 


et D les milieux de oA 
et BP. 

En posant vA = 2a, 
on à 


MP — MD + a, 
Mo” — CD° + (MD — a), 
et la relation (1) devient 
(MD + a} + CD° 
+ (MD — a)? — R?, 
ou CD° + 2MD° =: R2—242. 
Prenons alors sur MP le point m tel que mD = MDy2; la 
relation précédente s'écrit 
CD° + mD° = 
ou CM° = R2— 
Le lieu de » est donc un cercle de centre G et de rayon 
VR?2—2a. Par suite le point M, qui divise l’ordonnée mD 


dans un rapport tel que MD = To 





9a? = const. 


décrit une ellipse admet- 


tant le cercle C comme cercle principal. Getle ellipse passe par 
les points O et 0’ qui font partie du lien. 

(EaNesr FOUCART.) 
Rebeix.] 


[Ont résolu la même question: MM. L. Ollié; M. 


4608. — Étudier les variations de la forctiôn 
3x2 — 3x + 2 
— ©. 

On sait qu'une fonction croît ou décroit pour une certaine 
valeur de æ suivant que cette valeur rend la dérivée de la fonc- 
tion positive ou négative, 


y —= Dai — 


quand x varie de — à 


#2 





EN 


En prenant la dérivée de la fonction proposée, on a 
y" —=. 62? — 6m — 3, 


Cette dérivée esl positive pour toute valeur de x extérieure 
aux racines de l'équation 


Ga? — 6x — 3 — 0, 
d'où te 1 = 3 . 
Par suite pour se » y" S’annule en passant du positif au 
négatif, et pour x — Joe, y" s’annule en passant du néga- 


tif au positif. Ces valeurs correspondent donc respectivement au 
maximum et au minimum de y. 

Voyons maintenant pour quelles valeurs de æ, y S'annule. On 
voit sans difficulté qu'une de ces valeurs est æ — —1 ; den 
mettant alors le facteur +1 en évidence dans la fonction, 
celle-ci s'écrit 

y = (x + 1)(2x? — 5x + 2), 

Les deux autres valeurs qui annulent y sont donc racines de 

l'équation 
2x? — 5x +2 — 0, 


: 1 
d’où T=—») 2: 
2 
En remarquant que pour æ—0, ona y—=2, et pour 
= LE, y —Lo, on forme, avec ces divers résultats, le 


tableau suivant, qui résume y 
les variations de y, représen- 

tées d’ailleurs par la courbe 
figurative ci-dessous, 





æ y y 





— GO 
GE croît 

FLE DREAM 

2 2, 

— décr. 

I 2. LTÉE 
5e croit 
20 —- co 


[Ont résolu la même question: MM. V. Barol; C. Broutin ; Cousin ; Jac- 
quet ; A. Larue; P. Turgis.] 


5015. — On donne un cercle de diamètre AB; OC étant le 
: r AS R 

rayon perpendiculaire à AB, on prend O0 = 7” et, de 0’ 
Comme centre, avec O'C pour rayon, on décrit un cercle qui coupe 
OA en P. Démontrer que CP est le côté du pentagone convexe 
inscrit. 

Déduire de là, en généralisant, la construction de la corde de 
longueur 





Re V2n? +1) =2/m Fi ; 





n 
On a CP = V R2+ OP’, 
Or OP = 0'P— 00 = oc — À 


et 
ET Re 2 TT 
0'C = V0 + 00° — VE +r = ns. 
Donc 


+ 


k cæ=\/m+ (MER) 


CA 


ou GB MA 2/5. 


La valeur de CP est ainsi égale au côté du pentagone convexe 
inscrit dans un cercle de rayon R. 


La formule précédente coïncide avec la formule générale 





RV/2(n? +11) 9) ri 


n 
pour n —72. Par analogie, on est alors conduit à la construc- 
C tion générale suivante, facile à vérifier : 


R 


On prend 00'=— étre nu 


comme centre, avec O'C pour rayon, 
on décrit un cercle qui coupe OA en 


À 0" 0 P }B P: CP est la corde cherchée.! 
En effet, on a 
CP = V/R? + OP” 
Or OP. = 0P=-=0'/0 =.0'C— _ 


nt NE fe 2 nl 
LIÉE — V/0'0° + 06° — VERT = STEETE 


2 : 
cp = \/re+ (VTT —+) 


n 


Donc 


RV/{n2 +1) —2 n° +1 
rt 


ous CP = 


(Epmonp BARBÉ, à Mazamet.) 


[Ont résolu la même question: Mike À. Saleilles : MM. L. de Alba ; M. An- 
toine ; D. Antonescu ; H. Belbenoit ; A. Bellier; H. Bénech ; À. Bernardeau ; 
M. Beyney ; Bonnetain ; A. Bourlat; A. Buchholz; R. Cattin: D. Cognet ; 
M. Compain ; L. David ; G. Desnoës ; C. Dripen ; E. Durand : A. Fraysse ; Gas- 
luc de Sénébron ; P. Guerrier ; A. Haour : R. Henry; E. Hugonnier ; A. James; 
C. Laurent; L. Lefèvre ; A. Legros; P. Legros ; L. Lemmet; J. Lestable : 
E. Licope; P. Luquet; T. Millet; F. Pégorier; J. Permann ; L. Pignier ; 
J. Raymond; E. Roncin ; M. Royer; P. Saintin ; J. Schwarz; J. Tastet 
H. Thibon ; P. Valentin ; A. Vannier; Vautrey.] 


re + 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 


5003. — On donne un cercle de rayon R et de centre O. On le 
coupe par une sévante AB qui partage en deux parties égales le 
rayon perpendiculaire à cette sécante, et on demande le lieu des 
points de l'intérieur du cercle situés à égale distance de la séçante 
et de la circonférence. Ce lieu fait partie de deux coniques qu'on 
demande de définir et de construire. 

On place ensuite la circonférence O sur un plan horizontal de 
projection, de façon que AB soit perpendiculaire à la ligne de 
terre. On construit les projections d'un cône circulaire droit ayant : 
pour base le cercle de centre O et dont le volume est équivalent à 
celui d'une sphère de même rayon R que le cercle donné, et on 
propose de couper ce cône par des plans tels que les sections 
obtenues aient pour projections les deux coniques précédentes. 
Mener ensuite les tangentes aux deux coniques à l'un des points 
où elles coupent la circonférence O donnée, et indiquer la valeu 
de l'angle de ces deux tangentes. : 


(Bacc. lettres-sciences, Paris, mars 1901.) 
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Soit AB la sécante perpendiculaire au milieu 1 du rayon CO 
du cercle 0. ; 

Considérons à l'intérieur du segment ABD, le point M tel que 
sa distance MN à la circonfé- 
rence O soit égale à sa distance 
MP à AB. En prolongeant PM 


PQ = PM+MQ=NM+MO=R. 
Le point Q se trouve donc sur 
une parallèle fixe à AB, passant 
par le milieu l de OD. Dès lors, 
le lieu du point M est une para- 
bole de foyer O, admettant la 
droite Q[ pour directrice; son 





paramètre est Of 


w|= 


,» et la courbe passe par les points A, B 


qui limitent la portion utile du lieu. 

En considérant un point M de l’intérieur du segment ACB, on 
verrait de même que le lieu de ce point est l’arc de parabole 
AM2B dont le foyer est O et la directrice une parallèle à AB 
menée à la distance IK —R; cette seconde parabole a pour 


3 a R 3R 
paramètre OK — CYLE Re nas 


Prenons comme ligne de terre le diamètre cd perpendiculaire 
à ab (ab remplace ici AB). 
Le cône considéré a pour 
base le cercle o et une 
hauteur os telle que son 
volume équivaut au vo- 
lume d'une sphère de 
rayon R, condition expri- 
mée par 


F1 


Jr oies 
d'AIN os TRES 

On connaît alors la pro- 
jection verticale cs4 du 
cône. En coupant ce cône 
par des plans de bout pas- 
sant par ? et parallèles 
aux génératrices s’e et s’d, 
ces plans déterminent des 
sections paraboliques se 
projetant sur la base o 
suivant les deux paraboles 
obtenues plus haut. 

Pour construire les tan- 
gentes en à à ces paraboles, considérons le plan tangent en b 
au cône; ce plan a pour trace horizontale la tangente en b au 
cercle 0, qui coupe cd en un point « tel que 








oa.oi — R?, . d'où ox — 2R. 

Par suite c est le milieu de xo et à le milieu de 4d. La trace 
verticale im; d’un des plans sécants étant parallèle à s'4 coupe 

alors la trace verticale as’ du cône au milieu c’ de «s', de sorte 
que (bc, ic’) sont les projections de la tangente en à à la section 
parabolique déterminée par le plan. On verrait de même que 
(bd, id”) sont les projections de la tangente en b à la section 
parabolique par le second plan sécant. 

Les tangentes en b aux projections horizontales des deux 
sections sont donc les droites rectangulaires be, bd — résultat 


Mis. er 


1 


d’une longueur MQ = MO, ona. 


qu'on pouvait prévoir en observant que dans la parabole, la 
sous-tangente est le double de l'abscisse. 


(HENRI FRICQUEGNON, à Vigneulles.) 
REMARQUE. — Ce dernier résultat peut se déduire de ce fait 
que la distance du foyer au point où une tangente coupe l'axe 
est égale au rayon vecteur du point de contact. 


[Ont résolu la même question 
L. David; H. 
À. Vannier.] 


: MM. E. Barbé ; A. Bernardeau ; F. Clabault : 
Lacape ; M. Laurence; A. Legros: P. Luquet ; M. Marx : 


À — —————— 


PHYSIQUE 


5000. — Le circuit d'une pile est fermé par deux conducteurs 
APB (résistance r), BMA (résistance R). 
Par quelle résistance & faut-il réunir 
les points À, B pour que l'intensité I 
du courant qui traverse P devienne 
m fois l'intensité primitive Io ? 

Exprimer l'intensité ï du courant qui 
traverse la résistance x. 

Le problème est-il toujours possible ? 
Que signifie, en particulier, le résultat relatif au cas m — 1? 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, juillet 1900.) 


A 


B 


Soient æ la résistance qui rend m fois plus grande l'intensité 
du courant entre les points de dérivation et la source P 


’ 


i l'intensité dans la dérivation AB et à’ la nouvelle intensité 
dans la partie AMB. 
Les lois de Kirchoff donnent 
ml, —i—Ÿ = 0 (1) 
et E =I(r+R) = mlor + xi, (2) 


en appelant E la force électromotrice de la pile. 
De cette dernière équation, on tire 
LR + 7 — mr) 
rebord (3) 
u , 
Les intensités étant inversement proportionnelles aux résis- 
tances des conducteurs, on à d’autre part 
œi = RŸ, 


TX — 


ai 

ses 

Portant cette valeur dans l’équation (1), il vient 

mRI, . e 

R+x (4) 
Remplaçons æ par sa valeur donnée par l'équation (3), nous 

aurons 


d'où CA— 





LCR + r)(me — 1). 
R 
Pour que le problème soit possible, il faut que les valeurs 
trouvées pour æ et à soient positives, ce qui exige que l’on ait 
R+7r — mr >0, 
m—4,>0, 
R+r7r 
et 
Dans le cas particulier où i devient nul ; alors « 
est infini. Ces résultats étaient à prévoir. En effet, pour que 
l'intensité reste la même lorsque l'on a établi une dérivation 
entre A et B, il faut qu'aucun courant ne puisse passer dans 
cette dérivation, c’est-à-dire que la résistance du conducteur 
AB soit infinie. 


et 
DS 


c'est-à-dire LENS 


MRÉEAT, 


(MARTIN DES PALLIÈRES, à Rennes.) 
[Ont résolu la même question: Mie Lauzanne ; MM. Amiot ; Bernardeau ; 
Béyney ; Bourlat : Cattin ; David ; Durand ; Hugonnier ; Millet ; Palustran ; 
Poirier ; Thiébault ; Thonet ; Vannier.] 
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ÉCOLE PROFESSIONNELLE SUPÉRIEURE DES POSTES 
ET DES TÉLÉGRAPHES 


(4re Section.) 





Concours de 1901. 


Sciences mathématiques. 
(16 avril. — De 1 h. à 5 h.) 


. : 1 : 3 t ; 
I. — Calculer, à ———, Ja racine carrée de PV Donner les opé- 


47 OUU 
rations et expliquer la marche suivie. 


I, — Simplifier et condenser autant que possible l'expression 
34 +2 
(ER Ba n6) LE 
sa — 12 à 
U. — 5050. Géomélrie plane. — Les distances d'un point fixe I à 


deux droites fixes parallèles À et B sont « et b. Par [| on mène une 
sécante qui rencontre A et B en P et en Q, et, sur PQ comme diamètre, 
on décrit une circonfirence C. 

1° Lieu géomttrique du centre 0 de €, lorsque la sécante pivote autour 
de 1: 

20 Déterminer par une construction graphique la position de la sécante 
de manière que CG ait un rayon de longueur donnée R: 

39 Pour cette position de la sécante, calculer la distance 10 en fonction 
de a,b et R; 

4° Les deux bissectrices des angles en P forment avec les deux bissec- 
trices des angles en Q une figure dont on indiquera la forme et la posi- 
tion par rapport à C, et dont on évaluera l'aire. 


IV. — 1° Donner, sans démonstration, l'expression du volume d'un 
tronc de cône droit à bases parallèles en fonction de sa hauteur et des 
rayons de ses bases: 

20 Appliquer cette formule au problème suivant : 

Dans le plan d'un carré de côté égal à a, et à une distance d (supposée 


supérieure à ) du centre de cette figure, on trace parallèlement à 


a 
V2? 
une des diagonales une droite æy; calculer le volume engendré par la 
rotation de la surface du carré autour de xy. 

Sciences physiques. 
(17 avril. — De S h. à 11 h.) 


[. — Lois de la chute des corps. Vérifications expérimentales. 
Il. — Electrophore. 
HT. — Détermination de la composition de l'air. 
+ 





QUESTIONS PROPOSÉES 





5031. — Déterminer un point d'une ellipse de façon que le cercle 
passant par ce point et les foyers ait un rayon R. 


5032. — On considère tous les triangles qui ont un soinmet A com 


mun, la bissectrice AD invariable en grandeur et en position, les cercles 
circonscrits à ces triangles coupant AD en un point fixe F. 

1° Démontrer que dans tous ces triangles le produit de la hauteur 
issue de A par le diamètre du cercle circonscrit est constant. 

2° Trouver le lieu du milieu du côté opposé au sommet A. 

3° Trouver le lieu du point d’intersection des médianes. 


(Duvercé et Ste-Lacüe, lycée de Bordeaux.) 


5033. — Par les sommets d'un triangle ABC, on mène trois droites 
parallèles et les trois droites perpen- 
diculaires. On obtient ainsi trois rec- 
tangles ADBE, BFCG, CKAH, qui ont 
respectivement pour diagonales AB, 
BC, CA ; démontrer que les trois autres 
diagonales, ED, FG, KH, sont concou- 
rantes 

Trouver le lieu géométrique du point 
de concours quand Ja direction des 
parallèles varie. 





(P. Trier.) 


Nb g 






5034. — On donne une circonférence de diamètre AB et une droite 1 
CD perpendiculaire sur ce diamètre. Par A 
D on mène une sécante APQ et la perpendicu- 
laire à cette sécante en un point M tel que 
Q MP EU 
È | NQ 9 
DPCN 1° Démontrer que MN enveloppe une para- 
bole ayant pour foyer un point F et pour 
S [CO sommet un point S tels que 
FB !_'SB p 


FA. © SCT 
2 Démontrer que l'enveloppe est encore 
une parabole lorsque CD est quelconque et que MN fait avec AP un 
angle quelconque constant en grandeur et en sens. 
La position du foyer est indépendante de la droite CD. 
3° Trouver le lieu du foyer quand on fait varier l'angle AMN. 
. (P. Vacor.) 


0035. — On donne une circonférence de diamètre AB et une seconde 
circonférence 0’ ayant son centre sur AB. 
Par A on mène une sécante qui coupe la 
première circonférence en P et la seconde 
en Q, puis la perpendiculaire à cette sé- 
cante en un point M tel que 
Je TP | 
MQ q | | 
1° Démontrer que MN enveloppe une 
ellipse ou une hyperbole (suivant la posi- 
tion de A par rapport à la circonférence 
0, ayant pour l’un de ses foyers un point F et pour sommets des 
points S et S' tels que 





Dur ob AS re 
FA SC NS D AATE 


2° Démontrer que l'enveloppe est encore une conique quand la cir- 
conférence 0’ est quelconque, et que l'angle AMN est un angle quel- 
conque constant en grandeur et en sens. Ë 
3° Montrer que la position de l’un des foyers de cette conique est 
complètement indépendante de la circonférence 0’, et que la position 
de l’autre foyer est indépendante du rayon de 0’. = 
(P. VaLor.) 
5036. — De quelle espèce doit être un triangle dans lequel on à 
: sin? B t8B, 
sin CTAtEUS 
(Gascuc pe SénésroNn, à Hesbru.) 





5037. — Établir les relations qui doivent exister entre les angles 
d'un triangle et les intensités de trois forces parallèles, de même sens 
et appliquées respectivement aux trois sommets, pour que le centre de 
ces forces coïncide avec le centre du cercle d'Euler relatif au triangle. 

(Cu. Vazcor, lycée Janson-de-Sailly.) 


9038.— Une masse d'air à la pression de 3atm 


es est emprisonnée dans un cylindre vertical ABCD par 
c LIU p piston M, de poids P. On note la distance À 
|4 CA — 10cà, 
On triple le poids P et on demande de calculer Ja 
A B 


hauteur dont descendra le piston dans le cylindre. 
Pression atmosphérique extérieure. 76° de mercure. 
Densité du mercure. ; 190 

(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1900.) 


563%. — Sur un sonomètre sont placées deux cordes, l’une en. 
cuivre, l’autre en acier, de même section, et ayant chacune 1x de 
longueur. La corde de cuivre est tendue par un poids de 1K8”, | 

49 Quel doit être le poids tenseur de la corde d’acier pour qu'elle 
rende le même son fondamental que la corde de cuivre ? 

2° Les poids tenseurs étant tous deux égaux à 1Kker, quelle serait la 
longueur de la corde d’acier rendant le même son que celle de cuivre 
de longueur 41m ? 

3° Dans les mêmes conditions, quelle serait la longueur de la corde 
d'acier rendant la quinte supérieure du même son ? 

Densité du cuivre 8:99 
Densité de l'acier UMA ces STEP 1,45. 
(Bacc. leltres-Sciences, Aix, juillet 1900.) 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE PREMIÈRE-SCIENCES 


PAC PE Concours de 1900. 





Mathématiques. 


4865. — 1° On donne dans un plan un quadrilatère ABCD, 
formé de quatre tiges rigides de longueurs invariables, savoir : 
Mb U; BD EN GDS: DA=:d 

Ces tiges sont articulées entre elles aux sommets À, B, C, D du 

quadrilatère, en sorte que celui-ci, sans sortir de son plan, tout 

en conservant les mêmes côtés, 

B peut se déformer librement 

par suite de la variation de 

ses angles. On démontrera que 
la relation 

dCi DC 0; 

est nécessaire et suffisante pour 

que les diagonales AC et BD 

du quadrilatère restent rec- 





tangulaires au cours de la déformation. 

2° Supposons cette condition remplie ; on place le quadrilatère 
articulé dans un plan vertical, de façon qu'il repose par ses deux 
sommets À et C sur une horizontale fixe XY de ce plan, sur 
laquelle ces sommets sont libres de glisser : on attache en B un 
poids P ; en D un poids Q. De plus on exerce en A et C des efforts 
dirigés suivant l’horisontale XY, que l’on désignera respective- 
ment par T et T', ces forces T et T' étant comptées positivement dans 
le sens XY et négativement dans le sens opposé. 

Calculer T et T’ de manière qu'il y ait équilibre. Discuter les 
valeurs trouvées. Examiner le cas où T, T' pourraient être nuls. 

3° Calculer les pressions verticales exercées en A et C sur 
l'horisontale XY. 

On négligera le poids des tiges, ainsi que les frottements, 


1° Supposons 
les  diagonales 
AC, BD rectan- 





gulaires, nous 
aurons 
bit CP + BI’ 
ce = CI + DI°, 
et b2—c? — BI — DT ; 
nous obtiendrons pareillement a? —d? = BI — D}, 
et il viendra b2— c? = a? — d?, 
c'est-à-dire LU? + d = a? + «. (1) 





Réciproquement si les côtés du quadrilatère vérifient la rela- 

lion (1), on à aussi 
b—c = à —- = Rk:; 

les sommets A et C appartiennent donc au lieu des points dont 
la différence des carrés des distances aux points B, D est égale 
à k°, c’est-à-dire à une pérpendiculairé à BD. 

2 Considérons le quadrilatère ABCD ; on peut le définir en 
position et en forme par la place du point 1 sur XY et les seg- 





ments +, y, «, w de ses.diagonales, comptés à partir de [ positi- 
vement suivant XY et la verticale ascendante. 
On a d’ailleurs, 


| y + 5 —=:4”, 
(D 3° + 0° —= b”, 
LS A ET 2 
jf +u = à. 


Les forces qui sollicitent le système sont : les poids P, Q ; les 
forces T, T’ que l'on veut déterminer et que l’on compte positi- 
vement suivant X, Y ; les réactions normales N, N' de XY que 
nous compterons positivement suivant la verticale ascendante ; 
enfin les actions mutuelles, égales et directement opposées, qui 
s’exercent à chacune des charnières. 

Pour exprimer que le quadrilatère est en équilibre, nous 
appliquerons le principe du Travail virtuel ; nous écrirons donc 
que, pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, 
la somme des travaux des forces données P, Q, T, T’ est nulle. 
Or, on peut passer d’une configuration du quadrilatère à une 
autre au moyen d’une translation parallèle à XY amenant en 
coïncidence les points de concours des diagonales, puis d’nne 
déformation laissant fixe ce point I ; et, nous considérerons suc- 
cessivement ces deux déplacements. Représentons par 4e le dé 
placement de translation, nous aurons 

ton l'Ae, RE TA EN 
et il viendra, en remplaçant la relation 

Cr + Cr + Gr + Ca = 0, 


Wat 0 


l'égalité Ae(T + T') = 0, 
ou bien TEE 0; 


5 


_Les forces T, T’ sont donc égales et directement opposées. 

_ Supposons Maintenant que le quadrilatère se déforme, le point 
I restant fixe ; les vitesses des sommets seront les dérivées : 7, 
y', 3’, u' de æ, 4, 3, w par rapport au temps et leurs déplacements 
infinitésimaux auront pour expressions æ'.At, y'.At, 3'.At, u'.At. 

Ceci posé, nous aurons pour les travaux des forces données : 


Ir A Or = + T'y.4t = — Ty’.4t, 
Ge — —P2'.Ai, CT, = — Qu'.At. 
Le principe du travail virtuel nous donnera alors 
T(a’ — y) — Ps! — Qu' = 0. (2) 
Ceci posé, dérivons, par rapport au temps t, les identités (D), 
il viendra 


yy + 33 —0, 
sé GR 0, 
uu Haxx = 0, 
yy' + uu' = 0, 
ou ax — 2 33 =uyy = —uu, 
d'où nous tirons 
' Y ' ' 
1 1 { 1 
CRUR LELL FT mn ou 


É Q 
; PAMIPTE æy(Pu -+ Q3) : 
T = = ——————. (x) 
Le l zu(x — y) 
HAE 


Telle est l'expression de la force T, pour l'équilibre du sys- 
tème présentant la configuration caractérisée par les longueurs 
æ, y, z, u des segments des diagonales. Le signe de T, qui défi- 
nit d'ailleurs le sens de cette force, dépend de la forme du qua- 
drilatère et du signe de Pu+ Qs. 

Ainsi dans le cas de figure considéré, nous avons : 

xy 0, su << O, æ—y>0; 
la force T sera donc dirigée suivant XY ou en sens contraire 
suivant que Pu+Qs sera positive ou négative. 

Les valeurs remarquables de T correspondent aux configura- 
tions du quadrilatère pour lesquelles le numérateur ou le déno- 
minateur de la fraction qui l'exprime tendent vers zéro. 

Nousremarquerons d'abord qu'il faut supposer : æ— y 70; 
car sil'on avait x — y, BG et DC coïncideraient respectivement 
avec BA et DA et toute déformation continue de la figure con- 
serverait cette coïncidence ; de sorte que l’on n'aurait plus une 
configuration limite. 

D'autre part, comme on s’en rend compte aisément par la 
figure ou à l’aide des identités (1) æy et su ne peuvent pas être 
nuls simultanément. Il résulte de ces remarques qu'il suffit 
d'examiner les cas principaux suivants : 


IL — xy—0. 49 æ—0, y<0. On voit, en se reportant 
à la relation (#4), que T = 0. 
29 æ —0, y—0. Pour quece cas corresponde à une forme 


limite du quadrilatère, il faut que x et y tendent vers zéro par 
des valeurs de signes contraires ; ceci se présentera quand 
c—=d; onaalors æ—=—7y avant la limite, puis 
— x(Pu + 02) 

2zu : 


UD) 
ii — 


Faisons tendre æ vers zéro, nous obtiendrons 
= 10; 





rR 


| su = 0. 19 3 —0 Ti Le relation (, qui peut À 
s'écrire / k 
__ __Pæy Qxy 
y) ue — y 


nous montre que T devient Re dre quand + tend vers | 
zéro. t 
u — 0. En raisonnant comme au (I, 2), on voit . 


SOS 0; 

que T devient infinie, sauf lorsque P=Q. FA 
Dans ce cas, eten tenant compte de 3 —=—"w, on obtient 

TI A0; È 


Pour toute configuration, le quadrilatère est symétrique par 
rapport à XY. 


UT. — Pu +Q:—0. Cette condition ne peut être remplie 
que lorsque « et 3 sont de signes contraires, c’est-à-dire lors- 
que les sommets B et D sont de part et d'autre de XY. 

Les forces T et T’ sont nulles dans ce cas. 

3° Pour calculer N et N’, appliquons le théorème des moments 
par rapport aux sommets A et C, il viendra, en remarquant 
que la somme des moments des actions aux charnières est | 


nulle, 
+y(P+Q)+(x—y)N = 0, 


a\(P + Q) — (x — y)N = 0, \ 
d’où nous tirons 1 
HU 
| N= Hammer 
= = DE O ER 
D— y 


Telles sont les réactions de XY de l'horizontale en A et G. Les 
pressions exercées en ces points sur la charnière sont respecti- ( 
vement égales et directement opposées à ces forces. 


É ét mt 


(104 
—————————4} ——— 4 
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4384. — Étant donné un angle x0y —=w, on prend sur Ox 
une longueur OA = a et sur Oy 
une longueur OB = b. Unedroite 
mobile OM tourne autour du point 
O et dans chacune de ses positions 
on projette sur elle les longueurs OA 
et OB en Ou et Ob. Etudier la va- 
riation de la somme Oa + 06. 





0 A T ; . RCA 
La question revient à étudier 


o — a COS æ + b cos (w — æ). 
Or, si l’on pose 
(D — = 2 TRE; 


——— w e 
x — Z AE et 
l'expression devient, après développement et mise en facteur, 


0 = 


\ 


— (a — b) sin . sin € + (a + b) cos — cos €. 


On est ainsi ramené à la forme classique 
A sin X+B cos X = C, 

que l’on sait discuter. 
IlLest néanmoins plus intéressant d'étudier la question au 
point de vue géométrique. 
Remarquons d'abord que, par construction, le point a déerit | 


une circonférence de centre P et de rayon et le point 4, 


AT 


b 
2 À 

Remarquons ensuite que si l’on détermine le milieu 1 de ab, | 
la variation de Oa + Ob est la même que celle de 201. 


. 


une circonférence de centre Q et de rayon 






mn » * r _ e 5 “ -: 


La solution du problème réside done dans la recherche du 








lieu de I. 

Première methode. — A l'ins- 
pection de la figure on peut 
écrire 

—9 PAL ad 

| Ja.I0 = IP° — 7? ou Pire 
= 1Q2 CE re 

18.10=R2—2< où pt 

Par suite, puisque Ia = [b, 

ss 2 bin Ve 
TS CARS TE 
SA Pa 
ts 2 2 
ou P° +70 = 


Le lieu de I est ainsi une circonférence de centre S, milieu 
de PQ, etc. Les points O et K appartiennent visiblement au 
lieu. 


Deuxième méthode.— Dans tout 
{triangle Kab, l'angle que forme 
la médiane KI avec le côté ab 
est lié aux angles a et b par la 
relation 


2 cotg I = cotg a + cotg b (). 


Donc, pour le cas actuel, 
2 cotg T est constant parce que 
les angles a et b sont eux- 
mêmes constants ct le lieu de I 
est un segment, décrit sur OK, 
capable de l’angle défini par la relation ci-dessus. 

Cela posé, on voit que 
la corde OI peut prendre 
toutes les valeurs com- 
prises entre 0 et OC, ces 
cas se présentant : le pre- 
mier, lorsque ab est di- 
rigé perpendiculairement 
à la médiane OC du trian- 
gle OAB ; le second, lors- 
que ab est dirigé suivant 
cette même médiane. 

Un cas particulier est 
celui où les trois points a, 
I et b sont confondus en 
un seul, K, deuxième in- 
tersection commune des 
| trois circonférences con- 
sidérées et pied de la hauteur issue du sommet 0. 

En appelant respectivement c et S le côté AB et la surface 
du triangle OAB, nous pouvons doncdire que la fonction étudiée 
a pour minimum 0, pour maximum 20C = ÿ 2a? + 2h? — «@, 


et pour valeur singulière 20K — . ; 











(G&onces LEMAIRE.) 





(*) Voir E. Dessenon, Trigonométrie, p.250. 
On peut aussi l’établir comme suit : 


2HD = HB + HG 
ou 


2AH cotg D — AH cotg B + AH cotg C 
ou, en supprimant le facteur AH, 
2 cotg D = cotg B + cotg C. 





D ACL EONRE PAET S  T, EEONR à RO RE E RAT RE ré: 
à "Te (us SE TU ER 2 : SA < d 


+ F rh LR LA: F 4 HS 
F5 jé di RTE 


REMARQUES. — 10 La somme Oa+0b n'est autre que la 
somme des projections de OA et OB sur la droite mobile OM, 
c'est-à-dire la projection Oc de la diagonale OC du parallélo- 
gramme construit sur OA et OB 
comme côtés. Le lieu du point 
c est le cercle de diamètre OC 
et on voit immédiatement com- 
ment varie la corde Oc. 

20 Sion développe cos(w—x) 
l'expression de la quantité p de- 
vient 
p—=(a+b cos w ) cos x 

—- b sin w Sin x; 





on est conduit à discuter une 
équation de forme connue. 

La condition pour que cette équation ait des æacines est que 

0? < (a + b cos w)? + b? sin? w = a? + b? + 2ab cos w; 
on voit que le second membre est l'expression du carré de la 
diagonale OC du parallélogramme ayant pour côtés OA = a, 
OB — b etpourangle AOB = w. On voit done que Oc est le 
maximum de la valeur absolue de o. 

On peut remarquer que æet æ+7x correspondent à la 
même figure, et donnent pour o des valeurs égales et de signes 
contraires.On peut donc toujours avoir, pour une figure donnée, 
le signe que l’on veut, et par suite ne considérer que les valeurs 
absolues. Il résulte de la discussion géométrique faite plus haut 
que l'expression de p est positive si on fait varier æ entre 
— x etr—4x, x désignant la valeur absolue de l'angle æ03 
que forme avec Ox la perpendiculaire à OC. 


[Ont résolu la même question: MM. L. Gourdet; F. Leuilliot; E. Sinturel ; 
G, Tastet.] 


5013. — Inscrire dans un cône de rayon R et de hauteur h 
un cylindre de surface totale donnée. 


Soient SAR et MNPQ les sections du cône et du cylindre par 
un plan passant par l'axe SO; dési- 
gnons par æ le rayon de base OP et 
par y la hauteur PN du cylindre. 

Si l'on représente par 27° la sur- 
face totale donnée du cylindre, on a 
d’abord 


S 


Qnx(x + y) = rm? 
ou a(æ + y) = m>°. (4) 
D'autre part, des triangles sembla- 
bles donnent 





NP, S0 
PB OB 
y h 
ou pause = R 2: 
R(R — x 
d’où YU = PAR (2) 


Portant cette valeur dans (1), on à 


( » hRR — ho ) à 
DU QG + —— | = mi: 
R 


ou fl) = (R — h)e? + Rha — Rm? = 0. 


Discussion. — Pour qu'une yaleur de # convienne au pro- 
blème, il faut et il suffit qu’elle soit réelle et comprise entre 0 
et R. Une telle valeur rend d’ailleurs la valeur (2) de y infé- 
rieure à À et positive. 





Cas d’une solution. — l'équation f(x) = 0 aura une de ses 
racines comprise entre 0 etR si l’on a en 








DR È f(0) AR) < 0 
‘4 ou — Rm?.R(R? — m°?) < 0, 
De c'est-à-dire m? < R?2. 
FN Cas de deux solutions. — Les deux racines de l'équation 
fle) = 0 seront réelles et comprises entre O etR si l’on a en 
.même temps : 
5> 0 . où RE + 4(R — h)Rm? > 0, (1) 
’ af(0) > 0 ou —(R— k) r2R > 0, (2 
té af(R) > 0. ou (R— L)R(R2— m?) > 0, (3) 
| OZ <R ou << (4) 


La première des inégalités (4) entraine X > R: la seconde 

inégalité peut alors s'écrire 
Rh <2R(4 —R) ou h > 2R.' 

Comme LR, l'inégalité (2) est toujours vérifiée, et les 
inégalités (1) et (3) se ramènent à la double inégalité 

Rz? 
&(R—R) 
Ces limites de m° sont toujours compatibles, car l'inégalité 

RA? 
MAR) 





REC Cm UE 


R°z 


équivaut à ” 


R(A—2R}? 
US L(R ER) 


inégalité vérifiée lorsque À > R. 
Le tableau suivant résume la discussion : 


m? = 0, une solution limite : x — 0 ; 
0O<m<R, unesolution: æ&'sih>R ou x&”si h< nr 
h <2R,. une solution: æ =R, 
2 — 2 2 
mEE | h>2R, deux solutions! æ =R et x — — 
2 hk<32R, aucune solution 
Fa CA Re AE 
Hh—R) | k>2R, deux solutions : 
1 Rh? \ h<2R, aucune solution, 
PÊ = —————— 
HKk—R) | r> 2R, deux solutions ; 
m2 > Le de solution 
ut} + R) , P À À l ne 


On peut retrouver ces divers résultats en étudiant les varia- 
tions du trinome incomplet 
Û R— } 


—— CRT .2? + hæ, 


m 


lorque x varie entre 0 et R. 
(T. PERMANN, lycée de Limnges.) 


[Ont resolu la même question; MM. V. Barol; A. Bernardeau; M. Beyney; 
R. Cattin; L. David; Dejouany; H. Dobryzniak; Ducongé; E. Durand ; Gasluc 
de Sénébron ; E. Hugonnier; À. Legros: P. Legros: P. Luquet; M. Marx ; 
F. Mestre; A. Meynier; R. de la Noue: C. Paronelli; D. Petit, V. Pollet; 
E. Roncin; M. Royer; P. Saintin: E. Serres ; F. Sol; J. Tastet; H. Thibon; 
A. Vanunier.] 


5020. — Résoudre l'équation 


Sa —x% 3/b+x 
Ur +VE= Ë dr 





Si l’on pose 


ad — qi lier 
le b+x _V” 
d' l'équation proposée devient 
x 1 
# c ÿ 
k 
Re 
HS 





F CEVE—E 
d'où y : —_—. 
‘ Ne A M vi 
On est ainsi ramené à l'équation 2 
a —+ Ed Cet Ce) 3 pu », É. 
bag, 4 2 L be 


d'où l’on tire : | = ‘1 
| » — 8a—b(c+ÿe— 2) 
| 8+(c+ Ve 4) ? : 
les signes supérieurs ou inférieurs étant pris ensemble. 
Ces deux valeurs de # ne sont réelles que si l'on a —4>0, 
ou, ce qui revient au même, | | 


| c<—2 où | CRIE 
Pur le So NUE PIS 
pour c——2, xinfinisi a+b0.. 


Lorsqu'on a à la fois c=—2 et a+b—0, l'équation se 
réduit à une identité. | 
(EUGÈNE LICOPE, à Mons.) 
[Ont résolu la même question: MM. A. Bernardeau ; À. Bourlat ; C. Bour- 
véau ; L. David; F. Gérard; C. Gracule; P. Guerrier ; E. Hugonnier ; 
H. Lamarre ; M. Laurence ; A. Legros ; G. Lepoivre ; A. Mabon; H. Martin; 


M. Marx; E. Mercier: F. Pégorier ; Poujol; A. Vannier; F. Velardi ; 
G. Ybert ; Daure.] 
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5014. — Etant donnés une droite fixe, XY, et un añgle cons- 
tant tournant autour de son sommet O, trouver le lieu : 

1° Des points de rencontre des médianes et des hauteurs du 
triangle formé par la droite fixe et par les côtés de l’anyle mobile : 

2° Des centres des cercles inscrit et circonscrit à ce triangle. 


(° Lieu du centre de gravité. — Soit G ce point situé aux = 


| 3 
de la médiane Of à partir de 0. A 
| Lorsque I décrit la droite 
0 XY,lepointGdécritune droite 


LL’ homothétique à XY, O 
Dre 
étant le centre et a le rap- 


port d’homothétie, 


20 Jieu de l’orthocentre. — 





tersection des deux hauteurs 
issues de O et M. La hauteur 
OA étant fixe répond au lieu; mais un point quelconque H de 





cette hauteur ne fait partie du lieu qu'autant qu'il peut exister # 
FES T : Fa 10 
sur XY un point M tel que OMH — BAT GE étant l'angle 


aigu formé par les droites mobiles. ; . 


Soit H ce point situé à l'in-_ 


+4 

ñ 

x 
fs 

















Par suite, pour qu'un point H convienne, il faut et il suffit 


' que le segment capable de # — 4 décritsur OH comme base 


i 


coupe XY. Or le centre C de ce segment se trouve sur une droite 
fixe DD’ passant par O et faisant avec OA l'angle «, ou sur sa 
symétrique par rapport à OA; pour qu'un segment rencontre 
XY, il faut que la distanceeCI de son centre à XY soit au plus 
égale au rayon CO, autrement dit le point G doit être extérieur 
à la parabole de foyer O et de directrice XY ; cette courbe 
rencontre DD’ aux points C1 et C&, centres de deux cercles 
passant par O et tangents à XY,; ces cercles déterminent sur la 
droite OA deux points H; et H> qui comprennent tous les points 
ne faisant pas partie du lieu de H. 


Lorsque «a — _. le lieu de H se réduit au point fixe O. 


20 Lieu du centre V du cercle inscrit. — Soient P et Q les 


| points de contact du cercle avec MN et ON. On a 


d'où 


_ du lieu est donc limitée par une parallèle à XY, 


IP — 1Q = OI sin +, 

IP Lan 

10. a 
Le rapport des distances du point [au point 0 et à la droite 
XY étant cons- 
tant, le lieu de I 
est une branche 
d'hyperbole ad- 
mettant O pour 
foyer voisin et 
XY pour direc- 
trice. Lorsque 





. l’un des côtés de l’angle constant MON devient parallèle à XY, le 


la portion utile AB 
équidistante de 
O et de XY. Le lieu du centre du cercle exinserit situé dans 


_ point I est équidistant de ce côté et de XY ; 


FLE 
_ MON, est de même un arc de la seconde branche d’hyperbole ; 


_les centres des autres cercles exinscrits sont sur une hyperbole 





d’excentricité = 
ÉUSF SE 

Dans le cas de la figure, on suppose que l’angle MON — «, 

rencontre XY par ses deux côtés. Si XY coupait un seul côté et 

le prolongement de l’autre, il suffirait de remplacer dans ce qui 

précède & par 180°—%; on obtient ainsi une seconde hyper- 

bole ayant même foyer et même directrice, mais dont l’excen- 


‘tricité est égale à 


1 à 


LE 1800 —- :) En 
à 


L’arc utile du lieu est compris entre AB et XY, les centres des 
cercles exinscrits se trouvent soit sur cette hyperbole, soit sur 
À _celle qui à été précédemment trouvée. 
Si 1æ — 90°, 


(2 
cos > 


les deux hyperboles se confondent en une seule, 
comme on pouvait le 
prévoir. 


Lieu du centre du 
cercle circonscrit.—Soil 
_G ce centre. Si l'on 
tire CO, CM.et qu'on 
abaisse CH perpendi- 
culaire à MN, le tri- 
angle rec angle MCH 
donne 
CH = CM cos MCH 


OT Te 





ou, comme CM = CO et MCH = MON — a, 
CH 

CO 

Le point GC décrit une branche d’hyperbole admettant O pour 
foyer, XY pour directrice correspondante et dont l’excentricité est 


— COS «. 


+ On reconnait aisément que la seconde branche s'applique 





cos 
aux positions des droites OM, ON pour lesquelles MON —180°—%. 
Pour «x — 90°, l’hyperbole se réduit à la directrice XY, ré- 


sultat d’ailleurs évident a priori. 
(P. LEGROS, à Rethel.) 


ACL ; FER L 
cOSa — Sin C est-à-dire si «à —= 3? 
l'hyperbole en question se confond avec une de celles qui ont 
été trouvées comme lieu des centres des cercles inscrits. 
(V. H.) 


MM. M. Antoine ; H. Belbenoît; M. Beyney; 
A. James ; E. Serres ; J.Tastet; H. Thibon.] 


REMARQUE. — Si 


[Ont résolu la même question : 
A. Bourlat; L. David; L. Didier; 


5017. — Les cercles décrits des pieds des hauteurs d'un trian- 
gle comme centres, avec un même rayon, rencontrent les côtes 
correspondants du triangle formé par les milieux des côtés en 


six points qui sont sur un même cercle dont le centre est à la 
rencontre des hauteurs du premier triangle. 


Des pieds À’, B', C des trois hauteurs comme centres, décri- 
vons, avec le même rayon R, trois cercles qui rencontrent 








HMS 
By, yx, «8 du triangle af, obtenu en joignant deux à deux Les 
milieux des côtés de ABC. 

Pour établir que les quatre points D, D’, E, E’, par exemple, 
sont sur un même cercle, il suffit de démontrer l'égalité 


respectivement en D, D’; F, KE’ les côtés correspondants 


yD.yD' = YE.YE". 
La hauteur AA’ étant perpendiculaire au milieu [ de DD’, 
on à 


AD AUS UD Fr) (ID' + I) 
= ID — Fa 
— ARE T° 
— R? — ;A° 


de même, en considérant la hauteur BB’ perpendiculaire au 





4 


milieu K de EE’, on a Re 
JEYE —=R: — ÿB". 

Mais les angles droits AA'B, AB/B sont inscrits dans un cercle 
de diamètre AB et de centre y; donc yA' = YB, et par suite, 
D'YD'=YE .YE". 

HA Lien (Ca à PAS EL 

Les quatre points D, D', E, E’ appartiennent ainsi à un même 
cercle ayant son centre à la rencontre H des deux hauteurs AA’, 
BB’, perpendiculaires aux milieux [, K de DD’, EE’. 

On démontrerait de même que les quatre points D, D’, F, F' 
sont sur un cercle de centre H, qui se confond avec fe précé- 
dent. 

(E. HUGONNIER, ‘école professionnelle de Voiron.) 


[Ont résolu la même question : MM. M. Beau ; H. Belbenoit ; A. Bernardeau : 
L, David; Gasluc de Sénébron; P. Legros; E. Serres; J- Tastet; F. Thibier.] 


5022. — Quand un quadrilatère inscriptible a ses diagonales 
rectangulaires, les bissectrices des angles formés par le prolonge- 
ment des côtés opposés du quadrilatère coupent les côtés en quatre 
points qui sont les sommets d'un carré dont le côté est la demi- 
moyenne harmonique des diagonales. 


Pour généraliser la question, nous considérerons un quadrilatère 
inscriptible quelconque, et nous montrerons que les quatre 
points énoncés M, N, P, Q sont alors les sommets d’un losange 
dont les côtés sont parallèles aux diagonales AC, BD du quadri- 
latère et ont pour longueur commune la demi-moyenne harmo- 
nique de ces diagonales. 





En effet, EPQ est égal à la somme des angles intérieurs du 
triangle PAF, D 
ES à 
ÉPQ = PAF + AFP ; 


or PAF — BCP comme supplément de AD, 
DATE. Te 

et AFP — QFC par hypothèse ; 

donc ÉPQ — ÉCF + QFC — ÉQP, 


- ce qui montre que le triangle EPQ est isocèle. 

Par suite la bissectrice EMN de l’angle au sommet E est per- 
pendiculaire au milieu I de PQ. On voit de même que la bissec- 
trice EPQ est perpendiculaire au milieu I de MN. Le quadri- 
latère MPNQ ayant ainsi ses diagonales perpendiculaires entre 
elles et se coupant mutuellement en leurs milieux est un 


losange. 
La bissectrice EM donne 
AM __ AE 
MB ER’ 





et la bissectrice FQ, 


COMRACT 


$ 10BRTEN 


Mais, dans les triangles AEB, CFB, les angles en A, G sont 
égaux et les angles en B supplémentaires ; on sait que dans ce 
cas, les côtés opposés aux angles égaux sont proportionnels aux. 
côtés opposés aux angles supplémentaires, de sorte que 


AE LG à | 
EB _ FB: 
AM m;C0 

Donc VE = QB”’ 


ce qui entraîne le parallélisme des droites MQ, AC. On établi-. 
rait de même que MP est parallèle à BD. 14 


Les triangles semblables AMP, ABD donnent x 
MPSPAME AE MOYESME 
BD AB? PS où HAN 


En ajoutant et observant que MP = MQ est égal au côté æ | 
du losange, ona 


1 1 \ __AM+MB._ 
ep + 26) = = 
d'où | 7 = ACBD, 
T (AG +BD 


(Gaszuc De SÉNÉBRON, à Hesbru.} 
[Ont résolu la même question : Mie A. Saleilles ; MM. L. de Alba ; H. Bel- « 
benoît ; A. Bernardeau : M. Beyney ; L. David; E. Hugonnier ; F. Pégorier ; 
E. Serres; V. Thébault.] ? A 
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5026. — Calculer le côté a d'un triangle, sachant que 
2a — b+c et connaissant l'angle À et la hauteur correspon- 
dante h. 


On a d’abord - 











2a — b+c. (1) 
D'autre part, l'angle A et la hauteur À étant connus, on a 
a? — D? + ©? — 2hc cos À, (2) 4 
ah = bcsin A. (3) 
L'équation (2) peut s’écrire 
a? —:(b + c)? — 2bc(1 + cos A) 
ou, en tenant compte de (1) et (3), 
2ah 
sin À , 
d’où, après suppression du facteur commun positif a, 
sus 2h(4 + cos A) _ PRES 
&; 3 sin À Toi ROSES 
Pour que cette valeur positive de a soit acceptable, il faut. 
qu'elle rende réelles les valeurs de à et c, qui, d'après (1) et (3), 
vérifient l'équation 154 


a? = 4a? — 





(1 + cos A), 


1 ah 
X2—2aX + — = 0. N 

sin À | 
Cette condition est d’ailleurs suffisante, car l'équation (2) 
entraine 
[b—c|<a<b+c. 
Cette équation a ses deux racines positives si elles sont réelles, 
c’est-à-dire si l’on a | 


< ah : h 
Aa ANRT = 0 ou (42 > int 
En remplaçant a par sa valeur, il vient 
h 2h t A 
“had 1 08 
| SA OU , 
ou LOS? TT ou À < 600. 


(J. PERMANN, lycée de Limoges.) 
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À i . — Menons la bissectrice de l'angle {Ont résolu la même question : Mie: T. Filoteia ; E. Grecescu ; MM. M. An- 
Solution géométrique ’ 6 g PERS ë toine : E. Barbé; A. Bernardeau ; L. David; Gasluc de Sénébron ; H. Thibon.] 
“A A. Ona QU | 
| DDC" Te pa ! Men UTC CLIN OMAN ET 
| CDR ED RE d'OS à 


PHYSI 
Le triangle ABD ou ADCG est alors SE 


défini par son angle en A, la hauteur 
correspondante k etle rapport 2 des côtés 
issus de B ou C. 


De là, cette construction : Sur le côté AX d'un angle 








.5002. — Deux baromètres, l'un parfait, l’autre contenant de 
l'air dans sa chambre barométrique, sont observés simultanément. 
La température étant de 0°, on lit sur le premier baromètre 760mm, 
et Sur le second 740mn, 

Quand le premier marque 740wm, Je second marque 7280, 
Quelle est la longueur de la chambre barométrique ? 

À quelle température, le premier baromètre marquant toujours 
140%, le second ne marquera-t-il plus que 126mm? 

On négligera la dilatation du mércure, celle de l'enveloppe et 
celle de l'échelle. 


B DARHEPAC 


y] 


- 


NAN — ea on prend un point quelconque B; et de B, comme 


AS AB ' ati : 
centre avec — pour rayon on décrit un cercle qui coupe 


AY en C, et C!: les tangentes parallèles à B;D, et B,D', menées 
au cercle de centre A et de rayon À 
déterminent les triangles ABD et AB'D’. 
On doit observer ici que le triangle 
AB'D’ ayant l’angle en D’ supplémen- 
taire de l’angle en D est égal au 
triangle ADC de sorte qu'il nv a en 
réalité qu’un seul triangle ABC. 

La seule condition de possibilité est 
que le cercle de centre B, et de rayon 


B; 1 
T3 Coupe AY, ce qui exige que 


1 


Coefficient de dilatation de l'air : 373 | 
= | 





1° Désignons par & la longueur du tube barométrique conte- 
nant de l’air. 

La température étant constante et égale à 0°, lorsque la 
pression est de 760®m le tube barométrique contient un volume 
{& — 740)s d'air sous la pression 760 — 740 — 20m, s dési- 
gnant la section du tube. Lorsque la pression est de 740», le 
tube barométrique contient un volume {æ& — 728)s d'air sous la 
pression 740 — 728 — 12n, 

. En appliquant la loi de Mariotte, il vient 
(ax — 740)s >< 20 = (x — 728)s X 12, 
d'où œ,— 158". 


l'angle XAY ne surpasse pas 30°, et par 
suite l’angle A, 60e. 

Lorsque A—60°, B,D, et B,D',. se 
confondent avec la perpendiculaire à 
AY, et le triangle ABC devient équila- 





ral # 2o A 0, l'air occupe un volume V, = 5(758 — 740) — 185 
F sous la pression H,= 20%», Cherchons à quelle température 
* Autre solution géométrique. — Soient D, E les points de | + il occupe le volume V, = (158 — 726)s — 325 sous la pres- 


contact du côté AB avec les 
cercles I et L inscrit et exins- 


sion. H:=1740 — 726 =1u4mn, 





- En appliquant la loi de Gay-Lussac, on à 
crit dans l’angle A. On a VE ) 4 à FA 
1 a DÉQE PE) + ax 
Â ER — = —=- ; 
Pme —a= 32s x 14 
; 7 ou ISO DOTE TLC 
De là cette construction : On | d’où 2 == 0607: 


prend a égal à une longueur 
arbitraire, et l’on construit les 
triangles rectangles ADI, AE, 
déterminés par un côtl&.et l'angle 
s e A 

aigu adjacent  DAI— Zi on 
trace ensuite les cercles I, l' et 
on leur mène la tangente com- 
mune BC; on obtient ainsi un 
triangle ABC semblable au 
_ triangle cherché. Le reste s'achève comme dans la première 


(A. BERNARDEAU, à Surgères.) 


[Ont résolu la même question : Mike Saleilles ; MM. Boltin : Bournisien : 
Cattin ; Ducongé ; Durand ; Godfroy; Grenouillot ; Guerrier; Henry; Hostier ; 
Hugonnier ; Lacape ; Lapresle ; Laurence ; Marx ; Meynier ; Platrier ; Yhert. 
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ÉCOLE DE CHIMIE INDUSTRIELLE DE LYON 





Concours de 14900. 








construction. CS DEA EN 
1 La condition. de possibilité est Muthématiques. 
| \ | > DI+Er I. — 5040. Résoudre le système d'équations 
! ou my +z—92p. 
L” Dans «rat TAN NE Rp A ER 
, M 2 17 22e 2 PP NT 
4 é IL. — Inscrire dans unesphère de rayon R un cylindre dont la surface 
eux L totale soit équivalente au double de la surface d’un cercle de rayon «. 
PTS F\ Discussion. 

| s éfini Û ine carrée d’ nombre à 
edi À IL, — Définir ce que l’on entend par racine carrée d’un nom 

RRRUTe 2 DE jee UE 4! : RUE l'obtient pratiquement 
| £ e ! —— près, et indiquer comment on l'obtient pratiquen ; 
4 (E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron. ) 410 
€ 





_ Physique. 

I. — Lois de la réfraction lumineuse. — Prismes. 

I. — On a taré un ballon de 6 325®% de capacité plein d'air à la pres- 
sion de 748um, On fait le vide dans le ballon et on le remplit d’un 
nouveau gaz à la pression de 753mm, Pour rétablir l'équilibre il faut 
ajouter du côté du ballon sur le plateau de la balance 18',328. Quel 
est le poids spécifique du gaz par rapport à l'air ? 


Le poids normal du litre d'air est 48,293. Û 
Chimie. 

1. — Azote et acide nitrique. 

IT. — Classification des métaux. 


Rbenek LAN LE 11e) 
QUESTIONS PROPOSÉES 
(Baccalauréat) : 





5041. — Sur le côté AB d'un triangle équilatéral ABC, on prend 
un point P dont la distance au sommet A sera désignée par æ; on 
désignera par a la longueur du côté AB; du point P on mène une 
perpendiculaire PQ sur le côté BG, du point Q on mène une perpen- 
diculaire QR sur CA, et du point R on mène une perpendiculaire RP, 
sur AB. On demande : 

1° De déterminer æ de manière que P1 coïncide avec P ; 

2° De déterminer æ de manière que la somme des carrés des trois 
perpendiculaires PQ, QR et RP, soit minimum et de trouver ce mi- 
nimum ; 

3° (Facultatif). On calculera d’abord la distance PP1, puis du point 
P; on opérera comme on à fait en partant du point P, et on obtiendra 


un deuxième point, P: ; on calculera alors P,P, et on cherchera le rap- 

» 
PPa 
de P et P, ; on demande vers quelle position limite tend la suite des 
points P, P:, P», 


port Puis partant de P; on opérera comme on a fait en partant 


(Lettres-math., Marseille, juillet 1900.) 


5042. — Déterminer un quadrilatère ABCD inscriptible dans le cer- 
cle dont les quatre côtés et une diagonale forment une progression 
arithmétique. Cette diagonale BD est donnée égale à &; elle est le 
terme du milieu de la progression et partage le quadrilatère en deux 
triangles ABD, CBD dont les autres côtés sont respectivement les deux 
plus petits et les deux plus grands termes. 


(Lettres-math., Grenoble, nov. 1900.) 


5043. — Dans un demi-cercle dont le diamètre AB est représenté 
par 2R, on mène une corde CD parallèle à AB, et l'on mène deux 
droites CE, DF formant deux triangles isocèles PCD, PEF rectangles 
en P. Chacun des angles C, D, E, F est 
donc égal à 1/2 angle droit. On suppose 
la corde CD assez petite pour que le point 
P soit à l’intérieur du demi-cercle ACDB. 
Déterminer la longueur 2x de la corde CD 
de manière que la somme des aires des 
triangles PCD, PEF soit égale à l'aire d'un 
carré de côté m. 

Examiner entre quelles limites m doit être compris. 

On démontrera d'abord que la distance du point P à la droite CD est 
égale à x. 


Do mer 


7 


EN 


À F E : B 


(Lettres-math., Toulouse, juillet 1900.) 


5044. — On donne une sphère de rayon R et un diamètre PP’ de 
cette sphère. On demande de couper la 
sphère par un plan CMD perpendiculaire à 
PP’ de telle façon que le volume du tronc 
de cône CDEF déterminé dans le cône PCD 
par le plan äu grand cercle AOB perpen- 
diculaire à PP’ soit égal à m fois le volume 
du cône MEF. Discuter le problème sui- 
vant les différentes valeurs de m. 
(Lettres-math., Tunis, juillet 1900.) 





5045. — Par un sommet À d'un trian- 
gle équilatéral ABC on mène une droite 
AD coupant BC en D et on considère les 
deux cercles passant par les trois points À, B, D d'une part, par les 
trois points A, C, D d'autre part. 





_ 19 Démontrer que ces deux cercles Sont. Feel FU 
20, Déterminer le point D de façon que la longueur 6 À tangente. 


‘} 
commune aux deux cercles soit dans un rapport donné et avec BD. 


(Leitres-math. Grenoble, juillet 1900.). 


5046. — Étant donnés une parabole et un point A sur son axe, dé. 
terminer le rayon d’un cercle dont le centre doit être sur ce même axe 
et dont la circonférence doit passer par le point A et être tangente à la. 
parabole. Dire, suivant la position du point A, quel est le nombre de. 
cercles satisfaisant à la question ; examiner le cas où A est le foyer. 

(Lettres-sciences, Caen, juillet 1900.) 1 


5047. — Sur l’arête d'un dièdre droit on marque deux points fixes 
A,B dont la distance mutuelle sera représentée par d, et desquels . 
points, dans les deux faces du dièdre respectivement on tire les demi- 
droites indéfinies AP, BQ, faisant 
avec l’arête du dièdre les angles 
rectilignes BAP, ABQ d’une même. 
valeur donnée 6; sur ces demi- | 
droites AP, BQ on considère des … 
points mobiles M et N pris tous. 
deux à une même distance indéter- 
minée, æ, des points fixes À et B, et | 
l'on demande : 

1° D'exprimer en fonctionde d,6,æ& 
la distance variable y des points M,N; 
2 De calculer la valeur de x pour laquelle cette distance y est mi- 
nimum ; "4 

3° De prouver que dans sa position donnant lieu au minimum ci- 
dessus, la droite MN est perpendiculaire à chacune des droites AP, BQ. 

(Lettres-math., Dijon, juillet 1900.) É 





5048. — On donne un segment rectiligne MN, situé dans le plan 
horizontal de projection, un axe vertical ayant o pour pied sur ce plan, 
un point quelconque (a, a’), et l'on demande de faire tourner le seg- 
ment MN autour de l’axe o jusqu’à ce que ses extrémités M et N de- 
viennent équidistantes du point (a, a’). 

(Leltres-math., Dijon, juillet 1900.) 



























5049. — Un quadrilatère articulé ABDC est composé de deux règles 
métalliques AB, CD, de même substance, de même longueur L, à 0° 
et de même coefficient de dilatation linéaire k. Ces règles sont reliées. 
par deux tiges AC, BD non dilatables et de même longueur constante L. 
Une règle non dilatable divisée en centimètres et millimètres est portée 
par BD et la suit dans tous ses mouvements. 
D'autre part, une lunèêtte dont l'axe optique 
reste toujours perpendiculaire à AC est fixée : 
au point C de la tige AC dont elle suit tous 
les mouvements. La règle AB est constam- 
ment maintenue dans Ja glace fondante, tan- 
dis que CD peut être portée sur toute sa lon- 
gueur à une température quelconque t° au 
moyen d'un bain convenable, Pour t— 0°, 
le quadrilatère ABDC est un rectangle et la. 
lunette vise le point D de la règle BD ; pour f. 
différent 14 0, ABDC est transformé en un trapèze isocèle et la. 
lunette vise un point X de la même règle. Calculer la longueur 
DX —%x, simplifier la formule qui donne æ dans le cas où f est petit, 
et la discuter si l'on peut. Avec quelle approximation peut-on connaître 





- 2h 
t par la mesure de æ, en supposant que la lunette apprécie le 00 
de millimètre ? ‘FE 
Application :“L;= 25, 1 —= 4m, % — 0,00002; 7 —100% 


(Leltres-maih., Toulouse, juillet 1900.) K 


5050. — Un conducteur est disposé dans une enceinte entourée 
d'eau. On lance dans ce conducteur pendant vingt minutes un courant - 
électrique d'une intensité d'un demi-ampère ; la différence de potentiel 
aux deux extrémités de ce conducteur est de 110 volts, le poids de | 
l'eau de l'enceinte est de 10238°. On demande l'élévation de tempé- 
rature de cette eau en admettant qu'il n’y ait aucune perte de chaleur | 
par rayonnement. : 


(Leltres-math., Grenoble, 20 juillet et 5 nov. 1900.) 
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NOTE RELATIVE AUX ASYMPTOTES DE L'HYPERBOLE 


par M. Vogt, professeur à l’Université de Nancy. 


Le sujet de l'une des leçons de Mathématiques élémentaires au 
concours d'Agrégation comporte la recherche des points communs à une 
droite et à une hyperbole, ainsi que la détermination des tangentes et 
+ des asymptotes de cette courbe. 

Le problème de la recherche des points de rencontre d’une droite et 
d’une conique se ramène, comme on le sait, à la détermination des 
cercles ayant leur centre sur la droite donnée, assujettis de plus à 
passer par un des foyers de la coniqueet à être tangents au cercle direc- 
teur relatif à l’autre foyer. Nous supposerons connues la résolution et la 
discussion de ce problème, ainsi que la détermination des tangentes 
à la conique, qui en est une conséquence; nous nous proposons seule- 
ment de montrer dans ce qui suit comment la détermination des 
asymptotes de l'hyperbole et la démonstration de quelques-unes des 
propriétés de ces asymptotes se rattachent au problème dont nous 
venons de parler. 


I, Soient F et F' (jig. 1) les foyers d’une hyperbole donnée ; 
 traçons le cercle directeur relatif au foyer F', ainsi que les 
tangentes à ce cercle issues du foyer F; nous appellerons e, et 
v les points de contact 
de ces tangentes, et nous 
désignerons par ? 18 symé- 
trique du foyer F par 
rapport à une droite 
donnée, D. Nous suppo- 
sons connus les résultats 
suivants : 

1° Si le point © est intc- 
rieur au cercle directeur, 
la droite D ne rencontre 
pas l’hyperbole ; 

2° Si le point + est exté- 
rieur au cercle directeur, 
sans se trouver sur les droites indéfinies Fe, Fo, la droite D 
coupe l’hyperbole en deux points à distance finie ; 

3° Si le point + se trouve sur les droites indéfinies Fe, ou Fo, 
mais non en % ou w, la droite D coupe l'hyperbole en un point 
à distance finie et un point rejeté à l'infini. 

4 Si le point ® est sur le cercle directeur, mais non en 2, ou 
w, la droite D rencontre l’hyperbole en un seul point; on 
démontre dans ce cas que la droite D est tangente à la courbe 
au point où elle la rencontre, et que ce point est à l'intersection 
de la droite et de F'o; 

5o Si le point © est en l’un des points ©, où w, la droite D 
rencontre l'hyperbole en un seul point rejeté à l'infini. 

Dans ce dernier cas, la droite D est perpendiculaire au milieu 
de Fe, ou de Fe: ; elle est donc confondue avec l’une des droites 
A10Bi, A20B: menées par le milieu Ode FF’, c’est-à-dire par le 
centre del’hyperbole, perpendiculairementà Fe, et Fc», ou paral- 





Fig. 1. 





lèlement à Fe, et Fes. Ces deux droites sont appelées les asymp- 
totes de l’hyperbole; nous justifierons plus loin cette déno- 
mination. 


Il. Les propriétés des asymptotes résultent des théorèmes 


suivants : 


THÉORÈME., — Une tangente à l’'hyperbole, dont lepoint de contact 
s'éloigne indéfiniment, a pour limite une asymptote de la courbe. 

On obtient, comme on le sait, une tangente à l'hyperbole en 
menant une perpendiculaire au milieu de la droite joignant le 
foyer F à un point 
o du cercle direc- 
teur relatif au foyer 
EF" (fig. 2) ; le point 
de contact, M, est 
à l'intersection de 


cette  perpendicu- 
laire et du rayon 
F'o. 


Pour quece point 
M s'éloigne indéfi- 
niment, il faut etil 
suffit que Fo de- 
vienne parallèle à 
la tangente, ou bien 
perpendiculaire à 
Fo; il faut et il 
suffit pour cela que 
le point & vienne se confondre avec l’un des points &1 ou 92. 

S'il vient se confondre par exemple avec &1, la perpendicu- 
laire au milieu de Fe vient se confondre à la Hmite avec la 
perpendiculaire au milieu de Fe:, c’est-à-dire avec l’asymptote 
A10B:; la proposition est done démontrée. 

Nous pouvons ajouter que si le point © se rapproche de ce: 
en restant sur l'arc &2%1, ie point M s'éloigne indéfiniment sur 
la branche voisine de F; si © se rapproche de & en restant 
sur l'arc 61, le point M s'éloigne indéfiniment sur la bran- 
che voisine de F’, Nous arriverions à des conclusions analogues 
si © se rapprochait de +. 








Fig.92, 


IL. THéorkme. — Si un point M de l'hyperbole s'éloigne indéji- 
niment, et si l’on considère l’asymptote qui est la limite de la 
tangente en ce point, la distance du point M à cette asymptote a 
pour limité zéro. 

Soit (/ig. 2) M un point de l'hyperbole, et soit MH la tangente 
en ce point, tangente qui est perpendiculaire en H au milieu de 
Fo; supposons que le point M s'éloigne indéfiniment de telle 
facon que © tende vers &; nous venons de voir que MH tend 
vers l'asymptote A,0B,; désignons par H, le point où cette 


PT RE er Re D : PE RL TUE he TE ME 
À ds AE EN CE ERP f l - 
ï À : ÿ È , s : | 


ad ei 


D 
x 
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asymptote coupe Fe, et par T1 le point de rencontre des deux 
droites MH et A;OB.. 

Le point T, est également distant des trois points F,0, ®,; il 
est donc sur la perpendiculaire au milieu de +v,, c'est-à-dire 
sur le rayon bissecteur de l'angle e,F'e. Quelle que soit la 
position du point & sur l'arc 4#,, ou sur l'arc Ps, on voit que 
le point M estsitué entre H et T,, par suite sa distance MP, à 
A:0B:, est au plus égale à celle du point H à la même droite, 
et celle-ci est au plus égale à HH,; mais HH; est égal à la 
moitié de la corde vv,, puisque H et H; sont les milieux de 
Fo et Fe,; par suite HH, tend vers zéro en même temps que 
#9, et il en est de même de MP:, ce qu'il fallait démontrer. 

Nous allons donner de ce théorème une autre démonstration 
dans laquelle la distance du point M à l’asymptote est mieux 
mise en évidence. 

Traçons par le point M (fig. 3) les perpendiculaires aux tan- 
gentes Fo1, Fo ; 
soient Ki et K2 les 
pieds de ces per- 
pendiculaires , et 
soient H, et H: les 
pointsoùulesasymp- 
totes A10B1, A°0B>2 
sont perpendiculai- 
res’ à ces mêmes 
tangentes Fe et 
Fe; les distances 
du point M aux 
asymptotes, dis- 
tances qui ne sont 
pas indiquées dans 
la figure, sont res- 
pectivement égales 
à H,K; et H2k>; nous allons démontrer que si + tend vers 91 
par exemple, H:K; tend vers zéro. 

Désignons par fi et f: les symétriques du foyer F par rap- 
port à MK; et MK:; ces points ji et f2 sont situés sur Fy et 
Fe: et aussi sur le cercle décrit de M comme centre avec MF 
comme rayon ; ce dernier cercle n’est autre que le cercle passant 
par F et tangent en + au cercle directeur. Nous voyons de plus 
que H,K, est égal à la moitié de ef: et est dirigé dans le même 
sens ; de même H2K>2 est égal à la moitié de of» et est dirigé 





Fig. 3. 


. dans le même sens. 


Traçons alors la tangente commune en & aux deux cercles 
de centres F’ et M, et désignons par Qi: et Q2 les points où cette 
tangente rencontre Fe; et Fe, ; (ces points sont les centres radi- 
caux du cercle F' et des cercles passant par F et f; d’une part, 
par F et f: d'autre part) ; nous avons 

Qi = Qufa QUE, Qe = Qofo X Q:F. (1) 

Lorsque © se rapproche de 1, Qie, tend vers zéro, et, 
d'après la première des égalités précédentes, 11 en est de même 
de Qifi; par suite of tend vers zéro, et il en est de même de 
HiK;, ce qu’il fallait démontrer. 

Remarquons que l’on obtiendrait la tangente en M en traçant 
les droites F'Q:;, F'Q, les prolongeant jusqu’à leurs points de 
rencontre respectivement avec A10B; et A:0B,, et joignant les 
points ainsi obtenus. 


IV. Nous venons de démontrer que les droites A,0B, et 
A20B: jouissent de cette propriété que la distance d’un point M 
de l’hyperbole à l’une de ces droites, convenablement choisie, 
tend vers zéro lorsque ce point M s'éloigne indéfiniment ; c'est 
cette propriété qui a fait donner à ces droites le nom d'asymp- 


R'ÉLTRS 





totes. Nous allons montrer que ce sont les seules droites jouis- 
sant de cette propriété. 
Supposons que le point M (Âg. 4) s'éloigne indéfiniment et 
que sa distance MP, à A,OB, tende 
vers zéro; s’il existait une autre 
‘ droite D telle que la distance MP 
de M à cette droite tende aussi vers 
zéro, la longueur PP, qui est au 
plus égale à MP,+MP tendrait 
aussi vers zéro ; mais cela ne peut 
avoir lieu si les droites D et A,OB: 
sont distinctes ; par suite la droite 
D est confondue avec l’asymptote 
A10B,. 
I résulte de là que l'hyperbole n'a que deux asymptotes, 
qui sont les droites A:0B, et A20B>. | 





Fig. 4. 


V. Nous appliquerons les considérations précédentes à la 
démonstration de deux propriétés fondamentales des asymptotes 
de l’hyperbole. 


TnéoRÈME. — Le point de contact d'une tangente à l'hyperbole 
est le milieu du segment déterminé sur cette tangente par les 
asymptotes. 

Soit (/ig9. 5) MH la tangente en un point M de l’hyperbole ; 
nous savons que le symétrique + du foyer F par rapport à MH 
est sur le cercle directeur relatif au foyer F'; de plus, d’après 
ce que nous avons 
vu précédemment, 
les points de ren- 
contre T, et T: de 
la tangente MH avec 
les asymptotes sont 
sur les droites F'Q: 
et F'O», Q; et Q 
étant les points de 
rencontre de Fo, et 
Fo2 avec la tan- 
gente en + au cer- 
cle directeur. 

Menons par 9 une 
parallèle à MH, 
jusqu'aux points # 





et & où elle rencontre F'Ti et F'T:; pour démontrer que le 


point M est le milieu du segment TiT;, il suffit de démontrer 
que le point ® est le milieu de tte. 

Traçons par F° la parallèle à 44, c'est-à-dire la perpendi- 
culaire à Fo jusqu’à son point de rencontre S avec la corde 
192; nous allons d’abord montrer que le point S appartient à 
la tangente Q:Q2:; si nous désignons en effet par C et D les 
points de rencontre de Fo et v.02 respectivement avec F'S et 
F'F, les triangles semblables F'DS, F'CF nous donnent 

F'C.F'S = F'D.F'F; 
comme le second membre de cette relation est égal au carré du 
rayon du cercle directeur, on voit que le triangle F'eS est rec- 
tangle en + et que le point S appartient bien à la tangente en & 
à ce cercle directeur. 

Cela posé, les triangles semblables Qiou, QiSEF’ d'une part, 
Quots, QSF" d'autre part nous donnent 


s 


hp 00e 13? PL RQsT ESS 
FS — QS’ SAT Re 


comme Q;e et Q: sont respectivement égaux à Qiw: et Q:9, 
il suffit, pour montrer l'égalité de vt et o4, de démontrer qué 








l’on a la proportion 
D Qiq1 2 Qape 
AS QS ? 
or si nous traçons la droite Q2’, parallèle à Qier, le triangle 
Q:929'"1 est isoscèle, et Q:w'2 est égal à Q:2; comme les tri- 
angles SQie1, SQ:v’2 sont semblables, nous avons 


Qig1 “2 Q29'a s 

QS  QS, 
par conséquent la relation (2) est satisfaite et le théorème est 
démontré. 


REMARQUE. — La considération des pôles et polaires nous con- 
duit à une démonstration beaucoup plus rapide de la proposi- 
tion précédente ; il nous suffit de remarquer que le point S est 
le pôle de Fo, et que les quatre points S, ©, Qi, Q: forment 
une division harmonique ; le faisceau F’ (S,o, Q1, Q:) étant 
harmonique, la parallèle TiT2 au premier rayon de ce faisceau 
est partagée par les trois autres en parties égales, ce qui démon- 
tre la proposition. 


VI. TaéoRÈMe. — Le produit des distances d'un point de l'hyper- 
bole aux deux asymptotes est constant. 


Nous avons vu précédemment que les distances d’un point M 
aux asymptotes sont respectivement les moitiés des longueurs 
des deux segments wifr, et wf2 (fig 3); nous sommes donc 
ramenés à démontrer le théorème suivant : 


THÉORÈME. — Par un point F extérieur à un cercle de centre F' 
on fait passer un cercle variahle tangent au premier ; si fi et fa 
sont les points de rencontre de ce cercle variable avec les tangen- 
tes issues du point F aucercle fixe, et si w, et w2 sont les points de 
contact de ces dernières tangentes, le produit oif1.wif2 est cons- 
tant. 


Nous suppposerons, pour fixer les idées, que le point v se 
trouve sur l'arc ©,°, tourné vers le point F, comme dans la 
figure 3, c’est-à-dire que les deux cercles sont tangents en ® 
extérieurement ; le raisonnement serait analogue s'ils étaient 
tangents intérieurement ; 
tre de Fo et Fe, avec la tangente commune, nous avons, 
d’après les égalités (1), 


F.v00 
Pas = DiQu + Qifi = g1Q — ne — ++ es 
et de même 
PTE oo .990Q , 
Pr SP DE 
par suite 
n mr 0) o101. prQ2 
PAC TE 0.7 


Or le cercle de centre F’ est exinscrit dans l'angle F du 
triangle FQ:Q: ; en désignant par A l'angle F de ce triangle, 
par a,b et c les longueurs des côtés Q1Q:, QE, QF, et 
par p leur demi-somme, nous avons 


QQu=p—b,  mQ=p—c, 
par conséquent 
2101. DoQ> * 228 (p — b)(p —c) RE. sin? À : 
Q,F.@F F# be Eh 2 , 
en remarquant que F'e; est égal à F'F sin A nous avons 


finalement 

v1F°. Fo 

ST (3) 
FF 


La proposition se trouve ainsi démontrée ; pour ne pas allon- 
ger le raisonnement, nous avons introduit des lignes trigono- 


Li. dns À 


o1f1.09f2 = 


si Q1 et Q> sont les points de rencon-! 


métriques, mais il serait facile de s’en affranchir, et de faire une 
démonstration purement géométrique. 

Si nous représentons par 2a le rayon du cercle directeur, par 
2c la distance focale FF’ et par 2b la quantité ÿ4c? — 4a?, 
nous voyons que le produit des distances d’un point de l'hyper- 


bole aux deux asymptotes a pour valeur le quart du produit (3) 
ab? 


que nous venons d'évaluer, et qu'il est égal à po 
EE ———————— — 


ALGÈBRE 





5016. — Calculer en fonction du rayon, l'aire de La partie 
commune C'D'MN aux carrés inscrits, l'un dans un secteur de 60, 
l'autre dans le segment coftespondant. 


La partie commune 
0 CD'MN étant un rectan- 
gle, sa surface est 
Diet C'D'ERCTENE 
Or en menant la droite 
OG perpendiculaire en I 
à AB etcoupant CD, FE, 
F'E' en:K, L, G, on a 
CN =IL = KL—--KI 
= CD — (OI — OK); 
comme l’angle COD = 60° 
le triangle COD est équi- 
B latéral et OK = CD, donc 
[3 











CN = CD = IR — CD}, 
et par suite 
s=onx|(1+ À )c ET. 
Tout revient à évaluer les côtés CD =x et C'D'—=#y des 
deux carrés considérés. 
Le triangle rectangle OFL, d’hypoténuse OF =R, a pour 


côtés de l'angle droit FL = . tm OL = 0K+-œv— Le 


on peut alors écrire 


Sr x? V3 2 
? is R2(2 — 3 
ou ee ge (2 — V3), 
d'où x — RV2 — 3. 


_ De même le triangle rectangle OF'G PET d'écrire 
= Fe + (25 ) 
ou DY? + ue — R = 0, 
d'où, en ne prenant que la racine positive 
R 4 5 
L'expression de S devient alors, après réduction, 
._ R,,- SU RNTEUTS Fi 
S = (VTT — 243)(V2+ V3 — V3) 
(T. MILLET, à Orléans.) 


Vê + V2 
+, 


Remarque. — On peut observer que V2 +3 — 


ce qui permet de n'avoir que des radicaux simples dans les 
expressions précédentes. On peut remarquer aussi que 


RV2— V3 n’est autre chose que l'expression du côté du dodé- 


| cagone régulier convexe, x 






» 
L 


AA : 
9 NT ATEN 


Lont résolu la même 
QE E. Durand ; Gasluc de Sénébron : E. Hugonnier ; P. Legros ; M. Marx; 
. Pégorier.] 


5019. — Trouver deux nombres entiers sachant que leurs 
carrés ont pour différence 105. 


Soient æ et y les deux nombres entiers. En supposant 2 =>, 
on à 
— y? = 105, 
ce qui peut s'écrire 
(x — ye' + y) = 105. 

On est ainsi ramené à décomposer le nombre entier 105 en un 
produit de deux facteurs entiers, et à égaler le plus petit des 
deux facteurs à æ—y.. Ce plus petit facteur étant inférieur à 
105 ou 10 ne peut être que l'un ces quatre diviseurs 1,3,5, 7 
de 105. 

On déduit de là 


m—y = 14, &+y = 105, d'où sa a a à 
c—y—=3, æ+y— 35, d'où mis 40, PU TD 
m—y=5, æ+y— 21, d'où VEN QUI EN Or 
c—Yy =, @+y =: AS, d'où RER ART RS LUE 
On traite de même le cas plus général où a? —#=N. 


Lorsque N est impair, on peut prendre pour æ—y tous les 
diviseurs de N inférieurs à ÿN. Lorsque N est pair, les divi- 
seurs (æ—y) et (æ+y) doivent être tous deux égaux à des 
diviseurs pairs, autrement les solutions seraient fractionnaires ; 
cette condition exige que N soit au moins divisible par 4. 

(C. GRACULE.) 


[Ont résolu la même question : MM. M. Antoine; P. Bancillon ; E. Barbé; 
. Belbenoit; M. Beyney ; C. Bourion; A. Buchholz: R. Cattin ; F. Coutard ; 
. Ducongé ; ÆE. Durand Ar Fraysse ; Gasluc de Sénébron , F. Gérard ; 
Gheysens ; A. Godfroy ; P. Guerrier ; A. Haar ; R. Henry; E. Hugonnier; 
. Humblot; D. Kœ nig; H. Lacape: Lamarre ; M. Laurence; L. Lefèvre ; 
. Legros ; G, Lepoivre ; C. Marie ; H. Martin ; M. Marx; T. Millet; R. Mouzon; 
Pannelier : J. Permann; L. Pignier; Poirrier; Poujol; A. de Ruère; 
Schwarz; C. Sndreau.] 


pin 


5021 et 5031. — Sur une ellipse de grand axe 2a, de dis- 
tance focale FE — 2c, déterminer un point M tel que le rayon 
du cercle circonscrit au triangle MFK" sott égal à R. 


MF = 2%" IMPT= y MN One 
Dh Y—= LG, 


el, en appliquant la relation connue 


2cœxy = #R V 


Posons 
(1) 
abc = 4RS, 
(a + y + 2c)(x + y — 2c)(2c + à — y) ss a) 
16 
u, après élévation au carré, 


M Ca yt — Ra? — ct|4c—(x—y}]. (2) 
x y Si l’on pose æ — a—3:, l'équation (1) 
donne y —a+3z, et l'équation (2) de- 

F “e "A vient 


ca? — 3°}? — Ra? — c?)(4c? — 43°) 


ou, en ordonnant, 
fe?) = c3t — 2 ac? — 2R?4(a? — c?)]52 + cat — 4R?(a? — c?)] — 0. 
Discussion. — Pour qu'une valeur de 23° convienne, il faut et 


il suffit qu'elle soit réelle et comprise entre 0 et c?, car les 
rayons vecteurs des points d’une ellipse sont compris entre 
et a He. 


Cas d'une solution. — Une des deux valeurs de #? 
et comprise entre 0 et c? si l'on a 


FO). CE) < 0. 


HEC 


sera réelle 


question : MM: D. Antonescu: E: Barbé ; C. Bourvéan: 





É 7 $ 


ct #), 


Les :: 


20) = eat — RUE — 
fe) = > 0. 
I ÿ a donc une solution lorsque 

ai — &Ra? — €?) € 0 


a* . | 
ou R > Ha =; | L:4 
cette solution correspond à la plus petite valeur de 2°. 
| Cas de deux solutions. — Ce cas exige qu'on ait à la fois , 
pZ 0, f(0) > 0, 
0 < e somme des racines < c?, fic?) = 0 
La Ans eZ 0 s'exprime par 1154 CR 
Lac? — 2R%( a? — c?)|? — céfat — 4R2(a? — )) > 0 | 
ou KR%(a° = CR? c?) > 0 | | 
ou Re 
La condition f{e?) > 0 gs toujours vérifiée ; la condition à 
E Ne 4 TeNICIL he — inégalité vérifiée quand R L RS 
Les conditions f(0)>0 et LE 0 reviennent respective- 
ment à £ # 
2 at 
<ra a) ‘a 
a2c? 
Li Le a —c) (2) 
a* 
on à toujours Ce. Ka — ©) 
mais l'inégalité (2) n'est compatible avec R c quesi l'on a . 
a?c? ‘ 
F See) 
ou aa cÿ 2, 
























et dans ce cas, l'inégalité (2) est comprise dans l'inégalité (4). 
On conclut de là que le problème à deux solutions lorsque 


_ a? 
, LASER ét” c< Ro pee 
Solution géométrique. — En faisant passer par les deux 


points F, F’ un cercle O de rayon R, tout revient à déterminer 
sur ce cercle un point M tel que 
MF + MF = 2a. | 
Pour cela, prolongeons FM d'une longueur MM’ = MF’. Le 
triangle MF'M' étant isocèle, 
l'angle en M est la moitié 
de l’'angleen M, et M' appar- _ : 
tient à un cercle de base FF’ 
ayant son centre au milieu I 
de l'arc FMF'; lorsque M est 
pris au-dessous de FF’, M se 
trouve sur un secondsegment 
de même base, ayant son cen- 
tre au milieu l' de l'arc He Ê 
rieur FF’. V 
Comme, par construction, 
FM—FM+ME"—2%, 
on voit que le point M est 
l'intersection de l’un des deux 
segments précédents avec un 
cercle de centre F et de 
rayon 2a. 
Pour que le cercle F coupe un seul des deux segmients, on 
doit avoir | 





2Fl <2a < 2FI 





FAT S 0 ER 





ou F FI <a< FI. 
Or les relations 
FI + = 48°, FL.FL = 2Re 
déduites du triangle FIV, montrent que FE et FT” sont racines 
de l'équation 
X2 — 4R2,X + 4R2? — 0. (3) 
Pour que a? sépare les deux racines de cette équation, il faut 
et il suffit qu’on ait 
ah — &R?2a? + 4R2c? < 0 
a 
a MAR 
Pour que le cercle F coupe les deux. segments à la fois, on 
doit avoir 
a< Fi et FI, 
ce qui revient à exprimer que a? est inférieur à la plus petite 
des racines de l'équation (3). On obtient ainsi : 
p>0, d'où RENE 


23 


S a 
2 pus oi HÉRRLS 
QE 2? d'où Re V2 


La dernière inégalité n’est compatible avec la seconde que si 
a < cÿ/2, et dans ce cas, elle est comprise dans la première 
(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 


REMARQUE. — Pour que x et y représentent les rayons vec- 
teurs des points d’une ellipse, il ne suffit pas que + et y soient 
positifs, il faut qu'ils soiént compris entre a—c et a+c, 
ou autrement dit que la demi-différence 3 soit inférieure à c en 
valeur absolue. 

Or l’équation en : pouvant s’écrire 

Ca? — 32)? — 4R°(a? — c2)(c? — 32) = 0, 
on voit que toute racine réelle de cette équation rend 
positif. Donc pour trouver le nombre des solutions du problème, 
il suffit de voir combien l'équation donne de valeurs positives 
pour 2?. | 


Pa RESE 


[Ont résolu la même question : Mfe À. Saleilles; MM. E. Barbé ; A. Ber- 
nardeau ; A. Bourlat ; F. Clabault; L. David; G. Desnoës; H. Faucillon ; 
E. Foucart; A. Haour ; R. Henry; M. Marx; T. Millet; Poirrier ; P. Saintin. 


5025. — On considère la fonction 
__ 4 cos x —7 cosx —2. 
RARNLE cos oi 
étudier ses variations lorsque x varie de O jusqu'à *, et cons- 
truire la courbe représentative en coordonnées rectangulaires. 
(Bacc. lettres-Sciences, Caen, mars 1901.) 


Si l’on pose cosæ — 3, (out revient à étudier les variations 


de la fonction 
ke? —Tz—2 


rs 4 +3 


lorsque 3 varie entre — 1 et +1. 


Calculons la dérivée de la fonction. On a 


y (88 —7)(1 + 3) — (43? — 73 —2) 
4 (+) 
, 43? + 83 — à 
ADULE) 
y! s'annule en même temps que son numérateur, c’est-à-dire 
lorsque rm 


” 


ou 


x ER É Ü . l 
d'où l’on tire DR et pe 
; 2 2 
est à écarter ici comme inférieure à — 1. 


"à 


La valeur 5 Pour 


40 
+ 


= ÿ's’annule en passant du négatif au positif; cette 
valeur de + correspond donc au minimum de y, dont la valeur 
est — 3. 


En observant que y ne devient infini que pour 3 = —1, on 


: à “Fi De UE 
voit que lorsque 3 varie de —1 à — et de — à +1, y décroit 


Fe srl R P LE ". b) 
‘de l'infini positif à — 3 et croit ensuite jusqu'à — BE: dans le 
nur : 1 
premier intervalle y s’annule pour 3 = — T° et pour 3 =0, 
V.—= 2; 
Comme l'arc x varie en sens inverse de cosz —=3, onen 


conclut que x variant de 0 à x, 
me 5 APR: 
y décroit depuis —— Jusqu à 


el 


son minimum —3 correspon- 


dant OU 


| 
2 | a 


et croît ensuite indéfiniment en 


| — 


passant par zéro pour 3 = — 
TC T 


environ. La 
courbe représentative des varia- 
tions de y affecte ainsi la forme 
ci-dessus ; on la construit aisé- 
ment en ayant égard aux résul- 
tats précédents. 

(G. ALLAIS, lycée de Caen.) 





MM. M. Antoine; E. Barbé; H. Belbenoit; 


[Ont résolu la même question : À À } 
A. Bernardeau ; M. Beyney; A. Bourlat; R. Cattin; L. David; G. Desnoës ; 
E. Durand; P. Guerrier ; R. Henry; E. Hugonnier ; H. Lacape; L. Lefèvre ; 


G. Lepoivre; H. Martin; M. Marx; E. Mercier; A. Meynier; T. Millet; 
M. Petitjean; Poirrier; F, Ronquier ; J. Rousselin; E. Serres; F. Thibier ; 
A. Vannier.]) 


——— © ———— — 4} —————— 


GÉOMÉTRIE 


5023. — On considère un triangle variable ABC inscrit dans 
un cercle fixe O, le sommet À étant fixe et le produit AB.AC 
constant. Lieux des centres des cercles inscrit et exinscrits à ce 
triangle. 


Joignons par desdroites les centres M, N, P des circonférences 
exinscrites ; les bissectrices AI, BI, CI du triangle ABC coin- 
cident avec les hauteurs du nouveau triangle MNP ; le cercle des’ 
neuf points, ABC, de MNP passe par le milieu R du segment 
de hauteur IM et par S, milieu du côté NP. 

Supposons établies (voir à la fin) les relations 

AI.AM = AP.AN — AB.AC — constante. 

Alors, chacun des couples de points I et M, N et P est tel 
que le produit des distances au sommet A des deux points 
associés est constant, tandis que le milieu du segment qui les 
joint est assujetti à se mouvoir sur la circonférence ABC. 

Dans ces conditions,les centres M, N, P, I décrivent des cercles. 

En effet, la perpendiculaire élevée sur le segment IM en son 
milieu R passe par A’ diamétralement opposé à A. Traçons la 
circonférence de centre A’ passant par I, M etsoit H l’un deses 
points rencontre avec le cercle ABC ; l'angle AHA’ étant droit, 





A ER NUIT 





la droite AH touche en H la circonférence que nous venons de 
décrire ; donc AH = AI.AM = constante. 
Le triangle rectangle AA'H ayant l’hypoténuse ainsi qu'un 


E 














A'H = AT 
d'une longueur invariable. Doncla circonférence MIH est.fixe. 

Les points I et. M décrivent entièrement les deux arcs déter- 
minés par le cercle O dans le petit cercle A’; quant aux points 
P et N, ils décrivent respectivement les arcs P;P2 et NiN2 du 
grand cercle A’ compris entre les perpendiculaires en À à AH 
et AH’. 


côté de l'angle droit déterminés, l’autre côté est 


On arriverait à la même conclusion par l'emploi d’une autre 
méthode s'appliquant également à la recherche des lieux des 
points N et P. 

Transformons la figure par inversion, en choisissant A pour 
origine et la constante AB.AC pour puissance d’inversion. Le 
cercle ABC se transforme en la droite HD; les points I, M 
prennent la place l’un de l’autre R, milieu du segment IM, 
vient en D, de facon qu'il soit conjugué de A dans la division 
harmonique AIDM,car la relation 2AR = AI + AM de l’ancienne 
figure, se transforme dans la nouvelle figure en celle-ci 


ou 1 
AD AC aUl 
caractéristique d’une division harmonique. 

Par conséquent, le point fixe A et la droite fixe HD, jouent 
respectivement, par rapport à la circonférencé de centre A 
passant par I et M, le rôle de pôle et-de polaire; on en conclut 
que le rayon de ce cercle IM, moyen proportionnel entre les 
distances du centre A’ au pôle et à la polaire, est constant. 

En ce qui concerne les points P et N, on adopterait la cons- 
tante négative d'inversion AP.AN, égale, en valeur absolue, à la 
précédente. 

RemarQuE. — Les pieds D et E des bissectrices intérieure et 
extérieure de l'angle A décrivent des droites fixes HD et (E), 
axes radicaux du cercle ABC, et des circonférences concentri- 
ques parcourues par I et M ou N et P 


(car AD.AR = AB.AC = constante d'inversion). 


PE TS OS AR NE PAS 
VOST Va Tee A c PA 
“ \ :] 


v% 


154 — 


\ 








Par l'emploi des notations habituelles, on peut exprimer lés” 
rayons de ces circonférences concentriques par les formules 


V2RÇR — #) et VERGER + h), 
en observant que, d'après un théorème connu, bc =2Rh, À 
étant la hauteur issue de A. 
Nore. — On peut établir de la manière suivante les relations 


que nous avons supposées connues, au début de la démonstra- 
tion. La première AI.AM = AP.AN s'aperçoit presque immé- 
diatement; car, si l'on imagine le point l' (non marqué sur la 
figure) symétrique de I par rapport à NP, on sait que ce point 
se trouve sur le cercle MNP. Les segments des cordes s’entre- 
croisant en A doivent vérifier l'égalité AT . AM = AP.AN ou 
AI.AM = AP.AN. 

Ensuite, les droites AB, AC dans les angles N et P sont anti- 
parallèles par rapport aux côtés MN, MP. Il en résulte la 
similitude des triangles NAC, BAP, puisque chacun d'eux est 
semblable à MNP. 


Par conséquent A Lu 


1 AN AP.AN = AB.AC. 
Entin, la relation AD.AR = AB.AC résulte de la similitude 


des triangles ABD, ARC, et AS.AE = AD.AR de la similitude 
des triangles rectangles ASR, ADE. 


(J. CHAPRON, commis des postes, à Lyon.) 


d'où 


{Ont résolu la même question : MM. A. Bernardeau ; R. Manen; A. Reversat.] 


5024. — Un angle constant tourne autour d'un point fixe A 
d'un cercle O; ses côtés coupent le cercle en B et C. On 
demande de prouver : 

1° Que des trois droites qui joignent les milieux des côtés du 
triangle, deux passent chacune par un point fixe et la troisième. 
enveloppe un cercle fixe ; 

2° Que les trois hauteurs du triangle passent chacune par un 
point fixe ; 

30 Que des trois droites qui joignent les pieds des hauteurs du 
triangle, une reste parallèle à une direction fixe et les deux autres 
enveloppent chacune un cercle fixe ; 

4° Que le cercle des neuf points du triangle enveloppe deux cer- 


: cles fixes ; 


59 Que Les droites de Simson du triangle relatives aux milieux. . 
des deux arcs BC passent chacune par un point fixe. 


40 Soit A'B'C' le triangle ayant pour sommets les milieux 
des côtés du triangle ABC, 

Les points B',C', milieux 
des cordes AC, AB, appar- 
tiennent au cercle de diamè- 
tre AO. Je dis que A'B’ et 
A'C' coupent ce cercle en 
deux points fixes. 

En effet, à cause du paral- 
lélisme de A'B: et AB, on a 


AD'=RÇG"—= ue 


a ? 





et comme la corde BG est 
constante comme interceptée par l'angle constant A, il en est de 
même de AD, de sorte que D est fixe. De même l'égalité 


BGw: : k 5 
AE — ie montre que le point E est également fixe et symé- 





trique de D par rapport à AO. 


| MP 








— A5 — 


ñ ; d CAE | 
La corde B'C' — er étant constante et inscrite dans 


le cercle fixe I. enveloppe un petit cerele concentrique. 


20 La hauteur Aa du triangle ABC passe par le point fixe A ; 
Q de même les deux autres hau- 
teurs Bb, Ce coupent le cercle 
circonscrit O en deux points 
fixes P, Q, puisque les arcs AP, 
AQ sont interceptés par les 
angles inscrits ABP, ACQ, com- 
plémentaires de l’angle constant 
BAC. 
Comme AP — AQ, on peut 
C remarquer que PQ est perpen- 
diculaire à AO. 








30 Je dis que bc est parallèle 
à PQ et que ab, ac touchent 
deux cercles fixes ayant leurs centres M, N aux milieux 
de AP, AQ. 

Les symétriques du point de rencontre des hauteurs d’un trian- 
gle par rapport aux côtés étant sur le cercle circonscrit, bc 
joignant les milieux de deux côtés de HPQ est parallèle à PQ et 


égale à + PO. 


D'ailleurs, comme Bb est bissectrice de l’angle abc, les droi- 
tes Bb, ab et la parallèle PQ à bc déterminent le triangle iso- 
cèle Pbp. 

La bissectrice de l'angle au sommet Ppb est donc perpendi- 
culaire au milieu de Pb et par suite passe par le milieu M de 
AP, d'où il résulte que ab enveloppe un cercle fixe de centre M, 
tangent à PQ. 

On verrait de même que ac enveloppe un cercle fixe de cen- 
tre N, tangent également à PQ. 


4° Le cercle des neuf points du triangle ABC a son centre w 
au milieu de la droite OH, qui 

B | joint le centre du cercle cir- 

conscrit O à l’orthocentre H. 

Comme le rayon de ce cercle 


PR AO) 
est constant et égal à ——; son 


fs enveloppe se déduira du lieu de 
‘Son centre w. 

Or, en abaissant OA" perpen- 
diculaire à BC, on sait que 
AH 2 0A=—= const rdoncH 
décrit un cercle de centre A et 

par suite, w, un cercle homothétique ayant son centre au 
milieu I de AO, et un rayon égal à OA’. 

L’enveloppe du cercle w, de ravon OA’, est donc constituée 
par deux cercles concentriques I, de rayons [OA'—OII et 
[OA' + OI. 

Si OA' = OI, ce qui alieu lorsque A — 60°, le cercle passe par 
un point fixe I. 


æ] 


50 Soient A'B'C’ et A'B’C” les droites de Simson relatives aux 
milieux M et N des deux arcs BC. Nous allons montrer que ces 
deux droites rencontrent la droite AO en deux points fixes K 
et K'. 

En effet, la droite AM étant bissectrice de l’angle BAC, les 
triangles rectangles MAB', MAC’ sont égaux; par suite la droite 
B'C' est perpendiculaire à AM, c’est-à-dire parallèle à AN, puis- 
que l'angle MAN est droit. Les triangles OAN, OKA' sont 


donc semblables, et com-. 
me OA = ON, il en ré-: 
sulte que | | 

ORUA ECO, 
ce qui établit la fixité du 
point K. 

D'ailleurs, l'angle KAK”: 
étant droit comme ayant 
ses côtés parallèles à ceux 
de l'angle droit NAM, on 
en déduit : 

OKI = OA 
de sorte que K 
symétrique de K par rapport à O. 

(EuGÈNe LICOPE, à Mons.) 

: MM. H. Belbenoit,; G. Foucry ; 





est le 


[Ont résolu complètement cette question 
D. Kœænig; R. Manen; E. Serres.] 
[Ont résolu partiellement cette question : Mie À, Saleilles ; 


C M. A. Bernar- 
deau ; D. Kœnig; T. Lemoyne.] 


5030. — Les distances d'un point fixe 1 à deux droites fixes 
parallèles À et B sont a et b. Par 1 on mène une sécante qui 
rencontre À et B en P eten Q, et,sur PQ comme diamitre, 
on décrit une circonférence C. 

1° Lieu géométrique du centre O de C, lorsque la sécante 
pivote autour de |; 

2° Déterminer par une construction graphique la position de la 
sécante de manière que C ait un rayon de longueur donnée R ; 

3° Pour cette position de la sécante, calculer la distance 10 en 
fonction de a, betR; 

4° Les deux bissectrices des angles en P forment avec les deux 
bissectrices des angles en Q une figure dont on indiquera la forme 
et la position par rapport à C, et dont on évaluera l'aire. 


(École professionnelle supérieure des Postes et des Télégraphes, 1901.) 


1° Le cercle .C ayant son centre au milieu O de PQ décrit 
unedroite X paral- 
lèle aux droites A, 
B et équidistante 
de ces droites. 

2° D'un point 
quelconque P’ de 
A comme centre, 
avec R pour rayon 
décrivons un cercle 
qui coupe X aux 
points 0’, 0” 
toutesécante menée 
de I parallèlement 
à l’une des droites P’0', P'O” répond à la question. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que le 
rayon R du cercle P' surpasse la distance comprise entre les 
droites À et X, ce qui s'exprime par 























A'B' DA 
Re Pros ou 5 . 
3° On a O1 = IP +R. 
0 RU ARE a 
À PONT HUE GR 
d'où IP 2Ra x 
En! 
2Ra a+ b 
Donc O0 Ne = R: 








4e La droite X rencontre le cercle O en deux points M et 
N situés respectivement sur les bissectrices des angles en P 
et Q; ces bissectrices forment donc le rectangle PMON, ins- 
.crit dans le cercle GC, et ayant pour surface 


— 2MNP = MO. A'B = R(b — a). 


Remarque. — Les formules précédentes supposent I en dehors 
du segment A'B'; lorsque I est compris entre A’ et B’, il suffit 
de changer le signe de IA'= a. 


(A. BERNARDEAU, instituteur à Surgères.) 


[Ont résolu la même question : Mlle A. Saleilles; MM. V. Barol ; Beckerich ; 
. Bernardeau ; M. Beyney ; C. Bourion ; A. Bourlat ; R. Cattin ; L. Charpentier; 
. Colombey; F. Coutard ; L. David; G. Desnoës ; H. Dobryzniak; R. Ducongé; 
. Faucillon:; F. Filliol; E. Foucart; J. Garin; F. Gérard; A. Gheysens, 
. Guerrier ; R. Henry; L. Hostier ; A. Humblot; Laumel ; L. Maire ; T. Millet; 
Ollié; Poujol; A. Rousseau; C. Sudreau; V. Thébault; A. Vannier ; 
. Vercescu ; G. Ybert.] 


DEEE > 


5032. — On considère tous les triangles qui ont un sommet À 
commun, la bissectrice AD invariable en grandeur et en position, 
les cercles circonscrits à ces triangles coupant AD en un point 
fixe F. i 

4° Démontrer que dans tous ces triangles le produit de la hau- 
teur issue de À par le diamètre du cercle circonscrit est constant. 

20 Trouver le lieu du milieu du côté opposé au sommet A. 

3° Trouver le lieu du point d'intersection des médianes. 


4° On sait que dans tout triangle le produit d'une hauteur par 
le diamètre du cercle circonscrit 
est égal au produit des deux côtés 
issus du même sommet que cette 
hauteur; il suffit donc de prouver 
que le produit AB.AC est constant. 
En effet, les triangles ABD,AFC 
sont semblables et donnent 








AD AC 
AB: AF 
F ou AB.AC = AD.AF = const. 


20 Joignons le milieu F de l'arc BC au milieu A’ de BC. 
L'angle FA’D étant droit, le lieu de A’ est la circonférence 
de diamètre FD. 


: x AR 4%: 2 
3° Soit G le point de rencontre des médianes situé aux si 


de la médiane AA’ à partir de A. Le lieu de G est une circon- 
férence homothétique de celle décrite par A’ et ayant son cen- 


9 
tre O aux Et de AF à partir de A. 
(Ernesr FOUCART.) 


Remarque. — On traite d'une manière analogue le cas où AD 
est la bissectrice extérieure de l’angle en A. 


(L. HOSTIER, lycée de Clermont-Ferrand.) 


(Ont résolu la même question : Me A. Saleilles; MM. M. Antoine; V. Barol; 
À. Bernardeau; M. Beyney; C. Bourion; A. Bourlat; R. Cattin; Chapron; 
L. Charpentier ; F. Clabault; L. Colombey ; M. Gourtade; L. David; E. Fou- 
cart; G. Foucry; H. Fricquegnon; de Geoffroy; F. Gérard; R. Henry; 
L. Hostier ; D. Kœnig ; M. Marx ; T. Millet; M. Norreel ; L. Ollié ; H. Palustran ; 
A. Rousseau; V. Thébault; X., à Ajaccio.) 


5033. — Par les sommets d'un triangle ABC, on mène trois 
droites parallèles et les trois droïtes perpendiculaires. On obtient 
ainsi trois rectangles ADBE, BFCG, CKAH, qui ont respectivement 
pour diagonales AB, BC, CA ; démontrer que les trois autres dia- 
gonales, ED, FG, KH, sont concourantes. 

Trouver le lieu géométrique du point de concours quand la di- 
rection des parallèles varie. 





Les diagonales ED, FG, KH passent respectivement par les 
K milieux C', A’, B' des 

côtés AB, BC, CA. 
Soit M le point où 
FG coupe ED. L’angle 
EMG étant extérieur 
au triangle DMF, on a 


ÉMG — MDP + MFD. 
Or le triangle BDC 

étant isocèle, 

MDP — DC — DBC'; 

de même, dansle trian- 

gle isocèle BFA', 





PE” LG 
MFD = DBA'. 
Donc ÉMG = DBC + DBX — ABC. 
Et, comme ABC = A'BC', il en résulte que le quadrilatère 


MA'B'C' est inscriptible, c’est-à-dire que M est situé sur le cer- 
cle des neuf points, A’B'C', du triangle ABC. 
On verrait de même que HK coupe ED en un point M' éga- 

lement situé sur le cercle A'B'C'. 

Comme ce point M' ne peut être C', second point commun à 
ED et au cercle A'B'C', M’ se confond forcément avec M, ce qui 
établit la propriété. 

Lorsqu'on fait varier la direction des parallèles, le lieu de M 
est évidemment le cercle des neuf points du triangle ABC: 


(P. TRIBIER.) 


AUTRE SOLUTION DE LA Â°° PARTIE ET GÉNÉRALISATION. — On peut 
aussi établir cette partie en démontrant que dans le triangle 
GFC, les trois points H, M, K, situés sur les côtés, sont en 
ligne droite au moyen de la relation connue 


HG MF KC ue : 
HG MG ALU 
Or, comme HG = DB, HC—DF, KC— EG, KF= EB, 


cette relation peut S’écrire 


DB. MF EG 
DF © MG EB 


et devient ainsi évidente, puisque MDE est une transversale du 
triangle GFB. 

Cette démonstration montre en.même temps que la propriété 
subsiste lorsque les deux systèmes de parallèles ont des direc- 
tions quelconques, les rectangles devenant alors des parallélo- 
grammes. | 


==h Re 


(G. FOUCRY.) 


{Ont résolu la même question : MM. A. Bernardeau ; R. Cattin; F. Clabault; 
L. David; H. Dobryzniak; E. Foucart; K. Gérard ; L. Ollié ; H. Palustran ; 
V. Thébault.] 


à ——— ——— 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


5027. — Un cône de révolution dont l'angle au sommet est 28 
et dont l'axe est perpendiculaire au plan horisontal de projection, 
est coupé par un plan PaP' perpendiculaire au plan vertical et 
incliné de telle sorte que La section soit une parabole. 

1° Démontrer que la projection de la courbe sur le plan hori- 
zontal est aussi une parabole et déterminer son sommet, sa direc- 
trice et son foyer. 








EG Verres 


rs + — 


20 Trouver la position que doit occu- 
per le plan sécant PaP' pour que la para- 
bole projection passe par un point M du 
plan horizontal ; 

30 Pour qu'elle ait pour directrice 
une droite DD; perpendiculaire à xy. 

4° Trouver le lieu géométrique des 
traces verticales des directrices et des 
projections verticales des foyers des 
paraboles obtenues en faisant varier la 
position du plan Pal’. 

59 En déduire un procédé graphique 
pour placer sur le cône une parabole de paramètre donné. 

(Bacc. lettres-sciences, Bordeaux, juillet 1900.) 





Le plan Pal’ détermine dans le cône une section parabolique 
lorsqu'il est parallèle 
à la génératrice de 
front (sa, s'a'). 
1° On obtient un 
point quelconque de la 
section en coupant le 
cône et le plan PaP”’ par 
un plan horizontal 
quelconque H; la pro- 
jection horizontale m 
de ce point est ainsi à 
l'intersection du cercle 
oi avec la ligne de rap- 
pel de m’. Je dis que 
lorsque H’ varie, "” 
décrit une parabole de 
foyer o et dont la 
directrice DD4 est la 
projection horizontale 
de l'intersection du 
plan PaP° par le plan 
horizontal menépar s. 
En effet, on a 
MO = 10 = ip + po 
MO = PO + 04 —= pq. 
. G. q. f. d. 


Le sommet de la parabole est au milieu # de og; c'est aussi 
la projection horizontale du point (»,»#) où la génératrice 
(sb, s'b") perce le plan P«P”’. 

2° Lorsque m est donné, "”’ s’en déduit en déterminant la 
trace H’ du plan horizontal coupant le cône suivant un cercle 
projeté suivant le cercle om ; par m” on mène ensuite la paral- 
lèle 4P' à s’a’ et par « la perpendiculaire 4P à æy. Quelle que 
soit la position de » à l’intérieur du cercle ab, le plan PaP’ 
existe toujours; en particulier, lorsque m vient en o, le plan 
PP" devient tangent au cône suivant la génératrice (sa, s'a'). On 
pourrait même supposer »m quelconque dans le plan horizontal 
de projection, mais il faudrait alors considérer la surface du 
cône comme indéfinie dans les deux sens. 

3° Lorsqu'on donne DD:;, on en déduit g' par une parallèle à 
æy menée par s’'; le point g’ détermine ainsi les traces du plan 
PaP'. Pour que le plan P«P' puisse couper la portion de sur- 
face du cône considérée, il faut et il suffit que la droite DD soit 
comprise entre la droite s'o et sa symétrique par rapport à b'b. 
Si la surface du cône était indéfinie, la droite DD, pourrait 
occuper les autres positions du plan horizontal de projection. 

40 On sait que la parabole déterminée dans le cône par le 





DU CDIIMO ND = 1m" = $94—)0, 
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plan PaP' a son 
foyer projeté verti- 
calement au point 
de contact f’ du 
cercle w' tangent 
en f' à «P’et ins- 
crit dans l'angle 
a's'b'; sa directrice 
a pour trace verti- 
cale le point d, 
symétrique de f’ 
par rapport à #», 
projection verticale 
du sommet N. 

Comme dans le triangle rectangle s'e’f', le rapport des côtés 
ef LE 2e'u)' 


Dr 
es 





est égal à = 2{g$6, l'angle e'sf’ est constant 


e's' 
et f” décrit une droite fixe passant par s’ et limitée en f'1 par 
la parallèle à s'a’ menée par b’. Par suite le lieu de d’, symt- 
trique de f’ par rapport à »', est visiblement la droite qui 
joint s’ au symétrique d' dé fi par rapport à b. 
5° Pour que la parabole ait un paramètre donné p, il suffit 
de déterminer la trace aP' de façon que la portion f'd inter- 
ceptée par l'angle f'1s’d', soit égale à p; on résout facilement 
ce problème en observant que d’ par exemple est à l'intersection 
de sd’ avec la parallèle à sf; menée par le point g' de as’ 
prolongée, tel que sg = p. 
(POIRRIER, à Moulins.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé; A. Bernardeau ; H. Frique- 
gnon; V. Thébault; A. Vannier.] 


© 
TRIGONOMÉTRIE 


5036. — De quelle espèce doit être un triangle dans lequel on a 








sin B __tgB, 
sin? C tg C 
Le RU 
Si on remplace tg B par SE et tg CG par — _ la rela- 
tion énoncée devient 
sin?B __sinB  cosC 
sin?C = cosB sinC 
à : s sin B 
ou, si on supprime le facteur commun ce 
sin B cos CG 
sinC cosB 
ou 2sin B.cos B = 2sin.C cos C, 


ou enfin sin 2B — sin 2C. 

Deux sinus ne pouvant être égaux que si les arcs correspon- 
dants (inférieurs ici à 2x) sont égaux ou supplémentaires, on 
déduit de là les deux solutions: 

{o 2B—2C, le triangle est isocèle ; 


2 9B+2C0—7r ou B+C ——, le triangle est rectangle 


ro a 


en A. 
(Anoré BOURLAT, lycée de Périgueux.) 


{Ont résolu la même question : MM. A. Bernardeau ; M. Beyney; R. Caitin; 
F. Chambas ; L. Charpentier: L. Colombey; L. David; G. Desnoës; E. Durand ; 
H. Faucillon; E. Foucart; H. Fricquegnon ; J. Garin; de Geoffroy; A. Haar; 
R. Henry; L. Hostier: A. Humblot; D. Kœænig; H. Lacape; F. Loire ; 
L. Maire; C. Marie; M. Marx ; C. Mércent, T. Millet; L. Norreel ; L. Ollié; 
A. Pannelier; F. Pégorier; D. Petit; Poujol; A. Reversat; P. Saintin; 
J. Schwarz; A. Vannier.| 


ER 


| MÉCANIQUE 





4999. — Pour que les centres de gravité de deux triangles 
ABC, A'B'C coïncident, il faut et il suffit que les forces repré- 
sentées par les segments AA’, BB', CC forment un couple. 


Soient G le centre de gravité commun aux deux triangles 
ABC et A'B'C', AD et AD’ deux médianes respectives à chacun 
de ces triangles. Tirons DD’. De la similitude des deux triangles 

AGA' et DGD', on déduit 


AG AE 9 
GDeDDMENN 
ou AA' — 2D De. 


Traçons la droite CD et pro- 
longeons-la jusqu'à sa rencon- 
tre en E avec la parallèle menée 
par B à CC’. On a 

EB = CC. 

Construisons le  parallélo- 

gramme B'BEF. On a encore 


EB’ = EB —+- EF, 

ou BB'+ CC' — EF + EB — EP. 

Or dans le triangle C'EB, DD’ est la droite joignant les milieux 
des côtés CE et CB’; donc 

EB' = 2DD 

AA + BB + CC' — 2DD +EB — 0, 
c'est-à-dire que les trois forces AA’, BB’ et CC’ forment un 
couple. 


__Réciproquement, supposons que les trois forces A4’, BB et 
CC’ forment un couple. Je dis que le point d’intersection G des 
deux médianes AD et A’D’ est le centre de gravité des deux 


triangles ABC et A'BC'. Comme précédemment, on montrerait 
que l’on a 





et 


CC’ + BB’ = EB’ — 2DD', 
AA'+9DD — 0. 

Prolongeons DD’ d'une longueur égale DD. Les deux forces 
DD"; et AA’ formant un couple sont égales, parallèles et diri- 
gées en sens contraires. Par suite les deux triangles AGA' et 
DGD' sont semblables et leur rapport de similitude est 2. Donc 
AG— 2GD et par suite G est le centre de gravité du triangle 
ABC, et comme AG — 2GD', G est aussi le centre de gravité 
du triangle A'B'C'. 

(E. HUGONNIER, école professionnelle de Voiron.) 

Note. — Cette question est l'application à la mécanique d’un 
.Cas particulier du théorème de géométrie suivant, dont la dé- 


monstration est immédiate en s'appuyant sur le théorème des 
projections : 


ou 


THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que deux 
Systèmes d'un même nombre de points quelconques : 
A1, Az, ASP TA, 
Bi, BEBE BA 


affectés respectivement des mêmes coefficients 

M1, Mo, M3, ..., Mn, 
aient même centre de distances proportionnelles, est que la somme 
géométrique des segments 


mi A1B:5 M2A2Bo; msA2B3, AN: MnAnBn 


soit nulle. 


En effet, désignons respectivement par G et G’ les centres des 
distances proportionnelles des deux systèmes de points. Pro- 
jetons sur un axe quelconque (4) ; désignons par o l’origine 






choisie el la projection d'un point quelconque pa 
minuscule correspondante. 


} A = 
in DR T. 


r la lettre | 


On a ogEmi = Emoa,s 
og'Em, — mob, = Emoa, + Emab,, 
d’où (og' = 0g)5m, — Emia,b,- 


Comme l'axe (A) est quelconque, la condition nécessaire et 
suffisante pour que G et G/ soient confondus est que g et g'le 
soient, et par suite que l’on ait Emi — 0, ce qui signifie 
que la somme géométrique des segments miA1B;, m2A2B2, ..., 
MnAnBn est nulle. CAES 

Le théorème s'applique en particulier à deux systèmes de 
trois points, situés dans un même plan ou non, et affectés de 
coefficients égaux à l’unité. 

(GC. RECH, professeur au lycée de Lons-le-Saunier.) 


Généralisation. — Pour qu'un système de n forces représen- 
tées par les segments AA’, BB’, ... se réduise à un couple, il 


faut et il suffit que le centre des moyennes distances des 
4, B, ... coëncide avec celui des points À’, B', 
; P » D; 


En effet, un système de forces peut se rameñer à un couple 
et à une force unique, R, telle que, sur un axe quelconque, on 
ait proj.R = Y (proj.F). 

Soit I le centre des moyennes distances 


des points A, B, ..., et l celui des points 
AUD 





points 


N | On à, sur un axe quelconque, + 
NH, proj. AA = proj. AI + proj. Il’ + proj. l'A’; 


d'où 

x (proj. AI) + Y(proj. IF) + Xproi. TA’) pau 
Z (proj-AÏI) = 0, Z{proj. 14) =," 
puisque I et I’ sont les centres des moyennes distances ; 
donc 


Z (proj. AA’) — 
mais 


Z(proj. AA”) = ZX (proj. Il) = n, proj. Il r af 
ou proj. R = n, proj.Il = pro). (n.IT). 

R et n.Il’ ayant même projection sur un axe quelconque sont ; 
égaux, parallèles et de même sens. 

La résultante unique est parallèle et de même sens que le 
segment Il et égale à n fois ce segment. 

1° Si le système se réduit à un couple, on a 


R'="0, d'où FEU 
Les centres coïncident. 
2° Si Les centres coïncident, on a 
I = 0, d'où R = 0. 


Le système se réduit à un couple. 
L : (P. VALOT}). 


(Ont résolu la même question : MM. M. Beau; H. Belbenoït ; A. Bernardeau; … 
L. David ; Gasluc de Sénébron ; P. Legros ; J. Tastet ; F. Thibier..) 


es 


PHYSIQUE 








4824. — On donne une sphère de 10° de rayon intérieur et 
dont la paroi a 3m d'épaisseur en métal dont la densité est 104 
à 4°. On veut qu'elle reste en équilibre indifférent quand elle est « 
entièrement dans de l’eau à 4°. On demande à quelle pression on … 
doit comprimer de l'asote dans la boule. Densité de l'azote, 0,97: « 

L'équilibre étant obtenu à 4°, on demande ce qui se passera si 
l'on chauffe ou si l'on refroidit le système. 


Le volume intérieur de la sphère est 


a Xe x T0 — 4 1880,8. 





Le volume de la sphère, épaisseur comprise, est 


4 rate 
TX Rx 10,8 = 45770,215. 


Par suite le volume de la partie métallique est 
4577,215 — 4 188,8 — 388°°,415. 

Pour que la sphère reste en équilibre indifférent dans l’eau, 
il faut que son poids soit égal au poids du volume d’eau qu'elle 
déplace. 

Le poids de la sphère se compose : 

1° du poids de la partie métallique, c’est-à-dire 

10 >< 388,415 — 3 8846",15 ; 
2° du poids de l’azote sous la pression x, c’est-à-dire 


1 æ : 
4188,8 XX 0,001 293 >< 0,97 X TE X< 76? ou 0,068 x. 


Donc l'équation du problème est 
4571,215 — 0,068 x + 3 884,15, 
d'où æ — 10 192%, 

Si l’on chauffe le système, le volume de la sphère augmente, 
la poussée devient plus grande et la sphère remonte. Mais il 
pourrait se faire que dans ce cas, la poussée ne change pas, car 
en même temps que le volume de la sphère augmente la densité 
de l’eau diminue. 

Si on refroidit le système, le volume de la sphère diminue 
ainsi que la densité de l’eau, la poussée devient moins grande 
et la sphère descend. 


(LEGROS, à Rouen.) 


[Ont résolu la même question : MM. Baudoin; Corbin; Foucry; Gondran; 
Haag ; Henry ; Lecoutour ; Patin ; de Saint-Gabriel]. 


5018. — Un aréomètre à poids constant a une tige, exactement 
cylindrique, divisée en cent parties égales. Plongé dans l’eau pure, 
de densité 1, il s'enfonce jusqu'à zéro ; le point d'affleurement 
est 100 dans SO*H?, de densité 1,84. Calculer le rapport du 
volume d'une division de la tige au volume total limité au zéro. 
Quel serait le point d'affleurement dans AzOH, de densité 1,47? 

(Bacc. lelires-math., Besancon, novembre 1900.) 

Soient V le volume total de l'appareil et v le volume d'une 
division. 

D’après le principe d'Archimède, on a 

V = (V —100v)1,84, 

0,84V = 184v 
PU U084 0 21 
UV 184 4600 
Soit æ le point d'affleurement dans l'acide azotique. On a de 


d'où 


et 


même V=(V— xv)1,4, 
LA CLS AUR 
d’où ARRET 
Egalant cette valeur avec la valeur du même rapport trouvée 
CETRET el 





plus haut, il vient IRLE — 4600 ? 


LE 62 div,ÿ. 
(E. DE JOUX, à Bordeaux.) 


3 [Ont résolu la même question : Mlle A. Saleilles; MM. Allais ; Amiot ; An- 

_ dréis; Barol; Barge ; Bellier ; Bénech ; Bernardeau ; Beyney ; Bonnetain ; 

>  Bourion ; Bourlat ; Bourvéau ; Cattin ; Clatteau; Compain; David; Desnoës ; 
Dobryzniak; Durand; Fraysse; Gasluc de Sénébron ; Grünfelder: Guerrier; 
Henry; Hostier; Humblot; Lapresle; Laurent: Lefèvre; Lestable; Luquet ; 
Martin; Marx; Matheron; Mercent; Métais; Meynier; Millet; Minary ; de la 
Noue; Pégorier; Périvet,; Pollet; Raymond; Roncaglia; Rousselin; Saintin ; 
Serres ; Tastet ; Thibier ; Thibon ; Valentin ; Vannier ; Ybert.] 


d’où 


5029. — Pour comparer les forces électromotrices E1 et E, de 
_ deux piles, de résistances intérieures r1 et ra inconnues, on les 
met en circuit avec un galvanomètre de résistance g également 
inconnue. 


4 
Rs. br L | 


Dans une première expérience, les piles sont réunies par deux 
pôles contraires et on lit la déviation D du galvanomètre. Dans 
une seconde expérience, elles sont réunies par deux pôles de même 
nom, c’est-à-dire mises en opposition, et on lit la déviation d. En 
admettant la proportionnalité des intensités aux déviations, on 
demande le rapport des deux forces électromotrices . 

Cas particulier : D = 56 divisions, d = 8 divisions. 

(Bacc. lettres-math., Bordeaux, mars 1900.) 

Appelons R la résistance du fil qui réunit les piles, 1 linten- 
sité du courant quand les piles sont réunies par deux pôles 
contraires, t l'intensité quand elles sont réunies par deux pôles 
de même nom. 

On a, dans le premier cas 


+ = ri+r+g +R], (1) 
et, dans le second, 
E—E=ir+r+g +R] (2) 


En divisant (1) et (2) membre à membre, il vient 
Ei + E #1 I 14 D 
TM EN 

E+E+E—E  D+d 





+ ÊFEERE  D—d 
2E1 sn D + d 
2E> _ D —d 
et Es — D+d 
Eo D — 4 
Dans le cas particulier où D—56 et d—=8, ona 
A Ra 
No PETER 
(DURAND...) 
[Ont résolu la même question : MM. Beyney; Bourlat; Cattin; David; 


Foucry; Guerrier; Henry; Lacape; Mabon ; 


Martin ; Millet ; Palustran ; 
Thibon ; Thibier ; Thébault.] 


—— © ——————— — À} ——————— 


ÉCOLE NAVALE 


Concours de 1901. 


Arithmèétique et Algèbre. 


I. — On sait que le nombre des vibrations transversales exécutées, 
dans un temps donné, par une corde cylindrique tendue est directe- 
ment proportionnel à la racine carrée du poids qui la tend, et inver- 
sement proportionnel à sa longueur, à son rayon, et à la racine carrée 
de sa densité. 

Cela posé, une corde de fer, dont la densité est 7,7, ayant 3%%:®,91 
de longueur, une section de 4mm4,21, et tendue par un poids de 7 2185", 
a exécuté, dans un certain temps, 5 329 vibrations ; on demande com- 
bien de vibrations exécutera, dans le même temps, une corde de cuivre, 
dont la densité est 8,8, de 412mm,3 de longueur, pesant 38r,52, et tendue 
par un poids de 8ki1,309 ? 


Il. — 5051. Étant donnée l'équation 
x? — 2x +1 = 0, 
où À désigne une quantité connue, et dont on représente les racines 
parfatet ae : 
1° Former l'équation, du second degré en y, et à coefficients rationnels 
en x et u, dont les racines sont les quantités 


Due, ES, 
æ Un 
où y désigne une quantité donnée ; 

90 Former la relation entre À et u, qui exprime qu'une racine de 
l'équation en + est égale à une racine de l'équation en y; calculer dans 
ce cas les racines des deux équations, et former la relation indépen- 
dante de x et de & à laquelle satisfont les racines inégales des deux 
équations ; 

3° Déterminer les valeurs de À et de x pour lesquelles une racine, et 
une seule, de l'équation en y, est comprise entre les racines de l'équa- 
tion en *. 

(4er juin, de 7 h. à 10 h. 1/2.) 





Géométrie. 
5052. — Étant donnés deux points fixes O0 et À, on mène par 0 une 
droite quelconque, sur laquelle 
on prend deux points M et N 
. tels que l’on ait 
ON . ON = OA. 
1° Démontrer que la circon- 
férence (C) circonscrite au 
triangle AMN est tangente à la 
droite OA. 
20 Comment doit être menée 
la droite OMN pour que la cir- 
conférence {C) ait un rayon 
donné et que l’angle MAN soit 
égal à un angle donné ? 
30 Soit I le centre de la cir- 
conférence (C). Les droites AM, 
AN coupent respectivement en 
P, Q la circonférence de centre 0 et de rayon OA; démontrer que les 
angles MIN, POQ sont égaux et que les droites MN, PQ sont rectan- 
gulaires. En déduire qu'on peut, par une translation et une rotation 
d'un angle droit, amener le triangle IMN à être directement 
homothétique au triangle OPQ, le point I venant en O. 

4° On prend sur la droite PQ un point H tel que l’on ait 


HP OM 


HQ ON 
démontrer que ce point reste fixe si la droite OMN tourne autour du 
point 0, les points O0, A, I restant fixes ; et prouver que l'angle 10H 





est droit. (2 juin, de 7 h. à 10h.) 
(Géométrie descriptive. 
5053. — On donne un plan de bout (P) faisant un angle de 45° avec 


le plan horizontal de projection ; sa trace verticale coupe la ligne de 
“terre en un point à situé à 3c® à droite du centre de la feuille; de 
plus, la portion de cette trace qui est au-dessus du plan horizontal de 
projection va de droite à gauche à partir de 4. 

Dans ce plan se trouve l'une des faces, ABCD, d'un cube ABCDEFGH. 
Le sommet A est celui des sommets de la face ABCD qui à la plus 
grande cote : sa cote est 6m, son éloignement est 5m; le sommet B 
est celui des deux sommets B et D qui a le plus grand éloignement . 
la longueur AB est de 5m; et la droite AB fait avec le plan horizontal 
un angle de 30°. Enfin le cube est situé au-dessus du plan (P). 

Construire les projections de ce cube. 

On prendra ensuite le point M situé sur la droite qui joint les centres 
des faces ABCD et EFGH, entre ces deux faces, et à une distance de 
4% du plan (P). Et l'on construira les projections de la section du 
cube par le plan qui passe par ce point M et qui est parallèle à la 
ligne de terre et à la droite AB. 

On représentera le solide opaque formé par la portion du cube com- 
prise entre le plan sécant et le plan donné (P). 


N.B. — La ligne de terre passe par le centre de la feuille et elle est 
parallèle aux petits côtés de la feuille. 
x 2 juin, de 2h. a 4h.) 


Calcul trigonométrique. 


5054. — Calculer la plus petite valeur positive de x satisfaisant à 
l'équation ; 

4 cos*(40 + 21018'31,3) 
© désignant un angle auxiliaire, compris entre 0 et 90°, défini par 
l'équation 


Cotg x — 


Sin 50212188 
cos 12° 47 29”,6 

(3 juin, de 2h. à 3h.) 
Physique et Chinie. 


cos ® — 


J, —- Ébuüllition. 

1 — On considère un prisme rectangulaire PAP’ placé dans un 
milieu plus réfringent que la matière du 
prisme. Marche d'un rayon lumineux situé dans 


— formules qui permettent de calculer la dévia- 
tion. 

UT. — 5055. Un corps de pompe, fermé à 
sa partie supérieure par un piston au-dessus 
duquel on a fait le vide, contient, à la tempéra- 
300° et sous la pression d’une atmosphère, de l’eau liquide et 


P 





ture de 


une section principale ; — condition d'émergence;. 


: A 
de la vapeur d'eau qui coexistent en équilibre 
maintient le piston immobile. 


tant qu'on 


maintenir la température constante. — Calculer le tra-. 
vail mécanique nécessaire pour liquéfier ainsi 188r d'eau. 
Les candidats devront indiquer l'unité de travail à - 





tion de cette unité. 
Données numériques : 


1 
de l'hydrogène est 25” eton admettra que la densité de Ja vapeur 


d'eau par rapport à l'hydrogène est égale à 9. ; 
La densité de l’eau à 100 est 0,96. On pourra, dans une première 

approximation, ne pas faire intervenir cette donnée. A0 
Enfin on rappelle qu'un fluide sous la pression d'une atmosphère 


exerce normalement à chaque centimètre carré de paroi, une force égale … 


On enfonce lentement le piston, en prenant soin de . 


laquelle se rapportera leur résultat et rappeler la défini- … 





28r d'hydrogène à 0° sous la - 
pression d'une atmosphère occupent 221it,2 ; le coefficient de dilatation 


au poids de 40338" à Paris. (L'accélération de la pesanteur, à Paris, en Ë 


unités C.G.S., est égale à 981.) 


LE ET I Ta 1 


QUESTIONS PROPOSÉES 


(Baccalauréat ) 





9056, — Un vase à la forme d'un tronc de cône ABCD surmonté 
d'un cylindre ABKH ouvert à la base supé- 
rieure. On connait les rayons OA = a et 


demande de déterminer les hauteurs OE = x 
et BK — y de ces deux figures de manière 


face totale à ram. R 

De tous les vases ainsi obtenus et présen- 
tant la même capacité, quel est celui qui a la 
plus petite surface totale ? 





(Lettres-math., Oran, juillet 1900.) + 
9057. — On donne un trièdre 


trirectangle OXYZ et sur 0Z un 


Mener par ce point un plan cou- 
pant OX en A, OY en B et tel que 
les angles CAB, CBA soient égaux 
respectivement à deux angles don- 
nés a, R. 





avril 1900.) 


5058. — On prend la densité d’un liquide par la méthode du flacon 
et on trouve 1,345. La température est 18° et la pression atmosphéri- 
que 54m, Calculer la valeur qu’on aurait trouvée en opérant dans le 
vide, sachant que les poids employés ont la densité 7. 

(Letires-math., Lyon, juillet 1900.) 


5059. — Un rayon lumineux tombe sous l'angle d'incidence à sur 
un prisme d'angle «, les angles à et. 
a étant assez petits pour que les. 
différences ?—sini, a—sina 
soient négligeables. Soient BC et 
CR les trajets intérieur et émergent. 
de ce rayon. 1 
4° Calculer la déviation du rayon:. 
c'est-à-dire l'angle A des directions 
AB et CR. 
2 Figurer le trajet CDE de la 
partie du rayon BC qui se réfléchit, 
en C et émerge suivant DE. Calcu- 
ler l'angle 4’ que fait DE avec la partie de BA qui se réfléchit en B_ 
suivant BA’. | 





’ 


A “US e 
3° Sachant que le rapport ER 5, calculer l'indice du prisme. 
| (Lettres-math., Oran, juillet 1900.) 
Le Rédacteur-Gérant : Henry VUIBERT. 


Bar-le-Duc. — Imp. Comte-Jacquet, FacpoueL, Dir. n°0 


si hs 
«Pa Lo Pe TE 


(3 juin, de 7h. à 10h) © 


point C situé à la distance ç de O0. 


{Lettres-math., Clermont, 4 


D 


* a A k 4 
EC — _ des bases du tronc de cône eton 


que le volume total soit égal à ra°v et la sur- 


2.1 
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NOTE SUR LE CENTRE DE GRAVITÉ DU TRAPÈZE 


par M. À. Goulard, professeur au lycée de Marseille. 


Dans la plupart des cours, on applique à la recherche du cen- 
tre de gravité du trapèze le théorème sur les moments des for- 
ces parallèles par rapport à un plan, Mais ce théorème ne figure 
pas, au moins explicitement, dans le programme de mathéma- 
tiques élémentaires. Voici une méthode très simple qui permet 
de s'en passer. 

Soit G le centre de gravité d’un trapèze ABCD. Le point G 
se trouve d’abord sur la droite MN qui joint les milieux des 
bases AB et CD. Menons main- 
tenant la diagonale AC, et soient 
pet p' les poids des triangles 
ABC et ADC. On sait que le 
poids p du triangle ABC peut 
se décomposer en trois poids 
P 


D NMaP,e 


E M B 


A" À 
do. égaux à 


et appliqués aux trois 


sommets ; de même le poids p’ du triangle ADC peut se décom- 
U 


poser en trois poids égaux à _. et appliqués aux trois sommets. 


Les poids PE et L, appliqués en A et B, ont une résul- 
o 1 
lante égale à Ar et appliquée en un point E de AB; de 


! ' 
même les poids "EE et EL, appliqués en C et D, ont une 
résultante égale à PR et appliquée en un point F de CD. 


La droite EF passe par le point G, et l’on a 
EG __p+2p 
GE  2p+p 
Or, les triangles ABC et ADC avant même hauteur, leurs poids 
p et p' sont proportionnels à leurs bases AB et CD ; donc, en 





posant AB—=a et CD =, on aura 
p+2p _ a+2b 
29 FD 104 6 * 
On a, d’autre part, 
EG __ MG 
GF  GN° 
_et, en définitive, 
| MG __ a+ 2b 
(CNE 2a EU. 
RemarQUE. — En calculant ME et NF, on trouve 
ab pe ab 


© <e 








Boulevard Saint-Germain, 63, Paris, 5e. 


Librairie Nony et Cie, Boul* St-Germain, 63, PARIS. 


Rédaction .... 
Abonnements... 


Les Abonnements peuvent se payer en timbres-poste, mais il est préférable d'en- ” 


voyer des mandats. 


| 











AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES (1900) 


Section des sciences physiques et naturelles. 


4893. — Une masse d'eau m, en surfusion à une température 
L inférieure à séro, étant placée dans un vase de masse négligeable, 


On y laisse tomber, d'une certaine hauteur, une masse M de plomb 


à 0°, Une fois l'équilibre de température établi, on constate qu'il 
s'est formé une certaine masse m' de glace. — Expliquer ce qui 
s’est produit. 

En supposant M'=— 10008, m — 1008", t — — 20°, on de- 
mande ‘quelle devrait être la hauteur de chute x, pour que la 
masse de glace formée füt m' — 208",915. 

Chaleur de fusion de la glace, 1 — 80 ; chaleur spécifique de 
la glace, c = 0,5 ; équivalent mécanique de la petite calorie, en 
joules, E = 4,17 ; intensité de la pesanteur, en unités C. G. $ 
dans le lieu de l'expérience, g = 981. 


4 | 


Dès le contact de la masse de plomb, l’eau se solidifie, mais 
en partie seulement, car cette solidification est accompagnée 
d'un dégagement de chaleur qui, après avoir échautfé Ie mélange 
d’eau et de glace jusqu'à 0°, limite le phénomène. 

En outre, la masse de plomb perdant toute sa force vive dans 
le vase, s'échauffe et produit en cédant sa chaleur au milieu am- 
biant la fusion d'une partie de la glace primitivement formée, 

La température finale est d’ailleurs de 0°. 

Le dégagement de chaleur dû à la formation de la masse m’ 
de glace est de m’t petites calories. 

La force vive de la masse de plomb est Me, u étant la 


Fe 


0] 


vitesse du plomb en arrivant dans l’eau. Mais Donc 
la force vive peut s'exprimer aussi par Mgx ergs. 

Comme l'équivalent mécanique de la chaleur est de E joules, 
et que le joule vaut 107 ergs, la chaleur fournie par la chute du 


plomb est de 


= 29%. 


Myx 
E X 107 
Ce qui donne comme dégagement total de chaleur 


calories, 


Mgx 
E X 107 
La chaleur absorbée par le passage de (m—m') 
d'eau de — 1° à 00 est de 
(mm — m')t calories. 


+ ml calories. 


eralhm es 


Le 


L’échauffement de m' grammes de glace de — t° à 0° absorbe 


en outre | 
- n'et calories. 


7. æ” nn | 


| 


Egalant les quantités de chaleur dégagée et absorbée, il vient 


__Mga pes ' r 
EX 107 ml = (in —m')t+m'et. 
Application : , 
M'= 10006", g = 981, E =%,17,. 1: —206r,915, 
180, m=MOOM Me RO MLE 0,50 
1000 X 981 X x 


+ 20,945 X 80 — 
(100 — 20,913)20 + 20,915 >< 0,5 >< 20. 


4,17 X 107 


Effectuant on trouve 
æ — 50m,01. 
(RAYNAUD, à Saint-Sernin. ) 
[Mie À, Saleilles et M. A. de Saint-Gabriel ont résolu la même question.] 
ES LEE 2 
ALGÈBRE 





5040. — Résoudre le système d'équations 
G+y+s = 2p, 
æy — 2a?, 
m+y = 2. 


(École de chimie industrielle de Lyon, 1900.) 


Les équations du système donnent 


x + y — 4P — 3%, 
my == 20, 
Le ET DA jai 

En portant ces valeurs de æ+y, xy et x?+y? dans 

l'identité 
(e + y} = ++ 2x7, 
il vient (2p — 3}? = 3? + ka?, 
ps 
d’où Gt PRES 
P 
2 2 

et par suite G+Yy = 2p —3 = Fu 

Connaissant æ+y et «y, x et y sont racines de Tran 

2 2 
x PTS x pan —0. 

Discussion. — Pour que l'équation précédente ait ses racines 

réelles, on doit avoir 
(Eee _$8æ> 0, 
D 

ou pt — Gap? + at <0, 


inégalité satisfaite en prenant 


soit p° < a(3—22), soit p° > a(3+2V 2). 
Comme 3+9/2—(1+V)2}), ces deux inégalités revien- 
nent à 


ps —a1— #2} <0 p—æ(1+V2) 2 0, 
et sont satisfaites : la première pour 
— a(ÿ2—1) <p <aÿ2—1), 
et la seconde pour 
p <— a(1+V2) ou p 2 ali + V2). 

(On peut supposer a positif, le système ne changeant pas 
pour a négatif.) 

Les deux valeurs de x et y ayant leur produit 2a& toujours 
positif prennent chacune le signe de leur somme Has 
c’est-à-dire le signe de p. Quant à la valeur de :; elle prend 
ou non le signe de p suivant que la quantité p?—@ est 
positive ou négative. 

Il résulte de là que les valeurs de + et y sont réelles et néga- 


tives pour EAST + | | ° FRAICNPAUSS 
p <a VE ou — ad /2—1)< p<0, Le. 
ou réelles et positives pour 1 KA 
0<p <ay/2—1) ou p > a(t + V2). 
La valeur de + est négative pour - 

p<—a ou 0<p<a, 

et positive pour 
—a<p<0 ou D 10 









REMARQUE. — Pour les valeurs positives de x, y, 3, le système 
proposé est la mise en équation du problème suivant : | 
Calculer les côtés x,y et l'hypoténuse z d’un triangle rec- 

tangle de périmètre 2p et de surface ce 
_(R. CATTIN, à Mont-de-Marsan.) 


(Ont résolu la même question : Mle E. Grecescu; MM. A. Bernardeau; 
M. Beyney ; A. Bourlat: H. Dobryzniak ; E. Durand ; Gasluc de Sénébron; 
A. Haar: R. Henry; L. Hostier; H. Lacape; G. Lepoivre; J. Lestable; 
A: Mabon; T. Millet; RS EN pa A. Poirrier ; A. Pradelet; A. Rousseau ; 
A, de Saint-Gabriel; e Sanpité; J . Schwarz. ] 


Le 


5042. — Déterminer un quadrilatère ABCD inscriptible dans 
le cercle dont les quatre côtés et une diagonale forment une pro- 
gression arithmétique. Cette diagonale BD est donnée égale à a; 
elle est le terme du milieu de la progression et partage le quadri- 
latère en deux triangles ABD, CBD dont les autres côtés sont 
respectivement les deux plus petits et les deux plus grands termes. 

(Bacc. lettres-math., Grenoble, nov. 1900.) 


Posons | 
DA—a—2x, AB—a—x, BGC—=a+2x, CD =+x. 
Les triangles ABD, BCD don- 
nent respectivement , 2 


a? = (a — x)? + (a — 2x)? 
— 2(a — x)(a — 2x) cos A, 
= (a+ x) + (a + 2x) 
— 2(a + x)(a + 2x) cos Le 
d’où l’on déduit 
a? + 5x? — 6ax 
a —x)(a — 22) 
a? + 5x? + 6ax 
2 +x)(a + 2%): 
Les angles opposés A,C devant être supplémentaires ont leurs 
cosinus égaux et de signes contraires. 
On à donc l'équation 
a? + ba? — Gax a +5x +6ax 
Za—sa—2)  Aa+e)(a+2) 
qui devient, toutes réductions faites,’ 
10x° — 11ax? + at = 0, 


cos À — 





COS = 


On tire de là “E 
; S YN AVAL 
be FAN AO 





La valeur + rendant AD négatif ne peut convenir. La valeur 
æ" donne pour les côtés du quadrilatère correspondant : 


AD — (5 — V10), AB = (10 — V40), 


BC = EPS on = 40 + V16). 

Pour que ces valeurs conviennent, il faut et il suffit qu'on ait. ? 

. AB—AD <a< AB<+AD 2 

et BG— CD <a <BC+ CD, + 


conditions toujours remplies. 
É k (ANTONIN LAPRESLE.) 


+- 








= RemarQuE. — Les expressions de cos À et cos C peuvent se 
simplifier, On a 


__ (a—x)(a—5x) _ a—5x 
CAE Dale 2) — Na) 

_ (a+aæ)j(a+ 5x) = a+5æ 
Te 2{a+x{a+2x)  Aa+2x) ? 


l'équation cos À + cos CG = 0 donne alors 
10%? — a = 0. 


{Ont résolu la même question : MM. E. Barbé; A. Bernardeau; M. Beyney; 
E. Durand; Gasluc de Sénébron ; F. Gérard; G. Grünfelder; R. Henry; H. 
Lamarre; M. Norreel; Pétrus Guerrier ; A. de Saint-Gabriel.] 


5044. — On donne une sphère de rayon R et un diamètre PP’ 
de cette sphère. On demande de couper la sphère par un plan 
CMD perpendiculaire à PP’ de telle façon que le volume du tronc 
de cône CDEF déterminé dans le cône PCD par le plan du grand 
cercle AOB perpendiculaire à PP’ soit égal à m fois le volume 
du cône MEF. Discuter le problème suivant les différentes valeurs 
de m. 


(Bacc. lettres-math., Tunis, juillet 1900.) 


Prenons pour inconnue PM—x. Le volume du tronc de 
cône CDEF s'exprime par 


: _ FESRS —r OM(OE* + MC? + 0E. MC), 
; “#3 


et celui du cône MEF, par 
_ rOE°.OM. 


Égalons à m le rapport de ces deux 
volumes ; nous aurons 


OE° + MC° + 0E . MC 


OE 
ou OE(1 — m) + MC? + OE. MC — 0. 
Or UE _— M9S d’où OE — RMC. 
R œ œ 
2. WT? Frs Tr 
Donc F2 er — m)+ MC? + sELes Ze 


ou, en supprimant le facteur MC”, qui ne peut être nul, 
f(&) = a? + Rx + RA1 — m) = 0. 
Discussion. — Pour qu'une valeur de x convienne, il faut 
qu’elle soit réelle et comprise entre 0 et 2R. 
Cas d’une solution. — On doit avoir 


F0) . A2R) < 0, 
ou R2(4 — mm). R°2(7 — m) < 0, 
inégalité satisfaite lorsque : 
don ET. 

Cas de deux solutions. — Les deux racines ayant une somme 
négative, —R, ne peuvent jamais être comprises en même 
temps entre 0 et 2R. 

Le problème ne comporte qu’une solution, fournie par:la ra- 
cine positive. 

(ANTONIN LAPRESLE.) 

REMARQUE. — Pour qu’on ait le cas de ‘figure représenté, c’est- 
à-dire le cône et le tronc de cône de l’autre côté du plan AOB 
par rapport à P, il faut que la racine positive soit plus grande 
que R ; la condition est | 

f(R) .f2R) <0, 
R?2(3 — m).R?(7 — m) > 0, 
AU QUE 


ou 
ce qui donne 


[Ont résolu complètement cette question : MM. V. Barol; H. Belbenoit, 
A. Bernardeau ; E. Durand ; Gasluc de Sénébron ; H. Lacape; J. Lestable; 
A. Meynier; T. Millet; GC. Paronelli: Pétrus Guerrier; A. de Saint-Gabriel; 
X., à Ajaccio. 

Ont résolu partiellement cette question : MM. M. Beyney; A. 
H. Dobryzniak; F. Gérard; 
G. Sanpité; A. Vannier.] 


PARA RU ONE Ne : SRE à ES 
GÉOMÉTRIE 


3ourlat ; 
G. Grünfelder ; A. Haar; Poirrier; A. Pradelet; 





5034. — On donne une circonférence de diamètre AB et une 
droite CD perpendiculaire sur ce diamètre. Par À on mène une 
sécante APQ et la perpendiculaire à cette sécante en un point M 
tel que 


Due th 
MQ  g 


1° Démontrer que MN enveloppe une parabole ayant pour foyer 
un point F et pour sommet un point S tels que 
PRES AL? 
RARE qe 
20 Démontrer que l'enveloppe est encore une parabole lorsque 
CD est quelconque et que MN fait avec AP un angle quelconque 
constant en grandeur et en sens. 
La position du foyer est indépendante de la droite CD. 
3° Trouver le lieu du foyer quand on fait varier l'angle AMN. 
4° Tirons les droites BP,BQ, cette dernière coupant MN 
en N. PB étant perpendiculaire à AQ est parallèle à MN, et 
l'on à 


D Ne ME sn 


NOMAEMOS EQs 
Q 
| : 
SA G 


ce qui montre que le lieu de N 
est la parallèle à la droite D 
menée par le point S tel que 
SB - p 
CCET. 
D'ailleurs, comme EF et N di- 
visent les côtés AB, BQ du tri- 
angle ABQ dans le même rap- 
q 
rallèle à AQ ou perpendiculaire à MN. 

La droite MN se confond ainsi avec l’un des côtés d’un angle 
droit MNF dont l’autre côté passe par le point fixe F et dont le 
sommet N décrit la droite fixe NS ; l'enveloppe de MN est donc 
bien une parabole de foyer F, admettant NS pour tangente au 
sommet. 

20 Supposons maintenant la droite CD quelconque par rapport 
au point À du cercle donné 0, et la droite MN inclinée de l’an- 
gle à par rapport à la sécante APQ. 


port, —, 


la droite FN est pa- 


în menant par P 
une parallèle à MN, 
cette droite rencontre 
le cercle O en un point 
fixe B; d'ailleurs MN 
coupe BQ en un point 
N tel que 

NB. MP _p 

NQ_ MO 9° 
de sorte que le lieu de 
N est une droite fixe 
D’ parallèle à CD. 

Menons alors par N 
une parallèle à AQ; 
elle coupe AB en un 





Si l’on mène FI perpendiculaire à MN, le triangle rectangle 
FIN ayant un angle constant FNI = «x reste semblable à lui- 
même ; par suite, comme le sommet F est fixe et que le sommet 
N décrit une droite fixe, le sommet I décrit comme on sait une 
autre droite fixe, tangente au sommet d’une parabole de foyer 
F, qui constitue alors l'enveloppe de la droite MN. 

On voit que la position de F dépend seulement de l’angle « 
et nullement de la droite CD. 

3° Quand l'angle AMN = « 


varie, le point F, qui divise 


D 


AB dans le rapport connu ce = —, décrit un cercle homo- 
thétique du cercle O décrit par B, À étant le centre et 
AF q 


AB p+3q 





le rapport d'homothétie. 
(F. CLABAULT, instiluteur-adjoint, à Rosières.) 


[Ont résolu la même question : MM. L. David; E. Foucart; L. Ollié.] 


5035. — On donne une circonférence de diamètre AB et une 
seconde circonférence O' ayant son centre sur AB. Par À on 
mène une sécante qui coupe la première circonférence en P et La 
seconde en Q, puis la perpendiculaire à cette sécante en un point 


M tel que 
MP rep 
MO a 
1° Démontrer que MN enveloppe une ellipse ou une hyperbole 
(suivant la position de À par rapport à la circonférence 09, 
ayant pour l’un de ses foyers un point F et pour sommets des 
points S et S' tels que 
FRS TOR D 
FA on 
20 Démontrer'que l'enveloppe est encore une conique quand la 
circonférence 0" est quelconque, et que l'angle AMN est un angle 
quelconque constant en grandeur et en sens. 
3° Montrer que la position de l'un des foyers de cette conique 
est complètement indépendante de la circonférence 0, et que la 
position de l'autre foyer est indépendante du rayon O0’. 


4° Tirons la droite BQ qui rencontre MN en N. 
PB étant perpendiculaire à AQ ou parallèle à MN, ona 





NB 4) MP ID 
NO M0 = 5 
ou ser P - 
0B pa 


Donc le lieu de N 
est une circonférence 
homothétique de Ja 
circonférence O0’, B 





étant le centreet —2 

Das 
le rapport d'homothé- 
tie ; cettecirconférence 
coupe le diamètre CC’ 
du cercle O0’ en deux 
x points S et S’ tels que 

SB S'B p 





SON PUS 
D'ailleurs, la parallèle à AQ 


issue de N coupe AB en un 
point fixe F tel que 


FB __p 
FAp ou 


O'TOAT: 






Te conique définie . son pos etle Dee Gti ss’ ‘ 
est donc tangente à la droite MN, puisque la projection N de Fa 
sur MN décrit le cercle SS’. « 
Suivant que F est intérieur ou Nurnie à SS’, cette conique 
est une ellipse ou une hyperbole. Dans le cas de l’ellipse, ona 















FB < SB, dv: 

p pet Re 

ABS *C'B, 3 

ou AB < C'B, Î 


autrement dit, A est à l'intérieur du cercle donné (’. Au con- … 
traire, lorsque A est extérieur au cercle 0", la conique enve- 
loppe est une hyperbole. Se 

Si À est sur le cerele 0, la droite MN passe par un point 
SB p 
SUNTITR | 

20 Supposons maintenant le cercle 0" quelconque par rapport 
au point A et la droite MN inclinée de l'angle + par rapport : 
à la sécante APQ. { 1 

La parallèle à MN me- 
née par P rencontre le 
cercle O en un point fixe 
B ; d'ailleurs la droite BQ 
coupe MN en un point N 
tel que 1 

NB. GEMOEEE 

NO FENON ER 
ce qui montre que le lieu 
de Nestune circonférence 
0” homothétique de la 
circonférence O' décrite 
par Q. 

Menons NF parallèle à 
AQ, puis projetons Fen I 
sui’ MN, Le triangle FNI ayant l'angle en N constant et égal à. 
«, reste semblable à lui-même, Or, comme 

FB NB p 
PR No LS 
le sommet F est fixe et situé sur la circonférence lieu de N; le 
sommet N décrivant alors un cercle fixe, il en est de même du 
sommet [. 

On peut donc considérer la droite MN comme ayant pour 
enveloppe une conique de foyer F, admettant pour cercle. 
principal le cercle décrit par I. 

3° Le foyer F de la conique partageant AB dans un FADSTC 
donné est indépendant du cercle 
0’. Quant au second foyer, F',. 
-on l'obtienten prenant le symé- 
trique de F par rapport au cen- 
tre w du cercle décrit par I. Or 
w est le sommet du triangle rec. 
tangle FO'v construit sur F0” … 
comme hypoténuse et sembla- 
ble au triangle FNI (en grandeur : 
et position). On voit ainsi que 
la position de w ou F'est indépendante du rayon du cercle 0... 


(F. CLABAULT, à ps LE Ne 


! 


Il 


fixe S tel que 




























[M. L. David a résolu CORTE la même question. : ATURS 
M. L. Ollié a résolu partiellement la même question.) , ES 


EE — LI à OX. NE P ia 
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5048. — On donne un segment rectiligne MN, situé dans le 
plan horisontal de projection, un axe vertical ayant o pour pied 
sur ce plan, un point quelconque (a, a’), et l'on demande de faire 
tourner le segment MN autour de l'axe o jusqu'à ce que ses 
extrémités M et N deviennent équidistantes du point (a, a’). 

(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1900.) 


Soient le segment MN, l'axe 00’3' et le point (a, a’). 
Pour que les points M, N soient équidistants du point A, il 


2! 





faut et il suffit que le plan vertical perpendiculaire au milieu b 
de MN passe par À ou, ce qui revient au même, que sa trace 
horizontale bc, perpendiculaire à MN, passe par a. 

En tournant autour de l’axe 00'z', le milieu b de MN décrit 
un cercle o et la droite be enveloppe un cercle concentrique. 
Les tangentes issues de a à ce dernier cercle déterminent dans 
le premier les deux cordes bib» et b,b, dont les extrémités sont 
les milieux de quatre cordes, telles que MiNi, répondant à la 
question. 

Ces quatre solutions n'existent qu’autant que le point a est 
extérieur au cercle enveloppé par bc. Lorsque a est sur ce 
cercle, les quatre solutions se réduisent à deux. 

(G. GRUNFELDER.) 


[Ont résolu la même question : MM. E. Barbé ; A. Bernardeau; M. Beyney ; 
A. Bourlat; E. Durand; H. Lamarre; E. Licope; A. Poirrier; Poujol.] 


———# 
TRIGONOMÉTRIE 


5047. — Sur l'arête d'un dièdre droit on marque deux points 
fixes À, B dont la distance mutuelle sera représentée par d, et 
desquels points, dans les deux faces du dièdre respectivement, on 
tire les demi-droites indéfinies AP, BQ, faisant avec l’arête du 
dièdre les angles rectilignes BAP, ABQ d'une même valeur 
_ donnée 0; sur ces demi-droites AP, BQ on considère des points 
mobiles M et N pris tous deux à une même distance indéterminée, 
æ, des points fixes À et B, et l’on demande; 








1° D'exprimer en fonction de d, 0, x, la distance variable y 
des points M, N; 

2 De calculer la valeur de x pour laquelle cette distance y est 
minimum ; 

3e De ‘prouver que dans sa position donnant lieu au minimum 
ci-dessus, la droite MN est perpendiculaire à chacune des droites 


AP, BO. 
(Bacc. lettres-math., Dijon, juillet 1900.) 


1° Menons NK perpendiculaire 
à AB. Le triangle rectangle 
MNK donne 

MN —NK + MK. 

Or NK = x sin 86, 
et MK” — x? + (d— x cos 0}? 
— 2x(d — x cos 6) cos 0. 

Donc y? = x? sin? 0 + x? 
+ (d—xcos))—2x(d—xcos8)cos 








ou y = Ver 1 + cos 0) — 4dx cos 6 + 
2° On sait qu'un trinome du second degré en x, ax?+bx+e, 
ayant son premier terme positif, devient minimum lorsque 


ARE 
2a 
La valeur de æ rendant le trinome minimum est ici 
d cos à 
1 + cos 0 


3° La droite MN jouant le même rôle par rapport à chacune 
des droites AP et BQ, il suffit d'établir que, dans le cas du 
minimum, cette droite est perpendiculaire à AP par exemple. 
Or en vertu du théorème des trois perpendiculaires, cela revient 
à montrer que le triangle AMK est rectangle en M, c'est-à-dire 
qu'on à 

AM = AK cos 0 

ou, comme AK = d—KB = d— x cos0, 


æ = dcos 0 — x cos: 6, 


d'où y dcos 0 
 1+cos 0 
C. q. f. d. 
REMARQUE. — En remplaçant dans l'expression de y, æ par la 

valeur précédente, on obtient pour valeur minimum de y, 

2d? cos? 0 &d? cos? 0 Le d sin 0 

Ve LU 
1+cos 0  1+cos?0 VI + cos? 0 


(Léon BUTRUILLE, lycée Gay-Lussac, Limoges.) 


[Ont complètement résolu cette question: MM. E. Barbé; H. Belbenoit; 
Bénech; A. Bernardeau; M. Beyney; A. Bourlat; E. Durand; Gasluc de 
Sénébron ; F. Gérard ; G. Grünfelder; L. Hostier; H. Lamarre; A. Lapresle, 
G. Lepoivre; E. Licope; A. Meynier; T. Millet, Poirrier; Poujol ; A. Pradelet. 

Ont partiellement résolu cette question : MM. H. Lacape: J. Lestable; 
Pétrus Guerrier.] ‘ 


4 
MÉCANIQUE 





5028. — On donne dans un plan vertical un disque O circu- 
laire fixe, de rayon KR. 

& Sur la circonférence de ce disque repose une 

M barre rectiligne, homogène, AB, de lon- 
queur 2a et de poids P. 

B Cette barre est maintenue en équilibre au 

moyen d'un fil AMC très long, non pesant 

C et supportant à son extrémité libre C un 

P poids P. 
1° Quelle est la position d'équilibre du système ? 


2 Calculer la pression exercée par AB sur le disque. 
(On négligera les frottements,) 


I. La barre AB est soumise à l’action : 
1° de son poids P, appliqué en son milieu 6 ; 
2° de la force P, appliquée en A et tangente au disque ; 
3° de la réaction normale N du disque. 

Exprimons que ces trois forces constituent un système en 
équilibre. 

Elles doivent être concou- 
rantes ; en outre, la somme de 
leurs moments par rapport au 
point O doit être nulle. 

Il en résulte que la verticale 
du point G est tangente au dis- 
que ; d'autre part, on voit par 
la figure que : 


CD EACH EME 


Hi 9 
A 


La position de la barre est 
donc bien déterminée. 

D'ailleurs, pour que cette confi- 
guration soit conforme à l'énoncé, c’est-à-dire pour que l’équi- 
libre soit possible, il faut que le fil fixé en A soit tangent au 
disque, ce qui exige que l’on ait 





DA' < 2R ou DH’ < R, 
ou encore GD <R, 
d’où < ?2R. 


Il. La réaction N du disque étant égale et directement oppo- 
sée à la résultante des deux forces P agissant sur la barre, 


on à 
1 — ty? _ 
N'="2Ptos 20 P : (1) 
1 + tg? F 
le triangle OGD nous donne 
__— a 
tg GOD = SK ? 
(TE (3 a 
ou 19 nee 
d’où nous tirons facilement 
a 2R— a 
t8 Bi AR EE 
Substituons dans (1), il viendra 
NAN 
4R? + a? 
Dans le cas limite a—2R, on a, comme on pouvait le 
prévoir, Nyse 
[Ont résolu la même question: MM. M. Beyney; A. Bourlat; H. Lacape ; 
F, Rouquier.] 
——————————————— y —————————— 
PHYSIQUE 
5038. — Une masse d'air à la pression de. 3alm est emprison- 
née dans un cylindre vertical ABCD par un pis- 
y ton M, de poids P. On note la distance 
CA = 10cm, 
€ D On triple le poids P et on demande de calculer 
la hauteur dont descendra le piston dans le 
cylindre. 
Pression atmosphérique exte- 
A B FBUrE. QE 21 16° de mercure. 
Densité du mercure. . . . . 13,6 
(Bacc. lettres-math., Rennes, novembre 1900.) 





7 





Aonelone S la séction du Fran La pression é. piston par 


F ; 
centimètre carré est —. Cette pression, augmentée de la pres- 


S 
sion atmosphérique, fait équilibre à la force élastique de l'air 
emprisonné. ; ’ 
On a donc | | D 
E ‘% 
+ 76% 13,6 = 3x 76 x 13,6, | ‘4 
ni P k 
d'où == 2 16 >< 13,6; 


S è MS 7e 


Dans la première partie de l’expérience, l'air occupe le volume - 
10.S sous la pression 3x 76»x13,6; il occupe ensuite le vo- 


A +16%X 13,6 La loi 


sous la pression 3 


lume (10 —x)S 


de Mariotte permet d'écrire : 


(3 + X 13,6 )(10 — &)S 13270 >C13,62 41028: 


En remplaçant — ï par sa valeur, il vient 


70 — Tx = 30, 
d’où æ — Sn 714, 

[Ont résolu la même question: Me Saleilles; MM. Bar e; Bernardeau ; 
Beyney; Bourion; Bourlat; Chambos; Coutard; Davi Dobryzniak ; 
Ducongé-Cabireau ; Durand ; Foucart : Gérard ; Grenouillot ; Guerrier: Henry : 
Hostier ; Lacape ; Laumet : Loire ; Millet ; Pannelier ; Périnet ; Pradelet ; 
Raymond ; Saintin ; Salomon : Thébault ; H. Thibon; Vannier ; Ybert.] ë 

L 

5039. — Sur un sonomètre sont placées deux cordes, l'une en! 














cuivre, l'autre en acier, de même section et ayant chacune 1% de 

longueur. La corde de cuivre est tendue par un poids de 1%5. 
1° Quel doit être le poids tenseur de la corde d'acier pour 

qu’elle rende le même son fondamental que la corde de cuivre ? 
20 Les poids tenseurs étant tous deux égaux à 1k8, quelle serait 

la longueur de la corde d’acier rendant le même son que celle de. 4 

cuivre de longueur 17 ? 
3° Dans les mêmes conditions, quelle serait la longueur de la 

corde d'acier rendant la quinte supérieure du même son ? 

8,95, 

7,45. 

(Bacc. lettres-sciences, Aix, juillet 1900.) 


Densite,duieurvre FLAC ANTE TRE 
Densité dernl'aciero MM A I 


1° Les cordes ayant même section, même longueur et rendant … 
le même son, les poids tenseurs sont proportionnels aux den- … 
sités. En désignant par P le poids tenseur de la corde d’acier, … 
on aura ‘2 


7,45 
P = 1000 << —— 8,95 


2° Les poids tenseurs étant égaux et le son rendu étant lemêème, 
les longueurs des cordes sont en raison inverse des racines 
carrées des densités. Si Z est la longueur de la corde d'acier, … 


— 8398", 4. 


on à PP . 
1/5 Ne 
1000 7,45 " 
d’où 1 — 4m,096. 


3° On sait que la quinte supérieure d’un son équivaut aux a 


du nombre des vibrations de ce son. Les nombres de vibrations 
des sons émis par une corde étant inversement proportionnels, 





à la longueur de cette corde, on à, en appelant !’ la longueur 
de la corde d'acier, l 


1 
1,096 — 3 
2 


l' = 1,096 X . 014 


(P. SAINTIN, à Versailles.) 


[Ont résolu la même question : MM. Barge; Barol ; Bernardeau; Beyney ; 
Bourlat; Charpentier; David; Desnoës; Dobryzniak; Durand; Faucillon; 
Foucart; Garin ; Grenouillot; Guyon; Henry ; Humblot ; Lautré ; Lestable ; 
Marx; Millet; Palustran; Périnet; Petit; Pradelet; Raymond ; Salles ; 
Thébault; Ybert; X., à Ajaccio.] 


d'où 


5050. — Un conducteur est disposé dans une enceinte entou- 
rée d'eau. On lance dans ce conducteur pendant vingt minutes 
un courant électrique d’une intensité d'un demi-ampère ; la 
différence de potentiel aux deux extrémités de ce conducteur est 
de 110 volts, le poids de l’eau de l'enceinte est de 1023£'. On 
demande l'élévation de température de cette eau en admettant 
qu’il n'y ait aucune perte de chaleur par rayonnement. 


(Bacc. lettres-math., Grenoble, 20 juillet et 5 nov. 1900.) 


On sait que la loi de Joule est résumée par la formule 
QX 4,17 = Lrt, 


dans laquelle Q désigne la quantité de chaleur dégagée dans un 
temps t, I l'intensité du courant, r la résistance du conducteur. 
En appelant V et V’ les potentiels aux extrémités du conduc- 
teur, on a, d’après la loi d’Ohm, 
V— V'= Ir. 
Par suite, 
| HO SCEAT IE T(V IVe, 


Remplacant les lettres par leur valeur, il vient 


0,5 X< 110 X 2 
0 DS SMORIOE OP 13827cal,34. 
4,17 
L'élévation de température de l’eau est de 
1582796 Ir 
LITE 
_ (PRADELET.) 


[Ont résolu la même question : MM. Bernardeau ; Beyney ; Boivin ; Bourlat ; 
Cattin ; Durand ; Filliol ; Foucry ; Guerrier ; Guyon; Lambert ; Lapresle ; Lacape ; 
Lepoivre ; Lestable ; Loire ; Meynier; de Saint-Gabriel.] 


——————————— y ——— 


CONCOURS DE 1901 (Suite). 


ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 


es 


Mathématiques. 


1. — 5060. — Étant donné un triangle BAC, rectangle en A, on 
mène la hauteur AH. Soient 0, w et w' les centres des cercles inscrits 
dans les triangles BAC, AHB et AHC, et r, op et o" les rayons respectifs 
de ces trois cercles. Démontrer : 

1° que p+p2—=7r; 

2° que le triangle wHw’ est rectangle et que wo’ — rV2 ; 

3° que le rayon du cercle circonscrit au triangle wAw' est égal à r, 


IL. — 5061. — 1° On veut planter 324 arbustes sur un terrain rec- 
tangulaire ABCD de dimensions AB—14140m et BC—32n, Ces 
arbustes doivent former des rangées équidistantes parallèles à AB (la 
première étant sur AB et la dernière sur DC) et des rangées équidis- 
tantes parallèles à BC (la première sur BG et la dernière sur DA). Trou- 


"AU 


FO ( A r … 
. MO \ 


ver quelle doit être la distance de deux rangées parallèles consécutives, 
Sachant que cette distance des rangées consécutives parallèles à BC 
doit être la même que celle des rangées parallèles à AB. 

2° Les dimensions du rectangle étant toujours 140m et 39m, si l’on se 
proposait de planter n arbustes dans les conditions de l'énoncé, le 
problème ne serait possible que pour des valeurs de n convenablement 
choisies ; montrer que 324 est la plus petite de ces valeurs. 


(5 juin, de 7 h. 1/2 à 10h. 1/2.) 
Calcul logarithmique. 


Résoudre un triangle, connaissant 


Ci129D081e D —13145,9, À — 112045" 507. 
(5 juin, de 1 h. 1/2 à 2h. 112.) 
Épure. 
5062. — Sur une droite parallèle au bord inférieur de la feuille, et 


à 15cm de ce bord, marquer les points s, T, 0, respectivement à 3cm, 
6em et 20cm du bord de droite. Ces points sont situés dans le plan de 
comparaison désigné par H. s est la projection sur H d’un point S de 
cote 2cm, o celle d'un point O de cote 8cm, 

Un cône de révolution a pour sommet le point S et pour base un 
cercle de centre O et ayant 10cm de rayon. 


2 
T est le sommet d'un angle trièdre dont une arête TA, de pente —, se 


projette suivant To, les côtés croissant de T vers 0. Les deux faces qui 


21 
passent par TA ont chacune pour pente (PTT La troisième face est 


sur H. 

On considère la partie du cône située à l'intérieur du trièdre ; repré- 
senter la projection sur H de ce solide supposé opaque. 

Les génératrices de contour apparent du cône rencontrent la base 
de ce cône en deux points ; marquer leurs cotes. 

Les deux premières faces du trièdre coupent le cône suivant des arcs 
d'ellipses ; marquer les cotes des points où ces arcs rencontrent 
le contour apparent du cône et où ils rencontrent les génératrices se 
projetant suivant 50: 

La troisième face coupe le cône suivant une hyperbole : construire 
les asymptotes de cette courbe, Enfin, mener les tangentes à cette 
hyperbole et au cercle de base du cône, aux points où ces deux courbes 
se coupent. 

(6 juin, de 7h. 1/2 à 10h. 1/2. 


CONCOURS GÉNÉRAUX 


Classe de Mathématiques élémentaires. 


Mathématiques (Paris et Départements). 


5063. — Démontrer que l'équation 
2a(4? — a? — D?) + (b? + m?){x + a) = 0, 
où a, b, m sont des nombres positifs donnés, à ses racines réelles et 
inégales. 

Soient et v ces deux racines, % étant la plus petite. En supposant 
que «, b restent fixes, et que m croisse de 0 à +, on demande dans 
quel sens et entre quelles limites varient « et vw; quel est le maxi- 
mum de 

a— 0 
a—u 
et pour quelle valeur de m est-il atteint ? 
(13 juin, de S h. 1/2à 2h. 1/2.) 





Classe de Première-Sciences. 
Physique et Chimie (Paris et Départements). 


L. — Exposer les faits que l'on a utilisés dans l'établissement de la 
bobine d’'induction, dite de Ruhmkorff, et de ses accessoires. 


Il. — Les glucoses et leurs dérivés. 
(13 juin, de 8 h. 112 à 2 h. 1/2.) 


SECTION D'ARCHITECTURE 





Mathématiques. 


1. — 5064. — Dans une demi-circonférence de rayon R décrite sur AB 
comme diamètre, on mène à partir du point A une corde AC égale au 
côté du carré inscrit dans cette circonférence 
et une corde AD égale au côté du triangle équi- 
D latéral inscrit : 4° Calculer la longueur de la 
corde CD et l'aire s de lafigure ombrée ACMDA ; 
2 Calculer l'aire S et le volume V du solide 
engendré par l'aire ombrée en tournant autour 
de AB; 3° Calculer par logarithmes le rayon 
R, sachant que le volume du cône dont AC 
serait le rayon de base et dont AD serait la 
hauteur vaut 0mc,576 328 ; mettre tous les calculs. 
II. — Former, résoudre, et discuter suivant les valeurs de», l'équation 
en æ qui donne les valeurs de x qui satisfont aux deux équations aux deux 
inconnues æ et y, 


A 0 B 


22 — Day.+ 3ÿ° + x — 2y = 0, 
y—z—1—= mx +1); 


mettre tous les calculs. 


{1re session, 22 avril 1900. — Durée : 2 heures.) 


(séométrie descriptive. 


On suppose deux 
souches de cheminées 
sortant des deux faces 
d'une toiture à la ren- 
contre de deux bâti- 
ments faisant entre 
eux un angle de 45° 

La pente des toitu- 
res est donnée par le 
profil T-T, en vraie 
hauteur par rapport 
à la ligne de terre XY; 
la souche de cheminée 
est donnée en façade 
latérale L-L; les 
plans P-P sont pris 
à la hauteur L-L. 

Faire les deux pro- 
jectionsde l’ensemble, 
et le tracé des ombres 
portées : 1° par cha- 
que souche de chemi- 
née sur elle-même; 
2° par ces souches 
sur lestoitures ; 3° par 
la souche de front sur 
la souche oblique. — 
Ombres à 45°, 

Nora. — Les candi- 
dats sont invités expres- 
sément à tracer sur l’é- 
pure toutes les lignes 
de construction au moyen 
desquelles ils ont obte- 
nu les projections et les 
ombres demandées. — 
La projection horizontale 
doit être placée sur l’é- 
pure à gauche et en bas, 
à l'endroit où elle est 
marquée sur le dessin donné; !a ligne de lerre XY doit être placée sur l'épure 
à l'endroit indiqué également sur le dessia. 














(1"e session, 23 avril 1900. — Durée : 8 heures.) 
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ÉCOLE NATIONALE ET SPÉCIALE DES BEAUX - ARTS 


dise PROPOSÉES 


5065. — A et B étant les dénominateurs de fractions irréductibles 
génératrices de fractions périodiques simples ayant respectivement @ 3 


chiffres et b chiffres à la période, démontrer : 


1° qu'une fraction irréductible de dénominateur AB donne naissance « 


à une fraction périodique simple ; 


2 que si A et B sont premiers entre eux, le nombre des chiffres 


périodiques de cette dernière fraction est le p. p. c. m. de a et b. 


5066. — On donne une surface prismatique dont la section droite 
est un triangle équilatéral ABC de côté a, et l'on mène par le point A 
un plan qui coupe cette surface suivant un triangle AMP rectangle 
en M. 

1° Silon pose BM= zx,  CP= 7, 
mier degré en y et du second degré en x. 

2° Trouver le minimum de y, soit algébriquement, soit géométri- 
quement. 


3° Calculer l'aire du triangle AMP, soit en fonction de æ, soit en : 


A de y, et étudier la variation de cette aire. 
(A. GouLarD.) . 


5067. — On donne dans l’espace deux droites D et D’ dont la per- 
pendiculaire commune est AA’. Trouver le lieu des points du plan 
perpendiculaire au milieu de AA qui sont également distants de 
D et D’. 


5068. — Un cercle étant donné par les traces de son plan et la posi- 
tion qu'il occupe après le rabattement de ce plan sur le plan horizontal 
autour de la trace de même nom, construire les projections d'un point 
de ce cercle satisfaisant à la condition que les distances de ce point au 
plan vertical et au plan horizontal soient entre elles dans le rapport 
de 1 à 2. 

(Bacc. lettres-sciences, Dijon, juillet 1900.) 


5069. — Un point M, mobile sans frottement sur une ellipse, est 
attiré vers les foyers F et K' par des forces 
proportionnelles aux rayons vecteurs MF 


B 
CIN, 
Eite) En quels points de la courbe le mo- 
EpOX bile M doit-il être placé, sans vitesse ini- 


tiale, 
libre ? 


(Bacc. lettres-math., Marseille, avril 1900.) 


pour qu'il y demeure en équi- 


5070. — Un corps tombe verticalement d’une certaine hauteur 


inconnue h. Pendant la durée de la chute un pendule de 50cm de lon- 
gueur fait exactement 4 oscillations. Trouver la hauteur h. 


(Nora. — On néglige la résistance de l'air.) 
(Bacc. lettres-sciences, Rennes, mars 1901.) 


5071. 
il existe une différence de potentiel 
A B 
deux points, on a installé en dérivation 


5 lampes à incandescence de 16 bougies 


chacune. Sachant qu'une lampe à in- 


candescence consomme une puissance 


C D de 4watts par bougie, on demande : 


1° l'intensité du courant qui passe | 


dans chacune des lampes ; 


2° l'intensité du courant qui passe dans les conducteurs Rs 


AB, CD ; 


30 l'énergie consommée par les cinq lampes pendant une heure èta 
le coût pendant une heure de l'éclairage ainsi obtenu en sachant que 


l'énergie est vendue au prix de 0f",06 l’hectowatt-heure. 
(Bacc. lettres-sciences, Nancy, mars 1901.) 





Le Rédacteur-Gérant : Hans VUIBERT. 





Bar -le-Duc. — 1mp. Comte-Jacquet, FacpoueL, Dir. 


trouver la relation qui existe 
entre a, x et y; expliquer géométriquement pourquoi elle est du pre- 


RS TS on ie 


— Entre les extrémités B et D de deux conducteurs AB et CD 


constante égale à 220volts, Entre ces 
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DÉTERMINATION ÉLÉMENTAIRE 


CENTRE DE COURBURE DE LA PARABOLE 
par M. O. 





Des propriétés classiques de la sous-tangente et de la sous- 
normale à la parabole résulte immédiatement que la tangente et 
la normale coupent l’axe en des points symétriques par rapport 
au foyer (*). 

En effet, de 

TH = 21! 
on déduit que 


TH + 2SF = 2(TS + SF) 
ou EN 2TF: 

Si donc on prend le symétrique M' de M par rapport à F, ce 
point décrira une para- 
bole homothétique de la 
première par rapport à F, 
dont MN et M'T seront 
respectivement la tan- 
gente et la normale. 

Dès lors, le point de 
rencontre I de MT et de 
la perpendiculaire à l'axe 
en N est le centre instan- 
tané de rotation de l’an- 
gle droit MN", etle point 
m où le côté Nm de cet 
angle touche son enveloppe, c'est-à-dire le centre de courbure 
de la première parabole répondant au point M, s'obtient en 
abaissant de I la perpendiculaire Im sur ce côté. 

D'ailleurs l'angle FM'm, égal à ENI, est droit, d'où le théorème 
classique : 

La projection du rayon de courbure en un point de la parabole 
sur le rayon vecteur de ce point est double de ce rayon vecteur. 


—— À} ————— 


NOTE DE GÉOMÉTRIE 


Sar l'existence et la construction d'un polygone plan 


dont on connaît : soit les milieux des côtés ; soit les perpendiculaires 
aux milieux des côtes. 


Extension aux polygones gauches 
: par M. P. Mineur, professeur au lycée de Lille. 








1. Soient M1, M, Ms, ..., Mu, Ma les milieux des côtés 
consécutifs d'un polygone plan (P) de n côtés qu'on se propose 
de construire. 


(*) On peut voir que les triangles MFT, MEN sont isocèles en remar- 
quant que la tangente fait des angles égaux avec le rayon vecteur et la 
parallèle à l'axe. 








Cherchons le sommet O commun aux deux côtés consécutifs 
de milieux M, et M,. Ce point doit remplir la condition sui- 
vante (nécessaire et suffisante). Si on prend : 

le point O0, symétrique de O par rapport à Mi, 
puis — O2 — 0; — M», etc., 
enfin — OO, LE Oh-1 — M», 
le point O, doit coïncider avec le point 0. 

Ces symétries successives définissent une transformation du 
plan en lui-même et font correspondre à un point quelconque 
A du plan un point A», transformé de A. La question revient 
à trouver les points qui coïncident avec leur transformé (nous 
appellerons ces points les points invariants) 

1° qu'une symétrie par rapport à un point 


TL ie 
Le M est équivalente à une rotation du plan sur 
M lui-même de l’angle x autour de M, dans 
un sens quelconque ; 


Pour cela, nous remarquerons : 


“Y , . . 
À 20 que deux symétries successives autour 
de M;, puis de M2, sont équivalentes à la 
translation 2M;M, 
19 Sin est un nombre 
A AE pair, la suite des Symé- 
AU ÿ tries équivaut à la suite 
ERELES Le des translations 2M,M, 
MAS F4 M re —_——_—_— 
NUS 2M3M4, ..., 2Mn1Mn, et 
A, par suite à une transla- 


tion unique 2S, où S dé- 
signe la somme géométrique des segments M,M, M3M;, .. 
Mh-1Mn. 


En général, comme S 0, la translation résultante déplace 
tout point du plan.; pas de point invariant, pas de solution. 


sh 


Exceptionnellement, la résultante S peut être nulle, tout point 
du plan coïncide avec son transformé; il y à une infinité de 
solutions ; on peut prendre le sommet O arbitrairement dans le 
plan. 


Remarque. — On trouve ainsi la généralisation du cas bien 
connu du quadrilatère, où le problème n’est possible que si 
MM2MM, est un parallélogramme. 

Dans le casoù n—24, k> 2, cette condition est rempla- 
cée par celle-ci : Si dans le contour MiM2...M» on prend les 
composantes de deux en deux, leur somme géométrique doit 
être nulle. 

Cette condition est manifestement nécessaire, le raisonne- 
ment précédent montre qu’elle est suffisante pour que Mi, M, 
…., M, soient les milieux des côtés d’un polygone (n étant 
pair). 

20 Sin est impair, la suile des symétries équivaut à la suite 
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des translations 2M1M:, 2M3M4, ..., 
tion de l'angle x autour de M,. Ce déplacement du plan sur lui- 
même est équivalent à une rotation unique de l’angle x autour 
d'un point O qu’on obtient, d’après une règle bien connue, en 

prenant le point commun à deux droi- 


B, An tes AA», BB, joignant deux points 
Ne Ms mi 7 
MURS quelconques du plan à leurs transior- 
REVUTE més An et B». 
EE RE . . . 
A B Dans ce cas, un seul point invariant, 
une seule solution. 
Remärque I. — Ce résultat généralise le résultat bien connu 


pour le triangle. 


Remarque II. — Exceptionnellement, il peut arriver que le 
point O coïncide avec Mi, alors le côté 00 se réduit au point 
M1; on obtient en réalité un polygone de (n — 1) côtés qui a 
pour milieux de ses côtés les points Mo, M3, ..., Mn. 


EXTENSION AUX POLYGONES GAUCHES. — Ces résultats s'appliquent 
aux polygones gauches. Le problème est le même avec cette 
différence que les symétries s'étendent à tout d'espace, au lieu 
d'être limitées à un plan. 

Dans l'Espace comme dans le Plan, deux symétries successives 
équivalent à une translation, par suite pour n pair, même con- 
clusion que dans le plan. 

Si n est impair, on est ramené à chercher les points invariants 

d’une translation suivie d’une 


N * symétrie, ce qui conduit faci- 
RCA lement à la même construc- 

% j “a tion et à la même conclusion 

/ ". He que dans le plan bien que la 
Pirate symétrie par rapport à un 


point dans l’espace ne soitpas 


équivalente à une rotation. 


Remarque.— On peut trouver ces résultats par une méthode 
connue, qui consiste à décomposer le polygone en quadrilatères 
à l’aide de diagonales. La solution indiquée ci-dessus présente 
l'avantage de faire rentrer le problème précédent et le suivant 
dans une même méthode, 


IT. — Soient données les perpendiculaires au milieu des côtés 
consécutifs D:, Do, Ds, ..., D. Nous supposerons que deux droi- 
tes consécutives de cette suite (y compris D; et D,) ne sont pas 
parallèles. 

La recherche du sommet Q commun aux côtés perpendicu- 
laires à D, et D, revient à celle des points invariants de la 
transformation du plan P en lui-même obtenue par des symé- 
tries successives autour de D,, D,, …, Da. 

On sait que deux symétries successi- 
ves autour de deux droites non paral- 
lèles D;, D: équivalent à uñe rotation 
de l'angle 2(D;, D:) autour du point 
commun à ces droites. 


10 Sin est pair, la transformation 
est équivalente à une suite de rotations 
Te PT ere 
Aa D: dont les angles sont 2{D;, D:), 2(D;, D), 
y (Ds, D), qui estelle-même équi- 
valente soit à une rotation unique dont l’angle est 


2) 2(D3, Ds, D) +... + AD 4,0) si 


k entier < O0 {cas général); 





20 — 2(D:, D: a = kr, 


soit à une translation si a — kr (cas d'exception). 


2M»_Mh_1, suivie d'une rota- 











Dans ds premier cas Mon un A Se invariant, f 118 
centre de la rotation unique ; une solution. 

Dans le deuxième cas (x — kx), la translation déplace tous 
les points du plan (0 solution), ou les laisse tous fixes (infinité 
de solutions, O est arbitraire dans Ie plan). : | 

20 Si n est impair, la transformation est t équivalente à une 
suite de de rotations dont les angles sont AD, Da), 2(D:, Do), ne 
SD D suivies dela symétrie autour de D,. 

Les rotations successives sont équivalentes à une rotation 
unique dont l'angle est : 


2a = AD, De) + AD, Di) + … + ADy TS Das) 


. 


Si 4 hr. Désignons par w le centre de cette rotation. 
Ps 19 Si w n’est pas sur D, (cas général), 


4 

À ne la rotation amène un point A quelconque 
dans le plan en A’et la symétrie ne pour- 
rait le ramener en A que si D, est per- 
œ pendiculaire au milieu de AA’, c'est-à- 
dire passe par w, ce qu'on ne suppose 
pas ; donc pas de point invariant, pas de 
solution. 

2 Si w est sur D, (cas d'exception), A sera invariant si 


N FT É 
Awx—a; et il en séra de 


même de tous les points de la 
droite wA. On a une infinité de 
solutions, le sommet cherché O0 
est arbitraire sur une droite. 











Remarque. — Ce dernier cas se présente lorsque les droites 
Di, Ds, ..., D, concourent; les polygones obtenus sont alors : 
homothétiques par rapport au point de concours. S 

Considérons maintenant le cas d'exception où a =Ax, la 
suite des rotations équivaut à une translation qu’on fait tou- 
jours suivre de la symétrie par rapport à D. 


jo Si la translation n'a pas lieu perpendiculairement à D,, 
pas de point invariant, pas de solution. 

20 Si la translation est perpendiculaire à D, et d'amplitude 
21, on a une droite invariante A parallèle à D, à la distance . 













Infinité de solu- 
J À tions. ] “2 
ls Tè Si {—0, A est. 
D, | lof ‘ ‘D, confondue avec D;, 
| rl: on à un côté nul et 
de : A on n'obtient en ré- 
A à A alité qu'un: poly- 


gone de (n—1) cô- 
tés, dont un sommet est sur D,. 


EXTENSION AUX POLYGONES GAUCHES. — Les mêmes considérations 
s'appliquent à la recherche d’un polygone gauche connaissant : 
les plans perpendiculaires au milieu de ses côtés. Les symétries 


nes j 
Deux symétries successives par rapport à deux plans non 
parallèles équivalent à une rotation autour de la droite commune £ 

aux deux plans. 

Par suite si n est pair, on aura une suite de rotations autour 
d'axes en général différents, et la transformation équivaudra ñ 4 
un déplacement héliçoïdal de l’espace. | 

Si la translation de ce mouvement n’est pas nulle, pas de 
point invariant ; si elle est nulle, on a une infinité de points … 
invariants en ligne droite sur l’axe de sa rotation dans le cas 
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où cette rotation n’est pas nulle, ou bien tout point de l'espace 


est invariant dans le cas où la rotation est aussi nulle. 

Si n est impair, on a un mouvement hélicoïdal suivi d'une 
symétrie par rapport à un plan P. 

Dans le cas général où l'axe (A) du mouvement héliçoïdal 
n’est ni parallèle ni perpendiculaire à P et où dans ce mouve- 
ment la rotation et 
la translation ne 
sont nulles ni l’une 
ni l’autre, la recher- 
che suivante mon- 


invariantetun seul. 
Soient P le plan 
de symétrie, OA 





M hélicoïdal, qui se 
projette sur P en 
Oa. Soient. M un pointinvariant, M: son symétrique par rapport 


à P, et B le milieu de MM, dans P. 


Le déplacement hélicoïdal doit amener M, en M; comme il 
ne modifie pas la distance d’un point à l'axe, M et Mi sont équi- 
distants de OA, et si on les projette en m et m, sur le 
plan OAa, en Cet C; surl’axe OA, comme on a: MC = MG 
et Mm=— Mimi (MM est parallèle au plan OAa), il en résulte 
que mC = muC, m et m sont équidistants de Oa. 

Ils ne sont pas 
d'un même côté de 
OA, sinon MM, et 
OA seraient paral- 
lèles, ce qui est con- 
taire à l'hypothèse 
faite. 

Ils sont done de 
part et d'autre de 
OA et à égale dis- 
tance ; le milieu de mm; est par suite sur OA, et comme ce 
point est la projection de B, milieu de MM,, sur OAa, il ne 
peut ètre qu'en O, mm, coïncide avec la normale ON à P en 0. 

Donc un premier lieu de M: est le plan perpendiculaire à 
Oa mené par 0. 

‘De plus CC représente la translation { du mouvement héli- 


CO = OC, TE 





? 


| — 


çoïdal, donc C, est parfaitement déterminé : 


M: est dans le plan perpendiculaire à OA mené par Cu. 


% 





La translation du déplacementamène M en M’ qui se projette 


. És PRE TP 
sur OA en C;, et la rotation amène M’ en M: (M'CiMi = 0). 
. doc T (4 , CP . , . 
Par suite (#1C1Mi) = — (Æ — +) égalité qui définit la 
droite CM, deuxième lieu de M: qui rencontre le premier 


tre qu'il y a un point / 


l’axe du mouvement 


lieu en un point qui est le point M: (ee point existe toujours 
à cause de l'hypothèse « < 2Ax). 

Dans les cas particuliers où OA est parallèle ou perpendi- 
culaire à P, ou dans ceux où le déplacement se réduit à une 
rotation ou à une translation, on voit facilement qu'il y a zéro 
ou une infinité de solutions. 


4 —— 


SUR LA COMPOSITION DES FORCES 


L'Enseignement mathématique du 15 mai 1901 contient une 
lettre de M. Maurice d'Ocagne, indiquant un procédé très simple 
pour déduire la loi de composition de deux forces parallèles de 
celle de la composition de deux forces concourantes. 

Soient deux forces F et F’, appli- 
quées en deux points invariablement 
liés A et À’, et dont les lignes d’ac- 
tion concourent en C. Soit B le 
point où la ligne d'action de la ré- 
sultante R coupe le cercle circons- 
crit à AAC; on sait que l’on a 

F CAROLS HOT R 
sin(R,F") — sin(F,R) sin (F,F) 
Or sin(R,F) = sin BAA’, 


sin (F,F"') = sin ABA, 





r- : CERTES 

sin (R,F) — sin AA'B, 
et les sinus des angles BAA', AA'B, ABA’ étant proportionnels 
aux côtés BA’, AB, AA’, on a 


PORN UE RUES RE 
BA! AB AA  AB-+BA 


Si C se trouve rejeté à l'infini, les points A, A”, B se trouvent 

en ligne droite, et on retombe sur les égalités qui traduisent la 
loi de composition des forces parallèles. 
* On déduit de la remarque précédente que si les forces F et F 
tournent, dans leur plan, d’un même angle autour de A et A, 
la ligne d'action de leur résultante tourne du même angle au- 
tour d’un point fixe B; et cette proposition peut s'étendre au 
cas d’un nombre quelconque de forces. 


y —— 


CONCOURS GÉNÉRAL DE SECONDE MODERNE (1900) 


Physique. 


4864. — Au centre d'un ballon sphérique en verre, on place 
un petit objet lumineux dont l’image est projetée sur un écran 
par une lentille convenablement située entre l'écran et le ballon 
actuellement plein d'air. 

On mesure la grandeur linéaire de l'image réelle. Puis on rem- 
plit le ballon d'un liquide réfringent. 

10 Faudra-t-il déplacer la lentille pour maintenir sur l'écran 
une image nette de l'objet ? 

2% L'indice de réfraction du liquide étant n, quelle sera a 
priori le rapport de la grandeur linéaire de cette seconde image 
à celle de la première? 

30 À quelles applications pourront conduire les résultats de ces 
expériences ? 

(Il n'y a pas lieu de tenir compte des effets optiques de la paroi 
de verre du ballon.) 





ballon, tout se passe comme 

si ce ballon n'existait pas, 
lorsqu'il est plein d'air. 

Soient D la distance de 

. l'objet à l'écran, f la distance 

focale de la lentille (néces- 

A. Sairement convergente) ; si 

p et p’ sont les distances de 

l'objet et de l’image à la len- 





i 1 
tille, on a ER = — — avec p+p! = D, 


f 


1 

P 
SAULT 
PO D Ep 


d'où p? — Dp + Df = 0. 

Cette équation montre que si D?—4Df> 0, ou D > #f, 
il y a deux positions de la lentille pour lesquelles Ia projection 
de l’objet se fait nettement sur l'écran, et la distance d de ces 
deux positions est 

d= D? — ÆDf. (1) 

IT. Lorsqu'on introduit un liquide d'indice n dans le ballon, 
l’objet très petit est placé au centre d'un dioptre, son image vw-- 
tuelle sera également au | seenire, droite, et le grossissement 
linéaire sera n. ‘ . 

Donc on ne déplacera pas la lentille. 

Si O désigne la grandeur de l'objet, 0'=n0 celle de son 
image dans le dioptre,. I et I’ les images fournies par la len- 
tille (I dans le cas de l'air, l' dans le cas du liquide), 


J'eTennts 
ORALE MODE 
_ ii 
d'où CFA 04 (2) 


Remarque. — Il est facile de montrer directement que le gros- 
sissement dans le dioptre est n. 
Menons par l'extrémité A de l’objet 

le rayon AI qui passe au sommet du 
dioptre ; faisant l'angle d'incidence à, 
il sort suivant IR dont le prolonge- 
ment rencontre l'axe secondaire AO 
en A’, image virtuelle de A. r étant 
l'angle d'émergence, on a 

sin r 

sin ? 
ou, puisque l'objet est petit et que les angles à et r le sont 
aussi, 


==) 


v 
NE PUS 
t 


Les deux triangles A'OI et AOI donnent 








AO ir LU Sin PE SCOREs eu 
"AO T'igi. simt cosr 


ed. L'\d: 


HIT. APPLICATIONS. — 4° Cas du ballon plein d'air. Tout se 
passe comme s'il n'existait pas: La formule (1) montre que si 
on mesure la distance d des deux positions de la lentille, on 

D? — d? 
4D 
tance focale d’une lentille convergente (Méthode de Bessel). 


20 Cas du liquide. En mesurant les dimensions linéaires des 
images I et l correspondant à une même position de la lentille, 
on peut avoir l'indice n du liquide en employant la formule (2). 

A chaque position de la lentille correspond une valeur de 
n ; on prendra ka moyenne. 


peut en déduire f = Donc on peut mesurer la dis- 


ee 





FA Puisqu'on ! DeeUeS les effets optiques de la a du Hat 






4618. — Deux mobiles M et M' se meuvent sur deux trajec- 


toires rectilignes parallèles x'æ, y'y et se trouvent, à l'instant 
inilial, à la même distance 1, des points de repère O et O', ou . 
origines des espaces et du même côté de ces points, vers la die À 
par exemple. Ils sont animés de vitesses respectives v et v! dans 
ce même sens, mais le mobile M est en outre soumis à une ACCES 





DH O0 Mer St M, / 
ER MT ST 
ke — —— —— " | 
1 V ù ; 

CE OR ANR M‘ x RTS EEE "M! Y. 


ration constante y de sens contraire à la vitesse v. La vitesse v' 
du mobile M' reste constante pendant toute la durée du mouve- . 
ment. Au bout d’un temps æ& le mobile M est en M;, ayant par- 
couru un espace let le mobile M' est en M', ayant parcouru un 

a 


espace l'. On demande d'étudier la variation du rapport — quan 


le temps x varie de moins l'infini à plus l'infini et de D 4 
cette variation par une courbe figurative. . | 
Onsupposera lb = 10,40 = 52, y = 02 AGREE 


(Bacc. lettres-sciences, Paris, juillet 1899.) 


L'espace parcouru par le mobile M animé d’une vitesse v et . 
soumis à une accélération y de sens contraire à la vitesse ©. 
est, au bout du temps x, 


: 
1 : 


= L +00 — Eye. 


De même, LESRACE parcouru par le mobile M' animé de la. 














seule vitesse v’ est l = lo + v'x. | : 
Le rapport + L dont il s’agit d'étudier les variations s ‘exprime | 
+ 02 — yet AS AD + 
donc par = 


lo + v'& 
Pour cela, formons la dérivée de y. On obtient 


| (o — ya )(lo + v'x) — (lo + vx — Le 


“A + va) ; 
Vo + Qoyx — 2(0 — vo. ne 
ru 2(lo + v 'æ)? | 


y' s'annule en même temps que le trinome du numérateur, C 
c'est-à-dire pour 


FA ls Ly? + 2yv(o— vo 


1 


— LoY +V RUE ENS 


To y 








ai — 15,35 : 

D LPS | ; Me. 

a 8,68. : 

el par suite, celles de y, À 
y | mb ENS, Le TAG TT SES ‘4:25 

yo 40 1,3%: Le 

D'ailleurs, y devient infini pour chacune des valeurs 
2 ee) = 5. À 





PA PU , A d Li y di - dE 
et s'annule en même temps que le trinome 
10 + 5x — 0,05%?, 
NE RTE 101,96, 
LA — — 
0,1 106 


* Ces divers résultats permettent d'établir la courbe figurative 


‘c’est-à-dire pour 





ci-dessus des variations de y lorsque æ varie de —æ à +. 
Cette courbe a pour asymptote la droite 
. 2 
TRS GO 10 
ce qui permet de tracer la branche infinie inclinée. 


5041. — Sur le côté AB d’un triangle équilatéral ABC, on 
prend un point P dont la distance au sommet À sera désignée par 
æ; on désignera par a la longueur du côté AB; du point P on 
mène une perpendiculaire PQ sur le côté BG, du point Q on mène 
une perpendiculaire QR sur CA, et du point R on mène une per- 
pendiculaire RP, sur AB. On demande : 

1° De déterminer x de manière que P\ coïncide avec P ; 

20 De déterminer x de manière que la somme des carrés des 
trois perpendiculaires PQ, QR et RP, soit minimum ct de trouver 
ce minimum ; 

3° (Facultatif). On calculera d'abord la distance PP;, puis du 
point P, on opérera comme on a fait en partant du point P, et on 
| obtiendra un deuxième point, Ps; on calculera alors P1P2 et on 
PP» 
PRINT 
| comme on à fait en partant de P et P;; on demande vers quelle 
| position limite tend la suite des points P, Pi, Po, 

(Bacc. lettres-math., Marseille, juillet 1900.) 





cherchera le rapport. Puis partant de P>: on opérera 


1° Les triangles rectangles BPQ, CQR, ARP:, ayant chacun 
_ un angle de 60°; on à successivement 











BQ — ne Copeh 
b 2 2 
| QC à BOITE; 
"QC" Lao 
| A nd 
RA = a— CR — a 
NPA ANA CR 
2 8 
A NE È Pour que P; coïncide avec P, 
il faut que 
AP AP ou EE de, 
d CARE 1.0 
_ d'où PRE 9 


\ 


_  Onaalors AP — BQ —CR et PQR est équilatéral. 


| œ0na POUR a La) 
4 p % 

\ = 3 — 5 

“} QR° = QC — ENT + æ)?, 
4 —? 3 — 3 

f RP, = ERA = (3a — 2h; 








d'où 
PO LLPUR CERDE— Ge — 30ax + 29a?). 
Le minimum de cette somme correspond à celui da trinome 


9x? — 30ax + 29a2. 


Le coefficient de x? étant positif, on sait que ce minimum est 
atteint pour 








Liane 15a 5a 
Mer 7 
La somme minimum à alors pour valeur 
3 25a? 150a? 6 
S — ——(2 ha Le: à | Févér ant 2002 — — q? 
HR LES ierre AE nee 
3° On a vu que 
AP: — AC À 
) 
done PP; = x — AP, — es à 
28 2 7 
De même APo— Sa — APi _—. a+aæ 
0) 64 
et PP Pan tn: 
64 
À P,P: 1 
Par suite ASE 
PP 8 
Les segments PP,, P1P», P2P,, ... forment ainsi une progres- 
sion géométrique indéfinie de raison — ra et leur somme 


représente visiblement la distance qui sépare P du point P+ 
En appliquant la formule connue 


a a 
Fer 
on peut écrire 
PP, DEAR HE ae a 
. 1 1 9 3 
8 
et AP = AP— PP = 


On retrouve ainsi le point P déterminé au 1°, résultat facile 
à expliquer en observant que le segment P»_,P, tend vers zéro 


pour n infini. 
(Eouonb BARBE, à Mazamet.) 


[Ont résolu complètement la même question : MM. H. Belbenoit ; Bénech ; 
A. Bernardeau ; M. Beyney ; A. Bourlat; M. Courtade ; E. Durand; Gasluc 
de Sénébron ; R. Henry; H. Lacape ; A. Lapresle ; T. Millet; M. Norreel ; 
Pétrus Guerrier ; Poujol ; A. de Saint-Gabriel ; G. Sanpité ; J. Schwarz. 


Ont résolu partiellement la même question: MM. V. Barol ; H. Dolwyzniak ; 
G. Grünfelder ; H. Lamarre; G. Lepoivre ; J. Lestable ; A. Pradelet ; F. Ron- 
gu'er ; À. Vannier.] 


5043. — Dans un demi-cercle dont le diamètre AB est repré- 
senté par 2R, on mène une corde CD parallèle à AB, et l'on 
mène deux droites CE, DF formant deux triangles isocèles PCD, 
PEF rectangles en P. Chacun des angles C, D,E, F est donc 
égal à 1/2 angle droit. On suppose la corde CD assez petite pour 
que le point P soit à l’intérieur du demi-cercle ACDB. Détermi- 
ner la longueur 2x de la corde CD de manière que la somme des 
aires des triangles PCD, PEF soit égale à l'aire d’un carré de 
côté m. 

Examiner entre quelles limites m doit être compris. 

On démontrera d’abord que la distance du point P à la droite 


CD est égale à x. 
(Bacc. letires-math., Toulouse, juillet 1900.) 


Le triangle PMC étant rectangle et ayant l'angle en C égal à 
+ droit estisocèle ; donc PM = CM = KE — 6, 


{ à 
": "fe Of PR 


 Menons la droite OP perpendiculaire au AT M + CD. 

Les triangles PCD, PEF ayant 
chacun leur base double de la 
hauteur correspondante ont pour 


rh! 
nu 
. 


surfaces æ? et PO”. On doit donc 
avoir 





x? + PO° 
Or  PO—=OM— x, 
et dans le triangle rectangle OMC, 
OM = VYR?— #2. 
L'équation du problème est alors 
22 + (VR? — x — x)? = m° 
ou, en développant le carré et isolant le radical, 
x? +R? — m2 = 2x) R? — x?. 
Si on élève les deux membres de cette équation au carré, on 
obtient l'équation plus générale 
fe?) = 5x* — 2{(m? + R?}e? + (m?2 — R?}? = 0. 
Pour qu'une racine de cette équation appartienne à la précé- 
dente, il faut et il suffit que 
a? > m? —R? ; 
de plus, pour que P soit intérieur au demi-cercle ACDB, il faut 


= mMm?. 
A ROME B 





que 
R? 
D? L—. 
2 
Ces deux inégalités ne peuvent être vérifiées à la fois que si 
ARR 
LL Nrer-prt (1) 


Pour que f(x?) = 0 ait ses racines en zx? réelles (et alors 
elles seront toutes deux positives, leur produit et leur somme 
ayant le signe +), il faut que 

(m2 + R°)? — 5(m?2 — R?) > 0 
ou 4m — 3R2mI + Ri) < 0, 
ce qui donne 


Lis 
(3— ÿ5)< m° Ait (3 + Y5). 
A cause de l et (4)il faut, nes qu'on ait une solution, 
que 
ce 
(3 V5 < mt < ŸE. (2) 
Si m?< R?, Pa x? > m°— R? est vérifiée, puis- 


que les valeurs de x? sont positives ; on a donc 
m? — R2 < x? < x'?, 
3R? 
: ——- 
m° < 3” 
fm? — R?) = km? — R?}{(m? — 2R?) < 0; 
RP EE RENE 


2 


Si R? < on à 


donc 





Comparons les racines à — 


C4 


re SUDNRE NL VANSRe 
ie 2 }= (re) (re — 3 }: 


si PE (EU am 





MAR de 
f (—- }) est positive, et, comme 


x"? die x? m>? 4e R?2 R? 
RE nn SR REP TT 


A PEU À 3R 
car cette inégalité équivaut à m?<——, ona 


2 
a" € x"? € se . 


Lou Va rÆ di d'or RE + ha tr Sd + 
LUS A A LS à dl LA. 
L : NW” Se, PA 6 
R R x Le 
Si — < mi, (+) *10, et on a 
R? 
2 fass À 112 
10 ASS G <x&*. 


Donc : 


2 À 2 
si ESC V5) < m° RES (m2 — 



























: é 2 
R?)<0 Lx? Le ; 
deux solutions; | 
2 SRE r CIE 
Sc MT R}, 5 RE OCTO : 
se solution donnée par la ee petite racine ; ;- 0 
si RC me , D LmR € <a 
il n'y a pas de te 


[Ont résolu cette quéstion: MM. V. Barol; F. Gérard; A. Mers ë 
T. Millet ; A. Poirrier ; . Pradelet ; Gr Sanpité ; X; , à Ajaccio. 


5046. — Par un sommet À d'un triangle équilatéral ABC on . 
mène une droite AD coupant BC en D et on considère les deux : 
cercles passant par les trois points À, B, D d’une part, par les trois 
points À, CO, D d'autre part. 

as Dore que ces deux cercles sont égaux ; j 

20 Déterminer le point D de facon que la longueur de la tan- ÿ 
gente commune aux deux cercles soit dans un rapport donné. | 


544 avec BD. 
m 
(Bacc. lettres-math., Grenoble, juillet 1900.) 


1° 11 suffit de démontrer que OA = OA. 
00’ étant perpendiculaire au 
milieu de la corde commune AD, 
le demi-angle au centre AOO! est. 
égal à l'angle inscrit ABD;. 
c'est-à-dire à 60°; de même 
400 —— ACD = 60 # 

Le triangle AOO' ayant ainsi 
deux angles de 60° est équila- 
téral, et AO = AO! = 00". À 


Ce raisonnement subsiste lorsque D est pris sur l’un des pro- À 
longements de BC. 4 
2 Posons BD = x. La tangente commune aux deux cercles … 
égaux 0, 0’ est égale à 00’ ou au rayon commun R des deux 1 
cercles puisque AO0! est équilatéral; la condition énoncée : 
revient donc à : 
R il æ 
— = — ou . R=—-: 
æ m m à 
Or, dans le triangle ABD, le côté AD est opposé à un angle. 
de 60, et AD sous-tend dans un cercle de rayon R un are. 
de 120°; donc, si a est le côté du triangle équilatéral ABC, 


3R? — a? + x? — 2ax cos 600 40 





4 


HN 


x 1 
ou, en remplaçant R par = et cos 60° par > 


3x? 


— = + a — ax Ee 
ou fe) = (m? — 3)? — ame + FR = Li 
Discussion. — Pour qu'il existe un point D entre B et C, äl 


faut et il suffit que l'équation précédente admette une ras 
réelle positive et inférieure à a | 
Réalité. — On doit avoir 
am — ka?m?{(m? — 3) Z 0 
ou m2 < 4 


FA 
Fe 
Lara 


_ 





ou, puisque m est positif, 


im << 2. 

Signe. — Le produit et la somme des racines prennent lesigne 
du coefficient m?—3 de àx?2. Les racines sont donc de signes 
contraires lorsque m<y3 et toutes deux positives lorsque 
m > V3. 

Grandeur. — On a 

fla) = a{m? — 3), 
résultat, de même signe que le coefficient #°? — 3 de x?. Donc a 
est.extérieur aux deux racines. En comparant à la demi-somme, 


on a 
am 


Sim —3) <° SI m < V3, 
am? : 2 à 
ou (m3) ” a SI V3 AS 24 


Il en résulte que si m<ÿ3, la racine positive est inférieure 
à a et convient. Le problème posé n’admet donc qu’une solu- 
tion, confondue avec AC pour m = ÿ3. 


Remarque. — Lorsque ÿ3<m<2, les deux valeurs de x, 
supérieures à a, fournissent deux points D sur le prolongement 
de BC. 

(GEonGEs GRÜNFELDER, élève au collège de Pont-à-Mousson.} 

[Ont résolu la même question : MM. A. Bernardeau ; M. Beyney; M. Brian- 


court; Dobryzniak; E. Durand; Gasluc de Sénébron; L. Hostier ; G. Lepoivre ; 
E. Licope; T. Millet; A. Poirrier; Poujol ; Saisset ; J. Schwarz; A. Vannier.' 


5046. — Étant donnés une parabole et un point À sur son 
axe, déterminer le rayon d'un cercle dont le centre doit être sur 
ce même axe et dont la circonférence doit passer par le point A 
et être tangente à la parabole. Dire, suivant la position du point A, 
quel est le nombre de cercles satisfaisant à la question ; examiner 
le cas où A est le foyer. 

(Bacc. lettres-sciences, Caen, juillet, 1900.) 


Soit O le -centre d’un cercle passant par A et tangent 
en M, M' à la parabole. Désignons par x la distance OA, 
dont la valeur absolue 
représente le rayon du 
cercle O, et posons 

DATI: 

Le point M étant sur la 
parabole, on a la relation 
connue 

MP° — PH UE 

Mais la sous-normale 
PO étant égale à p, on a 
MP — #° —p° -et 
SP = a— PA = a—p—x. 





Donc x? —p? — 2p(a —p— x) 
ou a? + 2px + p? — 2pa = (0. 
Discussion. — Pour qu’une valeur de x convienne, il faut et 


il suffit qu’elle soit réelle et rende SP positif, c’est-à-dire soit 
- inférieure à a—». 
La condition de réalité 
D? — (p° — 2pa) 2 0 
ou 2pa > 0 
est toujours remplie. 


En remplaçant æ par a—p dans le premier membre de 





l'équation, on obtient 


(a—p} + 2p(a —p) + p°? — 2pa 
ou a(a — 2p). 

Si a>2p, ce résultat est de même signe que le coefficient. 
de æ?; a—»p est extérieur aux racines et supérieur à la plus 
grande, puisque leur demi-somme est — y». Deux solutions. 

Si a<[2p, a—p sépare les deux racines, et la plus petite 
convient seule. 


Lorsque A est au foyer de la parabole, a — ; l'équation 


du problème-devient 


2? + 2px = 0, 
d’où dx — — 2p et D 0, 
La solution x = —2p convient seule, l’autre étant supé- 
rieure à a—p —= ses 


A 


(AxpRé BOURLAT, lycée de Périgueux.) 


[Ont résolu la même question : MM. G. Allais; V. Barol; E. Licope; T. Millet.] 


——————————— hp ————————— 
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4528. — La somme des perpendiculaires abaissées d'un point 
d'un côté d'un triangle sur les deux autres côtés varie entre les 
hauteurs correspondant à ces deux derniers. = Cas où le point 
est sur le prolongement du côté considéré, dans un sens ou dans 
l’autre. 


1° Soient MN, MP les perpendiculaires abaissées d’un point 
M de BC sur les côtés AC et AB; soient BH,CK les hauteurs 
correspondant à ces côtés. Le double de 


À la surface du triangle peuts’exprimer par 
H 2 Surf. ABC = AC X MN + AB X MP 
K ROC RH—ABNCGRS: 
N si AC >AB, cequientraine BH < CK, 
AB (MN + MP) < AC X MN + AB X MP 
B M C < AC(MN + MP) 


! ou 
AB(MN + MP) < AB>XCK = AC x BH < AC(MN + MP), 
et par suite 


MN + MP < CK, BH < MN + MP, 


ou BH < MN + MP < CK. 
2 Sile point M estsur le prolongement de BC, du côté de C, 
on à 


À 2 Surf. ABC = Surf. MAB 
— Surf. MAC, 
el par suite 
AB X MP — AC X MN 
— AC X BH = AB X CK. 
Comme AB X MP — AC X MN 
<T AB(MP—MN), on a 
MP — MN > CK. 
Si le point M était sur le prolongement de BG, du côté de B, 
on aurait de même 





MN — MP < BH. 

Si on considère MN et MP comme positifs lorsque ces seg- 
ments sont du sens de BH et CK, et comme négatifs lorsqu'ils 
sont de sens contraires, on voit que la somme algébrique des 
perpendiculaires est comprise entre les hauteurs si M est inté- 
rieur à BC, et supérieure à la plus grande ou inférieure à la 
plus petite si M est extérieur à BC. 





[Ont résolu complètement cette question : MM. G. Alesandreseu its Amblard ; 


A. Arcizet; L. Bayor ; F. Bellec ; CG. Billionnet; L. Bois: J. Borgey ; G. Canel;. 


G. Ghollet ; Y. Collin; R. Coural ; E. Croze ; G: Delolme ; E. Foucart ; 
G. Foucry ; R. Hüe ; ‘H. Janois ; E. Le Maigre ; J. Leveau ; B. Mathé ; 
R. Mothes; M. Oger ; J. Pémartin ; M. Petit; A. Pichon: P. Plisson ; 
Le Révérend ; Reymond ; Ribes ; R. Rives ; E. Sautreau ; G. Schoonheere; 
L. Tholomier ; A. Thorin ; L. Troïu ; Venet : F. Vérot ; P. Leverrier; Vial. 


Ont résolu partiellement cette question : MM. R. Bellencourt: F. Bernard ; 
H. Bonafé ; E. Bouby ; Cavaillé ; F. Clabault ; Colomer ; E. Delarue ; 
R. Dickson ; C. Doumere ; Duval ; Kamechon ; P. Fouché ; L. Hébrard ; 
M. Lagarde ; J. Lamatte ; R. Lavallée ; J. Massip ; Poujol ; R. P. ; Rambaud: 
J. Sallaud ; J. Tastet.] ; 
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5057. — On donne un trièdre trirectangle OXYZ et sur OZ 

un point CG situé à la distance c de O. Mener par ce point un 

plan coupant OX en À, OY en B et tel que les angles CAB, CBA 
soient égaux respectivement à deux angles donnés à, LP 


(Bacc. lettres-math. Clermont, avril 1900.) 











Posons OA = x et OB— y. On doit avoir 
BG 3 AGE: AB 
sin 4  sinf  sin(a+#) 
Or BC — + yi, 
z| AG +, AB = a + 
os Donc 
s Cr VA CR mien a? + y? 
SA sin®aæ  Ssin?f  sin?(a+£) 
2 ou, en retranchant terme à 





terme le dernier rapport de la 


LÉ somme des deux premiers, 
« Ë c? —— y? de. c? + x? CL 
ÿ sin?a ‘7, .sin?f 

2c? 


__ sin?a<+-sin?f — sin?(a+£) 
On tire de là 
— Sin?a+ sin? 8 + sin?(x +) 
a? = c? FTIRE DO Un He CRT ENE 10 7 I 0) 

sin? x + sin? 8 — sin? (x+ 6) 
sin?a—sin?0 + sin?(x + B) 
sin? a + sin? f— sin? (a+) 
En se servant des identités 


2 2 


=) 


y 


sin? 4 — sin? 8 — sin (« + @) sin (a — £), 
sin? «+ sin? 6 + 2 sin a sin & cos.(a + 8) — sin? (a + $), 
on voit qu'on peut écrire 

sin (œ+f)|[sin(x — sin (a—$) 

2 SN GESPHEM ER Pen (APT +)l ( + P) p)l =— ccotgatg(x + £); 
— ? sin a sin f cos (x + £) 
on aurait de même 
y? = —c? cotg P tg (x + PE). 

Pour qu'on ait des valeurs réelles de x et y il faut que cotg « 
el cotg £ soient de même signe; or « et $ ne pouvant être 
obtus en même temps l’une des cotangentes est nécessaire- 
ment positive ; donc elles doivent être toutes deux positives. 

Alors tg(:+6$) doit être négative, ou a+8>> 90e. 

Aufrement dit le triangle ABC, qui à pour angles &, £ et 
180°—-4—%, doit avoir tous ses angles aigus. 


X—C 


(Ont résolu cette question : MM. A. Bernurdeau:; M. Beyney ; A. Bourlat; 
L. Carmillet; F. Clabault ; L. David ; R. Henry; F. Mestre: EF. Pégorier.] 


À ————————— — 
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5037. — Etablir les relations qui doivent exister entre les 
angles d'un triangle et les intensités de trois forces parallèles, de 
même sens et appliquées respectivement aux trois sommets, pour 
que le centre de ces forces coinaide avec le centre du cercle d'Euler #4 
relatif au triangle. D 


Construisons le triangle A'B'C' qui a pour sommets les 
milieux des côtés du triangle ABC. oi, - 
Le cercle des neuf points rela= 
tif à ABC est le cercle circons- 
crit à A’B'C'; soit w son centre. 
Appliquons en w un poids P. 
Il s'agit de trouver ses compo- 
santes «,f,y aux sommets de 
ABC. | FRE, 
Si z,',7 sont descomposantes 
aux sommets de A'B'C', nous 
aurons 


am RE +T) B=tt+a) = +0) (0 


Évaluons donc #,®/, 7; nous avons à cet effet, d’après un théo- 
rème d'Euler, 





a -p y! 
aire B&C 7 aire C'wA' aire A'wB 
ou, après réductions, 
a’ p v 





a 


<. Ps È PT en L 
sin C'wB sin A'wC/ sin B'wA' 


ou encore 


a LL p° SA Y A 
sin ArmaisinteB miwsin020 554 


En se reportant aux égalités (1), on voit que les poids cher- 
chés 4, $, y sont proportionnels aux binomes 


sin 2B + sin 2C, sin 2C + sin 2A, sin 2A + sin 2B. 
[Ont résolu cette question : MM. M. Beyney ; E. Foucart : Ch. Vallot.] | 
te TN RTE TESTS 


PHYSIQUE 





5058. — On prend la densité d'un liquide par la méthode du 
flacon et on trouve 1,345. La température est 18° et la pression 
atmosphérique 154%. Calculer la valeur qu'on aurait trouvée en à 
opérant dans le vide, sachant que les poids employés ont la den. 
sité 7. Ne - 
(Bacc. lettres-math., Lyon, juillet 1900.) 

Soit D, la densité du liquide à 0° quand on opère dans le vide. 

Dans la première opération (détermination de la masse M. 
d’un certain volume du liquide), les masses marquées M font 
équilibre à un certain volume Vo du liquide. On a alors 

| M SR 
s VoDo ou Voa == TUE a, M 
a étant la masse du centimètre cube d'air dans les conditions 
de l'expérience, et d la densité des masses marquées. k. | L 

Dans la seconde opération (détermination de la masse M’ du 
même volume d’eau), les masses M' font équilibre à un volume 
d’eau égal à Vo et l’on a, en appelant e, la masse du centimètre 
cube d’eau à 0o, : 


TE. 


Véeo — Voa = M — es 
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Divisant inbre à Le les deux équations, il Rio ; 


D, — a FAQ 
0 — a 0 M'’ 
Lun M M 
d'où Do = 7% — (r — t}e 
3 M 
Mais = 1,345, eo — 0,999 
et = 0,001 203 Xe Xe — "= 0,042 ; 
+33 
donc Do = 1,345 Xx< 0,999 — (1,345 — 1)0,0012, 


D, = 1,343 24. 
(L. DAVID, à Saint-Etienne.) 
MM. A. Bernardeau ; M. Beyney.] 


d'où l'on tire 


(Ont résolu la même question : 


5059. — Un rayon lumineux tombe sous l'angle d'incidence 
î sur un prisme d'angle x, les angles à et x étant assez petits 
pour que les différences i— sini, 
aæ— sin « soient négligeables. Soient 
BC et CR es trajets intérieur et 
émergent de ce rayon. 

10 Calculer la déviation du rayon, 
c'est-à-dire l’angle À des directions 
AB et CR. 

20 Figurer le trajet CDE de la 
partie du rayon BC qui se réfléchit 
en G et émerge suivant DE. Calcu- 
ler l'angle A’ que fait DE avec la partie de BA qui se réfléchit en 
B suivant BA. 





! 


À - 
3° Sachant que le rapport AI 5, calculer l'indice du 


prisme. 
(Bacc. letires-math., Oran, juillet 1900.) 
1° Puisque les différences i— sini, «—sinx sont négli- 
geables, on peut prendre & pour sini, r pour sin”, et les deux 
premières équa- 
tions du prisme de- 


à viennent = nr 
et ?'— nr. 
On en tire 
i+i—nr+r) 
Sin, 


et, par suite, la dé- 
viation à pour va- 
leur 
AE à 
= dfn — 1), 
2° La partie du 
rayon BC qui se ré- 
- fléchit en C, prend 
une direction CD 
qui fait avec la 
normale en C un angle égal à r’. D'un autre côté, le rayon DE 
fait avec la normale en D un angle +” tel que #—nr”, en 
admettant toujours que l'on peut prendre #’ pour sini”’, r” 
pour sin”. 





Calculons r”. On a 
y — 90 — [180 — (CBD + + ÉCD)]. 
ROvr. CBD = 90 +7, BCD = 2”: 
donc = 90 —[90—(a+r)) = a+ 
et 3 : "= n(x+r). 


Am. Ed s 


k - n 
7 ‘ d MA Et 





t} ) AS AA) CNT, ae. fa LEUR; 14e 3 
ui k + RE ' L RES à MA CIE a 
PE RS Fr à à 






Calculons maintenant A’. 
à = 180— (BDO + OBD). 
Or ÉDO — 90 — ;”, OBD — 90 —?: 





done A =i+i = nr +n(a+r) = 2na. 
A’ 2n4 2n 
3° Le rapport — = ————— — : 
PP A a(n — 1) n— 1 


Ce 


rapport étant égal à 5, on a 


(MESTRE, à Saint-Bonnet-le-Chastel.) 
[M. A. Bernardeau a résolu la même question.] 


—————————————#} 


CONCOURS DE 1901 (Suite). 


Les sujets de concours de l'école nationale des Beaux-Arts, page 168, A 
sont relatifs au concours de 1901 et non celui de 1900. 


INSTITUT NATIONAL AGRONOMIQUE 


Mathématiques. 

[.— Une pyramide a pour base un hexagone régulier de 1m de côté, 
et sa hauteur vaut 4m. Calculer, à un décimètre carré près, la surface 
de la section faite dans cette pyramide par un plan passant par son 
centre de gravité et parallèle à sa base, 


Il, — 5072. — Trouver entre quelles limites doit être compris le 
paramètre m pour que l'équation 
(m +- 1)2°? — 2mx — 3m + 4 = 0 
ait deux racines comprises entre — 1 et +1. 
(10 juin. — Durée : 3 heures.) 


Physique et chimie. 


1. — Principe de la machine à vapeur ; détente, 

IT. — Quelle est, en volts, la force électromotrice nécessaire pour 
entretenir un courant de 12% dans un conducteur dont la résistance 
est de bohms ? 

IT. — Synthèse de l’eau au moyen de l’oxyde de cuivre. 

(10 juin. — Durée : 3 heures.) 


Sciences naturelles. 


1. — Zoologe. — Les veines et l'appareil veineux chez les vertébrés 
structure, disposition anatomique, fonctions. 


Il, — Botanique. — Exposer les caractères dont on s’est servi pour 
diviser les végétaux en embranchements, les Phanérogames en Gymno- 
spermes et en Angiospermes, et les Angiospermes en Monocotylédones 


et en Dicotylédones. 


(10 juin. — Durée : 3 heures.) 


Épure. 


5073. — La ligne de terre XY est le petit axe de la feuille 
(après suppression de l'en-tête) ; zz' en est le grand axe. Les points 0, 
A,B, GC sont situés comme l'indique le croquis, les distances oA, 0B, 
oC, étant égales à 10cm. La droite AC est la 
trace horizontale d'un plan P dont la par- 
tie supérieure fait, avec le demi-plan hori- 
zontal qui contient le point 0, un angle de 
60° ; c’est aussi la trace horizontale de deux 
plans P'et P”, dont les parties supérieures 
font, avec le demi-plan horizontal, des 
angles respectivement égaux à 45° et 75°, 
Le point du plan P qui se projette hori- 
zontalement au milieu de BC, est le centre 
d'un carré situé dans le plan P, ayant une 
diagonale horizontale égale à 10cm, Ce carré 
est la base commune de deux pyramides 
régulières ayant chacune 50m de hauteur. 


On demande de représenter par ses deux projections la partie de l’octaèdre 
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ainsi formé qui est comprise entre les deux plans P’ et P". On distin- 
guera les parties vues et cachées comme d'habitude. 


(70 juin. — Durée : 3 heures.) 


CONCOURS GÉNÉRAUX 





Classe de Mathématiques élémentaires. 


Physique et Chimie (Paris). 


Ï. — Courants d'induction. 


IT. — Les trois carbures d'hydrogène fondamentaux. Préparation. Pro- 
priétés. 
Classe de Première-Sciences. 


Muthématiques (Paris et départements). 


5074. — Une roue, homogène, de rayon R, de poids p, placée dans 
un plan vertical, repose sur un sol horizontal XY, Elle roule ou glisse, 
suivant le cas, sur le sol; mais son glissement s'accompagne d'un frot- 
tement qui a pour coefficient f. 

Un levier horizontal, de poids q, articulé en O0 et dont le centre de 
gravité A est à la distance OA =}! du point 0, s'appuie sur la roue. 
La roue peut, sujyant le cas, rouler ou bien glisser sur le levier, mais 
le glissement s'accompagne d'un frottement qui a pour coefficient fi, 
en général différent de f. 

En un point M de la roue, situé sur la verticale du centre, à la dis- 
tance d de ce centre, au-dessus 
ou au-dessous, on applique à Ja 
roue un effort de traction hori- 
zontal T. 

{° On demande quelle limite 
ne doit pas dépasser T pour que 
la roue reste en équilibre. 

2° On fait croître T jusqu'à ce 
que l'équilibre soit rompu. Com- 
ment le sera-t-il? La roue rou- 
lera-t-elle sur le sol ou bien sur le levier? ou bien, au contraire, glis- 
sera-t-elle à la fois sur le sol et sur le levier? Discuter ces cas. 


Application numérique. — La roue touche le levier au point A; ona: 


(o] A 


x Ÿ 


R—1®%, d—02,05, 1—92n, p—A0kil, q—15kûn, T— ail, 
LENS 
Classe de Seconde moderne. 
Mathématiques (Paris et départements). 
5075. — 10 Soit un cube dont deux faces parallèles sont ABCD et 


A'B'CD'; on considère le plan P passant par la diagonale AD’ de la face 
ADA'D' et faisant l'angle de 30° avec le plan de cette face. Calculer le 
rapport des deux parties du volume du cube séparées par leplan P. 

2° Déterminer la tangente de l'angle x que doit faire le plan P avec 
le plan ADA'D' de façon que le rapport des volumes des deux parties du 


î m 
cube séparées par le plan P ait la valeur donnée —. 
n 


3° Discuter et écrire la solution convenable. 

4° Tracer la projection du cube sur le plan P, sachant que ce plan, 
qui passe par AD', coupe l’arête BB', entre B et B', en un point E tel 
que EB’ est le tiers de BB’. On établira la ponctuation de cette projec- 
tion en supposant le sommet A’ vu, les faces du cube étant opaques, 
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Mathématiques élémentaires. 


5076. — Étant donnés un cercle fixe 0, une droite fixe D, tangente 
à ce cercle, et une droite fixe A, parallèle à D, située du même côté de 
D que le cercle O, et ne coupant pas ce cercle, on mène d'un point A 
de À les deux tangentes au cercle 0, qui coupent la droite D en. B 
et C. 


fn Si 0e D. 
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Us, 


Le point A décrivant la droite A, on demande : 


à NES 
ra 
û 





















1° De trouver le lieu géométrique du point M de rencontre de la bis- 
sectrice intérieure de l'angle A du triangle ABC avec le cercle circons- 
crit à ce triangle; 

2° De trouver l'enveloppe du cercle circonscrit au triangle ABC ; 

3° De trouver l'enveloppe du cercle passant par les milieux des côtés 
du triangle ABC; 

4° De calculer les longueurs des trois côtés du triangle ABC connais- 
sant la somme ! des longueurs des deux médianes issues des sommets B 
et C. : 

N. B. — On désignera par r le rayon du cercle O et par h la dis- 
tance des deux droites parallèles D et A. 
; ; {1er juillet, de 7 K. à 2 h.) 


UE FER Nr SRE 
QUESTIONS PROPOSÉES 








5077. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre 
de trois chiffres dans lequel la somme des valeurs absolues des chiffres 
est un multiple de 7, soit divisible par 7, est que le chiffre des dizaines 
et le chiffre des unités diffèrent de 7 ou soient les mêmes, 

(P. TriBiER.) 


9078. — Démontrer que si 3°+1 est multiple de 10, le nombre 


3+#+ 1 est aussi multiple de 10. 
(Couprais, école normale de Saint-Brieuc.) 
5079. — Trouver le reste de Ja division par 13 de l'expression 


30129 >< 163 034% >< 477, 
(E. Mercier, lycée de Montluçon.) 


7 
Mr dat drotans de à» ut cent |) en té. je 


5080. — Trouver une progression arithmétique dans laquelle la 
somme des n premiers termes soit égale, quel que soit n, à n(an + b), 
a et b étant deux nombres donnés. 

(Gasluc de SÉNÉBRON, à Hesbru.) 





5081. — Si æ, y, z' sont trois nombres positifs tels que 
T+—-Y+z—=A, 
a 3 
(+) > (a — 2æ){(a — 2y)(a — 223). 
(J.-F. d’AvizLez.) 


on à 


5082. — Déterminer A et B de façon.que 
x + Am + (2A +1) r' + Bx° + (2A + 1}2° + Az +1 
soit divisible par une puissance de æ+1 d'ordre aussi élevé que pos- 
sible ; trouver cet ordre. 


5083. — Trouver les trois plus petits nombres entiers consécutifs 
dont la somme est à la fois un carré et un cube. > 


5084. — Résoudre et discuter le système d'équations simultanées à 
deux inconnues.æ et 7: À 
UE + 4 + 4e + (Bt + 1jy = 4Ë — 1 —3, 
(t + 2)x + 2y = À, 
‘où t représente un nombre donné susceptible de prendre toutes les 


FE Iles. 
 e (Bacc. lettres-math., Toulouse, mars 1901.) 


5085. — On considère un cône droit à base circulaire et l'on pro- 
pose de trouver quelle quantité peut être ajoutée au rayon et retran- 
chée de la hauteur, le volume conservant la même valeur. 

(Becxerica, à Montmirail.) 


5086. — On donne un octogone régu- 
lier étoilé ABC... inscrit dans un cercle O, 
de rayon R. 

On fait passer un cercle par les points 
1, J, K, .... Calculer en fonction de R la 
surface de la couronne comprise entre les 
deux cercles. : 

(P. Veresco, lycée Charles Ier, à Craïova.) 


F > D 
Le 
NE 





5087. — Du sommet de l'angle droit B 
d'un triangle ABC, on abaisse sur l’hypo- 
ténuse la perpendiculaire BD. Du point A 
comme centre on trace un cercle de 
rayon AB. Montrer que la droite qui joint 
un point arbitraire K de ce cercle au point D est perpendiculaire au 





" x 224 


. diamètre passant par le point A du cercle circonserit au triangle AKC. 


5088. — Construire un triangle connaissant les pieds d’une médiane, 
d'une bissectrice et d’une hauteur issues d'un même sommet et le 
rayon du cercle circonscrit. 


5089. — Par un point pris à l’intérieur d’un triangle, lancer une 
bille de manière qu'après s'être réfléchie 
sur lés trois côtés du triangle, elle 
revienne au point où elle a touché le 
premier côté. 

\ 


5090. — Etant donnée une circon- 
férence inscrite dans un angle droit 
æ0y, mener à cette circonférence une 
tangente AB qui soit vue d’un point 
donné P sous un angle droit. 

(C. Duran», collège de Barbezieux.) 





5091. — Construire un carré con- 
naissant les distances de trois sommets à un même point, 


5092. — Etant donnés trois cercles 0, 0:, 0:, construire un cercle 
0 tel que l'axe radical de O et 0, passe par un point Ai, l'axe radical 
de O et 0: par un point Az, l'axe radical de O et 0; par un point As. 


L 
5093. — Etant donnés trois cercles passant par un même point P, 
mener par ce point une sécante telle que le point P soit avec le point 
de rencontre avec l'un des trois cercles, fixé d'avance, conjugué har- 
monique par rapport aux deux autres points. 
(M. Rereix, lycée Louis-le-Grand.) 


5094. — Etant donnés un cercle et une corde 
AB, on joint un point variable de la circonférence 
aux points À et B. On considère une droite issue 
du milieu C de AB et qui détermine sur les droi- 
tes AM et BM deux longueurs égales MP et MQ. 
Lieux du milieu N de PQ et de chacun des 
points P et Q. 

(H. FRICQUEGNON, à Vigneulles.) 





5095. — Par un point M pris sur un cercle on 

mène des cordes MA, MB parallèles à des direc- 

tions fixes. Trouver le lieu du centre du cercle inscrit dans le triangle 
MAB quand M décrit le cercle. 


3096. — Etant données une circonférence de centre O0 et la tan- 
gente AT en un point A de cette circonférence, on mène la tangente en 
un point variable ( de la circonférence et on désigne par P le point où 

cette tangente variable rencontre AT. 
Soit M le point où le rayon 0Q pro- 
M longé rencontre la perpendiculaire me- 
Q née par P à la droite AT. 
19 Démontrer que les angles MOP et 
MPO sont égaux. 

2° Le lieu du point M est une para- 
bole ayant pour foyer O0 et pour direc- 
trice AT, et la tangente en M à cette 
parabole est perpendiculaire à la droite 
OP. 

30 Déterminer la sous-normale cor- 


respondant au point M et vérifier qu'elle est égale à OA. 
Nota. — On remarquera que OA est l'axe de la parabole. 
(Bacc. lettres-sciences, Nancy, avril 1901.) 


5097. — On considère les triangles inscrits dans un cercle et ayant 
un sommet commun. k, r et R désignant respectivement la hauteur 
issue de ce sommet et les rayons des cercles inscrit et circonscrit, 
trouver le lieu du centre du cercle inscrit dans les cas suivants : 

ANR ENS OUR rh CU, 
(A.-D., au Val-de-Grâce.) 


5098. — Etant donnés un cercle O et un point fixe P sur ce cercle, 
on fait pivoter autour de ce point comme sommet un angle constant. 





Se 
TOR 


ü 





Sur les côtés PA, PB de cet angle limités à la circonférence on cons- 
truit le parallélogramme PAP'B. 
19 Démontrer que l’orthocentre du triangle P'AB est fixe. 
2 Lieu de l'orthocentre du triangle PAB. 
3° Lieu du point P’, : 
4° Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle P'AB. 


(Duvercé et Sainre-Laçue, lycée de Bordeaux.) 


5099 .— Dans un triangle donné AOB on prend sur OA, entre 0 et A, 
un point quelconque M, puis sur OB, entre O et B, un point N tel 
que 

OM.ON = AM.BN. 

1° Lieu du centre de gravité du triangle OMN. 

20 Lieu du centre du cercle circonscrit. 

3° Enveloppe de la droite MN. 


40 Lieu de l’orthocentre du triangle OMN. 
(L,. OLLté, à Auch.) 


5100. — Par un point F pris à l'intérieur d’un angle /0x on trace 
une droite MN rencontrant Ox en M et Oy en N. On circonserit un 


cr À 
cercle au triangle OMN, et en prenant O pour origine et OF comme 
puissance d'inversion on construit la droite A figure inverse du cercle 
OMN. 

1° Trouver et construire l’enveloppe de la droite A quand MN tourne 
autour du point F. 

2 Si P et Q sont les points de rencontre de A avec Ox et Oy, quel 
est le lieu du point de rencontre des perpendiculaires à 0x et Oy en P 
et Q? 

3° Lieu des points du plan par où passent deux droites A formant un 
angle égal à l'angle y0x ? 

IV 42) 


5101. — Un triangle ABC a le côté BC fixe et l'angle opposé À cons- 
tant. Soient D et E les milieux des autres côtés AB et AC. 

1° Démontrer que les hauteurs DD’ et EE’ du triangle ADE passent 
par des points fixes lorsque le point A varie. 

20 Trouver le lieu du centre du cercle inscrit au triangle ADE. (Ce lieu 


n'est pas une conique.) SJ. 
(Trajan Larescu, lycée internat de Jassy.) 


5102. — On donne, dans un plan fixe (P), un point 0. Un plan 
(I) glisse sur le plan (P}) suivant la loi ainsi définie : une droite (D) de 
ce plan passe constamment par le point O et sa vitesse de glissement 
suivant sa direction est proportionnelle à sa vitesse de rotation autour 
de 0. 

40 Construire la base et la roulante. 

2 Quel est le déplacement du plan (P) relativement au plan (I) ? 


5103. — Un double pendule électrique isolé est formé de deux pe- 
tites balles conductrices de même diamètre dont l’une est 
0 fixe, l’autre mobile. Celle-ci est fixée à un fil de longueur !. 


Les deux balles étant en contact, on les réunit au pôle 
| positif d’une pile dont l'autre pôle est au sol ; elles s'électri- 
| sent et la balle mobile s'écarte d’un angle x de la balle fixe. 

l Connaissant la masse m, le rayon R de cette balle, calculer : 


sl 49 Sa charge ; 
20 Le potentiel du pôle positif de la pile. 
Application : m—08",098, [—10°n, R—1cm, «= 60°, 
g = 980 CRGU0: 


Combien faudrait-il d'accumulateurs de forceélectromotrice 
égale à 2*°%,5 pour produire l'écart indiqué ? 
(Bace. lettres-sciences, Alger, juillet 1900.) 


5104. — Le courant d'une pile constante est de 10** quand il 
traverse un circuit extérieur de 10°, de 8*xP avec une résistance 
extérieure de 20°®5 et de {9e à travers un fil de résistance inconnue. 

Trouver la résistance R de la pile et la résistance x du fil. 


(Bacc. lettres-sciences, Lille, juillet 1901.) 
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, 2n et n +1, n +2, S Es He 
ont même ji p. c. m. 


1936 Si a, b et 
a ne 
a = ma(a' + b'), 





sont entiers, on à 
b — mb'(a! + b') . 


4894 Valeurs entières de la fraction (n entier). 


n + 
2n — 5 
Valeurs irréductibles. Facteurs communs aux deux 
LéPIDES 
4872 Nombre de fractions périodiques mixtes d'une forme 
donnée. . 
5065 Fractions irréductibles de dénominateurs À, Bet 
AB. — Propriétés de la troisième fraction . 
4832 Carrés différant d'un nombre premier absolu. 
4967 Somme de 4 nombres égale à un carré parfait. 
5083 Plus petits nombres consécutifs dont la somme est à" 
la fois un carré et un cube. . . 
4871 Plus haute puissance de 13 contenue dans le produit 
des 10000 premiers nombres entiers. , 
4953 Si À et B ontleurs À derniers chiffres communs, il 
en est de même de A” et B*. 


4928 La moyenne arithmétique de n nombres est plus A 
Ë 


grande que leur moyenne harmonique. . . 
4902 Equation du second degré — Calcul de deux expres- 
sions des racines . 

5063 Equation du second degré ayant ses racines réelles. 
— Variation des racines; maximum d’un rapport . 
Equation du second degré. — Condition de grandeur 

à exprimer . 


5072 


OLA EN je Po SIL Mhéie tien Di tie QU e DORE 


4994 Les racines incommensurables d’une équation du se. 


cond degré donnent naissance à des fractions pério- 
diqués contintés 5 M0 EP NNUEENENSRERS 


Résoudre les équations : 








4901 æ&? = (x —1p (ot 1) 2, 00e SL EN 
178 EVE? /60 1, JNNN. LAON 
Va— x — Ve —d  V x —b ; 


4930 V&a?+ V5 a+ 7x +3 —2æ+ 1 . 
ei 
a — «x 


VE 
5020 bi a —@ 


4877 37 + 371 4 3e LS LI 36309. 
Résoudre les systèmes de deux équations : 
4846 à? — xy + & y — 0,y?—xy — 4x = 0. 
4489 5 à? — 12 xy + 9 y? 6y +4 = 0, mx y = 3m—2 
4944 12 y? TE SP TR PR 
y—2 = m (x —3). . . 
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rl 1 Numéros js 
D ds questions 1È Pages 
4982 2 + y) +aty = 3 (0 yo), 0 + y = 106 
5005 a + = a (y +), SL A 135 
4860 Système de trois équations. Discussion. . . . . . . 21 
» 5084 Résolution d'un système de deux Rob du pre- 
* mier degré . . . . MAIS 


4947 Condition pour qu’ un système du premier degré 
admette des solutions différentes de zéro. 4 
Résoudre les systèmes de trois équations : 


1954 G+y+s—a, 2°+y +2 D, ys+ax—xy —0. 718 


0040 m+y+:—2p, xy = 20, a +Yy = 2, . 162 
D? 4873 Solutions entières du systènie 
@ + y + 5 + — 100, 2 =? = AY = US, 11 
| 5080 Progression arithmétique à déterminer... MAT 
| 4608 Variations de la fonction y = 2x°—3x?=— 3x +2. 137 
4891 Conditions de maximum et de minimum de la fraction 
| VER aa? + bx + c 
— + bx+a 
ñ Représentation géométrique . . . . . M 08 
l 4 co x — 
5025 Variations de la fraction y = A cost — Te0s æ — 2 153 


1 + cos x 
4938 Dans le système de base 10, tout nombre commensu- 
rable autre qu'une puissance de 10 à un logarithme 


| 
pe incommensurable. . . 61 
. 4814 Durée d’oscillation d’un pendule (calcul d'approxi- 
; mation) . . HE : 
- 4971 Mélange de trois alliages. —_ Problème . : 105 
| 4963 Emplacement d’une gare reliant deux. villes par un 
be trajet de durée minimum . 94 
4 4826 Achat d’un terrain et d’un champ. - — Problème. 73 
5061 Plantation d’arbustes sur un terr ain rectangulaire. 
Le — Problème . . . He GPU 167 
, « 5089 Problème du billard circulaire. . . . Ur 179 
- 4618 Variations du rapport dés espaces parcourus par 
4 deux mobiles. ; 172 
* 5010 Angle droit et point fixe. — Variation d'un produit . 133 
5041 Triangle équilatéral et patins aux côtés. 
| — Problème . . Î 173 
_ 8045 Triangle équilatéral et deux cercles. — Problème. 174 
4835 Triangle rectangle isocèle et parallèle à un côté. — 
Centre de gravité d’un trapèze . MEL 10 
! 
4880 )Triangle rectangle déterminé par a et — Calcul des 
#17 À cotés et d'un rapport; variations. 21,78 





4923 Triangle rectangle SMN dont le sommet S est donné 
” et lès sommets M, N sur deux parallèles données ; 

aire donnée. — Equation du second degré 

4974 Triangle rectangle déterminé par son périmètre et le 
rapport de deux volumes . : 

4849 Si un triangle a ses angles en progression ‘arithmé- 
tique et ses hauteurs en progression géométrique, 
il est équilatéral . . . 54 

4881 Triangle et cercle inscrit ; périmètre donné et diffé- 


Æ> 
1 





; rence Maximum. : . 12 

L 4948 Triangle déterminé par. b, cet ha a. . 69 

5001 Rectangle déterminé par son PÉRAAEITE et le rayon 

| d’un cercle FAI SNE 125 

|. 440! Inscription d’un trapèze dans un losange : FRERE" 
4933 Inscription d’un rectangle de périmètre donné dans 

? un demi-cercle . 63 
5007 Surface d’un quadrilatère inscriptible et circonserip- 

% tible 136 
ve  +5042 Quadrilatère inseriplible ayant es côtés et une diago- 
L, nale en progression SraNne. — Equation bi- 

(2 carrée . . : 162 

24984 Surface d'un pentagone régulier. —  Varidtions 106 

. 4975 Surface d’un polygone irrégulier | 98 


4895 Demi-cerele AB. Point M projeté en P sur AB et tel 


k: 
RD : 


| que MP.ABSE MA —m. ABS 2 Liu. 50 

_ 4983 Quart de cercle ; surface donnée d’un anneau. Maxi- 
mum. . . } F4 } ail 115 

5086 Surface d’une ‘couronne . M. 178 


107 
173 


4986 Cercle et diamètres rectangulaires ; ‘tangente ; 
5043 Cercle et corde ; somme donnée. — Problème. 
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. des questions 


[14848 
* 5016 


4920 


67» |{ 5021 


3046 
1879 
5064 

41833 


5075 
4353 


4919 


5066 


5013 
2085 


4972 
5056 
. 4862 
5044 
4965 
4813 


438% 


5010 
5090 


4977 
4978 


4247 
4853 


5032 
4839 


4885 
4908 


Cercle et tangente ; 
d’un carré . 

Carrés inscrits dans un secteur de 60° et le segment 
correspondant. — Aire de la portion commune 

Ellipse et parabole ayant un foyer commun. — Calcul 
de trois distances . 

et 5031 Ellipse et cercle passant par les foyers DU A 

Parabole. — Cercle passant par un point de l’axe et 
tangent à la courbe. 1 

Demi-cercle et corde ; relation entre deux volumes . 

Demi-cercleet deux cordes.— Caleul d' une longueur et 
d'une aire. Aire et volume d’un solide engendré par 
l’aire . 

Tétraèdre régulier et plan sécant, — Problème. Vo- 
lume d’un “polyèdre 211 \ 

Cube et plan sécant. — Calcul . 

Parallélépipède inscrit ou exinserit dans un tétraèdre, 
— Relation à établir. Caleul d’une longueur. 

Cylindre de surface totale donnée, inscrit dans une 
sphère donnée 

Surface prismatique ayant pour section droite un tri- 
angle équilatéral; plan sécant déterminant un 
triangle rectangle. — Relation. Minimum. Calcul 
de la surface À 

Cylindre de surface totale donnée, inscrit dans un 
COTE 

Cône droit. — Quantité à ajouter au rayon de base et 
à retrancher de la hauteur on que le volume reste 
constant . . 

Tronc de cône. — Plan parallèle aux bases partageant 
le cône en deux parties équivalentes . . . 
Vase cylindrique terminé par un tronc de cône ; VO- 
lume et surface totale donnés. Surface minimum. 
Sphère et plan sécant. — Calcul du rapport.des vo- 
lumes de deux segments. 

Sphère et plan sécant ; rapport donné des volumes 
d'un tronc de cône et d’un cône 21e 

Intersection d’une sphère et d'un cône, — Calcul d'un 
rayon et d’un volume . é 

Volume. et surface d’une lentille biconvexe . 


rapport donné d’un triangle et 


GÉOMÉTRIE 


Point et parallèles fixes ; sécante mobile. — Calcul 
et construction. te s 
Droites orthogonales. — Droite minimum , 


Droite mobile ayant ses extrémités sur un cercle et 
sur un diamètre. — Rapport constant. . . 
Angle donné et deux points sur les côtés. — Points 


sur un même.cercle . . 

Angle XAY et sécantes BC, DE se ‘coupant en O. 
1 1 1 1 

AOB AOC — AOD * AOE : 

Angle fixe; points fixes projetés sur une droite 
mobile. — Variation d’une somme. . . 

Angle droit et point fixe. — Variation d’ un produit. 
Angle droit, point et cercle inscrit. — Tangente vue 
du point sous un angle droit . . 

Angle XOY. Droite PO telle que OP + 00 — _ À 
Généralisation . . . 4 

Angle XOY et points A, B sur ne OY. 


On a 


Droite PQ 
ARR a 
BOY S 
Triangle el hauteurs. 

cercle circonserit, 


telle que 


— Segment égal au rayon du 


Triangle et hauteurs. — Propriétés. Calcul. 
Triangles inscrits. — Produit constant. . . , 
Triangle ABC et milieu P de l'arc BC du cer ‘cle cir- 
PA AB + AC 
, RU 
conseri n a PE EC : 
; Move a? 
Triangle rectangle où C—=15. Ona be — — 
+ 
Triangle rectangle ABC et cercle inscrit tangent e 


D à l'hypoténuse BC. On a 


RS RAR és r 1 
AB 0 AC) (BD : « CD. 


L'ile tr vuS 1 nt: Si PARA 0 f 2 + ñ 


Pages , 





67 
152 


Pr 


175 
12 


155 
73 


03 


Æ 
[=p] 


142 


133 
1 


1 
© 


99 


100 


52 


101 
156 


D 
LE 





5060 


5087 


4905 
4915 


4528 


4880 
4933 


5001 
4949 


5091 
4927 


4956 


4816 
4843 
5022 
4884 
4984 
5015 
4904 
4867 
. 4895 
4886 
4918 
4976 
4829 


5017. 


4861 


Numéros 
. des questions 


Triangle rectangle ABC et hauteur AH. —  PRONBtES 


des cercles inscrits dans.les triangles BAC, AHB, 
AHC. . . 

Triangle rectangle et cercle. — Droite perpendicu- 
laire : à un diamètre. 

Triangle et orthocentre. — Droite parallèle à un côté. 

Triangle et projections d’un point sur les côtés. — 
Droites concourantes. 

Triangle et perpendiculaires abaissées d’un point d’un 
côté sur les deux autres côtés. — Propriété . 

Triangle et droites parallèles et perpendiculaires 
issues des sommets. — Droites concourantes. 

Triangle et parallèles issues des trois sommets. 
Points en ligne droite. 

Triangle équilatéral et point du cerele circonserit. 
— Points en ligne droite . 

Triangle et hauteurs. — Cercles ayant un point 
commun. 

Triangle et sé icante; rapports égaux. — Construction. 

Côt a d’un triangle en fonction de A, 4 et sachant 
que 2a = b+c. . Jour 

Construction d'un triangle ‘déterminé par : 


a! ha; - AD°—= BD:DC a es de la TE à 2 
LEE RE L 
a, h, ‘abc: = 4h, 

DORE EMEA 

a, b, ha+h = he. 

ad, Vas b+e, JAN 5 ER AE RS 

DORA BH = M (AH hauteur). 

’ CRU EUR 

RS PCR 


+ Triangle déterminé par les pieds des deux bissectrices 


issues de À et leurs distances aux côtés de l’angle. 
Triangle déterminé par R et par les pieds d’une 
médiane, d’une bissectrice et d'une AUIQUE 4 


Triangle rectangle déterminé par a et — 


Inscription d'un rectangle de périmètre CA dans 
un demi-cercle. 

Rectangle déterminé par son périmètre et le rayon 
d'un cerele : 

Carré déterminé par son centre et deux points sur 
deux côtés consécutifs . ASS PET IR MAP IPTC 

Construction d’un carré.  . : 

Losange formé par deux triangles équilatéraux. — 
‘Propriétés ; : 

Losange déterminé par les positions de deux côtés 
opposés et par un point de chacun des deux autres 
côtés , À 

Trapèze isocèle : cercles inscrit ét circonscrit. — 
Propriétés. Construction . ‘ 

Quadrilatère et bissectiices des angles. 
Relation. à 

Quadrilatère inscriptible.. — Propriété. 

Construction d'un quadrilatère . 

Surface d’un pentagone régulier. Variations 

Construction géométrique du côté du pentagone 
régulier. Généralisation. . . 

À, B, C, D RIRUSS consécutifs ‘d'un polygone 
régulier. On a AC AR = ABLE Pa 

Polygone convexe inscriptible dans un Bat — 
Calcul du rayon . . 

Demi-cercle AB. Point M projeté en P sur AB et {el 
que MP.AB + MA° — m.AB’. . . 

Demi-cerele et deux cordes. — Somme constante. 
Droite bissectrice d'un angle . 

Cercle et point ; relation. — Construction et calcul 

de segments et d’un rapport . 

Cercle et point fixes ; sécante mobile et relation. — 
Calcul. 

Cercle et parallélogr amme. — ‘Triangle de forme 
constante . 

Cercles décrits des pieds des hauteurs avec un même 
rayon — Points sur un même cercle . 
Cercle, diamètre et corde; somme constante. 

blèmet”: + ie 2e (meer ape DU 


aleul. 


— Pro- 


| Pages 
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des questions 


5052 Cercles orthogonaux. Rs ) À 
Système de trois cercles ayant un point commun. | 


5093 


1674! 
| 5092 
178). 
29! 5021 
| 5031 
38!| 4856 
175 | 4943 
156.| 4859 
408. 
î 
108 :| :869 
36 | 5030 
22,| 4897 
- 11 4932 
446 ! 
:| ‘5014 
68. 
69 | 4562 
13 | 4887 
51 | 5100 
126 
121 | 4852 
13 
70 | 4903 
| 5099 
54! | 4998 
179,1 5024 
21 
5023 
63 
1ox 1] 5098 
204! 5097 
119%) 5032 
n2°| 5101 
| "5076 
: À 
79 :| 5033 
4927 
92 | 4843 
33 | 4888 
146 
59 | 4834 
106?! 5034 
138 || 5094 
5033 
38 | 4403 
4829 
26 ,| 5098 
50:| 4976 
4898 
22 | 4476 
5009 
62 
a 
99 .| 5096 
| 4788 
1! 
5003 
145 
5067 
174 
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— Sécante à MA des er: 
Cercle dont les axes radicaux par rapport à trois 
cercles donnés passent par trois points donnés . . 
Ellipse et cercle be par les foyers. — Pro 
blème ., . : 
Parabole et cercle. — Aire commune et rapport de 
cette aire à celle d’un triangle . 


Carré et parallèle à une diagonale. — Surface et # 


volume engendrés par un solide. 
Hexagone régulier et cercle. 
Volume et aire engendrés par un solide. 


Lieux géométriques. 


+ 
Points mobiles sur deux droites. — Lieu du milieu & | 


la droite joignant ces points . 
Point et parallèles fixes ; sécante mobile. 
Droiïtes orthogonales et condition. 


" à 


Droite mobile ayant ses extrémités sur un cercle et ' 


sur un diamètre . 

Droite fixe et angle constant tournant autour du 
sommet k … ARE 

Angles droits circonscrits à une parabole . 

Angle constant tournant autour d’un point fixe. 

Angle fixe et sécante variable. — Enveloppe d'une 
droite et lieux . . 

Triangle rectangle et condition. Lieu de 2 points divi- 
sant un segment dans un rapport donné . . 

Triangle ABC et 2 points B’,C' tels que AB. AB' + AC. 
AC" = 2k?. Lieu du céntre de ABC . .. ; 

Triangle et relation. — Lieux et enveloppe . 6 

Triangle inscrit dans un cercle fixe et dont deux côtés 
touchent un cercle fixe. — Lieux et enveloppe . 

Triangle ABC inscrit dans un cerclefixe ; A constant ; 
cercle des 9 points ; droite de Simson. — Lieux et 
enveloppes . . . 

Triangle ABC inscrit dans un cercle fixe’; A fixe et 


Aire mixtiligne. , 






À 


AB. AC constant. — Lieux des centres des cercles * 


inscrit et exinscrits . 


ÿ Triangle inscrit dont deux côtés ont des directions 


fixes. — Lieu du centre du cercle inscrit . 

Trianglesinscrits ayant un sommetcommun. — Lieu du 
centre du cercle inscrit dans deux cas particuliers. 

Triangles inscrits ayant une bissectrice commune . 

Triangles inscrits ayant deux sommets fixes.— Points 
fixes et lieu (aatre qu’une conique). 

Triangle et cercle inscrit.— Lieu et enveloppes. Calcul 

Triangle : ; droites parallèles et droites perpendicu- 
laires issues des sommets . C0 

Losange formé par deux triangles équilatéraux. 

Quadrilatère et bissectrices des “angles | ; 

Cercle fixe et triangle inscrit variable. — Lieu des 
centres des cercles inécrits . 

Cercle variable tangent à un cercle-fixe et äun angle 
variable. — Enveloppe. d’une corde . 

Cercle et droite ; rapport donné. — Enveloppe (para- 
bolé). Lieu du foyer ; 

Cercle et corde ; longueurs égales. — Lieux. . 

Deux cercles ; rapport donné. — Enveloppe (conique) 

Deux cercles et deux points ; angle constant. . . 

Cercle et parallélogramme. . . d 

Cercle et TPE LS de forme constante, — 
Heure D: 

Cercle et points fixes ; ; “sécante mobile et relation . 

Cercle et cordes parallèlés variables . x 

Cercles sécants et sécanté variable . 


Cercles sécants et sécante variable. — Lieu du a point È 


commun à deux cercles . 
Cercle et deux cordes . 


x. 


Cercle, tangentes fixe et variable.— Lieu et propriétés. 


Système de deux cercles mobiles passant par trois 
points fixes ; axe radical. — Lieux. . . « 

Lieu des points équidistants d'un cercle et d’une 
droite . £ 

Deux droites quelconques de l’espace. __ Lieu des 
points d’un plan équidistants de ces droites. 
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179 
178 


156 


52 
33 


108 


179 
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- 4984 


5053 


5027 


Numéros à ; Ex 
des questions 


4868 Lieu des points de ja ei tels que MA — MB — = m, 
MA° — MC — n° (A,B,C points Po 


4922 Lieu des points M tels que MAR MP PAR 
MP, = cons{. (P1,P2, .., P, points fixes) 


TRIGONOMÉTRIE 


4964 Démontrer que . "arc CÔtg + 2 arc cotg 3 . . 


4810 Elimination d’un angle entre pu équations . 


4817 Equation à résoudre. 
5054 
4957 Relation entraînant une différence constante. 5 
4 COS? æ — 7 COS æ — 2 
1 + cos x 
5010 Angle droit et point fixe. — Variation d’un produit. 
4384 Angle fixe et points fixes projetés sur une droite 

mobile. — Variation d’une somme . 
4985 Angle et point fixes. — Produit à déterminer, Maxi- 
mum ou minimum . 


5025 Variations dela fonction y — 


ares ‘correspondants à un 

apport donné. — Calcul. Propriétés à ; 
4968 ne e et sécante. — Aire d’un triangle. Maximum ; 
4853 Triangle. — Calcul des hauteurs. Somme constante. 


Relation à établir. M 
in? © 
5036 Triangles particuliers tels que se He ANR 
4913 Résolution d’un triangle. Na Fm] 
4948 = Les 
4991 _ — 
5026 — LE 


4924 Trapèze isocèle. — Calcul. Relation. 


4843 Quadrilatère et bissectrices des angles. — Calcul. 
Relation . . . ! 
5047 Dièdre droit et points donnés sur l’arête. — Calcul 
. dun segment. Minimum. . . . . . 
5057 Trièdre trirectang e. — Plan sécant à déterminer. 


4858 Surface totale engendrée par un triangle équilatéral 
tournant autour d’une droite passant par un som- 
met. — Angle à déterminer . TER RO TE 


Cube et plan “sécant à déterminer 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


Intersection de deux droites . 

Equations des tangentes en deux points particuliers 
d’une courbe figurative : 

Système de deux cercles rapportés à des axes rectan- 
gulaires. — Problème. SALES PER 


5075 


4892 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


Rotation d’un segment rectiligne horizontal autour 
? d’un axe vertical. 
Plan défini par deux droites. — - Projection verticale 
‘ d’un point et vraie grandeur d’un triangle. 
4958 Plan dont la trace verticale se confond avec le rabat- 
tement de cette trace sur le plan horizontal. 
5068 Cercle donné par les traces de son plan etson rabatte- 
ment sur le plan horizontal. Projections d'un point. 
Projections d'un cube. Section par un plan sécant. 
Projections d’un cube sur un plan sécant . 
Projections du solide commun à un dièdre et à un 
octaèdre . . . sue 
Projections d’un tétraèdre entaillé par un prisme. Na 
Projections d’une pyramide à base Fr Cir- 
conférence circonscrite à la base. ‘ 
4863 Projections d’une DIT tee quadrangulaire. — Sec- 
tion par un plan, . . 
5003 Sections paraboliques d’ un cône droite +. 
Section parabolique d'un cône. — Propriété. Cons- 
truction . . . 
Projection horizontale d'une partie d’un cône située 
à l’intérieur d'un trièdre . . 
4845 Intersection d’un cylindre et de deux cônes ( (cotée) | 
4828 Projection cotée de deux surfaces ÉPhé ANA limitées 
par un plan transparent. à FT RTS 


5048 
4950 


5075 
5073 


4966 
4841 


Dai NC | 7; 


5062 


160 
153 
133 
142 
118 
117 


109 


101 
157 


54 
69 
121 
146 
BH) 
33 
165 
176 


80 
178 
135 
106 


165 
71 
80 

168 

160 

178 


177 
100 


43 


18 
138 


156 


167 
91 


74 


. 4857 


Kuméros  MÉCANIQUE 
dés questions : 
4979 Centres de BRaNIté de diverses parties d’un hexagone 
TÉBUHET AE NGENET LE RIRE 


4999 Lorsque les triangles ABC, A'B'C' ontmême centre de 


gravité, les segments AA’, BB’, CC’ forment un cou- 
ple et réciproquement. 

Forces paralièles appliquées aux sommets d’un trian- 
gle. — Propriétés des centres de trois systèmes. 
Id. — Lieu du centre des forces. Intersection dev ce 

lieu avee un côté. ! 

5037 Id. — Relations à déterminer . 

4865 Forces appliquées aux sommets d° an quadrilatère 
articulé. — Propriété. Equilibre. 

Equilibre d'un point situé sur une ellipse et attiré 
par deux forces passant par les foyers. 

Equilibre de quätre forces dirigées suivant les hau- 
teurs d’un tétraèdre. 

Equilibre d'un madrier s'appuyant sur le sol et sur 
un mur vertical. 

Equilibre d'une barre rectiligne reposant sur an dis- 
que fixe. Pression. 

Equilibre d’une roue en tenant compte du frottement 
de glissement. . . 

Point matériel sollicité par la pesanteur et par une 
force constante. —- Temps de chute. Minimum 
de cetemps dans deux cas particuliers. 

Déplacement relatif de deux pions DA à suivant 
une loi donnée. PEAR: SAIS ESS HO 


4940 
4959 


5069 
4830 
4988 
5028 
5074 
4823 
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PHYSIQUE 
Problèmes sur la pesanteur et sur l'élasticité des corps. 


4941 Chute d'un corps. Hauteur de chute . 

5070 — 

4854 Chute d'un corps dans le vide. 

4992 Machine d'Atwood. Espace parcouru ; 
chute. #74 

Machine d’Atwood et pendule simple. 

Mouvement d’un projectile. 

Energie ou puissance vive totale d'un sy stème. 

Poids spécifique d'un corps tombant dans l’eau. 

Pression sur un liquide . . . : 

Equilibre d’un corps dans des liquides super posés. 

Ecoulement d’un liquide. VUS 

Aréomètre. Densité d’un liquide É 

Aréomètre. Volume d’une division de la tige et volume 
totahre ; 

Equilibre d'une boule remplie d'azote comprimé : 

Pression de l’air sur les parois d'un récipient. . . 

Pression de l’airsen vases clos, communicants et à 0. 

Baromètres. Longueur de la chambre barométrique. 

Baromètre. Hauteur DR ALAUE et merne atmo- 
sphérique : MOT RS RTE 

Manomètre. Calcul de la pression. 

Aérostat. Calcul.du volume . 

Corps de pompe. Masse de vapeur recue à chaque 
coup de piston. 

Compression de l'air dans un cylindre. Déplacement 
du piston. 

Travail mécanique 
masse d’eau. . . 

Presse hydraulique. Diamètre du piston : 

Volume d’un ballon rempli d'acide carbonique . 

Densité d’une vapeur par rapport à l'air. ae 

Densité d’un liquide par la méthode du flacon. 


‘durée de la 
4980 
4836 
4990 
5011 
4897 
4906 
4925 


4926 
5018 


482% 
4916 
4818 
5002 
4981 


4951 
4960 


5038 


5055 nécessaire } pour liquéfier une 
1840 KR 
4935 
4889 
5058 


Problèmes sur la chaleur. 


4909 
4989 
4973 


Densité et coefficient de dilatation d'un liquide. 

Température d'une bille en mouvement. 

Température d’un fourneau estimée au moyen ‘du 
platine . 

Formation de glace par. la chute d’une masse de 
plomb dans de l’eau en surfusion . . 


4893 


Problèmes sur l'électricite. 


4855 Voltamètre. Intensité du courant. 
5000 Pile. Introduction d’une résistance. 
5104 Résistances d'une pile et d’un fil. . 
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168 
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122 
110 


149 
134 
o1 
39 
48 
63 


159 
158 
39 
93 
147 
11! 
82 
95 
29 
166 
160 
43 
55 
30 
176 


119 
110 
161 


24 
139 
179 
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” 5029 Rapport nes run ‘électromotrices 


de deux piles | \ D 
_ mises en circuit avec un galvanomètre. . . . . . 159 
Nombre de lampes à 
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incandescence alimentées 


5050 Conducteur dans une enceinte entourée d'eau. 167 
5074 Lampes à incandescence. Intensité du courant : éner- 
SIPAGORSOMMÉR LEE Ne ORAN L EE RO 168 
3103. — Pendule électrique : charge de la balle mobile 51 OUR 
potentiel dela pile. … .1:5 4 VENTE EX 179 
Problèmes sur l’acoustique et l'optique. 
2961 Hauteurs des sons rendus par les deux segments d une 
corde vibrant transversalement . 4. . . . . : . . 95 
4969 Vibration d'une corde sonore rendant l'accord parfait 
L MAÏQUES 4 ue ne) net bu dE Nr ne DATE T'ON 
5039 Sonomètre. Poids tenseurs et longueur des cordes . 166 
4870 Miroir plan. Fixité de l’image d’une dur A DE A EU 





| 4934 sir et ntiles con rergente. Image 


EXAMENS ET CONCOURS : No . 


un à pointes. 
4837 Lentille convergente. DO RDIES réfleetion. . .… 
4864 Lentille et us Influence de l'indice des milieux. 
4970 Prisme. Valeur à donner à l'angle, du prisme. * . . 
4890 Prisme. Marche et déviation d'un rayon lumineux. . 30. 









5059 Prisme. Déviation et marche d’un rayon lumineux. te 
Angle du prisme. : AN PNR AIT "4 
4997 Prisme. Angle d'incidence donnant la déviation mi- , L 


nima. 12% à 
4842 Prismes. Déviation totale d’un rayon lumineux . su: j'ORR 
4942 Lunette astronomique. . . . . . . . a7 
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CHIMIE k | 
4831 pale moléculaires des, composants d'un mé. D 
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